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ВВЕДЕНИЕ 
 

Книга посвящена изучению вопросов существования (как в 
малом, так и в целом) и единственности обобщённого, почти 
всюду и классического решений следующей одномерной  
смешанной задачи: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪
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⎧
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где 0;0,0 >+∞<<+∞<< αlT   - фиксированное число;  
−ψϕ, заданные функции, F  - заданный, вообще говоря, нели- 

нейный оператор, а ( )xtu ,  - искомая функция; кроме того, 
отдельно, более подробно, исследован случай задачи (0.1)-(0.3), 
когда F  является оператором типа функции, а именно, когда 
уравнение (0.1) имеет вид: 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xtxxuxttxuxtxuxttuxtuxtFxttxxuxtttu ,,,,,,,,,,,,, =−α  

( ) )4.0(,0,0 l≤≤≤≤ xTt  
где ( )−51 ,...,,, uuxtF заданная функция; далее, еще подробнее 
исследован случай, когда уравнение (0.4) имеет следующий 
специальный вид: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) )5.0(),0,0()),(),,(),,(,,(),,(,,

),(,,,,,

l≤≤≤≤+

++⋅′=−

xTtxtuxtuxtuxtuxtuxtF

xtuxfxtuxtuxtuxtu

xxtxxt

xxxtxxtt σα
 

причём условия, налагаемые на функции σ  и f , таковы, что 
объединение функций ( )( ) ( )xtuxtu xxx ,, ⋅′σ  и ( )( )xtuxf ,,  с функци- 
ей ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),,,,,,,,,,,, xtuxtuxtuxtuxtuxtF xxtxxt  вообще говоря, нецелесо- 
образно. 

Следует отметить, что многие задачи теории упругости, в 
частности, задача о продольном колебании упруго-вязкого 
неоднородного стержня, задача о продольном ударе абсолютно 



 5

твёрдым телом по упруго-вязкому неоднородному стержню 
конечной длины и переменного сечения, распространение волн в 
вязко-упругом теле, распространение импульсов вдоль нервных 
аксонов (нейронов) и многие другие задачи сводятся к решению 
смешанной задачи типа (0.1)-(0.3) для  различных частных 
случаев уравнения (0.1) .  

Основным аппаратом исследования в данной книге являют-
ся методы и идеи нелинейного функционального анализа, 
реализованные в докторской диссертации [1] при изучении 
многомерной смешанной задачи для нелинейных гиперболичес-
ких уравнений второго порядка. 

Теперь, прежде, чем перейти к краткому описанию содер-
жания данной книги, дадим краткий обзор некоторых работ, 
непосредственно связанных с задачей (0.1)-(0.3) и её многомер-
ным аналогом, а также некоторых работ, в которых для различ-
ных частных случаев уравнения (0.1) и его многомерного аналога 
изучаются задачи, в определённом смысле близкие к задаче (0.2), 
(0.3). 

В 1962-1963 годах в работах [2]-[4] рассмотрена задача: 

   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )⎪

⎪
⎩
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⎨
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≥=≥=

≥≥+⋅=−
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,0,0,0,0
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μ

ψϕ  

доказана теорема существования и единственности классическо- 
го решения и изучено поведение классического решения задачи 
при +∞→t  для случаев uug =)(  и 0)( =ug . 

В 1967 году в работе [5]  Расуловой Г.А. (Худавердиевой 
Г.А.) рассмотрена задача (0.4), (0.2), (0.3) в случае, когда  

πλ =+= l),,,,,,,( xxtxxtxx uuuuuxtfuF , 
где λ  - числовой параметр; введены понятия обобщённого, почти 
всюду и классического решений; с помощью метода пос- 
ледовательных приближений и принципов Красносельского 
М.А., Шаудера и Лере-Шаудера доказаны локальные (т.е. 
справедливые при достаточно малых значениях λ ) и нелокаль-
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ные теоремы существования и единственности обобщённого, 
почти всюду и классического решений; изучена непрерывная за- 
висимость (в определённом смысле) всех трёх типов решений от 

ψϕ,  и ;f  кроме того, изучена ограниченность (в определённой 
норме) и поведение при +∞→t  решений, когда они существуют 
для любого T>0. Следует особо отметить, что большинство 
теорем, установленных в работе [5], локальные, а в нелокальных 
теоремах либо функция ( )xxtxxt uuuuuxtf ,,,,,,  удовлетворяет в 
[ ] [ ] ( )5,,0,0 ∞∞−×× πT  глобальному условию Липшица по перемен-
ным ,,,,, xxtxxt uuuuu  либо ( )xutuuxtff ,,,,=  и функция 

( )xt uuuxtf ,,,,  в [ ] [ ] ( )3,,0,0 ∞∞−×× πT  имеет по переменным 

xt uuu ,, при +∞→++ xutuu  лишь линейный (первый) 
порядок роста.  

В 1968 году в работе [6]  Гринберга Дж.М., Мак Кейми Р.К. 
и Мизеля В.Дж. рассмотрен частный случай задачи (0.5), 
(0.2),(0.3), когда ( ) ( ) ( ),,,1,0,0 3 ∞∞−∈=≡≡ CyFf σl  ( ) ,00 =σ  
( ) 0>′ yσ  ( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ) =′′==∈∞∞−∈∀ )0(10,1,0,, 4 ϕϕϕϕ Cxy  
( ) ,01 =′′= ϕ  ( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;01010,1,02 =′′=′′==∈ ψψψψψ Cx  дока-

зано существование единственного классического решения 
( ),, xtu  обладающего свойствами: 

( )
[ ]( )

( ) ( ) ,0,,

1,02

≥∀≤≡
∂∂

∂∑
≤+

+

tMtu
xt

xtu

Cji
ji

ji

ψϕ  

( ) ,0lim =
+∞→

tu
t

 

где ( )ψϕ,M  - постоянная, причём   

0),( →ψϕM  при  ( ) .01,0)(1,0)( )2(2 →+
⎟
⎟

⎠

⎞
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ CxCx ψϕ    (0.6) 

В 1969 году в работе [7]  Гринберга Дж.М. рассмотрена за-
дача 
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( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥=≥=
≤≤=≤≤=

≤≤+∞<≤⋅=−

,011,,000,
,10,0,10,0

,10,0,,,,

ttuttu
xxxtuxxxu

xtxtxxuxtxuExttxxuxtttu
ψ

α

где 0>α - постоянная, ( ) 0)(,,)( )2( >∞∞−∈ yECyE  ( ),,∞∞−∈∀y  
( ) ( ) [ ]( )1,02Cx ∈ψ  и  ( ) ( ) ;010 ==ψψ  доказано существование и 

единственность обобщённого (в определённом смысле) решения 
),( xtu  этой задачи, обладающего свойствами: 

[ ]( ) [ ]( ) [ ]( )

[ ]( )

,0)(lim

,0)()(),(),(

),(1),(),(

)1,0(1,0

1,01,01,0

2

=

≥∀≤≡++

++−+−

+∞→
tU

ttUxtuxtu

xtuxtuxxtu

t

LtxCxx

CtCxC

ψM  

 где 0)( ≥ψM  - постоянная, причём 0)( →ψM  при 
 [ ]( ) .0)(

1,0)1( →
C

xψ  

В 1970 году в работе [8] Гринберга Дж. М. и Мак Кейми 
Р.К. рассмотрен частный случай задачи (0.5), (0.2), (0.3), когда 

,0≡f  ( ) ( )( ) ( ) ( ),,0,,,1,0 3 ∞∞−∈∀>′∞∞−∈=≡ yyCyF σσl  
( ) ( ) ( ) [ ]( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ====∈ 1010,1,0, 2 ψψϕϕψϕ Cxx ( )( ) ( )+′′′′ 00 ϕϕσ  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ;01110 =′′+′′′′=′′+ ψαϕϕσψα  доказано существование и 
единственность классического решения ),( xtu , обладающего 
свойствами: 

         
( ) [ ]( ) ( ) [ ]( ) ( ) [ ]( )

( ) [ ]( ) ( ) ,0,,

),(,,,

1,0

)1,0(1,01,01,0 2

≥∀⋅≤+

++++

− textu

xtuxtuxtuxtu

kt
Cxx

LtxCxCtC

ψϕM
 

         ( )
( )

( )
( )

{ } ( ),,,, 22

0

2

1,021,02
ψϕτττ τττ

τ M≤+⋅∫ − dxuxue
LL

xx

t
k  

где ( ) 0,,0 ≥> ψϕMk  - постоянные и имеет место соотношение 
(0.6). 

В 1970 году в работе [9] Мак Кейми  Р.К. рассмотрена зада-
ча: 
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( ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

≥==

≤≤=≤≤=

≤≤≥+
∂
∂

=

,001,0,

,10,0,10,0

),10,0()),(),(),(),(

ttutu

xxxuxxxu

xtxtuxtuxtu
x

xtu

t

ttxxtt

ψϕ

λσ

 

где
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,00,,)(,]1,0[)(,]1,0[)( 2)2(4 =∞∞−∈∈∈ σσψϕ CyCxCx

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).,0,,)(,,0 10
)1( ∞∞−∈∀≤≤<∞∞−∈∞∞−∈∀>′ ξλξλλλξξσ Cy  

Такая задача возникает в нелинейной теории упругости. В работе 
установлено существование, единственность и стабилизация 
решений рассматриваемой задачи. 

В 1971 году в работе [10] Крицкой С.С. рассмотрена задача 
о продольном ударе абсолютно твёрдым телом по упруго-
вязкому неоднородному стержню конечной длины со свободны-
ми концами и переменного сечения, сводящаяся к краевой задаче: 

     

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
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⎪
⎪
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⎪
⎪
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∂
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∂
∂
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∂∂

∂
+

∂
∂

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=−

<≤
=

∂
∂

≤≤=

≤≤≥
∂

∂
=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

),0(),(),()(),(

),0(0)0,()0,(

,при0

,0при0,0,00,0

,0,0),(

),()()(),()()(

2

22

00

2

00

2

2

2

00

t
t
tum

xt
tuf

x
tufE

t
xt
tu

t
tuE

x

x

t
xuxxu

xt
t

xtu

xt
xtuxxf

xx
xtuxxfE

x

ll
l

l
ll

l

l
l

l

μω

μ

υ

ρ

ωμω

 

где mE ,,,, 000 υρμ  - положительные постоянные, −)(),( xxf ω  
положительные на [0, l ] функции, имеющие производную 
четвёртого порядка с полной ограниченной вариацией для 
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l≤≤ x0 . Методом Фурье получено решение этой задачи в виде 

ряда, члены которого имеют порядок .1
3 ⎟⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n
O  Проведено мате- 

матическое исследование полученного решения, в связи с чем 
изучено поведение частных производных первого  и второго 

порядка, а также 2

3 ),(
xt

xtu
∂∂

∂   для  l≤≤ x0 , t>0 и при +∞→t . 

В 1971 году в работе [11] Дэвиса П.Л. рассмотрен случай 
задачи (0.5), (0.2), (0.3), когда π==≡ l),,(,0 xtFFf  и для решений 
установлена априорная оценка, позволяющая получить условия 
существования, единственности и асимптотической устойчивос- 
ти. 

В 1972 году в диссертации [12] Кулиевой Б.А. исследованы 
вопросы существования и единственности обобщённого и 
классического решений следующих двух одномерных предель-
ных краевых задач:  

( ) ( )

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≥≤=
≥=≥=

≥≤≤=−

);0()()0,(
),0()(),0(),0()(),0(

,0,0),(),,(),,(),,(,,),(),(

Ttttu
xxxuxxxu

xTtxtuxtuxtuxtuxtFxtuxtu

t

xxxttxxtt

μ
ψϕ

( )

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≤≤+=−
≤≤+=−

≥=≥=
≤=≤=

≥≤≤=−
≤≤≤=−

),0()0,()0,()(
),0()0,()0,(

),0()(),0(,0)(),0(
),0)((),0(),0()(),0(

),0,0()),(,,(),(),(
),0,0()),(,,(),(),(

22

11

2

1

TttVtut
TttVtu

xxxVxxxV
xxxuxxxu

xTtxtVxtFxtVxtV
xTtxtuxtFxtuxtu

xx

t

t

xxtt

txxtt

α

ψϕ
ψϕ

 

где −+∞<< αμψψψϕϕϕ ,,,,,,,,,,,0 212121 FFFT  заданные 
функции, а −),(),,( xtVxtu  искомые функции. 

В 1974 году в работе [13] Рубинова Л.Я. получены оценки 
влияния нормальных составляющих напряжений в вязкой 
сжимаемой жидкости на динамику ламинарного потока в трубе. 
Составлены уравнения для давлений и расходов, распростране-
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ние которых описывается дифференциальными уравнениями в 
частных производных третьего порядка вида: 

,02

2
2

2

3

2

2

=
∂
∂

−
∂
∂

⋅+
∂∂
∂

−
∂
∂

x
uc

t
ub

xt
u

t
u αα  

где −>>≥ 0,0,0 cbα определённые постоянные. Рассматривае- 
мая задача решена для давлений при нулевых начальных и одном 
из граничных условий. На другой границе действует возмущение 

.sin0 tuub ω=  Вынужденные колебания определены методом 
комплексных амплитуд, свободные - способом Фурье. Найдены 
коэффициенты влияния нормальных напряжений на динамиче-
ские характеристики потока, определён коэффициент затухания, 
величина которого зависит от вязкости и собственных чисел 
задачи. Показано, что в коротких трубах (длиной π<l ) влияния 
нормальных напряжений на затухание свободных колебаний 
велико уже для первых гармоник.  

В 1974 году в работе [14] Соунти К.О.А. получены необхо-
димые и достаточные условия существования периодического по  
t  обобщённого решения задачи 

( ),10,

),(),(),()(),(),(

≤≤+∞<<∞−

=−−−− ∫
∞−

xt

xtfxtudxutxtuxtu txx

t

xxxxtt λτττμρ K
 

где −λμρ ,, действительные числа, ),( xtf  - периодическая по t, 
квадратично суммируемая по прямоугольнику ,10 ≤≤ t  10 ≤≤ x  
комплекснозначная функция и K – действительнознач- 
ная функция из пространства ).,0(2 +∞L  Решение ищется в виде 

∑
∞

−∞=

=
n

n exxtu ;)(),( int2πϕ  для функций ( )L,1,0)( ±=nxnϕ  получа- 

ется задача на собственные значения для самосопряжённого 
вполне непрерывного оператора. 

В 1974 году в работе [15] Нишихары К. рассмотрен частный 
случай задачи (0.5),(0.2),(0.3), когда ,0,0 ≡≡ Ff  ∈)( yσ     

0)0(),,()3( =∞−∞∈ σC и ( );,0)(1 ∞∞−∈∀> yyσ  доказано, 
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что классическое решение этой задачи убывает экспоненциально 
при +∞→t  вместе со всеми своими производными до второго 
порядка включительно и, тем самым, усилен результат работы 
[6].  

В 1975 году в работе [16] Дэвиса П.Л. рассмотрен частный 
случай задачи (0.5), (0.2), (0.3), когда ,0≡f  , ,0 π=≡ lF  

−>>⋅+=′ 0,0,)( 21
2

21 aauaau xxσ постоянные, )(),( xx ψϕ  - дос- 
таточно гладкие на [ ]π,0  функции, причём == )()0( πϕϕ =)0(ψ  

;0)( == πψ  доказано, что существует решение ),( xtuα  этой 
задачи (при ∗∗ ≤≤≤ TTTt ;0  не зависит от )α , непрерывно 
зависящее от начальных данных, при этом +∞→∗T  если 

∞→1a  или 0→ψϕ,  в подходящем смысле; кроме того, при 
:0→α   

          ji

ji

ji

ji

xt
xtu

xt
xtu

∂∂
∂

→
∂∂

∂ ++ ),(),( 0α   в  [ ] [ ]( ) ( ).1;2,0,0 ≤≤+×∗ ijiTC π  
 
В 1975 году в работе [17]  Накао Митсухиро и Токимори 

Нанбу рассмотрена задача: 

         

( )

( )
( ) ( )

[ )( )⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

Ω∂×∞≡Γ=

Ω∈=Ω∈=

Ω∈≥

=+⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛−Δ−

Γ

=

−

∑

,,00),(

,)(),0(,)(),0(

,,0

),(),(,),(),(),(
1

2

xtu

xxxuxxxu

xt

xtfxtuxxtuxtuxtu

t

x

n

i

p

xttt
i

i

ψϕ

β

        

где Ω  - ограниченная n-мерная область с достаточно гладкой 
границей −ΔΩ∂ , n-мерный оператор Лапласа, ,,2 β≥p ψϕ ,,f - 
заданные функции; найдены достаточные условия существова-
ния глобальных (ограниченных) решений, когда 0),( ≠uxβ  и не 
монотонна по .u   

В 1975 году в работе [18] Клемана Дж.К. рассмотрена зада-
ча:  
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где −Ω+∞<< ,0 T ограниченная n-мерная область с границей 
−ΔΩ∂ ,  n-мерный оператор Лапласа, 

         
);),0((),(),()(),()()(

),,1.()(0,0)0(),,()(

2
2
2

0
)1(

00

Ω×∈Ω∈ΩΩ∈

==≤′<=∞−∞∈

TLxtfDxwDx

niconstkC iii

ψϕ

ξσσξσ

I

  

доказана теорема о существовании и единственности решения 
почти всюду. 

В 1976 году в работе [19] Филимонова А.М. изучена задача 
нахождения периодических (по одной или обоим переменным) 
решений уравнения 

     ,0=−⋅−⋅− ttxx
n

txxx
n

xtt uuuuuku γμ  
где k>0, n>-1, 0>μ - постоянные; найдены достаточные условия 
образования стоячих волн. 

В 1977 году в работе [20] Рауппа М.А. и Ресенде Н.С. рас-
смотрен  случай задачи (0.5), (0.2), (0.3), когда 

       2
21)(,1),,(,0 xx uaauxtFFf ⋅+=′==≡ σl   

и для нахождения решения этой задачи применён метод Галёрки-
на. 

В 1979 году в работе [21] Кожанова А.И. рассмотрена зада-
ча: 
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где 0),(,0),( >> xtbxta   при  ;10,0 ≤<≤≤ xTt  0)0,()0,( == tbta  

);0( Tt ≤≤ );,(2)(0,0)0( 0 ∞−∞∈∀<≤′≤= yCyσσ  в [ ] [ ] 3),(1,0,0 ∞−∞××T  
                 { };),(1),,,,( xtxt uxtauuCuuuxtf ⋅+++⋅≤  
и выполнен целый ряд условий, связывающих функции ba,  и f . 
Введено понятие обобщённого решения и доказана теорема 
существования обобщённого решения рассматриваемой задачи. 

В 1979 году в работе [22] Эриа Дж.К. и Ларднера Р.У. изу-
чены приближённые решения задачи (0.2), (0.3) для уравнения  
               }{ ,22 2

txxxxxxxxxxtt ukuuuuuu ⋅−⋅+⋅⋅=− γμε  
отвечающего реологической модели Фойгта и описывающего 
плоские колебания среды, проявляющей малую нелинейную 
упругость и линейно вязкоупругое поведение, где 

−>>> 0,0,0 kγμ определённые постоянные, а −> 0ε  малый 
параметр. 
          В 1978-1979 годах в работах [23], [24] Эбихары Ю. при 
достаточно малых начальных и граничных данных доказано 
существование глобальных классических решений для уравнений 
вида  

                ∑
=

=
∂
∂

⋅∇
∂
∂

−Δ−
n

i i

p

i
ttt x

uu
x

uu
1

2 ;0)(  

                0)()( 21 =Δ⋅+Δ⋅+Δ− qp
ttt uCuCuu . 

В 1980 году в работе [25] Эндрьюса Г. рассмотрен частный 
случай задачи (0.5), (0.2), (0.3), когда 1,0,0 =≡≡ lFf  и доказа-
но существование единственного решения 

                 [ ] ))1,0(;,0()(),( 1
0

∞∈≡ WTCtuxtu  
этой задачи. 

В 1980 году в работе [26] Уэбба Дж.Ф. рассмотрена задача: 
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ttt
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где −>α 0 постоянная, Ω  - ограниченная область в ),3( ≤nRn  
Δ - n-мерный оператор Лапласа, ψϕ ,,f  - заданные функции; в 
работе найдены достаточные условия существования и единст-
венности её сильного глобального решения и исследовано его 
поведение при .+∞→t   

В 1980 году в работе [27] Лонгмана Дж.М. исследовано 
распространение волн в вязкоупругом теле из плоского и точеч-
ного источников ступенчатой функцией Хевисайда, причём 
изучаемая задача связана с решением нормализованного уравне-
ния Стокса  

                            .2
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2
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2

2

t
u

xt
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=
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∂

+
∂
∂   

В 1980 году в работе [28] Пяткова С.Г. рассмотрены сле-
дующие две задачи: 
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когда 0),(,0),0( ≤≥ xTkxk  (соответственно, ,0),0( ≤xk   
);0),( ≥xTk  при предположениях 

[ ] [ ]

),(),(),(

,),(),()),(),(()),1,0(),0((),(

),1,0,0(),(),,(),,(),,(),,(),,(

2

1

4

1

2

1

4

1

2

2
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xtkxtxt

xtkxtxtkxtTLxtf

TCxtcxtbxtaxtkxtxt

t

tx
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−<−×∈

×∈

αβ

αβ

βα

 

доказано существование (в определённом классе) решения расс- 
матриваемых задач.  

В 1981 году в работе [29] Накао Митсухиро рассмотрена за-
дача: 
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где ( ) ;0, >xtρ  при определённых условиях на функции  ϕσρ ,,   
и ψ  доказано существование и единственность глобального 
достаточно гладкого классического решения рассматриваемой 
задачи. 

В 1981 году в работе [30] Кожанова А.И., Ларькина Н.А. и 
Яненко Н.Н. доказано существование и единственность решения 
почти всюду задачи: 
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где [a,b] – произвольный отрезок на оси βα ,;x  - некоторые 
постоянные,  )(;0 ηβ F ′≥  - произвольного знака,  0)(1 >′ηF   

),,( ∞−∞∈∀η  а оператор )(0 xttt uF
x

uuuL
∂
∂

−+= β  является ква-

зилинейным оператором переменного типа. 
Отметим, что в случае ,0,0 =≥ αβ  ,0)( ≥′ ηF 0)(1 >′ηF  

уравнение (0.7) встречается в теории упругости, в теории 
неньютоновских жидкостей и изучалось рядом авторов. При 
различных требованиях роста и гладкости на функции 

)(),( 1 ηη FF  получены теоремы о разрешимости в целом смешан-
ной задачи для уравнения (0.7) (см., например, [6],[9],[21]). 

В случае ,)(,)(,1,0 3
1 εηημηηαβ ==== FF  где −με ,  по-

ложительные постоянные, уравнение (0.7) представляет собой 
регуляризованное  уравнение Бюргерса, исследованное в [30]. 

В случае ηηαβ ln)(,0,1 1 === F  смешанная задача для 
уравнения (0.7) изучалась в [31]. При этом в области отрицатель-
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ных значений на производную )(ηF ′  налагалось условие подчи-
нения функции ),(1 ηF ′  а на начальные данные – условие типа 
знакоопределённости. 

В работе [32] рассматривались уравнения третьего порядка 
в случае, когда дифференциальный оператор второго порядка 

uL0  является строго гиперболическим при малых .u Доказано 
существование решений, обладающих малой нормой, если 
начальные данные малы в той же норме. 

А в вышеупомянутой работе [30] условия типа малости на 
начальные данные и правую часть отсутствуют. 

В 1982 году в работе [33] Кожанова А.И. исследованы усло-
вия разрешимости смешанной задачи 
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где −Ω+∞<< ,0 T ограниченная n-мерная область с границей 
0, ≥Ω∂ β  - постоянная, ψϕσ ,),,1(,,, niAAF iii =  - достаточно 

гладкие функции; доказана теорема существования решения 
почти всюду рассматриваемой задачи, для которого справедлива 
определённая априорная оценка. 

В 1982 году в работе [34] Ларькина Н.А. рассмотрено ква-
зилинейное уравнение в частных производных вида 
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где выражение 
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есть параболический оператор; доказаны теоремы существова- 
ния и единственности в целом в цилиндре обобщённых решений 
первой краевой задачи для уравнения (0.8), а также существова- 
ние в целом обобщённого решения задачи Коши. 
         В 1982 году в работе [35] Эбихары Ю. рассмотрена задача: 
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где −α постоянная, −Ω ограниченная n-мерная область с 

границей  ,Ω∂    )),,(,),,((),(
1

xtuxtuxtu nxx L≡D   ≡),(2 xtuD  

)),,(,),,(,),,(,),,((),(
1111

2 xtuxtuxtuxtuxtu nxnxxnxnxxxx LLL≡D  
−Δ оператор Лапласа; при определённых специальных условиях 

относительно нелинейной функции f  установлено существова-
ние некоторого (неограниченного) множества W в соответствую-
щем пространстве С.Л.Соболева, такого, что если начальные 
данные ϕ  и ψ  принадлежат W , то рассматриваемая задача имеет 
решение при всех 0>t . 

В 1982 году в работе [36] Артюшина А.Н. рассмотрена за-
дача: 
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где −μλ , постоянные; при определённых условиях на функции 
ϕσ ,,, fF  и ψ  доказаны теоремы о существовании и единст-

венности решения почти всюду рассматриваемой задачи. 
В 1982 году в работе [37] Кожанова А.И. найдены условия 

разрешимости (в соответствующих классах) следующих двух 
задач:  
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 где −+∞<< nT ,0  натуральное число, .
x∂
∂

≡D  Кроме того, для  

первой задачи доказана также единственность решения. 
В 1983 году в работе [38] Дорау Геновефа для уравнения 
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рассмотрены следующие две задачи: 
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где −Ω> ,0λ  n-мерная ограниченная область с границей 
{} [ ] .0,,0,, 0 TtSTtS

Tt <<×=Ω×=Γ ∑ Получены теоремы 
существования и единственности регулярных решений этих 
задач. 

В 1983 году в работе [39] Эбихары Ю. для каждого из урав-
нений 
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рассмотрена задача      
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при некоторых условиях на данные доказано, что каждая из этих 
трёх задач имеет единственное решение в классе 

           [ ) [ ) ));,(;,0()),(),(;,0(
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0
)1( baWCbaWbaWC +∞+∞ II  

изучены также свойства решений этих задач. 
В 1983 году в работе [40] Артюшина А.Н. рассмотрена за-

дача: 
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где −+∞<< nT ,0  натуральное число, ;
x∂
∂

≡D  в работе для 

любых n, при некоторых условиях малости правой части и 
начальных данных, методом регуляризации доказано существо- 
вание единственного глобального регулярного решения  ),,( xtu  
такого, что  

       
)).1,0(),0((),()),1.0(),0((),(

)),1,0();,0((),()),1,0();,0((),(

22
12

22
2

×∈×∈

∈∈
−

∞∞

TLxtuTLxtu

LTLxtuLTLxtu

ttt
n

t
nn

D

DD
 

В 1984 году в работе [41] Беркалиева З.Б. рассмотрена сис-
тема уравнений 
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при t>0 и 0<x<1 с нулевыми граничными условиями, причём  
;),(,),( mn RxtRxtu ∈∈ υ  при некоторых условиях на коэффици- 

енты и нелинейные члены системы, основными из которых 
являются симметричность и положительная определённость 
матриц A(x) и B(x), неотрицательность константы ε , монотон-
ность отображения S, имеющего линейный рост, и существова-
ние функции Ляпунова, доказано существование аттрактора, 
имеющего достаточно регулярную структуру, к которому с 
ростом времени стремятся семейства  решений, отвечающие 
ограниченным множествам начальных значений в функциональ-
ном пространстве. 

В работах [42]-[43],[44]-[45] и [46]-[48] доказаны теоремы 
единственности, существования, существования и единственно-
сти и непрерывной зависимости (в определённом смысле) от 
ψϕ , и F  соответственно обобщённого, почти всюду и класси-

ческого решений задачи (0.1)-(0.3). А в работах [49]-[52] доказа-
ны теоремы единственности (в целом), существования (как в 
малом, так и в целом) и существования и единственности почти 
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всюду и классического решений задач (0.4), (0.2),(0.3) и 
(0.5),(0.2),(0.3). Все результаты работ [42]-[52] включены в 
диссертацию [53] Шарифова Т.А., защищённую в 1985 году. 

В 1986 году в работе [54] Данг Дин Хай рассмотрена задача: 
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где −Ω+∞<< ,0 T  n-мерная ограниченная область с границей 
,Ω∂ Δ - оператор Лапласа, −≥0α  постоянная, −ψϕ,,f заданные 

функции; доказано существование и единственность решения 
рассматриваемой  задачи; кроме того, при 0)0,0(,0 == fα  
установлено экспоненциальное убывание u  при +∞→t . 

В 1987 году в работе [55]  Сувейки И.В. доказана однознач-
ная разрешимость основных смешанных задач для уравнения 

  ),),0(),((),(),(),( Ω×∈Δ+Δ= Txtxtuxtuxtu ttt η  
где T>0, −Ω  неограниченная область в )2( ≥nRn  с границей Ω∂  
класса ,C ∞  представляющей собой компакт, и −>η 0  постоян-
ная; в функциональных пространствах с конечным интегралом 
энергии найден первый член асимптотики обобщённых решений 
при .0+→η  Если же начальные данные финитны и бесконечно 
гладкие, то дана асимптотика при большом времени классиче-
ских решений и установлена стабилизация к нулю интеграла 
энергии. 

В 1987 году в работе [56] Артюшина А.Н. доказана теорема 
существования обобщённого решения задачи: 
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 Работы [57]-[61]  посвящены изучению вопросов существо-
вания и единственности почти всюду и классического решений 
следующей многомерной смешанной задачи: 
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причём в Ω  
         ,0)(),()( ≥= xaxaxa jiij  
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= =

i

n

ji

n

i
ijiij constxa ξαξαξξ     )13.0(  

−F,,ψϕ  заданные функции, а  −),( xtu искомая функция, кроме 
того,  

).,,,,,,(),,,(
11111 nxnxxnxnxxxxxxnxxx uuuuuuuu LLLL ≡≡              (0.14)      

         В работах [57] и [58] для любых размерностей n  доказаны: 
теорема единственности в целом, теорема существования в малом 
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и теорема существования в целом решения почти всюду задачи 
(0.9)-(0.11). 

А  в работах [59] и [60] для классического решения задачи 
(0.9)-(0.11) получены следующие результаты: 

1) для любых размерностей n  доказана теорема единствен-  
    ности в целом; 
2) для любых размерностей n  доказана теорема существо-   
    вания в малом; 
3) для размерности 1=n доказана теорема существования в  
    целом; 
4) в случае  ),,,,( xt uuuxtFF =  для размерностей  6≤n  до- 
    казана теорема существования в целом; 
5) в случае ),,( uxtFF =  для размерностей  10≤n доказана  
    теорема существования в целом. 
Все результаты работ [57]-[60] включены в диссертацию 

[62] Алиева С.Дж., защищённую в 1987 году. 
В 1988 году в работе [63] Лаптева Г.И. изучено уравнение  
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которое,  заменой  uwt =  приводится к виду 
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Для этого уравнения ставится начально-краевая задача и 
доказывается существование и единственность классического 
решения методами, основанными на применении принципа 
максимума для параболических уравнений. Уравнение содержит 
интегралы от неизвестной функции в своих коэффициентах, что 
составляет особенность задачи, так как эти интегралы определя-
ют нелокальные операторы. 

В 1988 году в работе [64] Лаптева Г.И. в ограниченной об-
ласти nR⊂Ω  изучено уравнение 
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которое переписывается в виде 
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 К последнему уравнению применяются методы, основанные 
на принципе максимума для параболических уравнений, что 
приводит к условиям существования классического решения 
рассматриваемого уравнения. 

В 1988 году в работе [65] Лин Ян Пинг рассмотрена задача: 
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где −Ω+∞<< ,0 T ограниченная область в nR  с границей Ω∂  
класса С2, ,),0( Ω×≡ TQT  
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измеримы и ограничены в ),,,(, qpxtFQT  непрерывна и удовле-
творяет условию Липшица по p  и q  равномерно в 

.),( 1+∞−∞× n
TQ  С помощью аппроксимации доказана теорема 
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существования слабого (из )(2,1
2,, Txt QW ) решения этой задачи, его 

единственность и непрерывная зависимость от начальных данных 
и правой части уравнения. 

В 1988 году в работе [66] Лиу Яченг, Лиу Даоченг изучена 
задача: 
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где −>α 0 постоянная, −=⊂Ω )3,2,1(nRn ограниченная область 
с границей Ω∂  класса С2. Показано, что если ∈)(),( xx ψϕ  

)()(
0

1
2

2
2 ΩΩ∈ WW I  и −)(uf ограниченная сверху функция класса 

С1, то существует единственное сильное глобальное решение 
этой задачи. Установлены также оценки этого решения. 

В 1988 году в работе [67] Андраде Н.Г. рассмотрено  
уравнение 
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где −⊂Ω+∞<< nRT ,0 ограниченная область с достаточно 
гладкой границей ,Ω∂  
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Доказано существование по крайней мере одного слабого реше- 
ния  ),( xtu  этой задачи, обладающего свойствами 
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В 1988 году в работе [68] Кубашевского Владислава рас- 
смотрена задача: 
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с помощью функции Грина построено решение этой задачи и 
доказана его единственность. 

В 1989 году в работе [69] Жамалова Р.С. рассмотрена зада-
ча: 
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где ,0 +∞<< T  a – постоянная, −ψϕ ,,F заданные функции. При 
определённых условиях на функции ϕ,F  и ψ  доказано су-
ществование единственного решения ),( xtu  этой задачи, для ко- 
торого справедлива оценка 
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где ),,0(),0( ∞×≡ TQT  а −> 0C постоянная. 
В 1990 году в работе [70] Тсуджиока Кунио рассмотрена за-

дача: 
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 где k,, βα - положительные постоянные; доказаны теоремы 
существования и единственности слабого решения этой задачи. 

А теперь перейдем к краткому описанию содержания дан-
ной книги, которая состоит из введения и двух  глав. 
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Во введении дается постановка задачи, изучению которой 
посвящена данная книга, подчеркивается цель данной книги и 
дается краткий обзор некоторых работ, непосредственно или в 
определённом смысле связанных с тематикой данной книги. 

Глава I, состоящая из шести параграфов, посвящена изуче-
нию вопросов существования, единственности и непрерывной 
зависимости (в определённом смысле) от ψϕ,  и F  обобщённого, 
почти всюду и классического решений задачи (0.1)-(0.3). 

В §1 главы I введены некоторые банаховы пространства,  
нужные для исследования задачи (0.1)-(0.3), и в них установлен 
критерий компактности множеств; введены определения обоб-
щённого, почти всюду и классического решений задачи (0.1)-
(0.3); установлены некоторые вспомогательные факты; кроме 
того, приняты некоторые обозначения, используемые в дальней-
шем. 

В §2 главы I доказаны теоремы о единственности обоб-
щённого, почти всюду и классического решений задачи (0.1)-
(0.3). 

В §3 главы I с помощью комбинированного принципа 
М.А.Красносельского и принципа ненулевого вращения доказа-
ны различные теоремы существования обобщённого, почти всю-
ду и классического решений задачи (0.1)-(0.3). 

В §4 главы I методом последовательных приближений до-
казаны теоремы существования и единственности обобщённого, 
почти всюду и классического решений задачи (0.1)-(0.3). 

В §5 главы I, комбинированием метода последовательных 
приближений с принципом Шаудера, доказаны теоремы сущест-
вования обобщённого, почти всюду и классического решений 
задачи (0.1)-(0.3), не вытекающие из результатов §3 данной 
главы. 

В последнем §6 главы I с помощью неравенства Беллмана 
доказаны теоремы о непрерывной зависимости (в определённом 
смысле) от ψϕ,  и F  обобщённого, почти всюду и классического 
решений задачи (0.1)-(0.3). 



 28

Глава II, состоящая из четырех параграфов, посвящена  
изучению вопросов единственности и существования почти 
всюду и классического решений задачи (0.4), (0.2), (0.3). 

В §1 главы II доказана теорема о единственности почти 
всюду и классического решений задачи (0.4), (0.2), (0.3). 

В §2 главы II, комбинированием метода последовательных 
приближений с принципом Шаудера, доказаны теоремы сущест-
вования в малом почти всюду и классического решений  задачи 
(0.4), (0.2), (0.3). 

В §3 главы II, пользуясь  результатами предыдущего пара-
графа, методами априорных  оценок доказаны теоремы сущест-
вования в целом почти всюду и классического решений задачи 
(0.4), (0.2), (0.3). 

В последнем §4 главы II методами априорных оценок до-
казаны теоремы существования в целом почти всюду и классиче-
ского решений задачи (0.5), (0.2), (0.3).  

Следует отметить, что результаты главы II не следуют из 
абстрактных результатов главы I, а дополняют результаты главы 
I, относящиеся к почти всюду и классического решениям задачи 
(0.1)-(0.3). 

В заключение введения отметим, что в данной книге все ве-
личины вещественные, все функции действительнозначные, а 
интегралы всюду понимаются в смысле Лебега. 
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ГЛАВА I 
 

Исследование одномерной смешанной задачи для одного 
класса дифференциальных уравнений в частных  
производных третьего порядка с нелинейной  

операторной правой частью 
 

Данная глава посвящена исследованию следующей одно-
мерной смешанной задачи: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

≤≤==

≤≤=≤≤=

≤≤≤≤=−

)3.1(),0(0),()0,(
)2.1(),0()(),0(),0()(),0(
)1.1(),00()),((),(),(

Tttutu
xxxuxxxu
xTtxtuxtuxtu

t

txxtt

l

ll

l

ψϕ

α F

 

где −>+∞<<+∞<< 0;0,0 αlT  фиксированное число; ψϕ, -
заданные функции, F  – заданный, вообще говоря, нелинейный 
оператор, а −),( xtu  искомая функция. 

В данной главе введены понятия обобщённого, почти всюду 
и классического решений задачи (1.1)-(1.3); доказаны теоремы 
единственности обобщённого, почти всюду и классического ре-
шений задачи (1.1)-(1.3); с помощью принципов 
М.А.Красносельского (см.[71], стр. 1234), Шаудера и ненулевого 
вращения  (см, например, [72], стр.322)  доказаны теоремы суще-
ствования обобщённого, почти всюду и классического решений 
задачи (1.1)-(1.3); с помощью метода последовательных         при-
ближений  доказаны теоремы существования  и единственности 
обобщённого, почти всюду и классического решений задачи 
(1.1)-(1.3); кроме того, с помощью неравенства Р.Беллмана (см, 
например, [73], стр.188-189) доказаны теоремы о непрерывной 
зависимости (в определённом смысле) от начальных функций   

)(),( xx ψϕ и нелинейного оператора F  обобщённого, почти всю-
ду и классического решений задачи (1.1)-(1.3). 
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§1. Вспомогательные факты. 
    
В этом параграфе с целью исследования задачи (1.1)-(1.3) 

введём серию банаховых пространств, примем определения 
обобщённого, почти всюду и классического решений задачи 
(1.1)-(1.3) и установим ряд новых вспомогательных фактов, ис-
пользуемых во всей книге. 

1. Обозначим через l

l

αα
ββ

,...,
,,...

0

0 TB  совокупность всех функций 
),( xtu  вида  

                      ,sin)(),(
1

xntuxtu
n

n
l

π∑
∞

=

=                                        (1.4) 

рассматриваемых на множестве [ ] [ ]l,0,0 ×T , для которых все 
функции  ]),0([)( )( TCtun

l∈  и 

             ( )∑ ∑
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⋅≡
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i
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iii tunuJT
ββα , 

где 0≥l - целое число, ),0(21),,0(0 ll =≤≤=≥ ii ii βα  - фик-
сированные числа. В этом множестве операции сложения и ум-
ножения на числа (действительные) определим обычным обра-
зом; под нулевым элементом этого множества будем понимать 
функцию  0),( ≡xtu  на [ ] [ ] ,,0,0 lT ×  а норму в этом множестве 
определим формулой  

( )∑ ∑
=

∞

= ≤≤ ⎭
⎬
⎫
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⋅≡
l

l
l 0

1

1
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i
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 .             (1.5) 

Очевидно, что все эти пространства банаховы. Действи-
тельно, справедливость первых двух аксиом нормы очевидна, а 
справедливость третьей аксиомы нормы легко устанавливается с 
помощью сумматорного неравенства Минковского; следователь-
но, l

l

αα
ββ

,...,
,,...

0

0 TB  является линейным нормированным пространством. 
А его полноту докажем. Итак, пусть  
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           ),2,1(sin)(),(
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- любая последовательность, фундаментальная в l
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0 TB . Тогда 
для любого 0>ε  существует такой номер εk , что  
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Следовательно, при любом фиксированном :),2,1( L=nn  
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А это означает, что при любом фиксированном ),2,1( L=nn    по-
следовательность { }∞

=1, )(
kkn tu  фундаментальна и, следовательно, в 

силу полноты ( ) ( ),],0[ TC l  сходится в пространстве ( ) ( )],0[ TC l : 
[ ]( ) ( ) ∞→∈⎯⎯⎯ →⎯ kприTCtutu n

TC
kn ],0[)()( )(

0,
,0

,

)( ll

.           (1.8) 

Далее, в силу (1.6), для любого фиксированного номера N : 
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Пользуясь соотношением (1.8) и переходя к пределу при 
∞→m  в (1.9), получаем: 

( ) )10.1(.)()(max
0

1

1

)(
0,

)(
,0 ε

ββα ε kktutun
i

N

n

i
n

i
knTt

iii ≥∀≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⋅∑ ∑
= =

≤≤

l

 

Отсюда, в силу произвольности N  (или одно и тоже, пере-
ходя к пределу при ∞→N ), получаем: 
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Примем обозначение: 

 ∑
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Так как [ ] )(),(),(),( 00 xuxtuxtuxtu kk εε
+−=  и, в силу (1.11), 
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Таким образом, в силу (1.11), для любого 0>ε  существует  
такой номер ,εk  что  
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А это означает, что последовательность ),( xtuk сходится в 
l
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Отметим, что из введённой серии банаховых пространств 
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В дальнейшем для функций  l
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Легко  показать, что любой функции l
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множества М. Справедлива следующая 
Теорема 1.1. Для компактности множества l
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Доказательство. Необходимость. Пусть множество 
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то из компактности множества  l
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а) данной теоремы. Далее, пусть 0>ε - любое заданное число. 
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Так как функции (1.15)  принадлежат пространству 
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Тогда из (1.16) и (1.17) следует, что для каждого 
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т.е. для множества M  выполнено условие б)  данной теоремы. 
Таким образом, необходимость доказана. 

Достаточность. Пусть для множества l
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Таким образом, множество  l

l

αα
ββε

,...,
,,...

0

0 TB⊂M  образует для 

множества l

l

αα
ββ

,...,
,,...

0

0 TB⊂M  компактную −ε сеть. Тогда, в силу одно-
го из следствий известной теоремы Хаусдорфа о критерии ком-
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Таким образом, теорема доказана полностью. 
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вполне непрерывны. 
2. Введём следующие определения: 
Определение 1.1. Обобщённым решением задачи (1.1)-(1.3) 

назовём функцию  ),,( xtu  принадлежащую пространству 1,2
,2,2 TB , 

принимающую начальные значения (1.2) в обычном смысле и 
удовлетворяющую интегральному тождеству 

)18.1(0),0()(),0()(

),()),((),(),(),(),(

0 0

0 0

∫ ∫

∫ ∫

=⋅+⋅′′−

⎩
⎨
⎧

−
⎭
⎬
⎫

⋅+⋅−⋅

l l

l

dxxVxdxxVx

dxdtxtVxtuxtVxtuxtVxtu
T

txxtt

ψϕα

α F

 

для любых функций ),,( xtV  обладающих свойствами: 0),( =xTV  
для почти всех [ ] ∈∈∈ ),(),,0(),0(,,0 2 xtVLxVx ll ),(2 TL D  

),,0(),(
),0(2

TLxtV
Lt ∈

l
и интегральному тождеству  

 

{

} )19.1(0),0()(),()),((

),(),(),(),(

0

0 0

∫

∫ ∫

=⋅+⋅⋅+

+⋅−⋅

l

l

dxxVxdxdtxtVxtu

xtVxtuxtVxtu
T

xtxtt

ψ

α

F

 

для любых функций ),,( xtV  обладающих свойствами: 0),( =xTV   
для почти всех [ ] ( ) 0),(0,,,0 ==∈ ll tVtVx [ ],,0 Tt∀  

)(),(),,0(),0( 22 TLxtVLxV D∈∈ l  и )(),( Tt LxtV D∈ , где 
],0[],0[ l×≡ TTD . 

Замечание 1.1. Как видно из структуры пространства 1,2
,2,2 TB , 

для любой функции 1,2
,2,2),( TBxtu ∈ : 

          [ ] ( ) [ ] ( )).,0;,0(),(),,0;,0(),(
),(),(),(),(),(),(

22 ll LTCxtuLTCxtu
CxtuCxtuCxtu

xxtx

TxTtT

∈∈

∈∈∈ DDD
 

Кроме того, очевидно, что 1,2
,2,2),( TBxtu ∈∀ : 

                        [ ] .,00),()0,( Tttutu ∈∀== l  
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Поэтому обобщённое решение ),( xtu  задачи (1.1)-(1.3) 
удовлетворяет не только начальным условиям (1.2), но и гранич-
ным условиям (1.3) в обычном смысле. 

Определение 1.2. Решением почти всюду задачи (1.1)-(1.3) 
назовём функцию ),( xtu , непрерывную в замкнутой области 

[ ] [ ]l,0,0 ×= TTD  вместе с производными  ),,( xtut ),(),,( xtuxtu txx  
и ),,( xtuxx  имеющую производные ),( xtutt  и ),,( xtutxx  принадле-
жащие пространству ),(2 TL D  удовлетворяющую уравнению (1.1) 
почти всюду в TD  и  принимающую значения (1.2) и (1.3) в 
обычном смысле. 

Определение 1.3. Классическим решением задачи (1.1)-
(1.3) назовём функцию ),,( xtu  непрерывную в замкнутой области  

TD  вместе со своими производными ),(),,( xtuxtu xt , 
),(),,(),,(),,( xtuxtuxtuxtu txxxxtxtt  и удовлетворяющую всем условиям 

(1.1)-(1.3) в обычном смысле. 
3.Примем следующие обозначения:  
Обозначим через 0x

E  пространство )(2 TL D . 
Обозначим через 1x

E  совокупность всех функций ),( xtu , 
непрерывных в замкнутой области TD , имеющих производную 

)(),( 2 Tx Lxtu D∈  и удовлетворяющих условиям (1.3), с нормой  
                 .),(),(),(

)()(1 2 TT LxC
x

E
xtuxtuxtu

DD
+=  

Обозначим через 2x
E совокупность всех функций ),( xtu , 

непрерывных в замкнутой области TD  вместе с производной  
),,( xtux  имеющих производную )(),( 2 Txx Lxtu D∈  и удовлетворяю-

щих условиям (1.3), с нормой  

)(2
),(),(

TDC
x

E
xtuxtu =

)()( 2
),(),(

TT LxxCx xtuxtu
DD

++ . 

Легко видеть, что все эти пространства банаховы. 
Далее, обозначим через 1G  класс всех функций ),,( xtu  для 

которых   ∈),(),,(),,(),,(),,( xtuxtuxtuxtuxtu xxtxxt ),,(),( xtuC ttTD   
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)(),( 2 Ttxx Lxtu D∈  и  [ ] .0),()0,(,0 ==∈∀ ltutuTt  
А через 2G обозначим класс всех функций ),,( xtu для кото-

рых ),,(),,(),,(),,(),,(),,( xtuxtuxtuxtuxtuxtu xxtxttxt  )(),( Ttxx Cxtu D∈  и  
[ ] .0),()0,(,0 ==∈∀ ltutuTt  
4.Очевидно, что каждое обобщённое (и тем более, почти 

всюду и классическое) решение задачи (1.1)-(1.3) имеет вид: 

        ∑
∞

=

=
1

,sin)(),(
n

n xntuxtu
l

π                                          (1.20) 

где ∫=
l

ll 0

sin),(2)( xdxnxtutun
π - коэффициенты Фурье решения 

),( xtu  по полной в ),0(2 lL системе  .sin
1

∞

=⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

xn
l

π  

Легко видеть, что после формального применения схемы 
метода Фурье нахождение функций )(tun  сводится к решению 
следующей счётной системы нелинейных интегральных уравне-
ний типа Вольтерра второго рода:   

( )

[ ] )21.1(),,0;,1(sin(exp1

),(2exp1)(

2

22

0 0
222

22

22

2

Ttnddntn

u
n

tn
n

tu
t

nnn

∈∞=⋅
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−⋅

⋅+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−+= ∫ ∫

τξξπτπα

ξτ
πα

ψπα
πα

ϕ

ll

l

l

l
l

F

 

где 

         ∫ ∫==
l l

llll 0 0

.sin)(2,sin)(2 xdxnxxdxnx nn
πψψπϕϕ  

Из системы (1.21) легко получить, что  

⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=′ ∫ ∫

t

nn tnutntu
0 0

2

22

2

22

)(exp)),((2exp)(
l

lll
τπαξτψπα

F  

)21.1(,sin addn τξξπ
l

⋅  
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( )

)21.1(.sin)),((2)(exp

sin),(
2

)exp()(

б
0

2

22

0 0
3

22

2

22

2

22

ξξπξτξτ
πα

ξπξτ
πα

ψ
παπα

dntuddt
n

nu
n

t
nn

tu
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lll
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⋅+⎥
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⎤
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⎡
−−⋅

⋅−−−=′′

∫

∫ ∫

F

F

 

В этой главе нам придется наряду с системой (1.21) иссле-
довать следующую систему, получаемую из системы (1.21) путём 
интегрирования по частям по ξ  один раз в её правой части,  при 
предположении, что :)),(( 1x

u Ε∈ξτF  

( )

[ ] )22.1().,0;,2,1(cos)(exp1

),(2)exp(1)(

2

22
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22
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Из системы (1.22) легко получить, что: 

  ∫ ∫ ⋅+−=′
t

nn u
n

tntu
0 0

2

22

)),((2)exp()(
l

l
ξτ

π
ψπα

F  

,cos)(exp 2

22

τξξπτπα ddntn
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⎥
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⎤
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−−⋅                           )22.1( a  
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      ( ) ⋅⋅
∂
∂

− ∫ ∫ ξξπξτ
ξ

πα dnun t
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l

cos),(2

0 0
2 F  
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τξτπα ddtn
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⋅ )(exp 2

22

l
)22.1(.sin)),((2

0
бdntu ξξπξ

ll

l

⋅+ ∫F  

Будем пользоваться ещё следующей системой, получаемой 
из системы (1.21) путём интегрирования по частям по ξ  два раза 
в её правой части, при предположении  :)),(( 2x

u Ε∈ξτF  

( )

[ ] )23.1().,0;,2,1(sin

)(exp1),(2

)exp(1)(
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Из системы (1.23) легко получить, что: 
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( ) )23.1(.sin),(2

sin)(exp)),((

0

2

22

0 0
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2

б

t

dntu

ddntnu

ξξπξ

τξξπτπαξτ
ξ
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⋅

F

F

 Исходя из определения обобщённого решения задачи (1.1)-
(1.3), доказывается следующая 

Лемма 1.1. Если ),( xtu  является обобщённым решением 
задачи (1.1)-(1.3) и ),()),(( TLxtu DF ∈  то функции 

∫=
l

ll 0

,sin),(2)( xdxnxtutun
π  т.е. коэффициенты Фурье функции 

),( xtu  по системе 
∞

=⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

1

sin
n

xn
l

π , удовлетворяют на [ ]T,0  счётной  

системе (1.21). 
Доказательство. Так как функция ),( xtu  является обоб-

щённым решением задачи (1.1)-(1.3), то, в частности, она удовле-
творяет интегральному тождеству (1.18) для любой функции 

),( xtV  вида  

           [ ]
[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈≤<

∈≤≤−=
,,0,0

,,0,0sin)(2
),(

l

l
ll

xTtпри

xtприxntxtV
τ

τπτ  

где [ ].,0;,1 Tn ∈∞= τ  
Подставив эту функцию ),( xtV  в тождество (1.18), получа-

ем, что для любых ),1( ∞=n  и [ ]:,0 T∈τ  
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xdxnxdtxdxn
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    .0sin2)(
0

=− ∫ xdxnx
ll

l πψτ  

Из последнего тождества, пользуясь соотношениями 

     ),(sin2),()(sin2),(
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tunxdxnxtunxdxnxtu nxx ⎟
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получаем: 
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Дифференцируя последнее тождество по τ  два раза, получаем: 

         ,0);()()(
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2
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⎠
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⎝
⎛−−⎟
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⎞

⎜
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          .0);()()(
2

=−′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+′′ ττπατ uunu nnn F
l

 

Таким образом, для определения функций )(τnu  получаем 
счётную систему нелинейных интегро-дифференциальных урав-
нений второго порядка  

                    );()()(
2

ττπατ uunu nnn F=′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+′′
l

  

почти для всех [ ] ,,0 T∈τ  с начальными условиями 
;)0(,)0( nnnn uu ψϕ =′=  а эта последняя задача Коши очевидно, 

что эквивалентна системе (1.21). 
Совершенно аналогично лемме 1.1, легко доказывается сле-

дующая  
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Лемма 1.2. Если ),( xtu  является решением почти всюду (и 
тем более, классическим решением) задачи (1.1)-(1.3), то функ-
ции  

                     xdxnxtutun
ll

l πsin),(2)(
0
∫=  

удовлетворяют на [0,T]  счётной системе (1.21). 
5. В дальнейшем часто будем пользоваться следующими 

обозначениями: 
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          §2. Исследование единственности решений 

задачи(1.1)-(1.3). 
 

 В  этом  параграфе устанавливаются теоремы единственно-
сти обобщённого, почти всюду и классического решений задачи 
(1.1)-(1.3). 

Теорема 1.2. Пусть  
1. Для каждого ( )( ) ( ).,),( 2

1,2
,2,2 TT LxtuBxtu DF ∈∈  



 44

2. Для любых  [ ],TtиBxt v,xtu T 0),(),( 1,2
,2,2 ∈∀∈ : 
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,,5
tBvu vuta −+                                                                         )27.1(  

где для каждого  [ )Tt ,00 ∈  существует такое ( )0tδ   
( )( )000 tTt −≤< δ ,   что              
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Тогда задача (1.1)-(1.3) не может иметь более одного обоб-
щённого решения.  

Доказательство. Предположим противное, т.е. пусть задача 
(1.1)-(1.3) имеет по крайней мере два различных обобщённых 
решения 

            ∑
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1

sin)(),(
n

n xntuxtu
l

π   и   ∑
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=
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1

.sin)(),(
n

n xntxtv
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По определению обобщённого решения задачи (1.1)-(1.3) 
.),(),,( 1.2

,2,2 TBxtvxtu ∈  В силу леммы 1.1 каждая из последователь-

ностей { }∞=1)( nn tu  и { }∞=1)( nn tϑ  удовлетворяет на [ ]T,0  системе (1.21). 
Примем следующее обозначение: 
             [ ]{ }.0,,0:max 1,2

,2,2
0 =−∈≡

tB
vuTttt  

По предположению ,0 0 Tt <≤  ибо в случае Tt =0  получили бы 
,01,2

,2,2
=−

TB
vu  т.е. vu = , что противоречило бы предположению. 

По определению числа .01,2
0,2,2

0 =−
tB

vut  Отсюда, в силу струк-

туры пространства ,1,2
,2,2 TB  следует, что [ ] 0,0 1,2

,2,2
0 =−∈∀

tB
vutt  и, сле-

довательно, [ ]0,0 tt∈∀ : 
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Тогда из (1.27) видно,что [ ] -)),((,0 0 xtutt F∈∀  

,0)),((
),0(2
==

lL
xtvF  т.е. при любом фиксированном [ ]0,0 tt∈  

для почти всех [ ] .)),()),((,0 xtvxtux (FF =∈ l  Учитывая это, из 
системы (1.21) получаем, что ( )∞=∀ ,1nn  и [ ]:,0 Ttt∈∀  
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( ) ( ) ( ) ( )
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По определению числа 0t  для любых ( )L,2,1=nn  и 

[ ] )()(,0 ttuTtt nn ϑ=∈    и   ).()( ttu nn ϑ′=′  Учитывая это, из нера-

венства (1.28) получаем, что [ ]:,0 Ttt∈∀    
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  Аналогично, из неравенств (1.29)-(1.32) соответственно по-

лучаем, что [ ]:,0 Ttt∈∀  
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Из неравенств (1.35)-(1.37)  [ ]Tt ,0∈∀   имеем: 
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Для любого ))(0( 0tδδδ ≤<  примем обозначения: 
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Пользуясь обозначениями (1.40)-(1.44) и неравенством 
(1.27), из оценки (1.33) получаем, что при любом ))(0( 0tδδδ ≤<   

:),( 00 δ+∈∀ ttt  
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то получим, что при любом ))(0( 0tδδδ ≤<   :),( 00 δ+∈∀ ttt  
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 Так как в неравенстве (1.46) правая часть от t не зависит, то 
левая часть в интервале ),( 00 δ+tt  ограничена. Тогда, пользуясь 
обозначением (1.40), из (1.46) получаем: 

)47.1().()(
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l

  

Аналогично, из оценок (1.34), (1.35), (1.38) и (1.39) получа-
ем, что :))(0( 0tδδδ ≤<∀  
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Складывая неравенства (1.47)-(1.49), получаем: 
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 Если число ))(0( 00 tTt −≤≤<= ∗∗ δδδδ  выбрать и фикси-
ровать так, чтобы выполнялось неравенство 
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++ ∗δ
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ll  

(это возможно по теореме Лебега об абсолютной непрерывности 
интеграла Лебега), то из неравенства (1.50) получим: 
                 .0)( ,5,1 =++= ∗∗

∗
δδ

δ AAA L   
Следовательно, 
                  .0,5,1 === ∗∗ δδ

AA L   

       В частности из 0,5 =∗δ
A  следует, что  

                   .01,2
0,2,2

=−
∗+δt

B
vu  

А это, в силу положительности числа ,∗δ  противоречит опреде-
лению числа t0. Полученное противоречие доказывает теорему. 

Из доказанной теоремы вытекает следующее 
Следствие I.I. Пусть оператор F  порождён функцией ви-

да  ,),,,,,,( xxtxxt uuuuuxtF  т.е. 
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               ,)),(),,(),,(),,(),,(,,()),(( xtuxtuxtuxtuxtuxtFxtu xxtxxt=F    
причём: 

1. Функция ),,,,( 51 uuxtF L   определена в области 

( )5,∞∞−×TD  и в этой же области удовлетворяет условиям Кара-
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Тогда задача (1.1)-(1.3) не может иметь более одного 
обобщённого решения. 

Для доказательства следствия достаточно проверить    вы-
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        { } .),(,),(,),(max

)()()(
+∞<< Rxtuxtuxtu

TTT CxCtC DDD
 

Следовательно, условие 1 теоремы 1.2 выполнено. 
 2. Очевидно, чтго 1,2
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Следовательно, условие 2 теоремы 1.2 выполнено. 
Таким образом, выполнены все условия теоремы 1.2. Тогда 

из утверждения теоремы 1.2 вытекает, что задача (1.1)-(1.3) не 
может иметь более одного обобщённого решения. Этим следст-
вие доказано. 

Совершенно аналогично теореме 1.2, легко доказывается 
следующая 

Теорема 1.3. Пусть 
1. 2,1=i . 
2. iT GBxtvxtu I1,2

,2,2),(),,( ∈∀  и [ ]Tt ,0∈  выполнено условие 
(1.27), где классы iG  определены в пункте 3 §1, а функции  

)5,1()(,, =jta vuj  удовлетворяют тем же условиям, что и в усло-
вии 2  теоремы 1.2. 

Тогда задача (1.1)-(1.3) не может иметь: более одного ре-
шения почти всюду при 1=i  и более одного классического ре-
шения при .2=i  

 
§3. Исследование существования решений 

задачи (1.1)-(1.3). 
 
В этом параграфе, с помощью принципов М.А.Красно-

сельского (см.[71], стр.1234) и ненулевого вращения (см. [72], 
стр.322), доказаны следующие теоремы существования обобщён-
ного, почти всюду и классического решений задачи (1.1)-(1.3). 

 
Теорема 1.4. Пусть  
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Тогда задача (1.1)-(1.3) имеет: при 0=i  обобщённое ре-
шение, при  1=i  решение почти всюду, а при 2=i  клас-сическое 
решение. 

Доказательство. Из условия 2 данной теоремы следует,  
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Теперь оценим второе слагаемое в правой части неравенства  

(1.56). Для любых [ ]Ttnn ,0),,1( ∈∞=   и  )(
2
iu K∈  имеем: 
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Следовательно, 
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т.е. оба начальных условия (1.2) удовлетворяются в обычном 
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Подставляя полученные выражения соответственно вместо 
первого и второго слагаемого в равенстве (1.67) и пользуясь сис-
темой (1.21), получаем: 
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Следовательно, .0lim ,1 =
∞→

p
p

J  Тогда, переходя  к пределу при 

∞→p , из (1.67) получаем, что выполняется интегральное тож-
дество (1.18). 

Теперь рассмотрим следующее выражение: 
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Пользуясь последними двумя соотношениями и системой 
(1.21), получаем: 
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Тогда, очевидно, что 
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Теперь, переходя к пределу при  ,∞→p  из последнего ра-
венства получаем, что выполняется интегральное тождество 
(1.19). 
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      ),()()( tttu nnn ωϑ +=′′                                                    (1.71) 
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Так как ),()( 2
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tunt nn ′−=
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παϑ   то из сходимости ряда 
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ибо  ).()),(( 1 Tx
DCxtu ⊂Ε∈F  

Тогда, в силу непрерывности на [0,T]  всех функций )(tnω  и 
суммы ряда (1.75), этот же ряд сходится на [0,T] равномерно. Так 
как )()()( tttu nnn ωϑ +=′′  и ряды (1.74) и (1.75) сходятся равномер-
но на [0,T], то ряд 

          ∑
∞

=

′′
1

2))((
n

n tu                                                                (1.76) 

также равномерно сходится на [0,T].  
 Так как все функции )(),( tt nn ωϑ   (и, следовательно, )(tun′′ ) 

непрерывны на [0,T] и ряд (1.76) равномерно сходится на  [0,T],  

то функция ∑
∞

=

′′
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2))((
n

n tu  непрерывна на [0,T].  

Тогда очевидно, что 
          [ ] ( )( ).,0;,0 2 lLTCutt ∈                                              (1.77) 

Таким  образом, из свойств (1.69), (1.70) и (1.77) следует, 
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 Далее, из систем (1.22а) и (1.22б) легко получить, что 
[ ]Tt ,0∈∀   и натурального p : 
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где 

             .sin)(),(
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n
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=
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Для каждого фиксированного [ ] ,,0 Tt ∈  переходя к пределу 
по метрике ),0(2 lL  в обеих частях равенства (1.78), легко полу-
чить, что при всех  [ ]Tt ,0∈  почти всюду в :),0( l  
             )).,((),(),( xtuxtuxtu txxtt F=−α  

Следовательно, функция ),( xtu  удовлетворяет почти всюду 
в TD  уравнению (1.1). Далее, легко проверить, что условия (1.2) и 
(1.3) выполняются в обычном смысле. 

Таким образом, при 1=i  функция ),( xtu  является решени-
ем почти всюду задачи (1.1)-(1.3). 

3. Пусть i=2.   Тогда из соотношения uuQi =)(  следует, что 
функции ,...)2,1()( =ntun  удовлетворяют на  [0,T] системе (1.23),  
которая эквивалентна системе (1.21). Так как ∈),( xtu  ,3,4
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Далее, из (1.21б) имеем: 
                       ),()()( tttu nnn ωϑ +=′′                                             (1.80) 
где 
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т.е. 
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Из (1.83) видно, что ряд xnt
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=1
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Тогда очевидно, что при любом фиксированном 
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Из (1.85) видно, что ряд xnt
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дится в замкнутой области .TD  Следовательно: 
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Таким образом, ряд 
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замкнутой области .TD  
Следовательно: 
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Таким образом, из свойств (1.79) и (1.86) следует, что  
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Далее, из системы (1.21) получаем, что [ ]:,0 Tt∈∀  
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Следовательно, функция ),( xtu удовлетворяет уравнению 
(1.1) в замкнутой области TD . 

Легко проверить, что функция ),( xtu  удовлетворяет и всем 
условиям (1.2), (1.3). Таким образом, функция ),( xtu  является 
классическим решением задачи (1.1)-(1.3).  

Этим теорема 1.4 доказана. 
Теорема 1.5. Пусть  

1. 2,1,0=i  и выполнено условие 2 теоремы 1.4.  
2. ,321 FFFF ++=  причём: 
а) оператор 1F  действует из i

TB +1
,2  в ixE  непрерывно и   

     [ ]TtBu i
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где пространство  ixE )2,1,0( =i  определено в пункте 3 §1, 

( )3,1),0()( 2 =∈ iTLtai  и ;10 << γ  
 
         

      б) оператор 2F действует из некоторого шара ( )iBi Cu i
T
≤+

∗
1

,2
K  

пространства i
tB +1
,2   в ixE  непрерывно, где 
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,0 iiiii yyyCC AAA
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а функция ),( xtw  определена соотношением (1.52); 
в) { } ,0)()(inf 1,2
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1,2

,2,2
,2,1 >−− ++++

∈
ii

T
ii

Ti BiBiSu
uQuQu                           (1.92) 

где iS - граница шара  ( ),1,2
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а операторы  ( )2,1,0=iiP   определены соотношениями (1.24)-
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        е) .0)0(3 =F  
Тогда задача (1.1)-(1.3) имеет: при 0=i  обобщённое реше-

ние, при 1=i  решение почти всюду, а при 3=i  классическое 
решение. 

Доказательство. Оператор iQ ,1  рассмотрим в пространстве 
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TB ++ 1,2
,2,2 . Очевидно, что ii
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Из последнего неравенства, в силу условия 2а данной тео-
ремы, следует, что оператор iQ ,1  действует из пространства i

TB +1
,2  в 

ii
TB ++ 1,2
,2,2  непрерывно. Так как (по теореме 1.1) пространство  

ii
TB ++ 1,2
,2,2  вкладывается в пространство  i

TB +1
,2  вполне непрерывно, то 

оператор iQ ,1  действует в ii
TB ++ 1,2
,2,2  вполне непрерывно. 

Рассмотрим в ii
TB ++ 1,2
,2,2  уравнения  

[ ]1,0),(,1 ∈⋅= μμ uQu i ,                                (1.98) 

и априори оценим всевозможные их решения ).,( xtuμ  Тогда, 
пользуясь неравенством (1.87), для любых [ ]1,0∈μ   и  [ ]Tt ,0∈  
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причём здесь пользовались тем, что [ ]T,0∈∀τ  iii BB
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Из (1.99), применив неравенство Р.Беллмана, получаем, что 
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Отсюда, пользуясь обозначениями (1.89)-(1.91), [ ]1,0∈∀μ  
имеем: 

   .3
2

21
2

1,2
,2,2

1,2
,2,2

AAA ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ⋅+≤ ++++

γ

μμ ii
T

ii
T BB

uu                               (1.101) 

А из (1.101), пользуясь обозначением (1.88), имеем: 
  [ ],1,0,01,2

,2,2
∈∀≤++ μμ iB

Cu ii
T

                                        (1.102) 

т.е. всевозможные решения μu  уравнений (1.98) принадлежат 
шару 
                               ( ) .,0,0 1,2

,2,2
iBi Cu ii

T
≤++K   

Из (1.98) и (1.102) видно, что при любом [ ]1,0∈μ  вполне 
непрерывное векторное поле ii Q ,1, ⋅−=Φ μμ I  не имеет нулей на 

границе iS  шара ( ),1,2
,2,2

iBi Cu ii
T
≤++K  где числа iC  определены соот-
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ношением (1.88). Следовательно, вполне непрерывные векторные 
поля  I=Φ 0  и ii Q ,1,1 −=Φ I  гомотопны на сфере iS . Тогда вра-
щения на iS   этих полей одинаковы, а именно: 

                 ( ) ( ) .1;;,1 ==− iii SSQ II γγ                                (1.103) 
Теперь рассмотрим оператор iQ ,2   в шаре iK .  Аналогично 

тому, как показали полную непрерывность оператора iQ ,1  в 
ii

TB ++ 1,2
,2,2 , легко показать, что оператор iQ ,2  действует из шара iK  в 

ii
TB ++ 1,2
,2,2  вполне непрерывно. 
Далее, на границе iS шара iK  рассмотрим вполне непре-

рывные векторные поля ,,2,1 ii QQ λ−−I  где [ ]10,∈λ . В силу ус-
ловия 2в данной теоремы, для любых [ ]10,∈λ  и iSu∈  имеем: 
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Отсюда, в частности, следует, что вполне непрерывные век-
торные поля iQ ,1−I  и ii QQ ,2,1 −−I  гомотопны на сфере iS . 
Следовательно, на iS  их вращения равны: 

( ) ( ) ( ) )105.1(.1;;; ,1,2,1 ==−=−− iiiiii SSQSQQ III γγγ  

А теперь в шаре ( )iBi ii
T

u ρρ ≤++ 1,2
,2,2

,K  рассмотрим оператор   

                   ,)),((3,3 ⎟⎟
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= xtu
x

Q i
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ii FP   

где числа iρ  определены соотношением (1.94). Легко видеть, что 
для любых :, ,ivu ρK∈  
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где числа iq ,0  определены соотношением (1.95). 

Для каждого фиксированного ( ) ,,00 1,2
,2,2,,0 iB ii
Ti

uv ρρ ≤∈ ++K  где 

числа i,0ρ  определены соотношением  (1.94) и [ ]10,∈ε , рассмот-
рим в шаре i,ρK следующее уравнение (относительно u ): 

                   .)( 0,3 vuQu i +⋅= ε                                      (1.107) 
Так как для любых iuuu ,21,, ρK∈ : 
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причём ,1,0 <iq  то, в силу принципа сжатых отображений, опера-
тор 0,3 )()( vuQu ii +⋅= εA  имеет в шаре iV ,ρ единственную непод-
вижную точку .0u  Сопоставляя каждому τρ ,0 0

K∈V  элемент ,0u  
т.е. единственное в 

iρ
K решение уравнения (1.107), порождаем 

некоторый оператор   iR ,ε   ( этот оператор  iR ,ε   называется  
 
____________________ 

*)  Очевидно, что 0)0()0()0( 3,3 ==⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
∂
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= ii

i

ii x
iQ PFP . 
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резольвентой, вообще говоря, нелинейного оператора iQ ,3 ), дей-
ствующий из шара τρ ,0

K  в шар i,ρK . Пользуясь тем, что для лю-
бых [ ]10,∈ε  и ,)()( ,,3,,0

vvRQvRv iiii +=∈ εερ εK  легко получить,  
что :,

,021 iVV ρK∈∀   

.
1

1)()( 1,2
,2,2

1,2
,2,2

21
,0

2,1, ii
T

ii
T B

i
Bii vv

q
vRvR ++++ −

−
≤−

εεε                (1.108) 

В силу обозначения (1.93) ( ) .,,2,1 0 iiii QQ ρKK ⊂+ Следова-
тельно, для каждого [ ]10,∈ε  оператор iR ,ε  определен, в частно-
сти, и на ( ) iii QQ K,2,1 + . В силу (1.108) оператор iR ,ε непрерывен 
(даже удовлетворяет условию Липшица) на множестве 
( ) iii QQ K,2,1 + . Так как операторы iQ ,1  и iQ ,2   вполне непрерывны 
на iK  для каждого [ ]10,∈ε  операторы ( )iii QQR ,2,1, +ε  вполне не-
прерывны на iK . Далее, в силу (1.96), для любых [ ]10,∈ε  на iS  
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Следовательно, вполне непрерывные векторные поля 
iii QQQ ,3,2,1 ε−−−I  при любом  [ ]10,∈ε  не имеют нулей на iS . 

Тогда не имеют на iS  нулей и вполне непрерывные векторные 
поля ),( ,2,1, iii QQR +− εI  ибо каждый нуль (на iS ) поля 

),( ,2,1, iii QQR +− εI  является одновременно и нулем поля 

iii QQQ ,3,2,1 ε−−−I . Таким образом, вполне непрерывные век-
торные поля )( ,2,1,0 iii QQR +−I = ii QQ ,2,1 −−I  и )( ,2,1,0 iii QQR +−I  
гомотопны на iS . 

Следовательно, учитывая (1.105), имеем 
)110.1(.1);());(( ,2,1,2,1,1 =−−=+− iiiiiii SQQSQQR II γγ  

Отсюда, в силу принципа ненулевого вращения, следует, 
что вполне непрерывное векторное поле )( ,2,1,1 iii QQR +−I  имеет 
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внутри шара iK  по крайней мере один нуль. Так как каждый та-
кой нуль является одновременно и нулем поля 

,,3,2,1 iii QQQ −−−I  то, таким образом, доказано существование в 

iK  по крайней мере одной неподвижной точки ),( xtu  у операто-
ра .,3,2,1 iiii QQQQ =++  

Совершенно так, как в конце процесса доказательства пре-
дыдущей теоремы, легко проверить, что эта неподвижная точка 

),( xtu  является: при 0=i  обобщённым решением, при 1=i  ре-
шением почти всюду, а при 2=i  классическим решением задачи 
(1.1)-(1.3). 

Теорема доказана. 
Замечание 1.2. Очевидно, что неравенство (1.92) имеет ме-

сто, например, если  
     { } { }ii

Tj
ii

T
j

BiSuBi
Su

uQuuQ ++++ −<
∈∈

1,2
,2,2

1,2
,2,2

)(inf)(sup ,1,2  .                (1.111) 

  Как видно из процесса доказательства теоремы 1.5, правая 
часть неравенства (1.111) положительна (см. соотношения (1.98), 
(1.102) и (1.88)).  Таким образом, неравенство (1.111) (а также не-
равенство (1.92)) требует достаточную малость норм ii

TBi uQ ++ 1,2
,2,2

)(,2  

для элементов iSu∈ . То же самое относится и к неравенству 
(1.96). 
          Замечание 1.3. Как видно из процесса доказательства тео-
ремы 1.4. и структуры пространств 2,3

,2,2 TB  и ,,3,4
,2,2 TB  почти всюду и 

классические решения ),( xtu  задачи (1.1)-(1.3), найденные нами 
в теоремах 1.4 и 1.5, обладают следующими дополнительными 
(по сравнению с определением почти всюду и классического ре-
шений задачи (1.1)-(1.3)) свойствами: 
        1) для решения почти всюду 
                  [ ]( );),0(;,0,,,, 2 lLTCuuuuu ttxxtxtxtxxxxx ∈  
        2) а для классического решения 
                 ( )Txxtxtxtxxxxx Cxtuxtuuxtu D∈),(),,(,),,( , 
                  [ ]( ) .),0(;,0,,,,, 2 lLTCuuuuuu ttxxxxtxxtxxtxxtxxxxxxx ∈  
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§4. Исследование существования и единственности  

               решений задачи (1.1)-(1.3). 
 

В этом параграфе методом последовательных приближений  
доказывается  следующая  теорема о существовании и  единст-
венности обобщённого, почти всюду и классического решений 
задачи (1.1)-(1.3). 

Теорема 1.6. Пусть 
1. 2,1,0=i  и выполнено условие 2 теоремы 1.4. 
2.Оператор F действует из ii

TB ++ 1,2
,2,2  в ix

E  и ,1,2
,2,2

ii
TBu ++∈∀  [ ]Tt ,0∈ : 
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     где пространство )2,1,0( =iE ix  определено в пункте 3 §1, 
),0()(),( 2 TLtbta ∈  и  10 <γ< . 
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    где ),,0()( 2 TLtc ∈  
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а функция w(t,x)  определена соотношением (1.52). 
Тогда задача (1.1)-(1.3) имеет: при 0=i  единственное 

обобщённое решение  ),,( xtu  при 1=i  единственное в 2,3
,2,2 TB  

решение почти всюду ),,( xtu  а при 2=i  единственное в 3,4
,2,2 TB  

классическое решение );,( xtu  их можно найти методом последо-
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вательных приближений, причём скорость сходимости последо-
вательных приближений ),( xtuk  к ),( xtu  характеризуется так: 
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                                     ).,2,1,0( L=k   (1.115) 
Доказательство. Очевидно, что оператор 
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где операторы iP  определены соотношениями (1.24)-(1.26), 
действуют в пространстве  ii

TB ++ 1,2
,2,2  и в шаре 0K  удовлетворяют 

условию Липшица:  
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Рассмотрим в ii
TB ++ 1,2
,2,2  последовательность =),( xtuk  

)),,(( 1 xtuQ ki −=  где .0),(0 ≡xtu  Пользуясь неравенством (1.112), 
методом математической индукции легко получить, что для лю-
бых ,...)2,1,0( =kk  и [ ]Tt ,0∈ : 
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На самом деле, при 1=k  неравенство (1.118) справедливо. 
Предположим, что неравенство (1.118) справедливо для mk =  и 
докажем его справедливость и для 1+= mk . Очевидно, что 
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Из (1.118) следует, что  ),2,1,0( L=∀ kk  и [ ]:,0 Tt∈  
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т.е. все приближения ),( xtuk  содержатся в шаре .0K  
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Отсюда следует фундаментальность{ }∞=1),( kk xtu  в .1,2
,2,2

ii
TB ++  В 

силу полноты пространства ii
TB ++ 1,2
,2,2 : 

                   0),(),(
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,2,2 K∈⎯⎯ →⎯
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Тогда, пользуясь непрерывностью оператора iQ   в шаре 0K  
(см. неравенство (1.117)), из соотношений =),( xtuk  

)),(( 1 xtuQ ki −=  имеем: 
                         )).,((),( xtuQxtu i=  
Легко проверить (так, как в конце доказательства теоремы 

1.4), что функция ),( xtu  является: при 0=i  обобщённым реше-
нием, при 1=i  решением почти всюду, а при 2=i  классичес-
ким решением задачи (1.1)-(1.3).  

Далее, аналогично (1.121) и (1.122), имеем 

.
!

)(2

!

)(2

),(),(),(),(

2

),(

2

2

2

2
0

2

),(

2

2

2

2
0

2

2

2

1,2
,2,2

1,2
,2,2

k

tcT

C

k

tcT

xtuxtuxtuxtu

k

ToL

i

k

ToL

i

BBk ii
T

ii
T

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅≤

≤
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⋅

⋅−≤− ++++

απ
απ

π

απ
απ

π

llll

llll

 

 
Отсюда следует справедливость неравенства (1.115). 
Наконец, докажем единственность в )2,1,0(1,2

,2,2 =++ iB ii
T  реше-

ний (обобщённого, почти всюду и классического) задачи (1.1)-
(1.3). Пусть ii

TBxtu ++∈ 1,2
,2,2),(  при 2,1,0=i  - любое соответственно 

обобщённое, почти всюду и классическое решения задачи (1.1)-
(1.3). Тогда, в силу лемм 1.1 и 1.2, коэффициенты Фурье  

xdxnSinxtutun ∫=
l

ll 0

),(2)( π  функции ),( xtu  удовлетворяют на 

[0,T] системе (1.21), причём, в силу того, что ,)),( ix
xtu Ε∈(F  сис-

тему (1.21) можно преобразовать к виду (1.22) при 1=i  и к виду 
(1.23) при .2=i  Таким образом, функция ),( xtu  является в 
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ii
TB ++ 1,2
,2,2  неподвижной точкой оператора ).2,1,0( =iQi  Тогда, поль-

зуясь  неравенством (1.112), аналогично (1.119), [ ]Tt ,0∈∀  име-
ем: 
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Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем: 

              ,)(exp 2
0

0

222
1,2

,2,2
CdBu

T

B ii
T

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅≤ ∫++ ττA  

т.е. всевозможные в ii
TB ++ 1,2
,2,2  )2,1,0( =i соответственно обобщён- 
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Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем, что 
01,2

,2,2
≡− ++ ii

tB
vu  на [0,T]. Следовательно, .vu =  Теорема доказана. 

          Из теоремы 1.6 при 0=i  вытекает следующее 
          Следствие 1.2. Пусть  
1.Для 0=i  выполнено условие 2 теоремы 1.4. 
2.Оператор F  порожден функцией ),,,,,,,( xxtxxt uuuuuxtF   т.е. 
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         )),,(),,(),,(),,(,),(,,F()),(( xtuxtuxtuxtuxtuxtxtu xxtxxt=F  
причём функция ( )51 ,,,, uuxtF L  определена в области 
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Тогда задача (1.1)-(1.3) имеет единственное обобщённое 

решение ),,( xtu  которое может быть найдено методом последо-
вательных приближений, причём скорость сходимости последо-
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Доказательство.   Очевидно, что   =∀ ),( xtu ∑
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Тогда, пользуясь неравенством (1.123) и оценками (1.125)-
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Следовательно, для 0=i  условие 2 теоремы 1.6 выполнено. 
          Теперь пусть ),(),,( xtvxtu - любые две функции, принад-
лежащие шару ( ),00 1,2

,2,2
Cu

TB
≤K где 0C - число, фигурирующее в 

условии 3 данного следствия. 
          Тогда, в  силу оценок (1.125)-(1.127), 0),(),,( K∈∀ xtvxtu   и 
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Тогда, пользуясь соотношениями (1.131) и условием 3 дан-
ного следствия  (т.е. неравенством (1.124)), совершенно анало-
гично неравенству (1.130), 0),(),,( K∈∀ xtvxtu  и Tt ,0∈  имеем:  
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т.е. для 0=i выполнено условие 3 теоремы 1.6.   

Таким образом, для 0=i  все условия теоремы 1.6 выполне-
ны. А тогда утверждение данного следствия  следует из утвер-
ждения теоремы 1.6. 
 

§5. Ещё раз о существовании решений задачи   (1.1)-(1.3). 
 
       В этом параграфе, с помощью выше доказанной теоремы 
1.6 и принципа Шаудера, доказывается следующая теорема о су-
ществовании обобщённого, почти всюду и классического реше-
ний задачи (1.1)-(1.3). 
        Теорема 1.7. Пусть  
1. 2,1,0=i  и выполнено условие 2 теоремы 1.4. 
2. ),()( uuu ‘F = , причём: 

а) оператор ),( vu‘  действует из ii
T

i
T BB +++ × 1,2

,2,2
1
,2  в ix

E , причём 

для любых ,1
,2

i
TBu +∈  ii

TBv ++∈ 1,2
,2,2  и [ ]Tt ,0∈ : 
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а функция ),( xtw  определена равенством (1.52); 
      в) для каждого фиксированного )( 1,2

,2,2
Cvv ii

TB
≤∈ ++K  оператор 

),( vu‘  действует из шара ( )00 1
,2

Cu i
TB
≤+K  в ix

E  непрерыв-

но, где 
                    { }21,min CCC = ,                                         (1.138) 



 93

[ ( )

( ) )139.1( ,)(28exp

))()(

)((28),(2

2
1

2

),0(42

22

2
0

2

),0(3
2
0

2

),0(2

2

),0(142

22
2

1

2

22

2
1,2

,2,2

⎭
⎬
⎫

⎥
⎦

⎤
⋅

+
⋅

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅

⋅⎥
⎦

⎤
⋅+⋅+

+
+

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+≡ ++

TL

i

TLTL

TL

i

B

tbT

CtaCta

taTxtwC ii
T

πα
απ

π

πα
απ

π

γ

llll

llll

 

( ){ },~~~:max 3
2

21
2

2 AAA
γyyyC +≤≡                                     (1.140) 

( ) [ +
+

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+≡ ++

2

),0(142

22
2

1
2

1,2
,2,2

)(210),(2~
TL

i

B
taTxtw ii

T πα
απ

π
llll

A  

] ,)()( 2
0

2

),0(3
2
0

2

),0(2
22

CtaCta
TLTL
⋅+⋅+ γ                                (1.141) 

( )

( ) .)(210exp~

,)(210~

2

),0(542

22

3

2

),0(442

22

2

2

2

⎥
⎦

⎤+

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≡

+
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≡

TL

i

TL

i

taT

taT

πα
απ

π

πα
απ

π

llll

llll

A

A

    )142.1(  

 Тогда задача (1.1)-(1.3) имеет: при 0=i  обобщённое реше-
ние, при 1=i  решение почти всюду, а при 2=i  классическое 
решение. 
         Доказательство. На топологическом произведении 

ii
T

i
T BB +++ × 1,2

,2,2
1
,2  определим следующий оператор :~
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 Очевидно, что любых ii
T
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T BvvBu +++ ∈∈ 1,2
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а для каждого K∈v  оператор ),(~ vu‘ действует из i
TB +1
,2  в ix

E  не-

прерывно. Теперь для каждого фиксированного i
TBu +∈ 1
,2  в   про-

странстве ii
TB ++ 1,2
,2,2  рассмотрим оператор uiQ , : 

           )),,(~()(, vu
x

wvQ i

i

iui ‘P
∂
∂

+=                          (1.148) 

где операторы )2,1,0( =iiP  определены соотношениями (1.24)-
(1.26). Так как для каждого фиксированного i

TBu +∈ 1
,2  оператор 

),(~ vu‘  удовлетворяет (относительно v  ) условиям 2 и 3 теоремы 
1.6 (сравн. неравенства (1.147) и (1.146) с неравенствами (1.113) и 
(1.112)), то, как видно из процесса доказательства теоремы 1.6, 
для каждого фиксированного i

TBu +∈ 1
,2  оператор  ,,uiQ  определен-

ный соотношением (1.148), имеет в ii
TB ++ 1,2
,2,2  единственную непод-

вижную точку .1,2
,2,2

ii
TBv ++∈  Сопоставляя каждому i

TBu +∈ 1
,2 соответ-

ствующую ему единственную неподвижную точку ii
TBv ++∈ 1,2
,2,2  

оператора ,,uiQ  порождаем некоторый оператор :iH  



 95

      .),(~)()( , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+=== vu
x

wvQvuH i

i

iuii ‘P                  (1.149) 

Пользуясь неравенством (1.149), для любых  i
TBu +∈ 1
,2  и 

[ ]Tt ,0∈  имеем: 
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Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана и пользуясь 
обозначением (1.139), получаем: 
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         С другой стороны, пользуясь неравенством (1.145), для лю-
бых i

TBu +∈ 1
,2  и [ ]Tt ,0∈  имеем: 
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Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана и пользуясь 
обозначениями (1.141), (1.142), для любого i

TBu +∈ 1
,2  получаем: 
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 Из (1.152), пользуясь обозначением (1.140), получаем: 
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Таким образом, из соотношений (1.150) и (1.152) следует, 
что для любого i

TBu +∈ 1
,2 : 
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т.е. оператор iH  отображает всё пространство i
TB +1
,2  в шар 

( )Cu ii
TB
≤++ 1,2

,2,2
K  пространства .1,2

,2,2
ii

TB ++  Оператор iH , определен-

ный во всём пространстве i
TB +1
,2 , рассмотрим только в шаре 

( )Cu i
TB
≤+

∗
1

,2
K  этого пространства. Тогда, в силу неравенства 

(1.153), для любого i
TBu +∈ 1
,2  имеем: 
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т.е. оператор iΗ  преобразует шар ∗K  в себя. Кроме того, как 
видно из (1.154): 
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      Так как, в силу теоремы 1.1, пространство ii
TB ++ 1,2
,2,2  вкладыва-

ется в пространство i
TB +1
,2  вполне непрерывно, то из (1.156) следу-

ет, что множество ∗KiH  компактно в i
TB +1
,2 .  

      Теперь покажем непрерывность оператора iH  в шаре  ∗K . 

Пусть 00

1
,2,, uuuu
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и неравенством (1.145), для [ ]Tt ,0∈∀  имеем: 
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Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем: 
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 Так как K∈Η= )( 00 uv i  и для каждого фиксированного 

K∈v  оператор ),(~ vu‘  действует из i
TB +1
,2  в ix

Ε  непрерывно, то 
из неравенства (1.159) следует, что оператор iΗ  действует из ша-
ра ∗K  пространства i

TB +1
,2  в ,1,1

,2,2
ii

TB ++  а тем более в i
TB +1
,2  непрерывно. 

Таким образом, оператор iΗ  вполне непрерывно преобразует 
шар i

TB +∗ ⊂ 1
,2K  в себя. Следовательно, в силу принципа Шаудера, 

оператор iΗ имеет в шаре ∗K  по крайней мере одну неподвиж-
ную точку :~u  
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 Далее, пользуясь неравенством (1.144) (для ),~uvu ==  из 
соотношения (1.160) получаем, что для любого [ ]:,0 Tt∈  
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         Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана и пользуясь 
обозначениями (1.135)-(1.137), получаем: 
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        Из (1.162), в силу обозначения (1.134), имеем: 
                                    .),(~
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0K∈u  Тогда из опреде-

ления оператора ),,(~ vu‘  т.е. из соотношения (1.143), следует, 
что 

).~()~,~()~,~(~ uuuuu F‘‘ ==                      (1.163)  
 Таким образом, соотношение (1.160) принимает следую- 
щий вид:         

,)),(~(~
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+= xtu
x

wu i

i

i FP                        )164.1(  



 100

т.е. ii
TBu ++∈ 1,2
,2,2

~   является неподвижной точкой оператора ,iQ  оп-
ределённого  соотношением (1.116). 
          Далее, легко проверяется, что функция ).(~ xtu  является: при 

0=i  - обобщённым решением, при 1=i  - решением почти всю-
ду, а при 2=i  - классическим решением задачи (1.1)-(1.3).      
Теорема доказана. 
      Из доказанной теоремы 1.7 при  0=i , как простейший   ча-
стный случай, вытекает следующее 

Следствие 1.3. Пусть 
1.   Для 0=i  выполнено условие 2 теоремы 1.4. 
2. Оператор F  порожден функцией ( ),,,,,,, xxtxxt uuuuuxtF  т.е.  
    ( ),),(),,(),,(),,( ,),(,,)),(( xtuxtuxtuxtuxtuxtFxtu xxtxxt=F  причём: 

а) функция  ( )51 ,,,, uuxtF L  определена в области 
,),( 5∞−∞×TD  в этой же области удовлетворяет условиям Карате-

одори и условию 

( ) )165.1(,)())(,(),(,,,,
5

3
3212151 ∑

=

+++≤
i

iutAuuxtAxtAuuxtF L

где );,0()(),(),(),,( 23221 TLtADLxtAxtA T ∈∈  

б) в области ( )400 ,
6

,
6

∞∞−×⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−× CCT

ππ
D  выполняется 

условие: 
( ) ( )

[ ] )166.1(,)(),(

,,,,,,,,,,,,

55442221

5432154321

vuvutBvuxtB

vvuvuxtFuuuuuxtF

−+−+−≤

≤−
 

где ),,0()(),(),( 2221 TLtBLxtB T ∈∈ D  а число 0C  определено 
следующим соотношением: 

         
( )

⋅⎥
⎦

⎤

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢
⎢
⎣

⎡ +
+≡ 2

),0(142

2
2

0
2

1,2
,2,2

)(210),(
TLB

taTxtwC
T πα

απ lll  

        ( ) ( ) ,)()(210exp
2
1

2

),0(5
2

),0(342

2

22 ⎭
⎬
⎫

⎥
⎦

⎤
+

⎢
⎢
⎣

⎡ +
⋅

TLTL
tataT

πα
απ lll  
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причём 

           ),(
2

),(
6

)(,),()( 3),0(23),0(11
22

tAxtAtaxtAta
LL lll

ππ
+==                      

           ).(
22

),(
6

)( 3

2

),0(25
2

tAxtAta
L ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

llll

πππ  

Тогда задача (1.1)-(1.3) имеет обобщённое решение. 
Доказательство. Для того, чтобы вывести это следствие 

из теоремы 1.7, достаточно определить оператор ),,( vuΦ  фигу-
рирующий в условии 2 теоремы 1.7, следующим образом: 

( )),(),,(),,(),,( ,),(,,)),(),,(( xtVxtVxtuxtVxtuxtFxtvxtu xxtxxt=Φ . (1.167) 

          Очевидно, что ,sin)(),(
1

1
,2∑

∞

=

∈=∀
n

Tn Bxntuxtu
l

π  =),( xtv  

[ ]TtBxnt
n

Tn ,0,sin)(
1

1,2
,2,2 ∈∈=∑

∞

= l

πϑ   и  [ ]:,0 l∈x  
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6

))(max(

11))(max()(),(

1
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1
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1 1 0
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τ
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∞
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∞

=

∞
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2

))((
2

),(
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2
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tB
n

nt

n
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( ) )172.1.(
2

)(max
2

),( 1,2
,2,22

2

1

2

0

2
2

2

),0( tB
n

ntLxx vnxtv
ll

l

ll

πτϑπ
τ

≤⋅≤ ∑
∞

= ≤≤
 

Тогда, пользуясь неравенством (1.165) и оценками (1.168)-
(1.172), 1,2

,2,2
1
,2 ),(,),( TT BxtvBxtu ∈∈∀  и [ ]Tt ,0∈  имеем: 
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+⎢
⎣
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+=⎥

⎦

⎤
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++⎢
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⎡
+⋅+
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LtxLxLt
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xtuxtxtxtvxtv

xtuxtvxtuxtFxtvxtu
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AA
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ππ

πππ
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      ⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++⋅⎥

⎦

⎤
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22
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),0(23
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1
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txtut
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ππππ  

.)()()( 1,2
,2,2

1
,2

1,2
,2,2

531
ttt BBB

vtautatav ⋅+⋅+=⋅                   )173.1(  

 Следовательно, выполнено для 0=i  условие 2а теоремы 
1.7, причём в этом случае .0)(,0)( 42 ≡≡ tata  
          Далее, пользуясь неравенством (1.166), оценкой (1.168)     и 
для  21 vvv −=   оценками (1.170)-(1.172), аналогично (1.173), 

( ) 1,2
,2,22100 ,,),( 1

,2
TB

BvvCuxtu
T

∈≤∈∀ K  и [ ]Tt ,0∈  имеем: 

(
( ≤−

=−

),0(,2,2,2,1,1

,1),0(21

2

2

)),(),,(),,(),,(),,(,,)),(),,(

),,(,),(),,(,,)),(),,(()),(),,((

l

l

Lxxtxxtxxtx

xtL

xtvxtvxtuxtvxtuxtFxtvxtv

xtuxtvxtuxtFxtvxtuxtvxtu ‘‘
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( ) [

,)(
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,2,2
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,2,2

2
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,2,22
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2121

2

212

),0(121),0(,2,1

),0(,2,12),0(,2,11

ttt

t
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LBLxxxx

LtxtxLtt

vvtbvvvvtB

xtBvvxtvxtv

xtvxtvtBxtvxtvxtB
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⎦

⎤
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⎣

⎡
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⎤
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где  ).,0()()(
2

),(
6

)( 22),0(1
2

TLtBxtBtb
L

∈⋅++= πππ
l

lll
 

Следовательно, выполнено для 0=i  условие 2б  теоремы 
1.7. 

Теперь покажем, что при условиях данного следствия вы-
полнено и для 0=i  условие 2в теоремы 1.7. На самом деле, пусть 

),( xtv  - любая фиксированная функция из 
( )000

1,2
,2,2 1

,2
),(),,(, CuxtuxtuB

TBnT ≤∈K   и 

            ),(),( 0

1
,2 xtuxtu TB

n ⎯⎯→⎯  при .∞→n  
Тогда, в силу оценок (1.168), (1.169), [ ]Ttn ,0,,2,1,0 ∈=∀ L   и 

[ ]l,0∈x  имеем: 

,
666

),( 01
,2

1
,2

Cuuxtu
Tt BnBnn

πππ
≤≤≤             )174.1(   

,
222

),( 0),0(, 1
,2

1
,22

Cuuxtu
Tt BnBnLxn

llll

πππ
≤≤≤  )175.1(  

,
66

),(),( 1
,2

1
,2

000
Tt BnBnn uuuuxtuxtu −≤−≤−

ππ
 )176.1(  

.
2

),(),( 1
,22

0),0(,0,
TBnLxxn uuxtuxtu −≤−

ll

π
              (1.177) 

Из (1.176) следует, что 

        ),(),( 0 xtuxtu
T

n

D

⇒  при ,∞→n                  (1.178) 
 а из (1.177) следует, что 

       ),(),( ,0, xtuxtu xxn

TD

⇒  при .∞→n               (1.179) 
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Тогда, в силу известных свойств оператора Немыцкого, имеем: 

       
( )

( ) ,),(),,(),,(),,(),,(,,

),(),,(),,(),,(),,(,,

,00

,

∞→⇒

⇒

nприxtvxtvxtuxtvxtuxtF

xtvxtvxtuxtvxtuxtF

xxtxxt

xxtxxntn

TD

 

т.е. 

( )),(),,()),(),,(( 0 xtvxtuxtvxtu
T

n ‘‘
D

⇒   при  .∞→n                  (1.180) 
    Далее, в силу неравенства (1.165), имеем: 
    

(

[ ]

[ ]=+++−

−+⋅+⋅+
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‘
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,),(),()(),( ,0,3 xtuxtutxtg xxn −+= A                                               )181.1(  
где 

         
[ ],),(),()(),()(

),(
6
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6

),(),(
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2201 1,2
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xtvxtvtxtut

xtvxtCxtxtg

xxtxx
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+⋅++=

AA
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ππ

 

причём ),(),( 2 TLxtg D∈  ибо, пользуясь оценками (1.174)-(1.180) 
и (1.171), имеем: 

.)()(
2

)(
2

),()(
6

),(),(

),0(2
3),0(30

)(20)(1)(

1,2
,2,22

2
1,2
,2,222

+∞<⋅⋅+++

+++≤

TLBTL

DLBDLDL

tvtC

xtvCxtxtg

T

TTTT
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πππ

π

l
lll

          

В силу оценки (1.177) имеем: 
        ≤−⋅

)(,0,3
2

),(),()(
TDLxxn xtuxtutA  



 105

0)(
2 ),0(30

2
1

,2
→⋅−≤

TLBn tuu
T

A
l

π  при .∞→n             (1.182) 

        Теперь, в силу соотношения (1.182) и соотношения 
 ),(),( 2 TLxtg D∈ из неравенства (1.181) следует, что функции се-

мейства [ ]{ }∞=1
2)),(),,(( nn xtvxtu‘  имеют в TD  равностепенно аб-

солютно непрерывные интегралы. Таким образом,   

{ } 0)),(),,(()),(),,(( 2
0

T

xtvxtuxtvxtun

D

‘‘ ⇒−   при  ∞→n  

и функции семейства 
              ( ) ( ){ }2

0 ),(),,(),(),,( xtvxtuxtvxtun ‘‘ −   
имеют в TD  равностепенно абсолютно непрерывные интегралы. 
Отсюда, в силу теоремы Витали о предельном переходе под зна-
ком интеграла Лебега, следует, что 
                 ( ) ( ) 0,,

)(0
2

→−
TLn vuvu

D
‘‘  при .∞→n  

Это означает, что для каждого фиксированного 1,2
,2,2 TBv∈ оператор 

( )vu,Φ  действует из ( )00 1
,2

Cu
TB
≤K  в )(2 TL D  непрерывно. Сле-

довательно, для 0=i  выполнено условие 2в теоремы 1.7. Тогда 
справедливость утверждения данного следствия следует из тео-
ремы 1.7. 

По идее доказательства теоремы 1.7. доказывается следую-
щая  

Теорема 1.8. Пусть 
1. 2 ,1 ,0=i  и выполнено условие 2 теоремы 1.4. 
2. ),()( uuu ‘F = , где: 

а) оператор ),( vu‘  действует из ii
T

i
T BB +++ × 1,2

,2,2
1
,2  в ,ix

E  причём 

для любых ii
T

i
T BvBu +++ ∈∈ 1,2

,2,2
1
,2 ,  и [ ]Tt ,0∈ : 

( ) ( )( ) )183.1(,)()()(,,, 1,2
,2,2

1
,2

2

321
),0(

ii
t

i
t BB

L
i

i

vtautataxtvxtu
x +++ ++≤
∂
∂

l

‘  

где );3,1(),0()( 2 =∈ iTLtai  
 б) для любых ( )00 1

,2
Cuu i

TB
≤∈ +K  и ( )0121 1,2

,2,2
, Cvvv ii

TB
≤∈ ++K  



 106

       ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ≤
∂
∂

−
∂
∂

),(
21

2

,,,,,,
loL

i

i

i

i

xtvxtu
x
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21 ii
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где  ),0()( 2 TLtb ∈ , 
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а функция  ),( xtw  определена соотношением  (1.52); 
в) для каждого фиксированного ( )Cvv ii

TB
≤∈ ++ 1,2

,2,2
K  оператор  

),( vu‘  действует из шара 0K  в ix
E непрерывно, где 
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        Тогда задача (1.1)-(1.3) имеет: при 0=i  - обобщённое ре-
шение, при 1=i  - решение почти всюду, а при 2=i - классиче-
ское решение. 
        Замечание 1.4. Следует отметить, что теоремами 1.7 и 1.8 
охватывается и такой достаточно широкий класс случаев, когда 
операторы ),2 ,1 ,0( =iQi  порожденные правой частью уравнения 

(1.1) с помощью соотношения  ,)),(()( ⎟⎟
⎠
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⎜⎜
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⎛
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пространстве  ii
TB ++ 1,2
,2,2  не являются ни вполне непрерывными, ни 

удовлетворяющими условию Липшица и не распадающимися на 
сумму двух операторов, где один из этих операторов вполне не-
прерывен, а другой – сжатый. Другими словами, теоремами 1.7 и 
1.8 охватываются и некоторые те случаи, когда для нахождения в 

ii
TB ++ 1,2
,2,2  неподвижной точки оператора iQ  не применим ни прин-

цип Шаудера, ни метод последовательных приближений (а тем 
более, принцип сжатых отображений), ни комбинированный 
принцип М.А.Красносельского и ни принцип ненулевого враще-
ния. 
 

§6. Корректность постановки задачи (1.1)-(1.3).    
 

Теперь изучим корректность постановки задачи (1.1)-(1.3). 
Задачу (1.1)-(1.3) с данными ψϕ ~~~ ,,F   назовем задачей A

~ . С по-
мощью неравенства Р.Беллмана доказывается следующая  
          Теорема 1.9. Пусть 
1. ,2 ,1 ,0=i  и выполнено условие 2а теоремы 1.4 для функций 

ϕ  и ϕ~  и условие 2б теоремы 1.4 для функций ψ  и ψ~ . 
2. Операторы FF

~и  действуют из ii
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E  причём для 
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       Тогда для единственных: при 0=i  обобщённых решений, 
при 1=i  решений почти всюду, а при 2=i  классических реше-
ний ),( xtu  и ),,(~ xtu соответственно, задач (1.1)-(1.3) и ,~

A  имеем: 
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Доказательство. Так как из условия 2 данной теоремы сле-
дуют условия 2 и 3 теоремы 1.6, то по этой же теореме 1.6 задачи 
(1.1)-(1.3) и A

~  имеют единственные: при 0=i  обобщённые ре-
шения, при 1=i  решения почти всюду, а при 2=i  классические 
решения  
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n

n∑
∞

=

=
1

sin,
l

π   и  ( ) ( ) xntuxtu
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соответственно, причём в силу лемм 1.1 и 1.2, ( ){ }∞=1nn tu  удов-
летворяет: при 0=i  системе  (1.21), при 1=i  системе (1.21а) и 
при 2=i  системе (1.21б), а ( ){ }∞=1

~
nn tu  удовлетворяет тем же сис-

темам, в которых нужно вместо nn ψϕ ,  и ( )uF  иметь в виду 

nn ψϕ ~,~  и ( )u~~
F  соответственно. 

Пользуясь этим фактом, из систем (1.21), (1.21а) и (1.21б) 
легко получить, что [ ]:,0 Tt∈∀  
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Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем спра-
ведливость оценки (1.190). 
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ГЛАВА II 
 

Исследование почти всюду и классического решений одно-  
мерной смешанной задачи для одного класса полулинейных 

дифференциальных уравнений третьего порядка 
 

Данная  глава  посвящена изучению вопросов единственно-
сти и  существования почти всюду и классического решений сле-
дующей одномерной смешанной задачи: 
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l

ll
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ψϕ
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где 0;,0 >+∞<< αlT  - фиксированное число; ψϕ ,,F -
заданные функции, а ),( xtu  - искомая функция, причём почти 
всюду и классические решения задачи (2.1)-(2.3) понимаются в 
смысле, определяемом в §1 главы I. 

Очевидно, что каждое решение почти всюду (и, тем более, 
классическое решение) задачи (2.1)-(2.3) имеет вид: 

                 ( ) ∑
∞

=

=
1

,sin)(,
n

n xntuxtu
l

π  

где ∫=
l

ll 0

sin),(2)( xdxnxtutun
π  - коэффициенты Фурье искомого 

решения ),( xtu  по полной в ),0(2 lL  системе .sin
1

∞

=⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

n

xn
l

π  

Далее, легко видеть, что после формального применения 
схемы метода Фурье, нахождение функций )(tun  сводится к ре-
шению следующей счётной системы нелинейных интегро-
дифференциальных уравнений типа Вольтерра второго рода: 
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где 

              ∫=
l

ll 0

,sin)(2 xdxnxn
πϕϕ       .sin)(2

0

xdxnxn ∫=
l
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πψψ  

Для краткости записи в дальнейшем будем пользоваться 
следующим обозначением:  

)5.2()).,(),,(),,(),,(,),(,,()),(( xtuxtuxtuxtuxtuxtFxtu xxtxxt=F  
 Из системы (2.4), пользуясь обозначением (2.5), легко полу-
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Кроме того, в данной главе будем пользоваться леммой 1.2, 
пространствами s

s TB αα
ββ
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0
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L
L , теоремой 1.1 и обозначениями  
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§1. Единственность решений задачи (2.1)-(2.3). 
 

В этом параграфе доказывается следующая теорема о един-
ственности (в целом) почти всюду и классического решений за-
дачи (2.1)-(2.3). 

Теорема 2.1. Пусть 
1. Функция ),,,,( 51 uuxtF L  непрерывна по совокупности своих 

переменных в замкнутой области [ ] [ ] ( ) .,,0,0 5∞∞−×× lT  
2. Для  каждого 0>R  и [ )T,0∈τ  существует  такое  )(τδ R  
    ( )( ),0 ττδ −≤< TR  что в области ( )( ) ( ) ( )5,,0, RRR −××+ lτδττ  

( )9.2,~)()~,,~,,(),,,,(
5

1
,,5151 ∑

=

−⋅≤−
i

iiRi uutauuxtFuuxtF τLL  

     где 
            ( ) ),()(),()(),( ,,3,,2,,1

2
1

2
3

tattattat RRR τττ τττ ⋅−⋅−⋅−  

             ( )( ).,)()(),( 2,,5,,4
2
1

τδτττ ττ RRR Ltatta +∈⋅−  
       Тогда задача (2.1)-(2.3) не может иметь более одного реше-
ния почти всюду (и, тем более, классического решения). 

       Доказательство.  Пусть   ∑
∞

=

=
1

sin)(),(
n

n xntuxtu
l

π    и 

∑
∞

=

=
1

sin)(v),(
n

n xntxtv
l

π  - два любых решения почти всюду зада-

чи (2.1)-(2.3). В силу леммы 1.2 из главы I, каждая из последова-
тельностей { }∞=1)( nn tu  и { }∞=1)(v nn t  удовлетворяет на [ ]T,0  системе 

(2.4), причём очевидно, что для { }∞=1)(v nn t  в правой части (2.4) 
везде вместо ),( ξτu  нужно иметь в виду ( ).,v ξτ    Тогда из систем 
(2.4) и (2.6), пользуясь обозначениями (2.5) и (2.8), оценками 
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(где t≤≤ τ0 ) и тождеством Парсеваля, легко получить, что 
[ ]:,0 Tt∈∀  
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 Так как ),()),(v()),,(( 2 TLxtxtu DFF ∈   то из (2.11) следует, 
что .v 1,2

.2,2 TBu ∈−  Очевидно, что .0v 1,2
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B
u  Тогда естественно 

ввести обозначение: 
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       Далее, очевидно, что существует такое число 
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 Теперь предположим, что .0 0 Tt <≤  Тогда пользуясь соот-
ношением (2.12) и последовательно оценками 
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(для t≤τ ), из систем (2.4) и (2.6), аналогично (2.11), легко полу-
чить, что ( ]:,0 Ttt∈∀  
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Из неравенств (2.14)-(2.18) следует, что ( ≤≤<∀ )(0 0tRδεε  

)( 0tT Rδ+≤ ;  а число  R  удовлетворяет условиям (2.13)): 
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Из (2.19), пользуясь для 0t=τ  неравенством (2.9), получа-
ем: 
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Так как ( ),)(,)( 000, 0

tttLb RtR δτ +∈  то можно выбрать такое 

)),(0( 000 tRδεεε ≤<=  что ∫
+

<
00

0

0
.1)(,

ε

ττ
t

t
tR db  Тогда из неравенства 

(2.20) получим, что 

                                        ∑
=

=
5

1
, .0

0
i

i εA  

Следовательно, .0
00 ,5,1 === εε AA L  Отсюда, в частности, 

следует, что 0v 2
00,2
=−

+εtB
u  и ,0v 1

00,2
=−

+εtBttu  и, следовательно, 

.v 1,2
00,2,2 ε+

−
tB

u  А это, в силу положительности числа ,0ε  противо-

речит определению числа .0t  Полученное противоречие показы-
вает, что предположение Tt <≤ 00  было неверно, т.е. должно 
быть Tt =0 , т.е. .0v 1,2

,2,2
=−

TB
u  А отсюда следует, что всюду в 

).,(v),( xtxtuT ≡D  Теорема доказана. 
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Замечание 2.1. Для выполнения условия 2 теоремы 2.1 дос-
таточно, чтобы для каждого 0>R  в области 

5),(),0(),0( RRT −×× l  выполнялось условие 

          ( ) ∑
=

−⋅≤−
5

1
,5151 ,~)(~,,~,,),,,,(

i
iiRi uutauuxtFuuxtF LL  

где для каждого [ )T,0∈τ  существует такое  ≤< )(0()( τδτδ RR  

),τ−≤ T   что  ),()(),()( ,2,1
2
1

2
3

tattat RR ττ −⋅−   ( ) ),(,3 tat Rτ−  ),(,4 ta R  

( ) )).(,()( 2,5
2
1

τδτττ RR Ltat +∈⋅−  
Отсюда видно, что коэффициенты Липшица ,),(,1 Lta R  
)(,5 ta R  в отдельных точках  (даже в счётном числе точек)  множе-

ства ( ]T,0  слева могут иметь сколь угодно сильные особенности, 
а в отдельных точках (даже в счётном числе точек) множества 
[ )T,0  могут иметь справа степенные особенности соответственно 

порядка  εεεε −−−−
2
1,

2
3,1,2  и ,1 ε−  где 0>ε  - сколь угодно 

малое число. 
 

§2. Существование в малом почти всюду и  
           классического решений задачи (2.1)-(2.3). 

 
В этом параграфе комбинированием метода последо-

вательных приближений с принципом Шаудера доказаны теоре-
мы существования в малом (т.е. справедливые при достаточно 
малых значениях Т) почти всюду и классического решений зада-
чи (2.1)-(2.3). 

Теорема 2.2. Пусть 
1. Функция )(xϕ  дважды непрерывно дифференцируема на 

[ ] ),0()(,,0 2 ll Lx ∈′′′ϕ  и ;0)()0()()0( =′′=′′== ll ϕϕϕϕ   
      функция )(xψ  непрерывно дифференцируема на 

[ ] ( ) ),0(,,0 2 ll Lx ∈′′ψ  и .0)()0( == lψψ  
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2. а) Функция ),,,( 61 ξξ LtF  непрерывна в замкнутой области 
5),( ∞−∞×TD  вместе с производными ( );6,1),,,( 61 =itF

i
ξξξ L  

     б) [ ]Tt ,0∈∀  и ( )∞∞−∈ ,, 54 ξξ  
             ( ) ( ) .00,,,0,0,,0,,,0,0,0, 5454 == ξξξξ ltFtF  

Тогда существует в малом единственное в целом решение 
почти всюду задачи (2.1)-(2.3). 

Доказательство. Для каждого фиксированного 1,2
,1,1 TBu∈  

рассмотрим в 2,3
,2,2 TB  следующий оператор :uQ  

v)),,()v( uZQu ‘P (+=                                                   (2.21) 
где 
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xnddn
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πτξξπ sincos ⋅⋅ ,                                 (2.23) 

( ) ( )( ) ( )( ( ) ( ) ( ) )+= ),(,,,,,,,,,,,v,,
1

xtuxtuxtuxtuxtuxtFxtxtu xxtxxtξ‘  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )+⋅+
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ),,v,,,,,,,,,,,
6

xtxtuxtuxtuxtuxtuxtF xxxxxtxxt ⋅+ ξ          (2.24) 
причём 61 ,, ξξ L  обозначения соответствующих аргументов 
функции ( ) .,,, 61 ξξ LtF  
           Очевидно, что ( ) :, 2,3

,2,2 TBxtu ∈∀  
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Из условия 1 данной теоремы следует, что ,B),( 3,2
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Далее, совершенно аналогично неравенству (2.11), для лю-

бых ( ) 1,2
,1,1, TBxtu ∈  и ( ) 2,3

,2,2, TBxtv ∈  имеем: 
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причём справедливость соотношения ( ) ( )( ) ( )TLxtxtu D‘ 2,v,, ∈  
следует из того, что: 

( ) ( ) ( ) ( ) )27.2(,1,0;2,0,, 1,2
,1,1 ==∈∂∂∂∈∀ − isCxtuxtBxtu T

isis
T D

( ) ( ) [ ] ( ) )28.2(.1,0,0,v,v
2

),0(

332,3
,2,2

2
=∈∂∂∂∈∀ − iTCxtxtBxt

L

ii
T l

 

Таким образом, для каждого фиксированного 1,2
,1,1 TBu∈  опе-

ратор ,uQ  формально определённый соотношениями (2.21)-
(2.24), действительно определён в пространстве 2,3

,2,2 TB  и действу-
ет в нём. 
       Теперь, при любом фиксированном 1,2

,1,1 TBu∈ , аналогично 

(2.26), 2,3
,2,221 v,v TB∈∀  и [ ]Tt ,0∈  имеем: 
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Из (2.29), пользуясь соотношениями 
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получаем, что [ ]:,0 Tt∈∀  
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где 0>uC  - некоторая постоянная, не зависящая от 21 v,v  и 
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       Таким образом, при любом фиксированном ,1,2
,1,1 TBu∈  

2,3
,2,221 v,v TB∈∀  и ( ) :,2,1 L=kk  

( ) ( ) ( )
)33.2(.vv

!
vv 2,3
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TT
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u
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k
u

k
u k

TC
QQ −⋅

⋅
≤−  

Из (2.33) видно, что при любом фиксированном 1,2
,1,1 TBu∈  

оператор ,uQ  действующий в пространстве ,2,3
,2,2 TB  удовлетворяет 

в нём условию Липшица, а его некоторая итерация (даже начиная 
с некоторого номера, зависящего от u , все итерации) является в 

2,3
,2,2 TB  сжатым. Следовательно, в силу обобщённого принципа 

сжатых отображений, оператор uQ  имеет в 2,3
,2,2 TB  единственную 

неподвижную точку v : 
                        ( )( ) .v,v u‘P+Ζ=                                      (2.34) 
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Таким образом, для каждого фиксированного 1,2
,1,1 TBu∈  

уравнение (относительно v ) (2.34) имеет в 2,3
,2,2 TB единственное 

решение v . Сопоставив каждому 1,2
,1,1 TBu∈  единственное решение 

2,3
,2,2v TB∈  уравнения (2.34), получаем некоторый оператор H: 

                            ( ) ( )( ) ,v,v uuH ‘P+Ζ==                             (2.35) 
действующий из 1,2

,1,1 TB  в .2,3
,2,2 TB  Так как 1,2

,1,1
2,3
,2,2 TT BB ⊂ , то оператор 

H действует в 1,2
,1,1 TB . Покажем, что он действует в  1,2

,1,1 TB  вполне 
непрерывно. 
            Пусть r  - любое  положительное число, а rK  - замкнутый 
шар пространства   1,2

,1,1 TB  с центром в нуле и радиуса  r . Тогда, 
пользуясь оценками (2.30) и (2.31), аналогично (2.26), легко по-
лучить, что 1,2

,1,1 TBu∈∀  и [ ]:,0 Tt∈  
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где −>> 0,0 rr BA  некоторые числа, зависящие от r . Из (2.36), 
применив неравенство Р.Беллмана, получаем, что :ru K∈∀  
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.124exp 2
2

2

4

3

rr CTBT ≡
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅⋅

απαπ
ll                     (2.37)          

Из (2.37) следует, что множество rHK  ограничено в .2,3
,2,2 TB  

Покажем, что оно компактно в 1,2
,1,1 TB . По определению оператора 

H : 
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Из (2.38) следует, что ( )L,2,1=∀ nn  и [ ]:,0 Tt∈  
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Для каждого фиксированного ( )L,2,1=nn  совокупность n-

ых компонент всех элементов множества rHK (т.е. совокупность 
всех функций )(v tn , определяемых формулами (2.38),  когда u  
меняется на множестве rK ) обозначим через ( ) .nrHK  Из (2.37) 
следует, что ( ) :)(v nrn Ht K∈∀  

  [ ] [ ] (2.40)                  .)(,)(
,0,0 rTCnrTCn CtVCtV ≤′≤  
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Далее, пользуясь обозначениями rA и rB , использованными 
при получении неравенства (2.36), и оценкой (2.37), из (2.39) лег-
ко получить, что  ( )nrn Ht K∈∀ )(v  и [ ]:,0 Tt∈  

( ) ( )( )[ ]

( ) ( )( )[ ]

{ } { }

{ }

{ } ( ) ,

22

v2v2

,v,,2

,v,,2)(v

2
1

2
1

2
1

2,3
,2,2

2
1

2,3
,2,2

2
1

2
1

2

2
2

2

22

0

2

2

2

2

22

0 0

2
2

0

2
2

22

rdCB

T
n

CB
n

n

dBnB
n

n
ddttun

dttu
n

n
t

nrrr

rrrn

t

BrrBrr

n

t

nn

tt

≡⋅+⋅

⋅⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅≤

≤⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+

+⋅≤
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅⋅+

+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⋅+⋅≤′′

∫

∫ ∫

∫

A

A

AA

‘

‘

l
l

l
l

l
l

l

l
l

l

l
l

l

l

πα
π

ψ
πα

τπα
π

ψ
πα

τξξξπα

ξξξ
π

ψ
πα

 

и, следовательно: 

[ ] ( ) .)(v
,0

rdt nTCn ≤′′                                                          (2.41) 

Из (2.40) и (2.41) следует, что множество ,)( nrHK  как огра-
ниченное в [ ]TC ,0)2(  множество, компактно в [ ].,0)1( TC  А из ог-
раниченности в 2,3

,2,2 TB  множества rHK следует, что для него, рас-

сматриваемого как множество пространства ,1,2
,1,1 TB  выполнено ус-

ловие б теоремы 1.1 главы I. Таким образом, последние два фак-
та,   в силу теоремы 1.1,  обеспечивают  компактность множества 

rHK  в .1,2
,1,1 TB Этим мы показали, что оператор H действует в про-

странстве 1,2
,1,1 TB компактно. 

Теперь покажем непрерывность оператора H в .1,2
,1,1 TB  Пусть  

( )xtu ,0  - любой элемент пространства 1,2
,1,1 TB , а ( ){ }∞=1, kk xtu  - любая 

последовательность, составленная из элементов 1,2
,1,1 TB  и сходя-
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щаяся  в 1,2
,1,1 TB  к ( )xtu ,0  при .∞→k  Примем обозначения: 

( ) 00 v=uH  и ( ) ( ) .,2,1v L== kuH kk  Очевидно, что  

( )
( )

( ) ,,2,1,0;1,0;2,0, 0 L===≤∂∂∂
− kisCxtuxt

TC
k

isis

D
         (2.42) 

( )
( )

( )1,0;2,00)),(,( 0 ==→−∂∂∂
− isxtuxtuxt

TC
k

isis

D
 при .∞→k (2.43) 

Пользуясь соотношением (2.42), аналогично (2.39), 
( ),...2,1=∀ kk   и [ ]Tt ,0∈  имеем: 
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где  С>0 - некоторая постоянная. 
Из (2.44), применив неравенство Р.Беллмана, получаем, что 
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( ) ( ) .),(v),,(),(v),,( 2

)(000
2 TLk xtxtuxtxtu

D
‘‘ −⋅  (2.45)          

Пользуясь соотношением (2.43), определением ( ),v,u‘  
т.е. соотношением (2.24), и тем, что ),(),(v),,(v 2,0,0 Txxxtxx Lxtxt D∈  
легко показать, что  

        ( ) ( ) .0v,v,
)(000

2
∞→→− kприuu

TLk D
‘‘       (2.46) 

Из  (2.45), в силу (2.46), следует, что 
              0)()( 2,3

,2,2
0 →−

TBk uHuH  при .∞→k  

Этим доказано, что оператор  H  не только непрерывно дей-
ствует  в  1,2

,1,1 TB , но и он непрерывно действует из 1,2
,1,1 TB  в .2,3

,2,2 TB  
Таким образом, доказано, что оператор  H  действует в про-

странстве 1,2
,1,1 TB  вполне непрерывно. 

Наконец, из неравенства (2.37) следует, что ru K∈∀ : 
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Из (2.47) видно, что для любого достаточно большого фик-

сированного r  (например, для 2
2

2
2,3

,2,2
Z

3 TB
r π

> ) при достаточно 

малых значениях  T правую часть (2.47) можно сделать .2r≤  Та-
ким образом, любой фиксированный замкнутый шар rK    про-
странства 1,2

,1,1 TB  достаточно большого радиуса r  при достаточно 
малых значениях T преобразуется в себя оператором H вполне 
непрерывно. Следовательно, в силу принципа Шаудера, при дос-
таточно малых значениях T оператор H имеет в 1,2

,1,1 TB  по крайней 
мере одну неподвижную точку  u : 

                         ( )( ).,Z uuu ‘P+=                                              (2.48) 
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Так как H действует из 1,2
,1,1 TB  в 2,3

,2,2 TB  и uuH =)( , то 
2,3
,2,2),( TBxtu ∈ .  Тогда для найденной функции ),( xtu  справедливо 

равенство (2.25). Пользуясь равенством (2.25) и обозначением 
(2.5), равенству (2.48) можно придать следующий вид: 

        { } .)),((
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+= xtuxtZxtu FP                        (2.49) 

Если принять обозначение ∑
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=
1
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π  то, оче-

видно, что равенство (2.49) равносильно следующей системе: 

{ }

[ ] )50.2().,2,1;,0(cos1

)),((21)(

)(

0 0
33

2

22

2

2

22

2

22

L
l

ll

l

l

l

=∈
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−⋅

⋅
∂
∂

⋅+⋅⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−+=

−−

−

∫ ∫

nTtddne

u
n

e
n

tu

t
n

t

n

t
n

nn

τξξπ

ξτ
ξπα

ψ
πα

ϕ

τ
πα

πα

F

 

Далее, если пользоваться условием σ2  данной теоремы, то 
(обратным интегрированием по частям по ξ  один раз) системе 
(2.50) можно дать вид (2.4). Таким образом, коэффициенты    Фу-
рье )(tun  найденной неподвижной точки 2,3

,2,2),( TBxtu ∈   оператора 
H удовлетворяют на [0,T] системе (2.4). Тогда справедливы (2.6) 
и (2.7). Из структуры пространства 2,3

,2,2 TB  следует, что  
           ),(),(),,(),,(),,(),,( Txxtxxt Cxtuxtuxtuxtuxtu D∈  
           [ ]( ).),0(;,0),(),,( 2 lLTCxtuxtu xxxtxx ∈  

Кроме того, очевидно, что  

            ( ) { } [ ]( )),0(L;0,C)),((,C)),(( 2 lTxtu
x

xtu T ∈
∂
∂

∈ FDF  

 и, в силу условия 2б данной теоремы, 
                     [ ] .0)),(()),((,0 0 ==∈∀

== lxx xtuxtuTt FF  
Тогда очевидно, что при любом фиксированном [ ]Tt ,0∈  
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       [ ],,0)),((sin)s),((2
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l
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xxtuxnxdxninxtu
n

FF
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т.е. всюду в TD  

       )51.2(.)),((sinsin)),((2
1 0

xtuxndntu
n

FF =
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∑ ∫
∞

= lll

l πξξπξ  

Далее, из систем (2.6) и (2.7), пользуясь равенством (2.51), 
легко получить, что при любом фиксированном [ ]Tt ,0∈  

                ( ) ( ) )),((,, xtuxtuxtu txxtt F+=α                           (2.52) 
для почти всех [ ]l,0∈x . Следовательно, равенство (2.52) имеет 
место почти всюду в TD , т.е. функция ),( xtu  удовлетворяет 
уравнению (2.1) почти всюду в TD . Из (2.52) также следует, что  
                          [ ]( ).),(;,0),( 2 l0LTCxtutt ∈  

Очевидно, что функция ),( xtu  удовлетворяет всем услови-
ям (2.2) и (2.3) в обычном смысле. Таким образом, найденная 
функция ),( xtu  является решением почти всюду задачи       (2.1)-
(2.3). 

А из условия 2а данной теоремы следует, что функция   
( )51 ,,,, uuxtF L  удовлетворяет в области 5),( ∞−∞×TD  локально-

му условию Липшица по ( ),,, 51 uu L  причём с постоянными (не 
зависящими  от t и x) коэффициентами Липшица. Тогда, в силу 
теоремы 2.1, задача (2.1)-(2.3) не может иметь более одного ре-
шения почти всюду. Таким образом, теорема доказана.   

Замечание 2.2. Следует отметить, что единственное реше-
ние почти всюду ),( xtu  задачи (2.1)-(2.3) наряду со свойствами 
(требуемыми по определению) )(),(),,( 2 Ttxxtt Lxtuxtu D∈  обладает 
более сильными свойствами: 
                        [ ]( ).),0(;,0),(),,( 2 lLTCxtuxtu txxtt ∈  

Теорема 2.3. Пусть 
1. Функция ( )xϕ   трижды непрерывно дифференцируема на  
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     [ ] ),(L(x),, IV ll 00
2

∈ϕ  и ;)()()()( 000 =′′=′′== ll ϕϕϕϕ   

     функция ( )xψ  дважды непрерывно дифференцируема на  
[ ],,0 l  ),0()( 2 lLx ∈′′′ψ  и .0)()0()()0( =′′=′′== ll ψψψψ  

2. а) Функция ),,,,( 51 uuxtF L  дважды непрерывно дифферен-
цируема по переменным 51 ,,, uux L  в замкнутой области 

( );,∞∞−×TD  
б) выполнено условие 2б теоремы 2.2. 

Тогда существует  в малом единственное в целом классиче-
ское решение задачи (2.1)-(2.3). 

Доказательство. Теорема доказывается по идее доказатель-
ства предыдущей теоремы 2.2. Поэтому укажем лишь схему до-
казательства данной теоремы. Для каждого фиксированного  

2,3
,1,1 TBu∈   рассмотрим в 4,3

T2,2,B  следующий оператор :uQ  
v)),,(()v( uZQu ‘P+=  

где функция ),( xtZ  определена соотношением (2.22), 
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а функция )),(v),,(( xtxtu‘  отличается от  

{ } )54.2()),(),,(),,(),,(),,(,,(2

2

xtuxtuxtuxtuxtuxtF
x xxtxxt∂
∂  

лишь тем, что если в развёрнутом выражении (2.54) в двух (всего 
лишь имеющихся) слагаемых линейные множители  ),( xtutxxx  и 

),( xtuxxxx  заменить соответственно множителями   ),(v xttxxx  и 
),(v xtxxxx ,  то получим )),(v),,(( xtxtu‘ . 

Тогда, очевидно, что: 

( ) 3,4
,2,2, TBxtu ∈∀   ( ) ( )( ) ( )( ) .,,,, 2

2

xtu
x

xtuxtu F‘
∂
∂

=           (2.55) 
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Из условия 1 данной теоремы следует, что ( ) ., 3,4
,2,2 TBxtZ ∈  

Далее, повторив схему доказательства теоремы 2.2 (лишь с той 
разницей, что везде нужно: вместо   1,2

,1,1 TB  брать 2,3
,1,1 TB , вместо 

2,3
,2,2 TB  брать ,3,4

,2,2 TB  в оценках (2.6) и (2.9) справа добавить множи-

тель 
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
π
l , вместо 2,0=s  брать 3,0=s , а в (2.28) и (2.31) вместо 

ii xt −∂∂∂ 33  брать  ),44 ii xt −∂∂∂ легко показать, что для каждого 
фиксированного 2,3

,1,1 TBu∈  уравнение 
                           v)),((v uZ ‘P+=  
имеет в 3,4

,2,2 TB  единственное решение v . Сопоставив каждому 
2,3
,1,1 TBu∈  единственное решение 3,4

,2,2v TB∈  последнего уравнения, 
получаем некоторый оператор H: 
                          =)(uH v)),((v uZ ‘P+= , 
действующий из  2,3

,1,1 TB  в .3,4
,2,2 TB  Далее, как при доказательстве 

теоремы 2.2 (с той лишь разницей, что вместо 1,2
,1,1 TB  нужно брать  

2,3
,1,1 TB , а вместо 2,3

,2,2 TB  брать ),3,4
,2,2 TB   показывается, что оператор H 

действует в пространстве   2,3
,1,1 TB  вполне непрерывно и при доста-

точно малых значениях T имеет в 2,3
,1,1 TB  по крайней мере одну не-

подвижную точку xntuxtu
n

n∑
∞

=

=
1

sin)(),(
l

π ,  принадлежащую даже 

пространству .3,4
,2,2 TB  Тогда для найденной функции  ),( xtu  спра-

ведливо равенство (2.55). Пользуясь равенством (2.55) и обозна-
чением (2.5), равенству  
                           == )(uHu )),(( uuZ ‘P+  
можно придать следующий вид: 
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+= xtu
x

xtZxtu FP  

Отсюда, по определению оператора P  (см.(2.53)), имеем: 
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Далее, если пользоваться условием 2б данной теоремы, то 
(обратным интегрированием по частям по ξ  два раза) системе 
(2.56) можно придать вид (2.4). Таким образом, коэффициенты 
Фурье  )(tun  найденной функции ),( xtu  удовлетворяют на [ ]T,0  
системе  (2.4). Тогда справедливы  (2.6) и (2.7).  Из структуры 
пространства  3,4

,2,2 TB  следует, что  

            
[ ]( ).),0(;,0),(),,(),(),(

),,(),,(),,(),,(),,(),,(

2 lLTCxtuxtuCxtu

xtuxtuxtuxtuxtuxtu

xxxxtxxxTxxx

txxxxtxxt

∈∈ D
 

Кроме того, очевидно, что  

       ( )( ) ( )( ){ } ( )( ){ } [ ]( )),0(;T0,C,,)C(, ,, 22

2

lLxtu
x

xtu
x

xtu T ∈
∂
∂

∈
∂
∂

FDFF  

и, в силу условия 2б данной теоремы, 
                [ ] ( )( ) ( )( ) .0,,,0 0 ==∈∀ −= lxx xtuxtuTt FF  

Тогда, пользуясь равенством (2.51) всюду в TD , из систем 
(2.6) и (2.7) легко получить, что при любом фиксированном  

[ ]Tt ,0∈  равенство (2.52) справедливо для любых [ ],,0 l∈x  т.е. 
функция ( )xtu ,  удовлетворяет уравнению (2.1) всюду в TD . Из 
равенства (2.52), в частности, следует, что  ( )Ttt Cxtu D∈),( . Даже, 
в силу того, что [ ]( )),0(;,0),( 2 lLTCxtutxx ∈  и 

( )( ){ } )C(, Txtu
x

DF ∈
∂
∂ ,  получаем, что  

                 [ ]( )),0(;,0),( 2 lLTCxtuttx ∈ .  

Очевидно, что функция ( )xtu ,  удовлетворяет всем условиям 
(2.2) и (2.3) в обычном смысле. Таким образом, найденная функ-
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ция ( )xtu ,  является классическим решением задачи (2.1)-(2.3). А 
единственность классического решения задачи (2.1)-(2.3), как и 
при доказательстве предыдущей теоремы 2.2, следует из теоремы 
2.1. Теорема доказана. 

Замечание 2.3. Следует отметить, что найденное единствен-
ное классического решение ( )xtu ,  задачи (2.1)-(2.3) обладает и 
следующими дополнительными свойствами: 
        ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) [ ] ( )( ).,0;,0,,,,,,, 2 lLTCxtuxtuxtuCxtu ttxxxxxtxxxTxxx ∈∈ D  
 

§3. Существование в целом почти всюду  
                         и классического решений задачи (2.1)-(2.3)  

для слабо нелинейных уравнений. 
 

В этом параграфе, пользуясь локальными (в малом) резуль-
татами предыдущего параграфа, методами априорных оценок до-
казаны следующие нелокальные (в целом) теоремы существова-
ния почти всюду и классического решений задачи (2.1)-(2.3). 

Теорема 2.4. Пусть 
1. Выполнены все условия теоремы 2.2. 
2. В области ( ) :, 5∞∞−×TD  
          ( )xxtxxt uuuuuxtF ,,,,,, *) ( ) +≤ xta ,  

( ) ( ) ( ) ( ) )57.2(,, xxtxxt uutcuuuxtb +⋅+++⋅+  
     где ( ) ( ) ( )TLxtbxta D2,,, ∈ ,  ).,0()( 2 TLtc ∈  
 
___________________ 

*) В дальнейшем в некоторых случаях для аргументов функции ),,( 71 ξξ LF  

мы сознательно будем пользоваться обозначениями ,,,,,,, xxtxxt uuuuuxt  
чтобы яснее представить себе соответствующий рост каждого (начиная с 
третьего) аргумента функции  F, содержащего в правой части уравнения (2.1) 
соответствующие функции .,,,, xxtxxt uuuuu  
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3. Для каждого 0>R  в области [ ] ( ) :,, 23 ∞∞−×−× RRTD  
( ),)(),(),,,,,,( 22

xxtxRRxxtxxtx uutbxtauuuuuxtF +⋅+≤  

( ),)(),(),,,,,,( 22
xxtxRRxxtxxtu uutbxtauuuuuxtF +⋅+≤  

( ),)(),(),,,,,,( xxtxRRxxtxxtu uutbxtauuuuuxtF
t

+⋅+≤  

( ),)(),(),,,,,,( xxtxRRxxtxxtu uutbxtauuuuuxtF
x

+⋅+≤  

),(),,,,,,( tbuuuuuxtF Rxxtxxtutx
≤  

),(),,,,,,( tbuuuuuxtF Rxxtxxtuxx
≤  

 
где ( ) ( ).,0)(,),( 22 TLtbLxta RTR ∈∈ D  

Тогда задача (2.1)-(2.3) имеет единственное решение почти 
всюду. 

Доказательство. По теореме 2.2 существует в малом един-
ственное в целом решение почти всюду задачи  (2.1)-(2.3). А для 
доказательства данной теоремы ( как видно из процесса доказа-
тельства теоремы 2.2) достаточно установить априорную ограни-
ченность в 2,.3

,2,2 TB  всевозможных решений почти всюду задачи 

(2.1)-(2.3), принадлежащих пространству 2,3
,2,2 TB . Итак, пусть 

−=∑
∞

=1
sin)(),(

n
n xntuxtu

l

π  любое решение почти всюду задачи 

(2.1)-(2.3), принадлежащее пространству 2.3
,2,2 TB . В силу леммы 1.2 

из главы I, функции )(tun  удовлетворяют на [ ]T,0  системе (2.4). 
Тогда из систем (2.4) и (2.6), аналогично неравенству (2.11), по-
лучаем, что [ ]:,0 Tt∈∀  

( ){ } ,),(1242
0 0

2
2

2

2
22

1,2
,2,2

1,2
,2,2 ∫∫⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅+≤

t

BB
dduTZu

Tt

l
ll τξξτ

απαπ
F         (2.58) 

где функция ),( xtZ  определена соотношением (2.22), а оператор 
F   определен соотношением (2.5). Пользуясь оценками  
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tt BxxBtx udxxtuudxxtu ππ
          (2.60)  

и неравенством (2.57), из (2.58) получаем, что [ ]:,0 Tt∈∀  
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где 
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⋅⎟⎟
⎠

⎞
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Из (2.61), применив неравенство Р. Беллмана, получаем: 

)62.2(,)(exp 2
0

1
2

1,2
,2,2

CdeCu
T

B T
≡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅≤ ∫ ττ  
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т.е. всевозможные решения почти всюду  2,3
,2,2),( TBxtu ∈   задачи 

(2.1)-(2.3) априори ограничены в .1,2
,2,2 TB  

Из априорной оценки (2.62), в силу оценок (2.59) и (2.60), 
следует справедливость следующих априорных оценок: 

( ) ,),(,),(,),(
)()( TTT

RxtuRxtuRxtu
CxCtC

≤≤≤
DDD

                            (2.63) 

[ ] .,0),(,),(
0

3
2

0
3

2 TtCdxxtuCdxxtu xxtx ∈∀≤≤ ∫∫
ll

                               (2.64) 

Далее, при условиях данной теоремы, очевидно, что систе-
ма (2.4) равносильна системе (2.50). Тогда из системы (2.50), ана-
логично(2.36), получаем, что  [ ]:,0 Tt∈∀  
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Пользуясь априорными оценками (2.64), для любого 
[ ]Tt ,0∈  имеем: 
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,2,2 tt BtxBtx uCdxxtuudxxtu ⋅≤⋅⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤ ∫∫

ll

l

ππ

,),(
6

),(),( 2
4

0

22
22

2

0

2
2,3
,2,2

2,3
,2,2 tt BxxBxxtx uCdxxtuudxxtuxtu ⋅≤⋅⋅⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤⋅ ∫∫

ll

l

ππ
                    (2.67) 

)68.2(.),(
6

),( 2
4

0

22
24

0

4
2,3

,2,2
2,3

,2,2 tt BxxBxx uCdxxtuudxxtu ⋅≤⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≤ ∫∫

ll

l

ππ
 

С другой стороны, для любых [ ]Tt ,0∈  и [ ]l,0∈x  имеем: 
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Теперь, представив себе развернутое выражение  

   ))},,(),,(),,(),,(),,(,,({})),(({ ξτξτξτξτξτξτ
ξ

ξτ
ξ ξξτξξτ uuuuuFu

∂
∂

≡
∂
∂

F   

пользуясь априорными оценками (2.63), условием 3 данной тео-
ремы и оценками (2.66)-(2.70), из (2.65) легко получить, что 

[ ]:,0 Tt∈∀   

                ,)(
0

2
65

2
2,3

,2,2
2,3

,2,2
ττ duCCu

t

BB tt ∫ ⋅+≤                                                    (2.71) 

где 05 >C - некоторое постоянное,  ).,0()(0 6 TLC ∈≤ τ  

Из (2.71), применив неравенство Р.Беллмана, получаем 
справедливость априорной оценки: 

           .)(exp),( 6
0

65
2

2,3
,2,2

CdCCxtu
T

B T
≡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅≤ ∫ ττ                              (2.72) 

Этим теорема доказана. 

Теорема 2.5. Пусть 

1. Выполнены все условия теоремы 2.3. 

2. Выполнены условия 2 и 3 теоремы 2.4. 

Тогда задача (2.1)-(2.3) имеет единственное классическое 
решение. 

Доказательство.  По теореме 2.3 существует в малом един-
ственное в целом классическое решение задачи (2.1)-(2.3).      Как  
видно из процесса доказательства теоремы 2.3, для доказательст-
ва данной теоремы 2.5 достаточно установить априорную огра-
ниченность в 3,4

,2,2 TB  всевозможных классических решений задачи 
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(2.1)-(2.3),  принадлежащих пространству 3,4
,2,2 TB . Пусть 

xntuxtu
n

n∑
∞

=

=
1

sin)(),(
l

π  - любое классическое решение задачи 

(2.1)-(2.3), принадлежащее пространству 3,4
,2,2 TB . В силу леммы 1.2 

из главы I, функции )(tun  удовлетворяют на [ ]T,0  системе (2.4). 
Очевидно, что при условиях данной теоремы система (2.4) экви-
валентна системе (2.50), а последняя система, в свою очередь, эк-
вивалентна системе (2.56). Тогда из системы (2.56), аналогично 
(2.65),  получаем, что [ ]:,0 Tt∈∀  
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Так как каждое классическое решение задачи (2.1)-(2.3) яв-
ляется и её решением почти всюду, то, как видно из процесса до-
казательства предыдущей теоремы, априорная оценка (2.72) 
справедлива и для всевозможных классических решений ),( xtu  
задачи (2.1)-(2.3), принадлежащих пространству 3,4

,2,2 TB . Тогда, в 
силу априорной оценки (2.72), из (2.69) и (2.70) следует справед-
ливость следующих априорных оценок.: 
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                      (2.75) 

Пользуясь априорными оценками (2.75), [ ]Tt ,0∈∀  имеем: 
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С другой стороны, очевидно, что  [ ]Tt ,0∈∀ : 
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Теперь, представив себе развёрнутое выражение 
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имея в виду априорные оценки (2.63) и (2.74), а также пользуясь 
оценками (2.76)-(2.79), из (2.73) легко получить, что  [ ]Tt ,0∈∀ : 

,
0

2
109

2
3,4
,2,2

3,4
,2,2

τ
τ
duCCu

t

BB t ∫⋅+≤                                     (2.80) 

где 09 >C  и 010 >C  - некоторые постоянные, не зависящие от u  
и t . Из (2.80), применив неравенство Р.Беллмана, получаем спра-
ведливость априорной оценки: 

{ } 11109
2

3,4
,2,2

exp),( CTCCxtu
TB

≡⋅⋅≤ .                    (2.81) 

Этим теорема доказана. 
 
§4. Существование в целом почти всюду и  

                классического решений задачи (2.1)-(2.3)  
       для сильно нелинейных уравнений. 

 
В этом параграфе рассматривается следующий специальный 

вид уравнения (2.1): 
      ( ) ( ) ( )xxtxxtxxxtxxtt uuuuuxtFuxfuuuu ,,,,,,, ++⋅′=− σα  

                     ( )l≤≤≤≤ xTt 0,0             (2.82) 
и доказываются теоремы существования в целом почти всюду и 
классического решений задачи (2.82), (2.2), (2.3) для достаточно 
широкого класса уравнений (2.82), правая часть которых по пе-
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ременным tuu,  и xu  может иметь при ∞→++ xt uuu  рост вы-
ше линейного. 

Теорема 2.6. Пусть 
1. Выполнено условие 1 теоремы 2.2. 
2. а) Функция ( )yσ  дважды непрерывно дифференцируема на 

( );,∞∞−  
     б) ( ) 00 =σ  и   ( ) 01 ≥yσ    ( ).,∞∞−∈∀y                              (2.83) 

3. а) Функция ( )uxf ,  непрерывно дифференцируема по совокуп-
ности своих переменных в замкнутой области      
[ ] ( )∞∞−× ,,0 l ; 

     б) ;0)0,()0,0( == lff  
     в)  в замкнутой области [ ] ( )∞∞−× ,,l0   

       ( ) ( ) ),(1,),( 0
2

0

uguCuxgdxf
u

−+⋅≤≡∫ ξξ                    (2.84) 

где 0>C  - некоторая постоянная, а функция 0)(0 ≥ug  непре-
рывна на ( ).,∞∞−  

4. а) Выполнено условие 2 теоремы 2.2; 
    б) в области  ( )5,∞∞−×TD : 

( ) { }
)85.2(,,

)(1,,,,,,

0
2

0

222
0

αεε <⋅+

+++++⋅≤⋅

tx

xttxxtxxt

u

uuuugCuuuuuuxtF
  

где C>0 – некоторая постоянная, )(0 ug  - функция, фигури-
рующая в (2.84), а 0>α - число, фигурирующее в уравне-
нии (2.82); 

     в) 0>∀R  в области [ ] ( )4,, ∞∞−×−× RRTD : 
               ( ) ≤⋅− xxxxtxxt uuuuuuxtF ,,,,,,  

    { },1 22222244
txxxxxtxtxxtR uuuuuuuuC ⋅++⋅++++⋅≤            (2.86) 

          где 0>RC  - некоторая постоянная; 
      г) 0>∀R  в области [ ] ( ) [ ] ( )2,,,, ∞∞−×−×∞∞−×−× RRRRTD : 
                  ( ) ≤xxtxxt uuuuuxtF ,,,,,,  
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       { },1 23
txxxxttxtxtR uuuuuuuC ⋅++⋅+++⋅≤          (2.87) 

          где  0>RC - некоторая постоянная; 
      д) выполнено условие 3 теоремы 2.4. 

Тогда  задача (2.82), (2.2),(2.3) имеет единственное решение 
почти всюду. 

Доказательство. Как мы уже знаем, для доказательства 
данной теоремы достаточно показать, что всевозможные решения 
почти всюду ),( xtu  задачи (2.82), (2.2), (2.3), принадлежащие 
пространству 2,3

,2,2 TB , в нём априори ограничены. С этой    целью 
умножим обе части уравнения (2.82) на функцию ),( xtut , проин-
тегрируем полученное равенство по x  от 0 до l  и произведем 
интегрирование по частям по x  один раз во втором слагаемом 
левой части. Тогда [ ]Tt ,0∈∀  получаем: 

    =⋅+⋅ ∫ ∫ dxxtudxxtu
dt
d

txt ),(),(
2
1

0 0

22
l l

α  

    

( )( )

( )∫∫

∫

∫∫

++⋅−=

=⋅+

+⋅+⋅⋅′=

ll

l

ll

00

0

00

),(,),()),((

),()),(),,(),,(),,(),,(,,(

),(,,),(),()),((

dxxtuxg
dt
ddxxtuxtu

dxxtuxtuxtuxtuxtuxtuxtF

dxxtuxtuxfdxxtuxtuxtu

txx

txxtxxt

ttxxx

σ

σ

 

,),()),(),,(),,(),,(),,(,,(
0

dxxtuxtuxtuxtuxtuxtuxtF txxtxxt ⋅+ ∫
l

 (2.88) 

где ),( uxg  - функция, фигурирующая в (2.84), т.е. 
).,(),( uxfuxgu =′  

Интегрируя равенство (2.88) по t от 0 до t и пользуясь нера-
венствами (2.84), (2.85), получаем, что [ ]Tt ,0∈∀ :  
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   −≤+ ∫∫ ∫ ∫ dxxdxdxudxxtu
t

xt )(
2
1),(),(

2
1

0

2

0 0

2

0

2
ll l

ψττα τ  

   

( ) { }

⎩
⎨
⎧

+++⋅

⋅+⋅⋅+−−

−+⋅+−

∫ ∫∫ ∫∫ ∫

∫∫

∫∫ ∫

ttt

t

xx

dxdxudxdxudxdxug

CtCdxxxgdxxtug

dxxtuCdxdxuxu

0 0

2

0 0

2

0 0
0

00
0

0

2

0 0

),(),()),((

))(,()),((

),(1),(),(

lll

ll

ll

l

ττττττ

ϕ

τττσ

τ

τ

 

∫ ∫∫ ∫ ⋅+
⎭
⎬
⎫

+
t

x

t

x dxdxudxdxu
0 0

2
0

0 0

2 .),(),( ττεττ τ

ll

                                 (2.89) 

Пользуясь условиями (2.83),  [ ]Tt ,0∈∀  имеем: 

    

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

),(),(),(),(

0

)(

00

)(

0

0

),(

00

),(

)(0

),(

),0(

0 00 0

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫

′′

′

−≥−

−
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
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⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=

ll

lll

ll

xx

xtuxtu

x

xtu

xu

t

xx

t

xx

dxddxd

dxddxddxd

dxdxuxudxdxuxu

xxx

x

ϕϕ

ϕ

ττ

θθσθθσ

θθσθθσθθσ

τττστττσ

 

ибо [ ]Tt ,0∈∀   

                         ( )∫ ∫ ≥
l

0

),(

0

.0
xtu x

dxdθθσ  

      Следовательно, [ ]Tt ,0∈∀ : 

( ) ( ) ,),(),( 1
0

),(

00 0

Cdxdddxxuxu
xtu

x

t

x

x

≤≤− ∫ ∫∫ ∫
ll

θθστττσ τ                (2.90) 

где 01 >C  - некоторая постоянная. 
      Далее, очевидно, что [ ]Tt ,0∈∀  и [ ]:,0 l∈x  
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     ∫+=
t

dxuxxtu
0

,),()(),( ττϕ τ  

∫ ∫ ∫∫ ⋅+≤
l ll

0 0 0

22

0

2 ;),(2)(2),(
t

dxdxuTdxxdxxtu ττϕ τ                    (2.91) 

     ( ) ∫ ∫+=
t x

dduxxtu
0 0

,),()(, τξξτϕ τξ  

∫ ∫⋅⋅+≤
t

dduTxxtu
0 0

222 ,),(2)(2),(
l

l τξξτϕ τξ                           (2.92) 

;),(2)(2),(
0 0 0 0

2

0 0

222 τθθϕττ
τ

θ ddxdxuTdxxTdxdxu
t t

x∫ ∫ ∫∫∫ ∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅⋅+⋅≤
ll l

l         (2.93) 

     ∫+′=
t

xx dxuxxtu
0

,),()(),( ττϕ τ  

 ( ) ∫⋅+′≤
t

xx dxuTxxtu
0

222 ,),(2)(2),( ττϕ τ                                   (2.94) 

( )( ) )95.2.(),(22),(
0 0 0 0 0 0

222 τθθϕττ
τ

θ ddxdxuTdxxTdxdxu
t t

xx∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅+′⋅≤
l l l

 

Теперь, пользуясь оценками (2.90), (2.91), (2.93) и (2.95), из 
(2.89) получаем, что  [ ]Tt ,0∈∀ : 

( ) ( )

( )( )

( )( )

( )∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫∫

∫∫ ∫ ∫

⎩
⎨
⎧

++++⋅+

+′⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅++≤

≤+⋅−+

t

x

t

xt

dxdxuTdxxuTC

dxxTCdxxTCTC

dxxxgdxxCCdxx

dxxtugdxdxudxxtu

0 0 0 0

222

0 0

22

0 00

2
1

2

0
0

0 0 0

2
0

2

),()1(2),(12

2)(2

,)(2)(
2
1

)),((,),(
2
1

l l

l l

l ll

ll l

l

l

l

τ

θτ

τ

θθτ

ϕϕ

ϕϕψ

ττεα
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         ∫ ∫∫
⎩
⎨
⎧

+⋅+≤
⎭
⎬
⎫

+
t

dxxuCCddxxug
0 0

2
32

0
0 ),()),((

ll

τττ τ  

( )( ) ,,),(
0

0
0 0

2 ττθθ
τ

θ ddxxugdxdxu x
⎭
⎬
⎫

++ ∫∫ ∫
ll

                            (2.96) 

 где 

     ( ) ∫ +⋅+⋅++⋅⋅+≡
l

l
0

2
12 )()1(21 dxxTCTCCC ϕ  

          ( )( ) ( )∫ ∫∫ −+′⋅+
l ll

0 0

2

0

2 ,)(,)(
2
12 dxxxgdxxdxxCT ϕψϕ  

     ).221( 2
3 l⋅++⋅≡ TTCC  
Если принять обозначения 

      ,,,,
2
1min 5

0

3
4

0

2
00 CCCC

===
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

δδ
δεα  

то из (2.96) получим, что [ ]Tt ,0∈∀ : 

      

( ) ( ) .),(,),(

)),((),(),(

0 0 0 0
0

2

0

2
54

0 0 0 0
0

22

ττθθτ

ττ

τ

θτ

τ

ddxxugdxdxudxxuCC

dxxtugdxdxudxxtu

t

x

t

xt

∫ ∫∫ ∫∫

∫ ∫∫ ∫

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++⋅+≤

≤++

l ll

l l l

 

Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем, что 
[ ]:,0 Tt∈∀  

       { } .exp)),((),(),( 654
0 0 0 0

0
22 CTCCdxxtugdxdxudxxtu

t

xt ≡⋅⋅≤++∫ ∫∫ ∫
l l l

τττ  

Таким образом, установлены следующие априорные оцен-
ки: 

    [ ]∫ ∈∀≤
l

0
6

2 ,,0),( TtCdxxtut                           (2.97) 
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    ∫ ∫ ≤
T

tx Cdxdtxtu
0 0

6
2 ,),(

l

                                                      (2.98) 

    [ ] .,0)),((
0

60 TtCdxxtug ∈∀≤∫
l

 

В силу априорной оценки (2.98), из (2.92) и (2.94) следуют 
следующие априорные оценки: 

      ( ) ( ) ,, Rxtu
TC
≤

D
                                                            (2.99) 

      ∫ ≤
l

0

2 ),( Rdxxtux        [ ] .,0 Tt∈∀                                    (2.100) 

Далее, очевидно, что [ ]Tt ,0∈∀  и [ ]:,0 l∈x  

     ∫=
x

tt dtuxtu
0

.),(),( ξξξ  

Следовательно: 

[ ] [ ].,0),(),(
0

22

,0 ∫ ∈∀⋅≤
l

l
l Ttdxxtuxtu txCt                    (2.101) 

Теперь, представив уравнение (2.82) в виде 

      ( ) ( ) ( ),,,,,,,, xxtxxtxxxtttxx uuuuuxtFuxfuuuu −−⋅′−= σα   

умножив обе части этого равенства на функцию ),,( xtuxx  интег-
рируя полученное равенство по x от 0 до l , пользуясь априорной 
оценкой (2.99) и соответствующим неравенством (2.86), получа-
ем, что   [ ]:,0 Tt∈∀  

      

∫∫ ∫

∫∫

∫∫

+
⎩
⎨
⎧

++⋅+⋅+
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−≤⋅

ll l
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),(),(),(
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dxxtudxxtudxxtuCC

dxxtuxtuxfdxxtuxtu

dxxtuxtudxxtu
dt
d

txxtRR
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xxttxx
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α
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.),(),(),(),(),(
0

22

0

2

0

22

⎭
⎬
⎫

⋅+++ ∫∫∫
lll

dxxtuxtudxxtudxxtuxtu txxxxxtx  (2.102) 

Очевидно, что  [ ]:,0 Tt∈∀  

        

+′′−≤++
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dxxxdxdxuxu
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ψϕτττ

ϕψ

ττττττ

τ
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,),(),(
4
1),(

0 0

22

0 0

2 dxxtudxxtudxdxu xxt

T

x ∫ ∫∫ ∫ ⋅+⋅++
l ll

ε
ε

τττ            (2.103) 

 
где 0>ε  - любое число. Но мы будем считать, что ε  - фиксиро-
ванное число, удовлетворяющее условию: 

2
0 αε << .                                             (2.104) 

 
 Тогда, пользуясь априорными оценками (2.97) и (2.98), из 
(2.103) получаем, что ],0[ Tt∈∀ : 

∫∫ ∫ ⋅+≤
ll

0

2
7

0 0

),(),(),( dxxtuCdxdxuxu xx

t

xx ετττττ ,               (2.105) 

где 07 >C  - некоторое постоянное. 
 С другой стороны, в силу (2.83), ],0[ Tt∈∀ : 

0),()),((
0

2 ≤′− ∫
l

dxxtuxtu xxxσ .                                          (2.106) 

 А в силу априорной оценки (2.99), ],0[ Tt∈∀ : 
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           ≤⋅≤− ∫∫ dxxtuxtuxfdxxtuxtuxf xxxx

ll

00

),()),(,(),()),(,(  

∫∫ ⋅+⋅≤⋅≤
ll

l
0

2
88

0
8 ),(),( dxxtuCCdxxtuC xxxx ,                 (2.107) 

где 08 >C  - некоторое постоянное. 
 Далее, очевидно, что ],0[ Tt∈∀  и ],0[ l∈x : 

∫=
x

x
x dtuxtu

0

),(),( ξξξξ ,                                        (2.108) 

 где ),0()(00 l∈= txx  такая точка, что 0),( 0 =xtux . Из (2.108) сле-
дует, что ],0[ Tt∈∀ : 

∫⋅≤
l

l
l

0

22

],0[
),(),( dxxtuxtu xxCx .                             (2.109) 

 Теперь, пользуясь неравенствами (2.101), (2.109) и априор-
ными оценками (2.97), (2.100), ],0[ Tt∈∀  имеем: 

∫∫∫∫ ⋅⋅≤⋅⋅≤
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ll
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4 ),(),(),(),( dxxtuCdxxtudxxtudxxtu txttxt , (2.110) 

∫∫∫∫ ⋅⋅≤⋅⋅≤
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4 ),(),(),(),( dxxtuRdxxtudxxtudxxtu xxxxxx , (2.111) 

∫∫∫ ⋅⋅≤
lll
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22 ),(),(),(),( dxxtudxxtudxxtuxtu txxxxtx ,                    (2.112) 

∫∫∫ ⋅⋅≤
lll

l
0

2

0

2

0

24 ),(),(),(),( dxxtudxxtudxxtuxtu xxtxtxx .                   (2.113) 

 Интегрируя обе части неравенства (2.102) по t  от 0 до t , 
пользуясь оценками (2.105)-(2.107), (2.110)-(2.113) и априорной 
оценкой (2.98), получаем, что ],0[ Tt∈∀ : 
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 Из (2.114), пользуясь условием (2.104), получаем, что 
],0[ Tt∈∀ : 
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, 

где 09 >C  - некоторое постоянное. Из последнего неравенства, 
применив неравенство Р.Беллмана, и пользуясь априорной оцен-
кой (2.98), получаем, что ],0[ Tt∈∀ : 

       10699
0

2 )}(exp{),( CCTCCdxxtuxx ≡+⋅⋅≤∫
l

, 

т.е. справедлива априорная оценка: 

10
0

2 ),( Cdxxtuxx ≤∫
l

  ],0[ Tt∈∀ .                                                (2.115) 

 Из (2.109), в силу априорной оценки (2.115), следует спра-
ведливость априорной оценки: 

Rxtu
Cx ≤

)( T
),(

D
.                                                                (2.116) 

 Кроме того, в силу априорной оценки (2.115), из (2.113) 
имеем: 
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ll
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22 ),(),(),( dxxtuCdxxtuxtu txtxx    ],0[ Tt∈∀ .         (2.117) 

 Далее, аналогично (2.58), ],0[ Tt∈∀  имеем: 
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} τξξτξτξτξτξτξτ ξξτξξτ dduuuuuF 2)),(),,(),,(),,(),,(,,(+ . (2.118) 
 Из (2.118), пользуясь априорными оценками (2.116), (2.115), 
(2.99), неравенством (2.87), а также априорной оценкой (2.98), 
получаем, что ],0[ Tt∈∀ : 
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где 01 >R  и 02 >R  - некоторые постоянные. 
 Теперь, пользуясь оценками (2.110), (2.117) и структурой 
пространства 1,2

,2,2 τB , ],0[ T∈∀τ  имеем: 
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 Пользуясь оценками (2.120)-(2.122), из (2.119) получаем, 
что ],0[ Tt∈∀ : 

ττ
τ

τ dudxxuRRu
B

t

xB t

2

0 0

6
31

2
1,2

,2,2
1,2

,2,2
),(∫ ∫⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅
⎭
⎬
⎫

⋅+≤
l

.                        (2.123) 

 Из (2.123), применив неравенство Р.Беллмана и пользуясь 
априорной оценкой (2.98), получаем: 

4631
2 }exp{1,2

,2,2
RCRRu

TB
≡⋅⋅≤ ,                          (2.124) 

т.е. всевозможные решения почти всюду ),( xtu  задачи (2.82), 
(2.2), (2.3), принадлежащие пространству 2,3

,2,2 TB , априори ограни-

чены в 1,2
,2,2 TB . Дальнейшая часть доказательства данной теоремы 

совпадает с той частью доказательства теоремы 2.4, которая из-
ложена непосредственно после установления априорной оценки 
(2.62). Теорема доказана. 
 Замечание 2.4. Для выполнения условия 4в теоремы 2.6 
достаточно выполнение условия: 

)*( {
}⎪

⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

⋅++⋅+⋅++

+++⋅≤

∞−∞×−×>∀

)125.2(,

1),,,,,,(

),(],[0

2

23

4

txxxxxtxttxtx

xtRxxtxxt

T

uuuuuuuu

uuCuuuuuxtF

RRобластивR ƒ

 

где 0CR >  - некоторое постоянное. Очевидно, что из выполнения 
последнего условия вытекает и условие  4г  теоремы 2.6. Таким 
образом, для выполнения условий  4в и 4г теоремы 2.6 достаточно 
выполнение условия )*( . 
 Теорема 2.7. Пусть 
1. Выполнено условие 1 теоремы 2.3. 
2. а) Функция )(yσ  трижды непрерывно дифференцируема на 

),( ∞−∞ ; 
     б) выполнено условие 2б теоремы 2.6. 
3. а) Функция ),( uxf  дважды непрерывно дифференцируема по 

совокупности своих переменных в замкнутой области  
),(],0[ ∞−∞×l ; 
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     б) выполнены условия 3б и 3в  теоремы 2.6. 
4. а) Выполнено условие 2 теоремы 2.3; 
    б) выполнены условия 4б-4д  теоремы 2.6. 

Тогда задача (2.82), (2.2), (2.3) имеет единственное класси-
ческое решение. 

Доказательство. Как мы уже знаем, для доказательства 
данной теоремы достаточно показать, что всевозможные класси-
ческие решения ),( xtu  задачи (2.82), (2.2), (2.3), принадлежащие 
пространству 3,4

,2,2 TB , в нём априори ограничены. Так как  каждое 
классическое решение ),( xtu  задачи (2.82), (2.2), (2.3) является и 
её решением почти всюду, то априорная оценка (2.124) справед-
лива и для классических решений ),( xtu  задачи (2.82), (2.2), (2.3). 
Дальнейшая часть доказательства данной теоремы представляет 
собою повторение соответствующей части доказательства теоре-
мы 2.5. Теорема доказана. 

Замечание 2.5. Как видно из (2.83)-(2.87), при условиях 
теорем 2.6 и 2.7 правая часть уравнения (2.82) может иметь: 
а) по переменным u  (при ∞→u ) и xu (при ∞→xu ) сколь 

угодно большой (например, экспоненциальный и ещё больший) 
рост; 
б) по переменной tu  (при ∞→tu ) кубический рост; 

в) а по переменным txu  и xxu  (при ∞→+ xxtx uu ) лишь линей-
ный рост. 
 Замечание 2.6. Очевидно, что неравенство (2.85) выполня-
ется и тогда, когда если в его правой части слагаемое 2

0 txu⋅ε  за-

менить слагаемым δ−⋅ 2
0 txuC , где )20( ≤< δδ  и 00 >C  - любые 

постоянные (т.е. необязательно α<0C ). 
 Теорема 2.8. Пусть 
1. Правая часть уравнения (2.82) не зависит от переменной xxu , 

точнее 0)( ≡yσ  и ),,,,,( txxt uuuuxtF ; выполнены все условия 
теоремы 2.3, условие 3 теоремы 2.7 и условие 4б теоремы 2.6. 

2. 0>∀R  в области 3),(],[ ∞−∞×−× RRTƒ : 
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          ≤⋅⋅+⋅ txxtxxtutxtxxtx uuuuuuxtFuuuuuxtF ),,,,,(),,,,,(  
{ }2222244261 txxtxttxxxttR uuuuuuuuuC +⋅+⋅++⋅++⋅≤ ,         (2.126) 

}{ 221),,,,,( xtRtxxtu uuCuuuuxtF
t

++⋅≤ ,                             (2.127) 

}{ xtRtxxtu uuCuuuuxtF
x

++⋅≤ 1),,,,,( ,                           (2.128) 

}{ xtRtxxtu uuCuuuuxtF
tx

++⋅≤ 1),,,,,( ,                          (2.129) 

     где 0CR >  - постоянное, зависящее лишь от R .  
3. 0>∀R  в области ),(],[ 3 ∞−∞×−× RRTƒ : 

}{ 3
1),,,,,( txRtxxtx uCuuuuxtF +⋅≤ ,                                  (2.130) 

}{ 3
1),,,,,( txRtxxtu uCuuuuxtF +⋅≤ ,                                  (2.131) 

}{ 21),,,,,( txRtxxtu uCuuuuxtF
t

+⋅≤ ,                                   (2.132) 

      где 0CR >  - постоянное. 
 Тогда задача (2.82), (2.2), (2.3) имеет единственное класси-
ческое решение. 

Доказательство. Как мы знаем, для доказательства данной 
теоремы достаточно показать, что всевозможные классические 
решения ),( xtu  задачи (2.82), (2.2), (2.3), принадлежащие про-
странству 3,4

,2,2 TB , в нём априори ограничены. При условиях дан-
ной теоремы, как  видно из процесса доказательства теоремы 2.6, 
для функций ),( xtu  справедливы априорные оценки (2.97) и 
(2.98). 

Теперь дифференцировав равенство (2.82) по x  один раз, 
умножив обе части полученного равенства на функцию  ),( xtutx  и 
проинтегрируя последнее равенство по x  от 0 до l , причём про-
изведя интегрирование по частям один раз во втором слагаемом 
левой части, с учётом того, что ],0[ Tt∈∀   =)0,(tutxx  

0),( == ltutxx , получаем, что ],0[ Tt∈∀ : 

      +⋅
∂
∂

=⋅+⋅ ∫∫∫
lll

00

2

0

2 ),()),(,(),(),(
2
1 dxxtuxtuxf

x
dxxtudxxtu

dt
d

txtxxtx α  
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∫ ⋅
∂
∂

+
l

0

),()),(( dxxtuxtu
x tF ,                       (2.139) 

где 
)),(),,(),,(),,(,,()),(( xtuxtuxtuxtuxtFxtu txxt≡F .              (2.140) 

Интегрируя равенство (2.139) по t от 0 до t, получаем, что 
[ ]Tt ,0∈∀ : 

( )

{ }

)141.2(.),(

)),((),(})),(,({

)(
2
1),(),(

2
1

x

0 00 0

0 0 0

2

0

22

ττ

ττττ

ψττα

τ

τ

τ

dxdxu

xu
x

dxdxuxuxf
x

dxxdxdxudxxtu

t

x

t

t

xxtx

⋅

⋅
∂
∂

+⋅
∂
∂

+

+′=+

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫ ∫∫
ll

l ll

F  

Очевидно, что [ ]Tt ,0∈∀  и [ ]l,0∈x : 

        ∫+′′=
t

xxxx dxuxxtu
0

,),()(),( ττϕ τ  

∫ ∫ ∫ ∫+′′≤
l l l

0 0 0 0

222 ),(2))((2),(
t

xxxx dxdxudxxdxxtu ττϕ τ              (2.142) 

и, следовательно, в силу (2.109), [ ]Tt ,0∈∀ : 

[ ] ( )( ) .),(22),(
0 0

2

0

22

,0 ∫ ∫∫ ⋅+′′⋅≤
t

xxCx dxdxudxxxtu
ll

l
ll ττϕ τ            (2.143) 

Теперь, пользуясь априорными оценками (2.97) и (2.100), а 
также оценками (2.101), (2.142) и (2.143), получаем, что 

[ ]T,0∈∀τ : 

∫ ∫+≤
l l

l
0 0

2 ,),(),( dxxudxxu xx ττ ττ                                                 (2.144) 
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 ∫ ∫⋅≤
l l

0 0

22 ,),(),( dxxuCdxxu xx ττ ττ                                             (2.151) 
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где 0>C  - некоторое постоянное, не зависящее от u  и t , а 0>ε  
- достаточно малое число, выбираемое ниже подходящим обра-
зом. 

Теперь, из (2.141), пользуясь развёрнутыми выражениями 

))},(,({ xtuxf
x∂
∂  и ))},(,({ xtux

x
F

∂
∂ , имея в виду обозначение 

(2.140), пользуясь априорной оценкой (2.99), соответствующими 

неравенствами (2.126)-(2.129) и оценками (2.144)-(2.157), получа-

ем, что [ ]Tt ,0∈∀ : 
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где )9,1(0 => iCi -  некоторые постоянные, не зависящие от 
tu,  и ε . 
Теперь, если число ε , фигурирующее в неравенстве (2.158), 

фиксировать так, чтобы было αε <⋅2C , затем перенести второе 
слагаемое правой части неравенства (2.158) в его левую часть и 
разделить обе части последнего полученного неравенства на 

⎭
⎬
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⎩
⎨
⎧ ⋅− εα 2,

2
1min C , то получим, что [ ]Tt ,0∈∀ : 
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             (1.159) 

где 010 >C - некоторая постоянная, не зависящая от u  и t .  
Из (2.159), применив неравенство Р.Беллмана и пользуясь 

априорной  оценкой (2.98), получаем, что  [ ]Tt ,0∈∀ : 
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Отсюда следует справедливость  априорных оценок: 

[ ] ,,0),( 11
0

2 TtCdxxtutx ∈∀≤∫
l

                                     (2.160) 

.),( 11
0 0

2 Cdxdtxtu
T

txx ≤∫ ∫
l

                                                      (2.161) 

Из (2.101), в силу априорной оценки (2.160), следует апри-
орная оценка 

,),( 12)( T
Cxtu

Ct ≤
D

                                                           (1.162) 

а из (2.142) и (2.143), в силу априорной оценки (2.161), следуют 
априорные оценки: 

[ ] ,,0),( 12
0

2 TtCdxxtuxx ∈∀≤∫
l

                                 (2.163) 

.),( 12)( T
Cxtu

Cx ≤
D

                                                       (2.164) 

Таким образом, как видно из (2.99), (2.162) и (2.164), для 
функций ),( xtu  установлена априорная оценка: 

.),(
)( T

)1( Rxtu
C

≤
D

                                                        (2.165) 

Далее, аналогично (2.65), [ ]Tt ,0∈∀  имеем:  
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Очевидно, что [ ]Tt ,0∈∀  и [ ]:,0 l∈x  

∫=
x

tx
ttx dtuxtu

)(0

,),(),( ξξξξ                                     (2.167) 

где ( )l,0)(0 ∈tx  такая точка, что 0),( 0 =xtutx . 
Из (2.167) получаем, что [ ]Tt ,0∈∀ : 

[ ] ∫⋅≤
l

l
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,0
.),(),( dxxtuxtu txxCtx                          (2.168) 

Теперь, пользуясь структурой пространства 2,3
,2,2 TB , неравен-

ством (2.168) и априорной оценкой (2.160), [ ]Tt ,0∈∀  имеем: 
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 Из (2.169), пользуясь развёрнутыми выражениями 

))},(,({ xtuxf
x∂
∂ и ))},(({ xtu

x
F

∂
∂ , имея в виду обозначение 

(2.140), пользуясь априорной оценкой (2.165), соответствующими 
неравенствами (2.130)-(2.132), оценкой (2.169), в области 

[ ] ( )∞∞−×−× ,, 3
T RRD  неравенствами 

                  
)21(),,,,,(

),21(),,,,,(

RCuuuuxtF

RCuuuuxtF

Rtxxtu

Rtxxtu

tx

x

+⋅≤

+⋅≤
 

(вытекающими из (2.128) и (2.129)), а также априорными оценка-
ми (2.160), (2.161) и (2.163), получаем, что [ ]Tt ,0∈∀ : 
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где 01 >R  и 02 >R  - некоторые постоянные, не зависящие от u  и 
.t  Из (2.170), применив неравенство Р.Беллмана и пользуясь ап-
риорной оценкой (2.161), получаем: 

  { } .exp 31121
2

2,3
,2,2

RCRRu
TB

≡⋅⋅≤                              (2.171) 

Таким образом, показали, что всевозможные классические 
решения ),( xtu  задачи (2.82), (2.2), (2.3), принадлежащие      про-
странству ,3,4

,2,2 TB  априори ограничены в .2,3
,2,2 TB  Дальнейшая часть 

доказательства данной теоремы, т.е. установление априорной ог-
раниченности функций ),( xtu  и в ,3,4

,2,2 TB  представляет собой по-
вторение соответствующей части доказательства теоремы 2.5. 
Теорема доказана. 

Замечание 2.7. Отметим, что для выполнения неравенства 
(2.126) достаточно, например, чтобы 0>∀R  в области  

[ ] ( )3T ,, ∞∞−×−× RRD  выполнялись условия: 
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,1 22
txxtxx uuuu ⋅+≤⋅  

{ } ,
2
1 2263
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{ } ,
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1 222

txxtxtxxtx uuuuuu +⋅≤⋅⋅  

{ } .
2
1 2222
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Замечание 2.8. Как видно из неравенств (2.84), (2.85) и 
(2.127)-(2.129), при условиях последней теоремы 2.8, правая 
часть уравнения (2.82) может иметь:  по u  (при )∞→u  и tu  

(при )∞→tu  сколь угодно большой рост, по xu  (при )∞→xu  

квадратичный рост, а по txu  (при )∞→txu  лишь линейный (пер-
вый) порядок роста. 
 
 
 
 
 
 
 
 



 162

Литература 
1. Худавердиев  К.И. К теории многомерных смешанных задач для нелиней-

ных гиперболических уравнений. Дис… докт. физ.-мат.наук – Баку, 1973, 
319 с. 

2. Nagumo J., Arimoto S. and Yoshizawa S. An active pulse transmission line 
simulating nerve axon // Proceeding of the JRE, 50 (10), 1962, pp.2061-2070. 

3. Reiko Arima and Yojiro Hasegawa. On global solutions for mixed problem of a 
semilinear differential equation // Proc. Japan Acad., 39, №10, 1963, pp.721-
725. 

4. Jamaguti Masaja. The asymptotic behaviour of the solution of a semilinear par-
tial differential equation related to an active pulse transmission line // Proc. Ja-
pan Acad., 39, №10, 1963, pp.726-730. 

5. Расулова Г.А. Исследование смешанной задачи для одного класса квази-
линейных дифференциальных уравнений третьего порядка // Дифферен-
циальные уравнения, 1967, 3, №9, с.1578-1591. 

6. Greenberg J.M., Mac Camy R.C. and Mizel V.J. On the existence, uniqueness 
and stability of  solutions of the equation  ttxtxxxx uuuu 0)( ρλσ =+′  //  
J.Math.Mech., 1968, 17, pp.707-728. 

7.  Greenberg J.M. On the existence, uniqueness, and stability of solutions of the 
equation xxtxxxtt uuuEu λρ +⋅= )(0  // J. of  Math. Anal. and Appl., 
1969,25, pp.575-591. 

8.    Greenberg J.M., Mac Camy R.C  On the exponential stability of  
       solutions of ttxtxxxx uuuuE ρλ =+)(  // J.Math.Anal. and Appl.,    
       1970, 31, №2, pp.406-417. 
9.    Mac Camy R.C. Existence, uniqueness and stability of solutions of the equation 

))()(( ttxxtt uuu
x

u λσ +
∂
∂

=  //  Indiana Univ. Math.  J., 1970, 20, №3, 

pp.231-238. 

10.  Крицкая С.С. Математическое рассмотрение задачи о продольном колеба-
нии упруго-вязкого неоднородного стержня // «Известия Высших Учеб-
ных Заведений. Математика», 1971, №4 (107), с.37-41. 

11. Davis P.L. On the existence, uniqueness and stability of solutions of a nonlinear 
functional differential equation // J.Math.Anal. and Appl., 1971, 34, №1, 
pp.128-140. 

12. Кулиева Б.А. Исследование предельной краевой задачи на полуоси для 
одного класса квазилинейных уравнений третьего порядка и задачи на 
сопряжение двух уравнений (одного квазилинейного гиперболического 
уравнения второго порядка и некоторого квазилинейного уравнения 
третьего порядка). Дис… канд.физ.-мат. наук – Баку, 1972, 129 с. 



 163

13. Рубинов Л.Я. Некоторые особенности одномерного ламинарного течения 
вязкой сжимаемой жидкости в трубе // «Известия Высших Учебных За-
ведений. Математика», 1974, №1, с.96-102. 

14. Sowunti C.O.A. On the existence and uniqueness of periodic solution of the 
equation 0=−−−− ∗ fuuKuu xtxxxxxtt λμρ  // “Boll. Unione  mat.ital.”, 
1974, 10, №3, pp.724-729. 

15. Nishihara K. A remark on a paper of J.M.Greenberg, R.C. Mac Camy and 
V.J.Mizel // TRU Math., 1974, 10, pp. 37-40. 

16. Davis P.L. A quasilinear hyperbolic and related third-order equations // 
J.Math.Anal. and Appl., 1975, 51, №3, pp.596-606. 

17. Mitsuhiro Nakao, Tokumori  Nanby. Existence of global (bounded) solutions 
for some nonlinear evolution equation of second order // «Кюсю дайгаку 
кеебу сугаку дзасси, Math. Repts. Coll.Gen.Educ.Kyushy Univ.», 1975, 10, 
№1, pp.67-75. 

18. Clements J.C. On the existence and uniqueness of solutions of the equation 

fuu
x

u tNxi
i

tt i
=Δ−

∂
∂

− ))((σ  // Canad. Math.Bull., 1975, 18 (2), 

pp.181-187. 
19. Филимонов А.М. Периодические решения некоторых нелинейных урав-

нений с частыми производными // Дифференциальные уравнения, 1976, 
12, №11, с. 2076-2084. 

20. Raupp M.A., Rezende N.S. De computation of  longitudinal motions of a vis-
coelastic bar // Bol.Soc. Brasil. Math., 1977, 8, №2, pp. 131-147. 

21. Кожанов А.И. Смешанная задача для одного класса уравнений некласси-
ческого типа // Дифференциальнын уравнения, 1979, 15, №2, с.272-280. 

22. Arya J.C., Lardner R.W. Plane shock waves viscoelastic media displaying  
cubic elasticity // Util. Math., 1979, 16, pp.223-248. 

23. Ebihara Yukiyoshi. On some nonlinear evolution equations with the strong 
dissipation.I. // J.Different. Equat., 1978, 30, №2, pp.149-164. 

24. Ebihara Yukiyoshi. On some nonlinear evolution equations with the strong 
dissipation.II. // J.Different. Equat., 1979, 34, №3, pp.339-352. 

25. Andrews G. On the existence of solutions to the equation 

xxxxttt uuu ))((σ+=  // J.Different Equat., 1980, 35, №2, pp.200-231. 
26. Webb G.F. Existence and asymptotic behavior for a strongly damped nonlin-

ear wave equation // Can.J.Math., 1980, 32, №3, pp.631-643. 
27. Longman  J.M. Wave propagation in a viscoelastic solid // “J. comput. Phys.”, 

1980, 37, №2, pp.171-182. 
28. Пятков С.Г. Об одном нелинейном уравнении третьего порядка // «Диф-

ференциальные уравнения с частными производными. Труды конферен-
ции по дифференциальным уравнениям и вычислительной математике, 
Новосибирск, 1978», Новосибирск, 1980, с. 94-96. 



 164

29. Nakao Mitsuhiro. On global classical solutions of a quasi-linear wave equa-
tion with a viscoelastic term // «Кюсю дайгаку кёёбу сугаку дзасси. Math. 
Repts. Coll.Gen.Educ.Kyushy Univ.», 1981, 13, №1, pp.1-29. 

30. Белов Ю.Я., Яненко Н.Н. Об одной регуляризации уравнений Бюргерса // 
Доклады АН СССР, 1979, т.246, №3, с.521-524. 

31. Кажихов А.В. , Николаев В.Б. О корректности краевых задач для уравне-
ний вязкого газа с немонотонной функцией стояния // Численные методы 
механики сплошной среды, 1979, т.10, №2, с. 77-84. 

32. Ebihara Y. Some evolution equations with the  quasi-linear strong dissipation 
// J.Math.pures.et.appl., 1979, 58, №2, pp.229-245. 

33. Кожанов А.И. Смешанная краевая задача для некоторых классов нели-
нейных уравнений третьего порядка // Математический сборник, 1982, 
118, №4, c . 504-522. 

34. Ларькин Н.А. Теоремы существования для квазилинейных псевдогипер-
болических уравнений // Доклады АН СССР , 1982, 265, №6, с. 1316-
1319. 

35. Ebihara Yukiyoshi. On some nonlinear evolution equations with the strong 
dissipation.III. // J.Different. Equat., 1982, 45, №3, pp.332-355. 

36. Артюшин А.Н. О разрешимости смешанной задачи для одного класса 
сильно нелинейных уравнений третьего порядка // «Краевые задачи для 
нелинейных уравнений», Новосибирск, 1982, с.92-99. 

37. Кожанов А.И. Об одном классе нелинейных уравнений порядка 2n+1 // 
«Неклассические задачи уравнений математической физики», Новоси-
бирск, 1982, с.96-103. 

38. Dorau Genowefa. On some mixed linear problems for the partial  differential 
equation of  third order // “Demonstr. Math.”, 1983, 16, №3, pp.777-785. 

39. Ebihara Yukiyoshi. Some evolution equations with linear and quasilinear 
strong dissipation // «Фукуокa дайгаку сого кэнкю-дзёхо, сидзэн кагаку-
хэн, Bull. Cent. Res. Jnst.Fukuoka Univ. Natur.Sci.”, 1983, №66, pp.7-19. 

40. Артюшин А.Н. Смешанная задача для одного уравнения высокого по-
рядка // “Применение методов функционального анализа к неклассиче-
ским уравнениям математической физики”, Новосибирск, 1983, с.135-
141. 

41. Беркалиев З.Б. Аттрактор некоторой квазилинейной системы уравнений 
с частыми производными // МГУ, М., 1984, 43с. (рукопись депонирована 
в ВИНИТИ 10 июля 1984г., №4940-84 Деп.). 

42. Шарифов Т.А. Исследование обобщённого решения одномерной краевой 
задачи для одного класса нелинейных дифференциальных уравнений в 
частных производных третьего порядка // Деп. в ВИНИТИ, №5490-81, 
Баку, 1981, 55с. 

43. Шарифов Т.А. Исследование обобщённого решения одномерной краевой 
задачи в конечной области для одного класса нелинейных дифференци-



 165

альных уравнений в частных производных третьего порядка // Доклады 
АН  Азерб. ССР, 1984, т.15, №2, с.10-16. 

44. Шарифов Т.А. Исследование решения почти всюду одномерной краевой 
задачи для одного класса нелинейных дифференциальных уравнений в 
частных производных третьего порядка с нелинейной  оператор-
ной правой частью. I. // Деп. в ВИНИТИ, №4933-82, Баку, 1982, 26 с. 

45. Шарифов Т.А. Исследование решения почти всюду одномерной краевой 
задачи для одного класса нелинейных дифференциальных уравнений в 
частных производных третьего порядка с нелинейной операторной 
правой частью. II. // Деп. в АзНИИНТИ, №117, Аз-Д 84 от 19.10.83, 33 с. 

46. Шарифов Т.А. Исследование классического решения одномерной крае-
вой задачи для одного класса дифференциальных уравнений в частных 
производных третьего порядка с нелинейной операторной правой ча-
стью. I. // Деп. в АзНИИНТИ, №118,Аз-Д 83 от 19.10.83, 30 с. 

47. Шарифов Т.А. Исследование классического решения одномерной крае-
вой задачи для одного класса дифференциальных уравнений в частных 
производных третьего порядка с нелинейной операторной правой ча-
стью. II. // Деп. в АзНИИНТИ, №187, Аз-Д 84 от 04.04.84,29 с. 

48. Шарифов Т.А. Исследование классического решения одномерной крае-
вой задачи для одного класса дифференциальных уравнений в частных 
производных третьего порядка с нелинейной операторной правой ча-
стью // Материалы IV республиканской конференции молодых учёных 
по математике и механике, посвященной 60-летию образования СССР, 
часть II, Издательство «Элм», Баку, 1983, с.249-252. 

49. Худавердиев К.И., Шарифов Т.А. Исследование одномерной смешанной 
задачи для одного класса полулинейных дифференциальных уравнений в 
частных производных третьего порядка // Материалы IV республикан-
ской конференции молодых учёных по математике и механике, посвя-
щённой 60-летию образования СССР, часть II, Издательство «Элм», Ба-
ку, 1983, с.245-248. 

50. Худавердиев К.И.,  Шарифов Т.А. Исследование почти всюду и класси-
ческого решений одномерной смешанной задачи для одного класса по-
лулинейных дифференциальных уравнений третьего порядка // «Диффе-
ренциальные уравнения с частными производными и их приложения» 
(тематический сборник научных трудов). Издание Азгосуниверситета , 
1983, с.93-104. 

51. Худавердиев К.И.,  Шарифов Т.А. О классической разрешимости в це-
лом одномерной смешанной задачи для одного класса нелинейных диф-
ференциальных уравнений  третьего порядка //  «Исследования по диф-
ференциальным уравнениям» (тематический сборник научных трудов). 
Издание Азгосуниверситета , 1984, с.36-47. 

52. Худавердиев К.И., Шарифов Т.А. Исследование почти всюду и класси-
ческого решений одномерной смешанной задачи для одного класса по-



 166

лулинейных дифференциальных уравнений третьего порядка // Деп. в 
АзНИИНТИ, №188 Аз-Д 84 от 04.04.84,  64 с. 

53. Шарифов Т.А. Исследование одномерной смешанной задачи для одного 
класса нелинейных дифференциальных уравнений в частных производ-
ных третьего порядка. Дисс… канд.физ.мат.наук – Баку, 1985, 153 с. 

54. Dang Dinh Hai. On a strongly damped quasilinear wave equation // “De-
monstr. Math.”, 1986, 19, №2, pp. 327-340. 

55. Сувейка И.В. Об асимптотическом поведении решений основных сме-
шанных задач во внешности компакта для уравнения распространения 
возмущений в упруго-вязких средах // «Труды V республиканской кон-
ференции по нелинейным задачам математической физики, Львов, 9-17 
сентября 1985 г.», Донецкий университет, Донецк, 1987, с.188-190 (ру-
копись депонирована в Укр НИИНТИ 16.07.87, №2077-Ук87). 

56. Артюшин А.Н. Теорема существования для одного уравнения третьего 
порядка // «Краевые задачи для неклассических уравнений математиче-
ской физики», Новосибирск, 1987, с.3-9. 

57. Худавердиев К.И., Алиев С.Дж. Исследование многомерной смешанной 
задачи для одного класса нелинейных дифференциальных уравнений 
третьего порядка // Тематический сборник «Дифференциальные уравне-
ния с частными производными и их приложения», издательство АГУ, 
Баку, 1986, с.13-24. 

58. Алиев С.Дж. Исследование решения почти всюду многомерной смешан-
ной задачи для одного класса нелинейных дифференциальных уравнений 
третьего порядка // Деп. в ВИНИТИ, №8063-В86, 26.02.86, 114 с. 

59. Худавердиев К.И., Алиев С.Дж. Исследование классического решения 
многомерной смешанной задачи для одного класса нелинейных диффе-
ренциальных уравнений третьего порядка // Тематический сборник «Не-
которые вопросы теории дифференциальных уравнений с частными про-
изводными», издательство АГУ, Баку, 1987, с.11-24. 

60. Алиев С.Дж. Исследование классического решения многомерной сме-
шанной задачи для одного класса нелинейных дифференциальных урав-
нений третьего порядка // Материалы VII республиканской конференции 
молодых учёных по математике и механике, книга I, «Элм», Баку, 1987, 
с.35-38. 

61. Худавердиев К.И. Исследование многомерной смешанной задачи для 
одного класса нелинейных дифференциальных уравнений третьего по-
рядка // Тезисы докладов семинара-совещания по дифференциальным 
уравнениям и математической физике, г.Баку, 25-28 сентября 1990 г., Ба-
ку, 1990, с.33-34. 

62. Алиев С.Дж. Исследование многомерной смешанной задачи для одного 
класса нелинейных дифференциальных уравнений третьего порядка.  
Дис…канд.физ.наук – Баку, 1987, 145 с. 



 167

63. Лаптев Г.И. Разрешимость начально-краевых задач для квазилинейных 
уравнений с частными производными третьего порядка с одной про-
странственной переменной // Дифференциальные уравнения, 1988, 24, 
№6, с.1011-1021. 

64. Лаптев Г.И. Об одном квазилинейном уравнении с частными производ-
ными третьего порядка // Дифференциальные уравнения, 1988, 24, №7, 
с.1270-1272. 

65. Lin Yan Ping. A mixed type boundary problem describing the propagation of 
disturbances in viscous media.I. Weak solutions of quasi-linear equations // J. 
Math.Anal.and Appl., 1988, 135, №2, pp.644-653. 

66. Liu Yacheng, Liu Daocheng. Jnitial and boundary-value problem of equation   
)(ufuuu ttt =Δ−Δ−α  // Хуанхжун гунсюэюань сюэбао. J.Huazhong 

(Cent.China) Univ.Sci. and Technol., 1988, 16, №6, pp.169-173. 
67.  Andrade N.G. Weak periodic solutions of a nonlinear wave equation // 

Mat.Apl.e. comput., 1988, 7,  №3, pp.169-185. 
68.  Kubaszewski Wladyslaw. A limit problem for the equation fPuDt =  in 

the strip // Lesz. nauk. opusc. math., AGH Krakowie, 1988, №4, pp.129-137. 
69.  Жамалов Р.С. Задача с косой производной для одного уравнения третье-

го порядка // «Краевые задачи для неклассических уравнений математи-
ческой физики», Новосибирск, 1989, с.115-116. 

70.  Tsujioka Kunio. On a damped wave equation with a singular boundary condi-
tion // Saitama Math.J., 1990, 8, pp.31-39. 

71.  Забрейко П.П., Красносельский М.А. Об одном приёме получения но-
вых принципов неподвижной точки // Доклады АН СССР, 1967, т.176, 
№6, с.1233-1235. 

72.  Функциональный анализ. СМБ (под редакцией С.Г.Крейна и др.).  М.: 
Наука, 1972, 544с. 

73. Беккенбах Э., Беллман Р. Неравенства. М.: Мир,1965, 276 с. 
 
 



     Карлен Искендер оглы Худавердиев,  
доктор физико-математических наук,  
профессор, заслуженный деятель науки 
Ахмед Абдулкерим оглы Велиев 

доктор физико-математических наук, профессор 
 
 
 
 

Исследование одномерной смешанной задачи 
для одного класса псевдогиперболических 
уравнений третьего порядка с нелинейной 

операторной правой частью 
(монография) 

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
Ïîäïèñàíî ê ïå÷àòè 13.12.2010. 
Ôîðìàò 60õ90 1/16. Ô.ï.ë. 10,5.  

     Òèðàæ 500. Öåíà äîãîâîðíàÿ. 
 

 
 Òèïîãðàôèÿ  "×àøûîãëó" 
г. Баку, ул. М.Мушфига, 2Е. 




