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ВВЕДЕНИЕ 
 
 Одной из важнейших областей современной меха-
ники, представляющей интерес для исследования, является 
теория пластин и оболочек.  
 Легкость в сочетании с высокой прочностью, а так-
же аэродинамические качества привели к широкому ис-
пользованию оболочек в строительных конструкциях, в 
авиации, ракетостроении и других областях техники.  
 Это явилось причиной возросшего интереса к про-
странственным задачам теории упругости, решение кото-
рых позволяет вычислить напряженно-деформированное 
состояние оболочки.  
 Однако решение подобных задач связано со значи-
тельными математическими трудностями. Поэтому уже в 
процессе развития численных методов решения задач тео-
рии упругости возникли методы приведения трехмерных 
задач теории упругости к двумерным задачам теории обо-
лочек. Эти методы позволяют провести замену системы 
уравнений теории упругости системами приближенных 
уравнений, содержащих меньшее количество независимых 
переменных, чем исходные уравнения.       
 В настоящее время существуют различные методы 
сведения трехмерных задач теории упругости к двумерным 
задачам теории оболочек.  
 Однако, как известно [1], эти методы позволяют 
решить трехмерные задачи теории упругости лишь при на-
ложении ограничений на области частот, длины волн, сме-
щений напряжений и деформаций, на показатель изменяе-
мости напряженного состояния и вносят в уравнения тео-
рии оболочек неустранимую погрешность, которая должна 
учитываться при оценке возможности различных упроще-
ний уравнений теории оболочек.  
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 Особенно актуальна проблемы предельного перехо-
да в анизотропной теории упругости. Так как в настоящее 
время существует ряд технических теорий анизотропных 
оболочек, базирующихся на различных гипотезах, но прак-
тически полное отсутствует данные по их сравнительному 
анализу, весьма остро ставит вопрос, об установлении об-
ласти применимости каждой из них на основе трехмерной 
теории упругости, а также новых уточненных прикладных 
теорий. 
 Решение трехмерных задач для анизотропных пла-
стин и оболочек связано с дополнительными трудностями, 
обусловленными значительным увеличением числа пара-
метров, описывающих конструкцию. Кроме этого, иссле-
дования автора и его учеников показали, что в отличии от 
изотропных пластин и оболочек, спектр краевых задач для 
анизотропных пластин и оболочек имеет точки разветвле-
ния в верхней части спектра. Это, в свою очередь, услож-
няет эти задачи как механически, так и математически.  
 Появляется счетное множество новых групп реше-
ний, которые характерны только для анизотропных пла-
стин и оболочек. При переходе к изотропным пластинам и 
оболочкам они полностью исчезают.  
 Настоящая монография посвящена этому кругу во-
просов.  
 Монография состоит из шести глав.  
  В монографии в основном рассматривается транс-
версально-изотропный случай, который содержит все ха-
рактерные свойства анизотропных тел. Рассмотрение об-
щей анизотропии не составляет никакой трудности, кроме 
технической.  
 В первой главе разрабатывается общая теория 
трансверсально-изотропной цилиндрической оболочки. 
Теория включает в себя методы, построения неоднородных 
и однородных решений, которые позволяют вскрыть ха-
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рактерные особенности напряженно-деформированного 
состояния анизотропной цилиндрической оболочки. При-
водится сравнение асимптотического решения с решения-
ми, полученными по прикладным теориям. 
 Методом однородных решений исследуется осе-
симметричная динамическая задача теории упругости для 
трансверсально-изотропного полого цилиндра. Построены 
однородные решения, зависящие от корней дисперсионно-
го уравнения. Произведена классификация корней диспер-
сионного уравнения.  
 Предлагается асимптотический процесс для нахож-
дения частот, свободных осесимметричных колебаний 
трансверсально-изотропного полого цилиндра.  
 Второй главе излагается общая теория трансвер-
сально-изотропной сферической оболочки. Сформулиро-
вана краевая задача и приведена полная система уравне-
ний. С помощью метода разделения переменных общая 
задача сведена к спектральной задаче относительно пары 
функций ( )ξa , ( )ξb .    
 На основе одного из вариантов асимптотического 
метода, оперяющегося на однородные решения уравнений 
теории упругости, изучено поведение решений трехмер-
ных краевых задач как во внутренней части оболочки, так 
и вблизи конических срезов.  
 Построены однородные решения, зависящие от 
корней характеристического уравнения. Произведена клас-
сификация корней характеристического уравнения. Основ-
ной классификации является порядок корня относительно 
малого параметра ε , характеризующего тонкостенность 
оболочки. Произведена классификация однородных реше-
ний. Каждой группе корней характеристического уравне-
ния соответствует свой тип однородных решений. Получе-
ны асимптотические разложения однородных решений, 
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позволяющие рассчитать напряженно-деформированное 
состояние.  
 Доказано обобщенное условие ортогональности од-
нородных решений для анизотропной полой сферы, позво-
ляющее при определенных краевых условиях на боковой 
поверхности сферы решить задачу для сферической обо-
лочки точно.  
 В общем случае нагружений с помощью вариаци-
онного принципа Лагранжа исходная краевая задача све-
дена к решению бесконечных систем линейных алгебраи-
ческих уравнений.  
 Здесь же дается метод построения частных решений 
уравнений анизотропной теории упругости, удовлетво-
ряющих неоднородным граничным условиям на лицевых 
поверхностях оболочки.  
 Установлено, что напряженное состояние, соответ-
ствующее проникающему решению, эквивалентно главно-
му вектору внешних усилий, приложенных к одному из 
конических срезов constj =θ . 
 Второй группе нулей соответствует решение типа 
краевого эффекта, аналогичное краевому эффекту в при-
кладной теории оболочек. В первых членах разложения по 
параметру тонкостенности проникающее решение, совме-
стно с решением краевого эффекта, можно рассматривать 
как решения по прикладной теории оболочек.  
 Третьей группе нулей соответствует решение типа 
пограничного слоя, локализованное вблизи боковой по-
верхности оболочки.  
 Однако, погранслойные решения для анизотропной 
оболочки качественно отличаются от аналогичных реше-
ний для изотропной оболочки. Построенные однородные 
решения не только вскрывают качественную структуру 
трехмерного решения анизотропной сферической оболоч-
ки, но и могут служить эффективным аппаратом решения 
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конкретных краевых задач, а также основой для оценки 
упрощенных теорий о построению уточненных приклад-
ных теорий.  
 Как известно, в задачах теории упругости, большой 
интерес представляет оценка роли граничных условий в 
формировании спектра краевых задач. Поэтому разобраны 
все краевые условия, которые практически могут быть по-
ставлены в пространственной теории упругости. В частно-
сти рассмотрена задача теории упругости, когда лицевые 
поверхности сферической оболочки жестко заделаны или 
шарнирно оперты. Относительно собственных значений 
задачи получены трансцендентные уравнения. Детально 
изучены корни характеристических уравнений. 
 Исследование собственных значений позволило ус-
тановить существенные особенности напряженно-
деформированного состояния анизотропной оболочки по 
сравнению с изотропными оболочками. Построены одно-
родные решения. Как и в первой части главы, в общем 
случае нагружения краевая задача сведена к решению бес-
конечных систем линейных алгебраических уравнений.  
 С помощью обобщенного условия ортогональности 
однородных решений, точно решена задача для сфериче-
ской оболочки, когда на конических срезах заданы сме-
шанные краевые условия.  
  В третьей главе дается общее представление реше-
ний трансверсально-изотропного полого конуса перемен-
ной толщины.  
 Поставлена краевая задача и приведена система 
уравнений. Методом разделения переменных общая задача 
сводится к спектральной. 
 Доказано обобщенное условие ортогональности од-
нородных решения для трансверсально-изотропного поло-
го конуса переменной толщины, позволяющее точно ре-
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шить задачу теории упругости при смешанных условиях на 
торцах.  
 Рассматривается вопрос об удовлетворении гранич-
ных условий на торцах конуса при помощи однородных 
решений с использованием вариационного принципа Ла-
гранжа. 
 В четвертой главе поострена асимптотическая тео-
рия для общей конической оболочки переменной толщи-
ны, справедливая, в частности, для цилиндрической обо-
лочки. В этой теории содержатся методы построения од-
нородных решений, так как снятие нагрузок с боковой по-
верхности конуса можно осуществить с помощью прие-
мов, предложенных в работах [4, 14]. Это дает возмож-
ность выявить особенности напряженно-деформированого 
состояния трансверсально-изотропного полого конуса пе-
ременной толщины. Дана численная оценка показателя из-
меняемости напряженного состояния в зависимости от ма-
териала, толщины оболочки и угла раствора срединной по-
верхности оболочки.  
 В последнем параграфе главы рассматривается за-
дача кручения трансверсально-изотропного полого конуса. 
Сначала задача решается точно, а потом приводится асим-
птотический анализ полученных решений при стремлении 
параметра  тонкостенности к нулю.  
  В пятой и шестой главе разработано общая теория 
транстропной (трансверсально-изотропной) плиты пере-
менной толщины. Теория включает в себя методы по-
строения однородных и неоднородных решений, которые 
позволяют вскрыть характерные особенности напряженно-
деформированного состояния транстропной плиты пере-
менной толщины. Изучено поведение решений трехмер-
ных краевых задач при стремлении к нулю параметра тон-
костенности. Предложена новая форма решений уравнения 
Лежандра, позволяющая расчленить общую задачу для  
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плиты на две независимые задачу растяжения-сжатия и за-
дачу изгиба плиты.   
 Построены однородные решения, зависящие от 
корней характеристического уравнения. Произведена клас-
сификация корней характеристического уравнения, позво-
ляющая расчленить напряженно-деформированное состоя-
ние на внутреннее и краевой эффект Сен-Венана. Предло-
жена новая уточненная двумерная теория для транстроп-
ной плиты переменной толщины, более точно описываю-
щая процессы, происходящие в тонких плитах, чем клас-
сическая теория Кирхгофа-Лява. Рассмотрены неосесим-
метричные задачи теории упругости для транстропной 
плиты переменной толщины.     
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ГЛАВА 1 
 

АСИМПТОТИЧЕСКАЯ ТЕОРИЯ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 

 
 В настоящей главе разрабатывается общая теория 
трансверсально-изотропной цилиндрической оболочки. 
Теория включает в себя методы построение неоднородных 
и однородных решений которые позволяет вскрыть харак-
терные особенности напряженно-деформированного сос-
тояние анизотропной цилиндрической оболочки. 
 Приводится сравнение асимптотического решения с 
решениями, полученными по прикладным теориями. 
 Методом однородных решений исследуется осесим-
метричная динамическая задача теория упругости для 
трансверсально-изотропного полого цилиндра. Построены 
однородные решения, зависящие от корней дисперсион-
ного уравнения. Произведена классификация корней дис-
персионного уравнения.  
 Предлагается асимптотический процесс для 
нахождения частот свободных осесимметричных колеба-
ний трансверсально-изотропного полого цилиндра.  
 
 §1. Построение однородных решений для 
                 трансверсально-изотропного полого цилиндра 
 
 Рассмотрим осесимметричную задачу теории упру-
гости для трансверсально-изотропного полого цилиндра. 
 1. Пусть цилиндр занимает объем [ ]×=Γ 21, RR  
[ ] [ ]ll,2,0 −×× π  (рис.1.1). Оболочка изготовлена из транс-

версально-изотропного материала.  
 Уравнения равновесия в напряжениях, при от-
сутствии объемных сил имеют вид [38] 
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Здесь ( )rzzr τσσσ ϕ ,,, - компоненты тензора напряжений. 
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компоненты тензора деформаций, ( )zruu rr ,= , ( )zruu zz ,= - 
компоненты вектора перемещений, 1,, GGbij - материаль-
ные константы. ( )21011 12~ νν−= Gbm , ( )νν += 12~

1013 Gbm , 

( ) 0
2

033 12~ EGbm ν−= , 01211 2Gbb =− , 1
10

−= EEE , 1
10
−= GGG , 

1
1

02 νν −= E - безразмерные величины, ν,,GE - мате-
риальные константы в плоскости изотропии, 111 ,, νGE - 
материальные константы в плоскости перпендикулярном к 
плоскости изотропии, 2121~ ννν −−=m . 
 Подставляя (1.3), (1.2) в (1.1), после несложных 
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Здесь      rR 1
0
−=ρ , zR 1

0
−=ξ , ruRu 1

0
−=ρ , zuRu 1

0
−=ξ  

( )210 2/1 RRR += - радиус срединной поверхности оболоч-
ки. Предположим, что со стороны боковых поверхностей 
на оболочки действует нагрузка 

( )ξσ sr Q= , ( )ξτ srz T=  при sρρ =  ( )2,1=s          (1.5) 
характер граничных условий на торцах пока уточнять не 
будем, однако будем считать их таковыми, что оболочка 
находится в равновесии.  
 Неоднородными решениями будем называть част-
ное решение равновесия (1.4) которые удовлетворяют на 
боковых поверхностях оболочки неоднородным гранич-
ным условиями (1.5). Для построения неоднородных ре-
шений можно использовать приемы предложенные в 
работе [4]. 
 Однако это не единственный прием, для снятия 
нагрузки с боковых поверхностей цилиндра. Один из 
приемов состоит в следующем. Внешние усилия, заданные 
на боковые поверхности раскладываться в ряд Фурье. При 
этом необходимо, чтобы внешние усилия ( )ξsQ , ( )ξsT - 
удовлетворяли условий равновесия. 
 Для простоты будем считать их симметричными 
относительно плоскости 0=ξ . Тогда ( )ξsQ - четно,  ( )ξsT - 
нечетно относительно среднего сечения цилиндра ( )0=ξ . 
Кососимметричный случай рассматривается аналогично. 
Тогда rσ -четно, rzτ - нечетно относительно ξ  их краевые 
значения представимыми тригонометрическими рядами 

( ) ∑
∞

=
=

0
cos

n
sns l

nPQ πξξ ,  ( ) ∑
∞

=
=

0
sin

n
sns l

nTT πξξ            (1.6) 

l2 - высота цилиндра. 
 Тогда компоненты вектора перемещений ρu , ξu  
естественно искать в виде 
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( )
l

nuu
n

n
πξρρ ∑

∞

=
=

0
cos , ( )

l
nwu

n
n

πξρξ ∑
∞

=
=

0
sin             (1.7) 

В силу, ортогональности тригонометрических функций 
исходная краевая задача сводится к одномерным краевым 
задачам относительно ( )ρnu , ( )ρnw  

( )

( ) 011

01

2
3313

13
2

11

=−′+′′+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′+−

=′++−
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′

nnn
n

n

nn
n

n

wnbww
u

unb

nwbun
u

ub

ρρ

ρ             (1.8) 

[ ] snnn

snn
n

n

Tunw

Pwb
u

bub

s

s

=−′

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++′

=

=

ρρ

ρρρ
2

131211
                                  (1.9) 

Для решения полученных краевых задач можно исполь-
зовать различные методы, в том числе численные. Опи-
санный прием построения неоднородных решений явля-
ется достаточно универсальным и не зависит от различных 
параметров оболочки, в том числе от ее толщины. 
 Однако, как было показано в работе [14], если 
толщина оболочки достаточно мала, а нагрузка, заданная 
на боковых поверхностях достаточно гладкая, то для пос-
троения неоднородных решений целесообразно исполь-
зовать первый итерационный процесс асимптотического 
метода, которой менее трудоемок и позволяет быстрее 
достичь конечной цели. Однако, здесь на этом останав-
ливаться не будем так, как нашей целью является 
построить систему однородных решений, позволяющих 
снять нагрузки с торцевой части цилиндра, оставляющих 
боковые поверхности цилиндра свободными от напря-
жений. 
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 2. Переходим к построению однородных решений, 
оставляющих боковые поверхности цилиндра свободными 
от напряжений 

( ) 0=ξsQ , ( ) 0=ξsT  
0=rσ , 0=rzτ  при sρρ =                                     (1.10) 

Решение (4) будем искать в виде 

( )
ξ

ρρ d
dmuu = , ( ) ( )ξρξ mwu =                                  (1.11) 

где функция ( )ξm  подчинена условию 

( ) 02
2

2
=− ξμ

ξ
m

d
md                                                      (1.12) 

Подставляя (1.11) в (1.4), (1.10) получаем следующую 
краевую задачу 

( )

( ) 011

01

2
33

2
13

13
2

11

=+′+′′+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′+

=′+++
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′

wbwwuub

wbuuub

μ
ρρ

μ

μ
ρ              (1.13) 

    

[ ] 0

0

2

131211

=′+

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++′

=

=

s

s

wu

wbubub

ρρ

ρρ

μ

ρ                                     (1.14) 

Общее решение уравнение (1.13) имеет вид 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ]ρααρααμρ

ρααμρααμρ

202101
2

13

21
2
2

2
3311

2
1

2
33

1 ZZbw

ZbZbu

++−=

−+−=
      (1.15) 

Здесь ( ) ( ) ( )ρρρ kkk YCJCZ 21 += , функции ( )ρkJ , ( )ρkY  
является линейно-независимыми решениями уравнение 
Бесселя, 21,CC - произвольные постоянные. 

nn τα = , nτ -корни квадратного уравнения 
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02 4
2

2
1

2 =+− μτμτ qq                                                   (1.16) 

( )[ ] ( )( )
( )[ ] ( ) ( )2,1,11

11
221

21212

20
1

21211

==−−=

−+−=
−

−

nsq

Gq

nn μτννννν

νννννν
        (1.17) 

Удовлетворяя однородным граничным условиям (1.14) 
получаем характеристическое уравнение 
   ( ) ( )×−+=Δ −−

2112212121
2

21
2 8,, babaddaallπρρμμ  

( ) ( )[ ]{ ( )
( ) ( )[ ] ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[
( ) ( )] ( ) ( )
( ) ( ) 0211100

2
1

2
2

2
111200

2
2

2
1

2
110201

2101012121
2

211111
1

21

2
2112

2
211101

1
2110

1
1

12111201
1

2210
1

121

=×
×−−+

++×

×−−+×

×−+×

−

−−

−−

αα
μααμαα

ααμααρρ

μααραρ

ααραρ

LL
daLLdaLL

LLddaaLL

babaLLL

daLLLda

     1.18) 

( )2
13

2
33 nn bba αμ += , ( )22

3302 nn bGb αμ −−= , 

( )2
11

2
0 nnn bBd αμα −= , ( ) 1−= nnnl ρα  

13
2
1333110 bbbbB −−= ,  ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1221 ρρρρ xYxJxYxJxL ijjiij −=  

( )2,1,1;0, == nji  
 Левая часть уравнения (1.17), как целая функция 
параметра μ , имеет счетное множество нулей с точкой 
сгущения на бесконечности, а соответствующие им пос-
тоянные kkkk CCCC 4321 ,,,  пропорциональны алгебраичес-
ким дополнениям элементов какой-либо строки опреде-
лителя системы. Выбирая в качестве решения системы ал-
гебраические дополнения элементов первой строки, 
получим:  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )++−

−⎢
⎣

⎡
−−=

kkkkkkk
kk

kkkkkkkk
k

k

LYdaaLYba

LYdYdaaC

210211221211211
2

1
2
2

2112101
2
2111221

22
1

12

αρααρα
ρ

αρααρα
ραπ
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( ) ( ) kkk
kkk CLYbaa

⎥
⎦

⎤
+ 211211

2

221 αρα
ρ

   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) kkk
kkk

kkkkkkk
kk

kkkkkkkk
k

k

CLJbaa

LJdaaLJba

LJdJdaaC

⎥
⎦

⎤
−

−−+

+⎢
⎣

⎡
+=

211211
2

221

210211221211211
2

1
2
2

2112101
2
2111221

22
2

12

αρα
ρ

αρααρα
ρ

αρααρα
ραπ

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) kkk
kkk

kkkkkkk

kk
kkkkk

k

kkk
k

CLYbaa

LYdaaLY

baLYdaYdaaC

⎥
⎦

⎤
+

++×

×−⎢
⎣

⎡
−−=

111211
2

121

210221121111221

2

2
2
1

11122021121
11

121
3

2

αρα
ρ

αρααρα
ρ

αραρα
ραπ

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) kkk
kkk

kkkkkkk
kk

kkkkk
k

kkk
k

CLJbaa

LJdaaLJba

LJdaJdaaC

⎥
⎦

⎤
−

−−−

−⎢
⎣

⎡
+=

111221
2

121

110221121111221
2

2
2
1

1112202
2
1121

21

121
4

2

αρα
ρ

αρααρα
ρ

αραρα
ραπ

 

Подставляя (1.19) в (1.15), суммируя по всем корням и 
учитывая (2), получаем однородные решения следующего 
вида: 

( )

( ) ( )ξρ

ξ
ρ

ξ

ρ

kk
k

k

k
k

k
k

mWCu

d
dmUCu

∑

∑
∞

=

∞

=

=

=

1

1  
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( )

( )

( )

( ) ( )ξρτ

ξ
ρσ

ξ
ρσ

ξ
ρσ

ϕϕ

kk
k

krz

k

k
zkkz

k

k
kk

k

k
rkkr

mTCG

d
dmQCG

d
dmQCG

d
dmQCG

∑

∑

∑

∑

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

=

=

=

=

1
1

1
1

1
1

1
1

                                              (1.20) 

Здесь kC - произвольные постоянные. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρααμρααμρ kkkkkkk ZbZbu 21
2
2

2
3311

2
1

2
33 −+−=  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]ρααρααμρ kkkkkk ZZbw 202101
2

13 1 ++−=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ρα
ρ

ραρα
ρ

ραρ k
k

kkk
k

kkrk ZbZdZbZdQ 21
2

20211
1

101 +++=

( ) ( )[ ] ( ) ( )+−−−−= ρα
ρ

ρααμαρϕ k
k

kkkkk ZbZbbbbbQ 11
1

10
2
112

2
13

2
1333121

( )[ ] ( ) ( )ρα
ρ

ρααμα k
k

kkkk ZbZbbbbb 21
2

20
2
212

2
13

2
1333122 −−−−+  

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )ραραρ

ρααρααρ

kkkkk

kkkkkkzk

ZaZaT
ZaZaQ

212111

20221011

+=
+−=

 

 3. Проведем анализ корней характеристического 
уравнения (1.18). Как видно из формулы (1.18), характе-
ристическое уравнение имеет весьма сложную структуру. 
Поэтому в дальнейшем будем считать, что оболочка 
тонкостенная.  
Положим  

ερ −=11 ,  ερ +=12 , ( ) ( )12
1

02 RRR −= −ε                    (1.21) 
Считаем, что ε -малый параметр. Подставляя (1.21) в 
(1.18), получаем 

( ) ( ) 0,,, 21 =Δ= ρρμεμD                                                  (1.22) 
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относительно нулей функции докажем следующие утверж-
дение: 
Функция ( )εμ,D  при 0→ε  имеет три группы нулей со 
следующими асимптотическими свойствами 
а) первая группа состоит из двухкратного нуля 0=μ ; 
б) вторая группа состоит из четырех нулей, которые имеют 
порядок ( )2/1−εO ; 
в) третья группа содержит счетное множество нулей, 
которые имеют порядок ( )1−εO . 

Приведем схему доказательства этого утверждения. 
Двухкратность нуля 0=μ  следует из (1.18).  
Разложим ( )εμ,D  в ряд по ε  ( )1<εμ   

( ) ( )( )[ ]{ ×+−+−+= −
0

2
1000

4
0

1
0

22 9143, bGEGEbAD μννμεμεμ

( ) ( )[ ] } 0......1845 46
100

1
0

12 =++−+−+× −− εμννε GEb  (1.23) 

210 1 νν−=b , ( ) ( ) ( )21333
22

1
2
20

3
0

212 1~1128 +−+= −− bbEGmA ααπν  
Аналогично изотропному случаю можно доказать, 

что  все остальные нули функция ( )εμ,D  неограниченно 
возрастают, когда 0→ε . 
 Их можно разбить на две группы в зависимости их 
поведения при 0→ε . 
1) 0→kzε при 0→ε ; 2) constzk →ε при 0→ε   
 Как и в изотропном случае нули второй группы 
имеют следующие асимптотические разложения 

ε
γμ k

k = ,  ( )4,3,2,1...20 =++= kkkk εμμγ             (1.24) 

где   
( ) 013 21

1
0

4
0 =−+ − ννμ Ek , 

( ) ( )( )( )1
01000

1
002 4,011 −− −−+= EGEGE kk ννμμ  
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Для построения асимптотики нулей третьей группы 
отыскиваем nμ  ( ),...6,5,4 =−= kkn  в виде 

( )εδεμ Onn += −1                                                   (1.25) 
Однако, как видно из (1.16) в зависимости от 

характеристик материала 021 ,,, Gννν  параметры 21,qq  
принимают различные значения, что влечет за собой 
различные записи решений через функции Бесселя, это в 
своего очередь приводит к различным асимптотическим 
представлениям функции Бесселя.  

Рассмотрим следующие возможные случаи: 
1) 01 >q , 02

2
1 ≠− qq , 12,1 sμα ±= , 24,3 sμα ±=  

2
2
112,1 qqqs −±= , 2

2
1 qq >  

2
1212,1 qqiqixs −±=+= β , 2

2
1 qq <  

2) Корни уравнения (16) кратные  
pμαα == 4,32,1 , 01 >q , 02

2
1 =− qq , 1qp =  

3) 01 <q , 02
2
1 ≠− qq  

12,1 siμα ±= , 24,3 siμα ±=  

2
2
112,1 qqqs −±= , 2

2
1 qq >  

2
1112,1 qqiqs −±= , 2

2
1 qq <  

4) 01 <q , 02
2
1 =− qq , piμαα ±== 4,32,1 , 1qp =  

 В случаях 1,2 после подстановки (1.25) в (1.18) и 
преобразования его с помощью асимптотических 
разложений ( )xJν , ( )xYν  для nδ  соответственно получаем: 
( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsin 12121212 =−+±+− nn SSSSSSSS δδ     (1.26) 

022sin =± nn xshx δββδ                                               (1.27) 
022sin =± nn pp δδ                                                           (1.28) 
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 Что касается случаев 3) и 4), то для них результаты 
получаются из случаев 1) и 2) формальной заменой 1S , 2S , 
p  на ipiSiS ,, 21 . Эти уравнения совпадают с уравнениями 
определяющими показатели краевых эффектов Сен-Венана 
в теории трансверсально-изотропных толстых плит [37]. 
Там же проведено исследовании корней этих уравнений. 
 4. Предполагая, что ε  является малым параметром, 
приведем асимптотическое построение однородных 
решений, соответствующих различным группам корней 
характеристического уравнения. 
 Двухкратному корню 00 =μ  соответствуют 
следующие перемещения и напряжения  

01 Cu ρνρ −= , ξξ 0Cu =  

( ) 01
1

21 12 CGz νννσ += − , 0=== rzr τσσ ϕ                     (1.29) 
Таким образом, как и в изотропном случае корню первой 
группы 00 =μ  отвечает чистое растяжение вдоль оси ци-
линдра. Эта напряженное состояние проникает беззатуха-
ния внутрь области оболочки. 
 Группа 2. Функция ( )ξkm  находится из уравнения 

( ) 02

2
=− ξ

ε
γ

ξ k
kk m

d
md , ...20 ++= kkk εμμγ   ( )4,3,2,1=k  

где 20 , kk μμ  дается соотношением (1.24). 
Отсюда 

( ) ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= ξ
ε
γξ

ε
γξ k

k
k

kk NEm expexp  

kk NE , – произвольные постоянные. 
 Полагая εηρ += 1 , 11 ≤≤− η  и раскладывая по 
малому параметру ε , решения второй группы, найдем для 
них следующие асимптотические выражения: 



 22

( )[ ]
ξ

εερ d
dmOCu k

k
k

+= ∑
=

1
4

1
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )ξεημμεξ kkkk
k

mObbbCu +−−= −

=
∑ 2

013
2
033

1
33

4

1
2  

( ) ×
⎩
⎨
⎧

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= −

=
∑ 1

3311
2
0

11

12
13

4

1
1 21 bb

b
bbCG kk

k
ημεσϕ   

( )( )[ ] ( )}
ξ

εμ
d

dmObbbbb k
k +−−−× 2

1213
2
0331213 2                    (1.30) 

( )

( ) ( )[ ] ( )}
ξ

εμ

ημεσ

d
dmObbbbbbb

bbb
b
bCG

k
k

kk
k

z

++−−−×

×
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= −

=
∑

1213331313
2
03333

1
3313

2
033

11

2
13

4

1
1

2

2
 

( )ετ Orz = , ( )εσ Or =  

kC – произвольные постоянные. 
 Группа 3. В этом случае, используя первый член 
асимптотики функции Бесселя, для перемещений нап-
ряжений в первом приближении, получаем два класса 
решений, первый из которых соответствует нулем функ-
ции 
( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsin 12121212 =−+−+− kk SSSSSSSS δδ  
а второй– нулем функции 
( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsin 12121212 =−+++− kk SSSSSSSS δδ  
Они имеют одинаковую структуру и могут быть 
представлены следующими выражениями 

[

( )]
ξ

εηδδ

ηδδερ

d
dmOssA

ssAB
b
bu

n
nn

nn
n

nn

+−

−= ∑
∞

=

212

121
,...3,1 11

33

coscos

coscos
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[

( )] ( )ξεηδδ

ηδδδξ

nnn

nn
n

nnn

mOssKS

ssKSBu

+−

−= ∑
∞

=

2112

1221
,...3,1

sincos

sincos
 

( )[

( ) ( )]
ξ

εηδδ

ηδδδσϕ

d
dmOssAbKbS

ssAbKbSB
b
bG

n
nn

nn
n

nnn

+−−

−−= ∑
∞

=

7212121112

12
,...3,1

1122111
11

33
1

sincos

sincos
 (1.31) 

[

( )]
ξ
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Аналогично в случае 022sin =± nn xshx δββδ  имеем: 
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( ) ( ) nnnnn shxbxchxxbb βδδββδδβ sin1cos 13
22

13332 ++−−=Δ  
В случае когда 01 >q  и корни уравнения (1.16) кратны, 
решения имеют вид: 
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Здесь nB , nD , nC - произвольные постоянные. 
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 Выражения для ,...6,4,2=n получаются из (1.31), 
(1.32), (1.33) заменой xcos  на xsin  и xsin  на xcos , chx  
на shx  и shx  на chx  соответственно. 
 В формулах (1.31)-(1.33) заменяя pss ,, 21  на ,, 21 isis  

3is соответственно получаем решение в случае 3) и 4). 
 В работах [40] выполнена исследования корней 
уравнений (1.26)-(1.28) и разработана методика их вычис-
ления. Характер этих корней существенно влияет на об-
щую картину напряженно-деформированного состояния 
оболочки. 
 Как было отмечено в работе [16] в случае су-
щественной анизотропии, имеющей место при достаточно 
больших значениях 0G , погранслои Сен-Венана затухает 
весьма слабо и решения (1.31)-(1.33) следует причислить к 
проникающим решениям. Поэтому в этом случае напря-
женно-деформированное состояние анизотропной и 
изотропной оболочки сильно отличаются.  
 Рассмотрим связь однородных решений с главным 
вектором напряжений P , действующих в сечении 

const=ξ . Имеем: 

( )∫ ∫ +=
π

ϕτσ
2

0

2

1

rdrdP
R

R
rzz                                       (1.34)   

Представим напряжения zσ  и rzτ  в виде 

( )

( ) ( )ξττ

ξ
σσσ

n
n

nrzrz

n

n
znzz

mrT

d
dmr

∑

∑
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=
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=

+=

+=

1

0

1

0

                                       (1.35) 

Слагаемые 00 , rzz τσ  соответствует собственным значениям 
0=μ . Во второе слагаемое включены напряжения, опре-

деляемые второй и третьей группами решений. 
 Подставляя (1.35) в (1.34) с учетом (1.29)-(1.33) 
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получаем ∑
∞

=
+=

1
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nPPP  

( ) ( ) ( )∫ ⎥
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⎤
⎢
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⎡
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znn rdrmrT

d
dmP ξ
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σπ                                (1.36) 

Согласно условию разрешимости задачи теории упругости 
nP  не должен зависят от переменной ξ . 

 Однако в соотношении (1.36) правая часть в силу 

линейной независимости ( )ξnm , ( )ξ
ξd

dmn  зависит от ξ . 

Отсюда следует, что 0=nP  для любого n  ( ),...2,1=n . 
Таким образом, для главного вектора P  получаем 

( ) ( )2
1

2
20

2

1
10 12 RRCGPP −+==

ν
ννπ                                 (1.37)  

Напряженное состояние, соответствующие нулям второй и 
третей групп является самоуравновешенным в каждом 
сечении const=ξ . 
 Решения (1.29), (1.30) определяют внутреннее нап-
ряженно-деформированное состояние оболочки. В первом 
члене асимптотики их можно рассматривать как решение 
по прикладной теории оболочек. 
 Напряженное состояние, соответствующее реше-
ниям (1.31)-(1.33) имеет характер пограничного слоя. 
Первые члены его асимптотического разложения пол-
ностью эквивалентны краевому эффекту Сен-Венана 
трансверсально-изотропной плиты. 
 Отметим, что решение (1.32) характерно только для 
анизотропных оболочек. При переходе к изотропной 
оболочке ( )10 =G  оно полностью исчезает. Что касается 
решений (1.31), (1.33) при 10 =G  они сливаются в одно, и 
это решение совпадает с решением Сен-Венана для изо-
тропной плиты.  
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 Теперь для сравнения приведем здесь анализ харак-
теристических уравнений, получаемых по теориям Кирх-
гоффа-Лява и С.А.Амбарцумяна. Следует отметить, что 
трансверсально-изотропная оболочка по теориям Кирх-
гоффа-Лява  и С.А.Амбарцумяна (в системе координат 

rz ,,ϕ ) в наших системах координат ( )zr ,,ϕ  ведет себя как 
ортотропная оболочка. 
 В первом случае уравнения равновесия в 
перемещениях имеет вид [39]. 

0

0

224

4

2
0

11
12

122

2

11

=++

=+

wC
ds

wd
R
D

ds
duC

ds
dwC

ds
udС

                                     (1.38)  

Здесь ( )suu = , ( )sww =  компоненты вектора перемещения 
вдоль образующей и по толщине соответственно. 

ijij hBC = , ijij BhD
12

3
= , 

21

1
11 1 νν−
=

EB  

21
22 1 νν−
=

EB , 
21

2
12 1 νν

ν
−

=
EB  

Решение системы (1.38) будем отыскивать в виде 
μξAeu = , μξBew =  

Из условия существования нетривиальных решений 
получаем следующее характеристическое уравнение 

( ) 013
1

21
422 =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+

E
Eννμεμ                                          (1.39)  

Из (1.39) можно получать следующие группы корней: 
1) 0=μ  является двухкратным корнем (1.39). 

2) 
ε
βμ k

k = , ...20 ++= kkk εβββ                                     (1.40) 
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( ) 013
1

21
4
0 =−+

E
E

k ννβ , 02 =kβ  

Таким образом, данная прикладная теория позволяет найти 
только первый член разложения показателя краевого 
эффекта. Последующие же члены по этой теории невоз-
можно определить. 
 Теория С.А.Амбарцуяна. Характеристическое 
уравнение в этом случае имеет вид [39] (стр. 309, в наших 
обозначениях) 

( ) 0
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613 21

1
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1
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E               (1.41) 

Уравнение (1.41) имеет следующие группы нулей 
1) 0=μ  является двухкратным нулем (1.41) 

2) 
ε

ωμ k
k = , ...20 ++= kkk εωωω                                     (1.42) 

( ) 013
1

21
4
0 =−+

E
E

k ννω , ( )
1

1
02 103

G
E

kk
−= ωω  

Сравнивая (1.42) с точным разложением (1.24) получаем, 
что  первые члены совпадают, вторые члены существенно 
различаются.  
 При ∞→1G  разложения (1.42) совпадают с 
разложением (1.40). 
 Итак, анализ существующих прикладных теорий 
показывает, что все они в первом члене асимптотики точно 
аппроксимирует решение, соответствующее нулям, опре-
деляемым формулами (1.24) и в тоже время не могут пре-
тендовать на какие-либо уточнения в последующих приб-
лижениях, так как ни в одной из этих теорий второй член 
приближения не совпадает с точными его значением (1.24). 
 Что же касается нулей характеристического урав-
нения, определяемых формулами (1.26), (1.27), (1.28), то их 
определение по теориям Кирхгоффа-Лява и С.А.Амбар-
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цумяна на возможно. 
 А ведь именно в них проявляется качественная 
различия теории анизотропных оболочек от изотропного 
результата работы [1] и весь выше приведенный анализ 
показывают, что путем ввода искусственно корректи-
рующих членов в уравнение классической теории оболо-
чек нельзя получить уточненную теорию. Только точный 
анализ соответствующих трехмерных задач покажить путь 
построения уточненных теорий, позволяющих в кон-
кретном случае учитывать те или иное явление возни-
кающая в тонких оболочках. 
 Суммируя по всем корням характеристического 
уравнения однородные решения можно представить в виде 
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                                                    (1.43) 

Здесь kC - произвольные постоянные. 
 Как и в изотропном случае [1] можно доказать, что 
система однородных решений удовлетворяет  обобщенным 
условиям ортогональности, позволяющей решить задачи 
теории упругости при смешанных краевых условиях на 
торцах цилиндра точно. 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )pkrdrrWrQrUrT
R

R
pzkkp ≠=−∫ 0

2

1

             (1.44) 

 Во всех остальных случаях для удовлетворения 
граничных условий на торцах цилиндра приходится 
обращаться к различным приближенным подходам. 
Поэтому рассмотрим вопрос об удовлетворении гра-
ничных условий на торцах цилиндра при помощи класса 
однородных решений. Пусть при ( )lRll 1

000
−=±=ξ  задачи 

системы напряжений i
zσ , i

rzτ  ( )2,1=i . При этом, как было 
отмечено выше достаточно рассмотреть случаи, когда 
нагрузка симметрична относительно плоскости 0=ξ . 
Кососимметричный случай рассматривается аналогично (в 
симметричном случае можно положить ξμkk chm = , в 
кососимметричном случае следует взять ξμkk shm = ). 
 Итак, пусть заданы следующие условия 

( )rQz =σ , ( )rrz ττ =  при 0l±=ξ                    (1.45)     
Будем отыскивать решение в виде (1.43). Для определения 
произвольных постоянных kC  ( ),...2,1=k , вариации 
которых будем считать независимыми, используем 
вариационный принцип Лагранжа. Поскольку однородные 
решения удовлетворяют уравнение равновесия и 
граничные условия на цилиндрической поверхности, 
вариационный принцип принимает следующую форму 

( ) ( )[ ] 0
2

1

=−+−∫ rdruwQ
R

R
rzz δττδσ                  (1.46) 

Из (1.46) получаем бесконечную систему линейных 
алгебраических уравнений 

∑
∞

=
=

1k
pkkp NCM   ( ),...2,1=p                          (1.47) 

где  
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( )rdrUTWQM
R

R
pkpzkkp ∫ +=

2

1

 

( )rdrUQWN
R

R
ppp ∫ +=

2

1

τ . 

Используя малость параметра тонкостенности 
оболочки ε , можно построить асимптотическое решение 
системы (1.47). Этот подход общеизвестен [1], поэтому 
здесь на этом подробно останавливаться не будем. 

В заключение отметим, что  при 10 =G  мы полу-
чаем известные результаты Н.А.Базаренко, И.И.Воровича в 
изотропном случае [29].  

 
§2. Задача теории упругости для трансверсально- 
    изотропного полого цилиндра с закрепленной  
    боковой поверхностью и при смешанных  
    граничных условиях на боковой поверхностью 

 
 1. Пусть боковая поверхность цилиндра жестко 
заделана, т.е. 

0,0 == zr UU  при sρρ =  ( )2,1=s                     (2.1) 
Характер граничных условий на торцах цилиндра уточнять 
не будем. Однако будем считать их таковыми, что 
оболочка находится в равновесии. 
 Используя результаты 1.1 и удовлетворяя однород-
ные граничные условия (2.1), получаем характеристи-
ческое уравнение 

( ) ( )( ) ( ) ×−−−−= −−− 22
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2
133
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22, SbSSbSbD μρρπεμ  
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2
211111221200 ,, SbSLL μραραραρα  

( ) ( ) ( )×−+× 2
13321

2
221211211100 ,, SbSSLL μραραραρα      (2.2) 

   ( ) ( )[ ( ) +−× 221201211110
2
233 ,, ραραραρα LLSb  
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   ( ) ( )] 0,, 211101221210 =+ ραραραρα LL  
 Уравнение (2.2) имеет счетное множество корней, 
асимптотическое поведение которых изучается ниже. Им 
соответствуют следующие однородные решения: 
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где  
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LJ
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×
×−−×
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( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )211101220

2
13321211100221

2
133

2
1220

2
1332

1
1

1
3
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ραραρα
ααραραρα
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kkk

kkkkk

kkkk

LY
SbLY

SbYSbC

×
×−+×

×−−−= −−

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )211101220

2
13321211100221

2
133

2
1220

2
1332

1
1

1
4

,
,

ραραρα
ααραραρα

αρααρπ

kkk

kkkkk

kkkk

LJ
SbLJ

SbJSbC

×
×−+×

×−−−−= −−

 

Можно доказать, что все нули функции (2.2) неогра-
ниченно возрастают, когда 0→ε  и здесь возможен только 
случай const→με  при 0→ε . Отыскивая  
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( )ε
ε
δμ Ok

k +=                                                              (2.4) 

После подстановки (2.4) в (2.2) и преобразования его с 
помощью асимптотических разложений функций ( )xJν , 

( )xYν  в зависимости от 1q , 2q  соответственно получаем: 

( ) ( ) ( )×+±+−
−
+

121212
2133

2133 sin SSSSSS
SSb
SSb

kδ  

( ) 0sin 12 =−× kSS δ                                                             (2.5) 

2
2
112,1 qqqS −±=      

022sin
1
3

13

13 =±
+
+

kk pp
b
b δδ                                           (2.6) 

01 >q , 02
2
1 =− qq   1qp =  

( ) ( ) 022sin 22
13

22
13 =++±−− kk xshxbxbx δβββδβ     (2.7) 

     2
1212,1 qqiqixS −±=+= β   2

2
1 qq <  

Теперь приведем асимптотическое построение однородных 
решений, соответствующих различным группам нулей, 
асимптотические свойства которых изучены выше. 
 Раскладывая по малому параметру ε , найдем для 
них следующие асимптотические выражения группа 1. 

( )[ ( )×−−−= ∑
∞

=

2
233112

2
1332

,...3,1
0 cossin SbSSSSbSCRu kk

k
kr ηδδε  

( )]
ξ

εηδδ
d

dmOSS k
kk +× 21 cossin  

( ) [

( )] ( )ξεηδδ

ηδδδ

kkk

kkk
k

kz

mOSS

SSCSSbRu

+−

−+= ∑
∞

=

21

12
,...3,1

21130

sinsin

sinsin1
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( )[

( ) ( )]
ξ

εηδδ

ηδδδσ

d
dmOSSSbbbbb

SSSbbbbbCSSG

k
kk

kk
k

kkr

+−−+−

−−−+= ∑
∞

=

21
2
211331113

2
13

12
2
111331113

2
13

,...3,1
211

sinsin

sinsin

( )[ −−−+= ∑
∞

=
ηδδδσϕ kk

k
kk SSSbbbbbCSSG 12

2
112331213

2
13

,...3,1
211 sinsin

( ) ( )]
ξ

εηδδ
d

dmOSSSbbbbb k
kk +−−+− 21

2
212331213

2
13 sinsin    (2.8) 

( )[

( ) ( )]
ξ

εηδδ

ηδδδσ

d
dmOSSSbbbbbb

SSSbbbbbbCSSG

k
kk

kk
k

kkz

+−−+−

−−−+= ∑
∞

=

21
2
2113312333313

12
2
1123312333313

,...3,1
211

sinsin

sinsin

[ ( ) −−++= ∑
∞

=
ηδδδ

ε
τ kkk

k
krz SSSSSbbSCG

121
2
1

2
113332

2

,...3,1
cossin  

( ) ( )] kkk mOSSSSSbbS ′+−++− εηδδ 212
2
2

2
213331 cossin  

kC – произвольные постоянные. Выражения для ,...4,2=n  
получаются из (2.8) заменой xcos  на xsin  и xsin  на – 

xcos , соответственно. 
 Аналогично, в случае (2.6) получаем  

( )]
ξ

εηδδηδ

ηδδδδε

d
dmOppp

pppp
b
bBRu

k
kkk

kkkk
k

kr

++

+⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
+

= ∑
∞

=

sinsin

coscossin
1
3

13

13

,...3,1
0
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( )[ ] ( )ξεηδδηηδδδ kkkkkk
k

kz mOppppBRu +−= ∑
∞

=
cossinsincos2

,...3,1
0

( ) ( )[{ ×−−++−= −−
∞

=
∑ 13

2
13

2
11

1
13

1

,...3,1

2
1 sin12 bbpbpbpBG kk

k
kkr δδδσ

] ( ) +−−−× ηδδηηδδ kkkk ppbbpbpp cossinsincos 13
2
13

2
11 (2.9) 

( )}
ξ

ε
d

dmO k+  

( ) ( )[{ ×−−++−= −−
∞

=
∑ 13

2
13

2
12

1
13

1

,...3,1

2
1 sin12 bbpbpbpBG kk

k
kk δδδσϕ

] ( ) +−−−× ηδδηηδδ kkkk ppbbpbpp cossinsincos 13
2
13

2
12     

( )}
ξ

ε
d

dmO k+  

( ) ( )[{ ×−−++−= −−
∞

=
∑ 333313

2
12

1
13

1

,...3,1

2
1 sin12 bbbpbpbpBG kk

k
kkz δδδσ

] ( ) +−−−× ηδδηηδδ kkkk ppbbbpbpp cossinsincos 333313
2

12     

( )}
ξ

ε
d

dmO k+  

kB – произвольные постоянные. Выражение для ,...4,2=n  
получаются из (2.9) заменой xcos  на xsin  и xsin  на – 

xcos  соответственно. В случае (1.52) соответственно 
получаем: 

( ) ( )[ ]
ξ

εηε
d

dmOFDRu k
k

k
kr += ∑

∞

=
1

,..3,1
0  

( ) ( ) ( )[ ] ( )ξεηδ kk
k

kkz mOFDRbu ++−= ∑
∞

=
2

,..3,1
013 1  

( ) ( ) ( )[ ]
ξ

εηησ
d

dmOFbFbDG k
kk

k
kr ++′= ∑

∞

=
213111

,..3,1
1  
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( ) ( ) ( )[ ]
ξ

εηησϕ d
dmOFbFbDG k

kk
k

k ++′= ∑
∞

=
213112

,..3,1
1               (2.10) 

( ) ( ) ( )[ ]
ξ

εηησ
d

dmOFbFbDG k
kk

k
kz ++′= ∑

∞

=
233112

,..3,1
1  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )ξεηδηδετ kkkkk
k

krz mOFbFDG ++−= ∑
∞

=

−
2131

2

,..3,1

1
1 1  

где  
( ) ( )[ +−+= ηδηβδβη kkk chxxbF cos22

331  

] [ −+Δ+ ηδηβδβηδηβδβ kkkkk chxxshxx cos2sin2 1  

( ) ] kkk shxxb 2
22

33 sin Δ−+− ηδηβδβ  

( ) ( ) −Δ−= kkkkkk chxshxxF 12 sincos ηδηβδβηδηβδη  

( ) kkkkk shxchxx 2cossin Δ+− ηδηβδβηδηβδ  

kkkkk shxchxx δβδβδβδ cossin1 +=Δ  

kkkkk chxshxx δβδβδβδ sincos2 −=Δ  

kD – произвольные постоянные. 
 Выражения для ,..4,2=n  получаются из (2.10) прос-
той заменой shxchx ↔ . 
 Постоянные kC , kB , kD  определяются с помощью 
вариационного принципа Лагранжа. 
 Отметим, из условия разрешимости краевых задач 
теории упругости следует, что нагрузки заданные на 
торцах цилиндра не только удовлетворяют условию 
равновесии, но и должны быть самоуравновешенным в 
каждом сечении const=ξ .  
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 2. Рассмотрим задачу теории упругости для тран-
свер- сально-изотропного полого цилиндра при однород-
ных смешанных граничных условиях на боковой поверх-
ности. 

0=ru , 0=rzτ   при sρρ =   ( )2,1=s                 (2.11) 
а на остальной части границы выполняется одно из 
граничных условий следующего типа 

( )ρσ ±= Qz , ( )ρτ Trz = , при 0l±=ξ                    (2.12) 

( )ρσ ±= Qz , ( )ρ±= 0aur , при 0l±=ξ                    (2.13) 

( )ρ±= 0buz , ( )ρττ ±=rz , при 0l±=ξ                     (2.14) 
Как и выше, используя результаты 1.1 и удовлетворяя 
однородные граничные условия (2.11) получаем харак-
теристическое уравнение 

( ) ( ) ×−=Δ
22

1
2
2

4
3321,, SSb μρρμ  

( ) ( ) 0,, 221211211111 =× ραραραρα LL                    (2.15) 
Трансцендентное уравнение (2.15) определяет 

счетное множество корней kμ , а соответствующие им 
постоянные nnnn сссс 4321 ,,,  пропорциональны алгебраичес-
ким дополнениям какой-либо строки определителя 
системы. Выбирая в качестве решения системы алгеб-
раические дополнения элементов первой строки, решения 
можно представить в виде:  

( ) ( ) ( )ξρ
ξ

ρ ξρ nn
n

n
n

n
n

n mWCu
d
dmUCu ∑∑

∞

=

∞

=

==
11

,      (2.16) 

где nC – произвольные постоянные. 

( ) ( ) ( )( ) ×⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ −−−−= 2

233
2
133

2
2

2
1

22
2

2
33

4
1 ababaaabaU nnnn μμμρ  

( ) ( ) ( ) ×⎢⎣
⎡ −−+× 2

2
2
1

22
1

2
33

4
221111122211 ,, αααμαραραραρ nbLaL  
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( )( )] ( ) ( )22121121111
2
233

2
133 ,, ραραραρααμαμ LLbb nn −−×  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ ×−−−−+−= 2
233

2
2

2
1

2
133

4
2113 1 αμαααμααρ nnn bbbW  

( ) ( ) ( )[ ×−−+× 2
2

2
1

2
233

4
1222121121101 ,, αααμααραραραρα nbLL  

( ) ( )] ( )}21111122201
2
133 ,, ραραραρααμ LLb n −×  

 Что касается напряжений, то их можно определить с 
помощью обобщенного закона Гука. 
 2. Левая часть уравнений (1.10), как целая функция 
параметра μ , имеет счетное множество нулей с точкой 
сгущения на бесконечности. Для эффективного изучения 
его нулей предположим, что оболочка тонкостенная. 
 Положим  

ερ −= 11 , ερ += 12 , ( ) ( )12
1

02 RRR −= −ε ,  
εηρ +=1 ,  11 ≤≤− η                                                 (2.17) 

Считаем, что ε – малый параметр. Подставляя (2.17) в 
(2.15), получаем 

( ) ( ) 0,,, 21 =Δ= ρρμεμD                                             (2.18)  
 Уравнение (1.63) имеет один ограниченный корень 

0=μ . Из (2.16) получаем, что этому корню соответствует 
следующее решение 

( )[ ]
( ) 0,1;

;1;0

01011

0
1

0

=−===

+== −

rzzr CGCG

CGmuu

τνσνσσ

ξν

ϕ

ξρ            (2.20) 

0C – произвольная постоянная. 
Напряженное состояние, соответствующее нулю 0=μ  эк-
вивалентно главному вектору усилий P , направленному 
вдоль оси цилиндра. 

( ) ( )2
1

2
2011 RRCGP −−= νπ  

Отсюда  
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( ) ( )[ ] 12
1

2
210 1

−
−−= RRGPC νπ                                  (2.21) 

Докажем, что характеристическое уравнение при 0→ε  
других ограниченных корней не имеет. Для этой цели 
разложим ( )εμ,D  в ряд по ε  и ограничимся только первы-
ми членами разложения. Получим 

( ) ( ) ( )[ ]εεπμεμ OssD +−= − 116, 2222
1

2
2

4                   (2.22) 
Отсюда видно, что характеристическое уравнение не имеет 
других ограниченных корней кроме 0=μ . Таким образом, 
все остальные корни характеристического уравнения 
стремятся к бесконечности при  0→ε . В принципе здесь 
возможны следующие предельные случаи: 
1) 0→kεμ  при 0→ε ; 2) ∞→kεμ  при 0→ε ;  
3) constk →εμ  при 0→ε . Как и в работе [2], можно 
доказать, что случаи 1 и 2 здесь не осуществимы. В 
третьем случае отыскиваем nμ  в виде 

( )εδεμ Onn += −1    ( ),...2,1=n                             (2.23)   
Как и в §1 здесь возможны следующие случаи: 
1. ns δμ 12,1 ±= , ns δμ 24,3 ±= , 01 >q , 02

2
1 >− qq , τδ 22

1 ns =  
( )2,1=i  

2
2
112,1 qqqs −±= , 2

2
1 qq >  

2
1212,1 qqiqis −±=+= βχ , 2

2
1 qq < . 

2. Корни характеристического уравнения (1.9) кратные. 
pnδμμ ±== 4,32,1   01 >q   02

2
1 =− qq , 1qp =  

3. nis δμ 12,1 ±= , nis δμ 24,3 ±= , 01 <q , 02
2
1 ≠− qq  

2
2
112,1 qqqs −+= , 2

2
1 qq >  

2
1212,1 qqqs −+= , 2

2
1 qq <  
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4. pi nδμμ ±== 4,32,1 , 01 <q , 02
2
1 =− qq ,  1qp = . 

 В случаях 1, 2 после подстановки (2.23) в (2.15) и 
преобразования его с помощью разложений в ряд по ε  
получаем 

( ) ( ) 0coscos 1212 =−±+ nn ssss δδ                             (2.24) 
012cos =±npδ                                                         (2.25) 

02cos2 =± nnxch βδδ                                              (2.26) 
Что касается случаев 3 и 4, то для них результаты 
получаются из случаев 1 и 2  формальной заменой 21, ss  на 

1is , 2is , p  на ip . Эти уравнения совпадают с уравнениями, 
определяющими показатели краевых эффектов Сен-Венана 
в теории анизотропной упругости для слоя.  
    В таблице приведены значения коэффициентов 

21, qq  для некоторых материалов.  
 Магний Кадмий цинк 

1q  1,276 0,725 0,281 

2q  1,032 0,425 0,378 

2
2
1 qq −  0,595 0,101 -0,299 

  
3. Приведем теперь первые члены асимптотических 

разложений решения, соответствующего различным 
группам корней. Для перемещений и напряжений, в 
первом приближении, получаем два класса решений, 
первый из которых соответствует нулям 

( ) ( ) nn ssss δδ 1212 coscos −++ ,   12cos +npδ , 

nnxch βδδ 2cos2 + , 
а второй– нулям функции 

( ) ( ) nn ssss δδ 1212 coscos −−− , 12cos −npδ , 

nnxch βδδ 2cos2 − , 
соответственно имеем 
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( )[

( )]

( ) [

( )] ( )ξεηδ

δηδδδ

ξ
εηδ

δηδδε

ξ

ρ

nn

nnnn
n

n

n
n

nnn
n

n

mOs

sssssCssbu

d
dmOs

sssssbsCu

+×

×−+=

+×

×−−=

∑

∑

∞

=

∞

=

2

11122
,...3,1

21130

2

1
2
112

2
133

2
2

,...3,1
0

sin

cossincos1

cos

coscoscos

 

( )[ −+−+= ∑
∞

=
ηδδδσ nnn

n
nr sssbbbbbsCssG 12

2
111331113

2
132

,...3,1
2110 sincos

( ) ( )]
ξ

εηδδ
d

dmOsssbbbbbs n
nn ++−+− 21

2
211331113

2
131 sincos (2.27) 

( )[

( ) ( )]
ξ

εηδδ

ηδδδσϕ

d
dmOsssbbbbbs

sssbbbbbsCssG

n
nn

nnn
n

n

++−+−

−+−+= ∑
∞

=

21
2
212331213

2
131

12
2
112331213

2
132

,...3,1
2110

sincos

sincos

( )[

( ) ( )]
ξ

εηδδ

ηδδδσ

d
dmOsssbbbbbbs

sssbbbbbbsCssG

n
nn

nnn
n

nz

++−+−

−+−+= ∑
∞

=

11
2
21233123333131

12
2
11233123333132

,...3,1
2110

sincos

sincos

( )[
( ) ( )] ( )ξεηδδ

ηδδδ
ε

τ

nnn

nnn
n

nrz

mOssbsbs

ssbsbsCG

++−

−+= ∑
∞

=

2133
2
213

2
1

1233
2
113

2
2

2

,...3,1
0

coscos

coscos1
 

( )[{ ( ) ]

( ) ( )]
ξ

εηδδηδδ

ηδρδδερ

d
dmOpppbp

pbbppBu

n
nnnn

nnn
n

n

++−×

×+−+= ∑
∞

=

sincos1cos

cos2sin1

2
13

1313
,...3,1

0
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( ) ( ) ×
⎢
⎢
⎣

⎡

⎩
⎨
⎧

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

++= ∑
∞

= ,...3,1 13
130 1

cossin1
n n

n
nnn bp

ppCpbu
δ

δδδξ  

( )} ( )ξεηδδηηδ nnnn mOppp ++× coscossin  

( )[{ ( )
( ) ] ( )( )×−++++

+−+= ∑
∞

=

nnnn

nnn
n

nr

pbbbpppbb

ppbbpbBG

δηδδδ

δδδσ

2
111313

2
1113

2
111313

,...3,1
10

1sincos

sin1
 

( )]
ξ

εηδδη
d

dmOpp n
nn +× coscos                                (2.28) 

( )[{ ( )
( )] ( )( )×−++++

+−+= ∑
∞

=

nnn

nnn
n

n

pbbbppbb

ppbbpbCG

δηδδ

δδδσϕ

2
121313

2
1213

2
121313

,...3,1
10

1sin

sin1
 

( )]
ξ

εηδδη
d

dmOpp n
nn +× coscos  

( )[{ ( )
( ) ] ( )( )×−++++

+−+= ∑
∞

=

nnnn

nnn
n

nz

pbbbpppbb

ppbbpbBG

δηδδδ

δδδσ

2
123313

2
1233

2
123313

,...3,1
10

1sincos

sin1
 

( )]
ξ

εηδδη
d

dmOpp n
nn +× coscos  

( ) ( )[
( )] ( )ξε

ηδδηηδδδ
ε

τ

n

n
nnnnnnrz

mO

ppppBbG

+

+−
+

= ∑
∞

= ,...3,1

313
0 sincoscossin12

Выражения для ,...6,4,2=n получаются из формул (2.27), 
(2.28) заменой xcos  на xsin  и xsin  на – xcos  
соответственно. 
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( )[{
) ( )[
) ( )}

ξ
εηχδ

ηβδχβηδηβδχβηχδ

ηβδχβηχδηβδχβερ

d
dmOch

shbsh

chbDu

n
nn

nnnnn

nnn
n

n

+Δ×

×−−+−Δ×

×+−+= ∑
∞

=

2

22
331

22
33

,...3,1
0

cos2sin

sin2cos

 

( ) ( )[

( ) ( )] ( )ξεηχδηβδβηχδηβδχ

ηχδηβδχηχδηβδβξ

nnnnnn

nnnnn
n

n

mOshch

shchDbu

+Δ++

+Δ−+= ∑
∞

=

2

1
,...3,1

130

cossin

cossin1
 

( ) ( ) ( )[ ]
ξ

εηησ
d

dmOFbFbDG n
nn

n
nr ++′= ∑

∞

=
213111

,...3,1
10            (2.29) 

( ) ( ) ( )[ ]
ξ

εηησϕ d
dmOFbFbDG n

nn
n

n ++′= ∑
∞

=
213112

,...3,1
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 Выражения для ,...6,4,2=n  получаются из (2.29) 
простой заменой χχ shch ↔ ; nnn DBC ,, – произвольные 
постоянные. 
 Отметим, что решение (2.29) характерно только для 
анизотропных оболочек. При переходе к изотропной 
оболочке ( )10 =G  оно полностью исчезает. Что касается 
решений (2.27) и (2.28) при 10 =G  они сливаются в одно, и 
это решение совпадает с решением Сен-Венана для 
изотропной плиты.  
 В §1 доказано обобщенное условие ортогональности 
однородных решений для трансверсально-изотропного 
полого цилиндра, которое позволяет точно удовлетворить 
граничным условиям на торцах при специальных условиях 
опирания края оболочки. 
 С помощью обобщенных условий ортогональности 
рассмотрим следующую задачу: пусть на боковой 
поверхности цилиндра выполняется условие (2.1), а на 
торцах заданы следующие граничные условия: 

( )21 ηλσ cz −= , 0=ru  при 0l±=ξ    

02l - безразмерная высота цилиндра. 
Согласно (3.1) rzrzr uu τσ ,,,  можно представить в виде 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )zmTC
dz

dmQC

zmWCu
dz

dmuCu

n
n

nnrz
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n
nnz

n
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nnz
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nnr

ητησ
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∑∑
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==

==

11

11      (2.30) 

В рядах (2.30) суммирование ведется по корням nμ , 
расположенным в верхней полуплоскости ( )0Im >nμ . В 
силу соотношений обобщенной ортогональности, искомые 
постоянные nC  имеют вид: 
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ηηηηη

ηηημλ
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Постоянная 0C  определяется формулой (1.65). 
В общем случае краевая задача сводится к решению 
систем линейных бесконечных алгебраических уравнений 
с помощью вариационного принципа Лагранжа.  
 
       §3. Асимптотический анализ динамической задачи  
                 теории упругости для трансверсально- 
                 изотропного полого цилиндра 
 
 В работе [1] показано, что метод однородных ре-
шений не только раскрывает особенности динамического 
трехмерной решения в теории изотропных оболочек, но 
может служить эффективным аппаратом решения кон-
кретных краевых задач, а также основой для оценки 
точности прикладных теорий. 
 Однако вопрос о соотношении двумерных задач 
теории упругости для анизотропных оболочек практически 
не изучался.  
 Особенно актуальна проблема предельного пере-
хода в динамических задачах анизотропной теории 
упругости. Так как в настоящее время существует ряд 
динамических прикладных теорий анизотропных оболо-
чек, базирующихся на различных гипотезах, но практи-
чески полной отсутствие данных по их сравнительному 
анализу ставит весьма остро вопрос об установлении об-
ласти применимости каждой из них на основе трехмерной 
динамической анизотропной теории упругости.  
 В данной параграфе методом однородных решений 
исследуются вынужденные колебания трансверсально-
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изотропного полого цилиндра под действием осесиммет-
ричных нагрузок. В зависимости от частоты вынуж-
дающих сил изучается возможная форма волнообразова-
ния. Изучено асимптотическое поведение решения трех-
мерной динамической задачи теории упругости при 
стремлении параметра тонкостенности к нулю.  
 1. Рассмотрим осесимметричную динамическую 
задачи теории упругости для трансверсально-изотропного 
полого цилиндра. 
 Пусть цилиндр занимает объем 

[ ] [ ] [ ]{ }llzRRr ,,2,0,, 21 −∈∈∈=Γ πϕ  
Уравнения колебаний в перемещениях имеют вид [46]: 
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u
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b
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       (3.1) 

Здесь 1
1

22
0

2 −= GgR ωλ – параметр частоты, ω – частота 
колебаний, g – плотность материала оболочки.  
 Считается, что цилиндр совершает гармонические 
колебания и множителя tie ω  при искомых величинах 
отброшен.  
 Предполагаем, что боковая поверхность цилиндра 
свободна от напряжений: 

0=rσ , 0=rzτ   при sρρ =   ( )2,1=s                      (3.2)  
а на торцах цилиндра заданы произвольные граничные 
условия, изменяющимся по времени гармоническому 
закону. 
 Решение уравнений (3.1)-(3.2) будем искать в виде 

( )
ξ

ρρ d
dmuu = , ( ) ( )ξρξ mwu =                                 (3.3) 

где функция ( )ξm  подчинена условию  
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( ) 02
2

2
=− ξμ

ξ
m

d
md                                                (3.4) 

где μ – спектральный параметр. 
Подставляя (3.3) в (3.1), (3.2) с учетом (3.4) получаем 
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Отметим, что при написании (1.80) использованы соот-
ношения упругости для трансверсально-изотропного ци-
линдра из [38]. 
 Не вдаваясь в подробности, приведем окончатель-
ное решение уравнений (3.5). 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ρααρααρ

ρααρααρ

20210113

21
2
2

2
011

2
1

2
0

1 ZZbw
ZaZau

++−=
−+−−               (3.7) 

Здесь 22
33

2
0 λμ += ba , ( ) ( ) ( )αραραρ kkk YCJCZ 21 += , 

функции ( )αρkJ , ( )αρkY  линейно-независимыми  реше-
ниями уравнение Бесселя; 21,CC – произвольные пос-
тоянные, nn t=α , nt – корни квадратного уравнения 

02 21
2 =+− qtqt                                                     (3.8) 

( ) ( )[ ]2
11

2
13

2
133311

1
111 12 λμ ++−−= − bbbbbbq  

( ) 2
0

221
112 abq λμ += − , nn S=2α , ( ) 2

2
11 1 qqqS n

n −−−=  
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Удовлетворяя однородным граничным условиям (1.80) 
получаем дисперсионное уравнение 
( ) ( ){

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
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( ) ( ) 0111200
2
2

2
1 =− αα LLga                                                     (3.9) 

где  
( )2

13
2
0

2
nn baa αμ += , ( )22

002 nn aGb α−−=  

( )[ ]22
11

2
0 nnn bBg αλμα −+= , ( ) 1ln −= nnρα , 

13
2
1333110 bbbbB −−=  

( ) ( ) ( ) ( )122 ρρρρ xYxJxYxJL ijjiiij −= , ( )1;0, =ji  
 2. Левая часть уравнения (1.83), как целая функция 
параметра μ , имеет счетное множество нулей с точкой 
сгущения на бесконечности. Для эффективного изучения 
его корней сделаем некоторые предположения относитель-
но геометрических параметров цилиндра. Положим 

ερ −= 11 , ερ += 12 , ( )12
1

02 RRR −= −ε                        (3.10)   
Считаем, что ε – малый параметр. Подставляя (3.10) в 
(3.9), получаем 

( ) ( ) 0,,,,, 21 =Δ= ρρλμελμD                                          (3.11) 
Относительно нулей функции ( )ελμ ,,D  можно сформу-
лировать следующее утверждение: функция ( )ελμ ,,D  при 
конечных ( )[ ]1O=λλ  при 0→ε  имеет три группы нулей 
со следующими асимптотическими свойствами: 
а) первая группа состоит из двух нулей ( )1Ok =μ ; 
б) вторая группа состоит из четырех нулей, которые имеют 
порядок ( )2/1−εO ; 
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в) третья группа содержит счетное множество нулей, 
которые имеют порядок ( )1−εO .  
 Приведем схему доказательства этого утверждения. 
Разложим ( )ελμ ,,D  в ряд по ε  

( ) ( )[ ( ) ++= 2
01000

2 ,
3
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02 =++ ελμD                                             (3.12) 
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Случай 0
2
0 G=λ , 1

00
2
0

−= bGλ  и 0=μ  является особым и 
рассматривается отдельно.  
Ищем kμ  в виде следующего разложения 

...2
2

10 +++= kkkk μεεμμμ   ( )2,1=k                   (3.13) 
Подставляя (3.13) в (3.12), имеем 
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Аналогично изотропному случаю [8], можно дока-
зать, что все остальные нули функции ( )ελμ ,,D  неогра-
ниченно возрастают, когда 0→ε . Их можно разбить на 
две группы в зависимости от их поведения при 0→ε . 
1) 0→kεμ  при 0→ε ; 2) constk →εμ  при 0→ε      
 Отметим, что в принципе возможна ситуация, когда 

∞→kεμ  при 0→ε . Аналогично тому как в изотропном 
случае [8], можно доказать, что это ситуация несу-
ществима. 
 Определим такие kμ , которые соответствуют слу-
чаю 1) Допустим, что главный член асимптотики имеет 
вид 

βεμμ −= 0kk , ( )10 OHk = , 10 << β                 (3.14) 
Подставляя (3.14) в (3.12) и сохраняя только главные чле-
ны, для 0kH  получаем следующее предельное уравнение 

( ) ( )[ ] ( )[ ]×+++− − βββ εεελ 26
0

2
0

2
0

222
0

2
00000 3

1 OHGEOHGbGE kk  

( )[ ] 0,max 428462 =+× −−− βββ εεε O                   (3.15) 

 Рассмотрим три случая: 
2
10 << β , 

2
1

=β , 1
2
1

<< β . 

 В первом и третьем случаях, переходя в (3.15) к 
пределу при 0→ε , получаем 00 =kH , что противоречит 
предположению (3.14). Во втором случае имеем 

( )[ ] 03 4
0000

2
00

2
000 =+− kk HGEbGHGE λ                       (3.16) 

Отыскиваем kμ  в виде 

( )...210
2/1 +++= −

kkkk εμμεμεμ   ( )6,5,4,3=k      (3.17) 
После подстановки (3.17) в (3.12) получаем 

00 kk H=μ , 01 =kμ ,  
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( )( ) }2
00100 25 GGGE −−× ν                                                  (3.18) 

Как видно, из (3.16), (3.18), в этом случае при 

0
2
0 G<λ  получаем четыре комплексных корня, а при 

0
2
0 G>λ  имеем два действительных и два чисто мнимых 

корня. Чисто мнимым корням соответствуют проникаю-
щие решения. 

Для построения асимптотики нулей третьей группы 
отыскиваем kμ  в виде 

( )121 Okk λεδμ += −   ( ),...8,7=k                            (3.19) 
Однако, как было отмечено в §1 в зависимости от 

характеристик материала 021 ,,, Gννν  и параметра частоты 
λ , параметры 21,qq  в уравнении (3.8) принимают 
различные значения, что влечет за собой  различные 
записи решений через функции Бесселя. Это в свою 
очередь приводит к различным асимптотическим представ-
ления функции Бесселя. Отметим, что в данном случае 
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Рассмотрим следующие возможные случаи 
а) 0~

1 >q , 0~~
2

2
1 ≠− qq   ks δα 12,1 ±= ,  ks δα 24,3 ±=  

2
2

112,1
~~~ qqqs −±= , 2
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~~ qq >  

2
1212,1

~~~ qqiqis −±=+= βχ ,  2
2

1
~~ qq <  

б) Корни характеристического уравнения кратные 

kpδαα == 4,32,1 , 0~
1 >q , 0~~

2
2

1 =− qq , 1
~qp =  
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0~
1 <q , 0~~

2
2

1 ≠− qq ;  kis δα 12,1 ±= , kis δα 24,3 ±=  

2
2

112,1
~~~ qqqs −±= ,  2

2
1

~~ qq >   

2
1212,1

~~~ qqiqs −±= ,  2
2

1
~~ qq <  

с) 0~
1 <q , 0~~

2
2

1 =− qq , kipδαα == 4,32,1 , 1
~qp =  

В случаях а) и б) после подстановки (3.19) в (3.9) и 
преобразования его с помощью асимптотических разложе-
ний ( )xJ k , ( )xYk  для kδ  соответственно получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsin 12121212 =−+±+− kk ssssssss δδ   (3.20) 
022sin =± kk sh χδββδχ                                   (3.21) 

022sin =± kk pp δδ                                              (3.22) 
Что касается случаев б) и с), то для них результаты 
получаются из случаев а) и б) формальной заменой pss 21,  
на ipisis ,, 21  соответственно. Эти уравнения совпадают с 
уравнениями определяющими показатели краевых эффек-
тов Сен-Венана в теории трансверсально-изотропных 
толстых плит [37]. Там же проведено исследование корней 
этих уравнений. Характер этих корней существенно 
влияют на общую картину напряженно-деформированного 
состояния оболочки. В случае существенный анизотропии, 
имеющей место при достаточно больших значениях 0G , 
погранслои Сен-Венана затухает весьма слабо и решения 
типа погранслоя следует причислить к проникающим  
решениям. Поэтому в этом случае напряженно-деформи-
рованные состояния трансверсально-изотропной и изо-
тропной оболочки сильно отличаются. 
 Покажем, что уравнение (3.12) имеет еще два огра-
ниченных нуля со следующими асимптотическими свой-
ствами. 
 Допустим, что главные члены асимптотики kμ  и 0λ  
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имеют вид:   
βεμμ 0kk = , qελ Λ=0 , 0>β , 0>q                           (3.25) 

 Подставляя (3.23) в (3.12), из условия непротиво-
речивости построенного асимптотического процесса полу-
чаем, что возможен только случай β=q . Ищем kμ  в виде 

...,3
10 ++= q

k
q

kk εμεμμ  qελ Λ=0                            (3.26)  
После подстановки (1.98) в (1.86) получаем 

( ) 2/1
000 GEik Λ±=μ , ( ) 2/3

00
312

11 2 −− Λ±= GEik νμ , 1−=i  
Этим корням соответствуют сверхнизкочастотные 
колебания цилиндра. 

Рассмотрим особые случаи: а) 0
2
0 G=λ ; б) 0

1
0

2
0 Gb−=λ ; 

в) 0=μ . 
Случай 0=μ  соответствует толщинным резонансам 

полого цилиндра, представляет  самостоятельный интерес 
и будет рассмотрен позже.  

В случае а) уравнении (3.12) надо положить 0
2
0 G=λ . 

Отыскиваем pμ  в виде 

...3/1
1

3/1
0 ++= − εμεμμ ppp   ( )6,1=p                (3.27)   

После подстановки (3.27) в (3.12) с учетом 0
2
0 G=λ  

имеем: 
03 2

0021
6

0 =+ −Ebp ννμ

( ) ( ) ( )[ ]00
1

11100
1

001 1213 GEGEbGE pp νννμμ +−+++−= −−  
Что касается нулей, определяемых (3.20), (3.21), (3.22), то 
они остаются верными в этом случае. Таким образом, в 
случае 0

2
0 G=λ  мы получаем шесть нулей (два из которых 

чисто мнимые), растущих как 3/1−ε  при 0→ε  и счетное 
множество нулей, определяемые формулой (3.20), (3.21), 
(3.22) установим связь нулей, определяемых формулами 
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(1.99), с нулями, определяемыми (3.13), (3.17). Для этого 
изучим поведение нулей уравнения (1.86) в окрестности 

0
2
0 G=λ . 

 В уравнении (3.12) полагая αελ 00
2
0 CG =−  ( )0>α , 

βεμμ −= 0kk  и сохраняя только главные члены имеем 

( ) ( ) +−+−= − 2
000

22
00000 1,, GbbCbGEAD k

βαεμελμ    

( ) ( ) { +++−+ −− βαα εμεε 626
0

2
0

2
0

12
0000 321 kGEOCGbb  

( ) ( )[ ] ++−++++ −− βεμννν 424
000

1
1110

2
00 1212 kGEGEbGE  

( )[ ]} 0,max 8422 =+ −− ββ εεO                                   (3.28) 

Легко установить, что здесь возможны следующие случаи: 
1) βα 2=   3/20 <<α  
Отыскиваем kμ  в следующем виде 

3
20...

2
10...

2
72

1
2/

0

2/1
1

2/
0

<≤+=

<<+=

−−

−

αεμεμμ

αεμεμμ

α
α

α

kkk

kkk

                   (3.29) 

Подставляя (3.29) в (3.28), получаем 

( ) 1
00021

2
0

−= ECGk ννμ , ( )( ) 1
0001 221 −−= kk Eb μμ   

2
10 <<α  

( )( ) ( ) 14
0

2
000

4
0

3
2

3
1

1
0001 6221

−− +−= CEbGEb kkk μννμμ  
2
1

=α  

( ) 14
0

2
000

4
0

3
2

3
11 6

−
= CEbG kk μννμ , 

3
2

2
1

<<α  

Видно, что это есть нули, определяемые (3.13), которые 
здесь становятся  растущими при 0

2
0 G=λ . При этом в 

зависимости от знака 0C  они могут быть действительными 
или чисто мнимыми. 
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2) βα 2= , 
3
2

=α .   В этом случае из (3.28) получаем 

...3/1
1

3/1
0 ++= − εμεμμ kkk                                            (3.30) 

где             ( ) 033 2
0021

2
00

1
000

6
0 =− −− EbCGEb kk ννμμ  

( )[ ] ( ){ +−−= −− 1
0000

14
0000001 212 EbbCGEbC kkk μμμ  

( ) ( )[ ] }4
000

1
1110

2
0 121

3
2

kGEGEbG μννν +−++++ −  

Здесь получаем шесть нулей, два из которых 
соответствуют нулям, определяемыми из (3.13). Остальные 
четыре нуля соответствуют нулям, определяемыми (3.17). 
Эти группы нулей при 00 →C  полностью совпадают с 
нулями, определяемыми из (3.27). 
 Если в (3.15) положить αελ 00

2
0 CG =− , эти нули 

полностью совпадают с нулями, определяемыми из (3.17). 

3) βα 42 −= , 
3
2

2
1

<<α  

В это случае имеем 

...4
5

2
1

1
2/1

4
0 ++=

−−
αα

εμεμμ kkk                                      (3.31) 
где  

( ) 03 1
0000

4
0 =− −GEbGkμ , ( ) 1

0000211 4 −−= kk ECG μννμ  

Если в (3.15) положить αελ 00
2
0 CG =− , эти нули 

полностью совпадают с нулями, определяемыми из (3.17). 

4) 
3
1

=β , 
3
2

>α  

...1
1

3/1
0 ++= −− αεμεμμ kkk                                              (3.32) 

03 2
0021

6
0 =+ −Ebk ννμ , ( ) 1

000001 2 −= kk GEbC μμ  
Эти группы нулей при 00 →C  совпадают с нулями, 

определяемыми из (3.27). 
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Отметим, что столь необычное поведение нулей 
дисперсионного уравнения в изотропном ( )12

0 →λ  подроб-
но изучено в [1]. Анализ соответствующих форм коле-
баний показывает, что при 0

2
0 G<λ  характер интегралов 

динамической теории упругости качественно остаются 
таким же, как в статической теории упругости. При 

0
2
0 G>λ  характер интегралов динамической теории упру-

гости резко отличаются от характера статических интег-
ралов теории упругости. Поэтому естественно считать 

0
2
0 G=λ  “переходной” точкой, в которой происходит изме-

нение характера динамических интегралов теории упру-
гости.  

В случае б) 0
1

0
2
0 Gb−=λ  нули, определяемые из (3.13), 

исчезают, а нули,  определяемые из (3.17) принимают вид  
03 2

2
4
0 =− νμk , 01 =kμ ,  

( ) ( )( ){ +−+= −
100

2
2

1
002 1410 νννμμ GEb kk  

( ) ( ) ( )[ ] }1
001

1
110

1
001000 15110 −−− +−+−−++ EGGEbEGGEb νννν  

Таким образом, в этом случае мы получаем четыре 
растущих нуля, два из которых чисто мнимые. Что 
касается нулей, определяемых  (3.20), (3.21), (3.22) то они 
остаются верным и в этом случае.  

Рассмотрим случай, когда параметр частоты 2λ  
безгранично растет при 0→ε . Такие колебания будем, 
следуя [1] называть сверхвысокочастотным. Можно 
показать, что все нули функции (3.11) безгранично растут, 
когда ∞→λ  при 0→ε . Здесь отдельно рассмотрим 
следующие предельные случаи: 1) 0→λε при 0→ε ; 2) 

const→λε  при 0→ε ; 3) ∞→λε при 0→ε . 
Определим такие kμ , когда 0→kεμ  при 0→ε . Допус-

тим, что главные члены асимптотики kμ  и λ  имеют вид 
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βεμμ −= 0kk , q−Λ= ελ0 , ( )10 Ok =μ , ( )1O=Λ  
10 << β , 10 << q                                                (3.33) 

Легко показать, что β≤q . Отдельно рассмотрим случай, 
когда β=q  и β<q . 
 В первом случае ищем kμ  в виде 

1
2
1...

2
10...,

32
20

010

<≤++=

<<Λ=++=

−−

−−

βεμεμμ

βελεμεμμ

ββ

βββ

kkk

kkk
        (3.34) 

После подстановки этих разложений в (3.12) получаем 

( ) 2/11
0

1
000

−−Λ±= GEbikμ , ( ) 1
0

2
21 2 −= kk μνμ   

2
10 << β  

( ) ( ) 1
41

000
1

0
2
21 62 γμμνμ Λ+= −− GEkkk   

2
1

=β  

( ) 1
41

0001 6 γμμ Λ= −GEkk ,  1
2
1

<< β  

( ) ( ) ( ) ( )−++−+−+−= −−−− 1
110020

1
1

1
0

2
0

1
01 2141222 bbbbEGGbE νννγ

( ) ( ) ( )−++−+−−−− −−− ννννννν 14121 1
0

22
0

1
0

2
2111 GGE  

( )( )1
021 114 −++− Gννν  

 В случае β<q , подставляя (3.33) в (3.12) и 
сохраняя только главные члены, для 0kμ  и Λ  получаем 
следующее предельное уравнение 
( ) ( )[ ] ++Λ−= −−− qq

k OGEAD 22222
0

2
00,, ββ εεμελμ  

( )[ ]{ } 0,max3 6222226
0

2
0

2
0

1 =++ −−−− βββ εεεμ q
k OGE  
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Отсюда получаем, что 12 −= βq . Из условия 0>q  полу-

чаем, что 
2
1

>β . Отметим, что случай 0=q , который 

соответствует значению 
2
1

=β , исследован выше. 

 Отыскивая kμ  в виде 

βββ ελβεμεμμ 2123
10 ,

3
2

2
1..., −−− Λ=<<+= kkk          (3.35) 

1
3
2...,32

10 <≤++= −− βεμεμμ ββ
kkk  

и после подстановки в (3.12) имеем 
( ) 03 1

00
2

0
4
0 =Λ− −GEbkμ  

( ) 0
1

0
2

1 4 kk G μμ
−

Λ−= ,  
3
2

2
1

<< β  

( ) ( ) 2
21

0000
1

0
2

1 204 γμμμ Λ−Λ−= −−
kkk GEG   

3
2

=β  

( ) 2
21

0001 20 γμμ Λ−= −
kk GE ,  1

3
2

<< β  

( ) ( ) ( )( )10001
1

101002 1811010125 ννννγ −+−+−+−= − GEGGGEGb
 
Итак, в этом случае мы получаем четыре нуля растущих 
как βε − , два из которых действительные, два– чисто 
мнимые. Чисто мнимые нуля соответствуют так 
называемому нерегулярному вырождению. 
 Отметим, что здесь возможен еще случай 

( )βεδεμ 211 −− += Okk , βελ −Λ=   10 << β    
Нетрудно видеть, что в этом случае в первом члене 
асимптотики получаем нули определяемые формулами 
(3.20), (3.21), (3.22). 
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 Следовательно, в случаях βελ −Λ= и βελ 21−Λ=  мы 
получаем, соответственно, два и четыре нуля, растущих 
как βε − , и счетное множество нулей, растущих как 1−ε . 
 Для построения асимптотики второй группы нулей, 
задавая 1−= ελ s , отыскиваем kμ  в следующем виде 

( )εδεμ Okk += −1 , 1−= ελ s                                        (3.36) 
После подстановки (3.36) в (3.9) и преобразования его с 
помощью асимптотических разложений функции Бесселя 
при больших значениях аргумента для kδ  получаем 
следующее уравнение 

( )×− kkkkkk hh 1212221211 coshsinhcoshsinh χχ  
( ) 0coshsinhsinhcosh 2112221211 =−× kkkkkk hh χχ   (3.37) 

где nknkh τ= ,  nkτ – корни квадратного уравнения 

( ) ( )[ ] +++−−− τδτ 2
11

2
13

2
133311

2
11 12 sbbbbbb k  

( )( ) 022
33

22 =+++ sbs kk δδ                                      (3.38) 

( )( ) −++−= 4
11

2222
133311 sbshbbb kmkmj δχ  

( ) 24
33

2
13

2
11 2 sbbhb kkjk δδ ++− , 2,1, =jm , jm ≠ . 

При выводе формул (3.37) предполагалось, что 
корни уравнения (3.38) действительные и простые. Как и 
выше аналогично рассматривается другие случаи.  

При заданных λ  трансцендентное уравнение (3.37) 
определят счетное множество корней kδ . Отметим, что 
уравнение (3.37) в изотропном случае полностью перехо-
дит в уравнение Релея-Лэмба [1]. 

В случае 3) обозначая kεμ  через kx , ελ  через y , в 
первом члене асимптотики опять получаем уравнения 
(3.37). Таким образом, и в случае 1>β  уравнение (3.37) 
остается в силе.  
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3. Предполагая, что ε  является малым параметром, 
приведем асимптотическое построение однородных реше-
ний, соответствующих различным группам корней диспер-
сионного уравнения. Решение, соответствующие группам 
корней, определяемым формулами (3.13), (3.17), (3.26), 
(3.34) и (3.35), в первом члене асимптотики совпадают с 
известными решениями прикладной теории оболочек, 
поэтому они здесь не приводится.  

В первом члене асимптотических разложений 
амплитудные значения решений соответствующие нулям 
(3.20), (3.21), (3.22) полностью совпадают с решениями 
(1.28), (1.29), (1.30) и поэтому здесь не приводится.  

Полагая εηρ +=1 , 11 ≤≤− η  и раскладывая по 
малому параметру ε , приведем выражения для перемеще-
ний сверхвысокочастотных колебаний цилиндра. Что же 
касается напряжений, то они могут быть определены с 
помощью обобщенного закона Гука. (отметим, что здесь 
приводится амплитудные значения перемещений). 

( )( )[ ×++−+= 22
213

2
33

2
1

22
330 ShbbhSbRU kkkkrk δδε  

( )( )×++−+−× 22
113

2
33

2
2

22
3312 coshcosh ShbbhSb kkkkkk δδη

( )]
dz

dmO k
kk εη +× 21 coshcosh                               (3.40)  

( ) ( )[ −+++= ηδδ kkkkkzk ShbbbRU 12
22

213
2

33
2

130 sinhcosh1

( ) ( )] ( )zmOShbb kkkkk εηδ +++− 21
22

113
2

33 sinhcosh  
где  
( ),...7,5,3=k , kδ – нули функции 

kkkkkk hh 12221211 coshsinhcoshsinh −χ  
Выражения для ,...6,4,2=k  получаются из (3.40) заменой 

"cos" x  на "sin" x , "sin" x  на – "cos" x соответственно.  
 Важно отметить, что решения определяемые форму-
лами (3.40) в прикладной теории оболочек отсутствуют. 
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Их роль в теории оболочек в изотропном случае достаточ-
но подробно обсуждена в работе [1]. Как и в изотропном 
случае, можно доказать, что и в случае трансверсально-
изотропного цилиндра обобщенное условие ортогональ-
ности однородных решений (1.44) остается в силе. 
 При удовлетворении граничных условий на торцах 
цилиндра, обобщенное условия ортогональности однород-
ных решений (1.44), не позволяют полностью решить 
вопрос о точном удовлетворении этих граничных условий.    
 По-видимому, в общем случае, кроме сведения к 
бесконечным системам алгебраических линейных уравне-
ний здесь ничего нельзя предложить. Тем не менее, при 
специальных условиях опирания, обобщенное условие 
ортогональности однородных решений позволяет пред-
ставить решение в форме ряда, коэффициенты которого 
определяются точно [1]. Кроме этого, условие (1.44) может 
оказаться полезным при решении бесконечных систем 
уравнений, так как они позволяет всегда удовлетворять 
одно из граничных условий на торцах цилиндра точно.  
 Процесс сведения краевых задач теории упругости к 
решений бесконечных систем общеизвестен. Поэтому 
здесь на них подробно останавливаться не будем. 
 Отметим, что в настоящей работе построена сис-
тема однородных решений для снятия нагрузки с торцевой 
части границы цилиндра. 
 Снятия нагрузки с боковых поверхностей цилиндра, 
когда там  заданы неоднородные граничные условия мож-
но осуществить с методами и приемами разработанными в 
работах [4,14]. 
 4. Теперь для сравнения приведем здесь анализ 
дисперсионных уравнений, получаемых по теориям Кирх-
гоффа-Лява и С.А.Амбарцумяна.  Следует отметить, что 
трансверсально-изотропная оболочка по теориям Кирх-
гоффа-Лява и С.А. Амбарцумяна (в системе координат 
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rz ,,ϕ ) в наших системах координат zr ,,ϕ  ведет себя как 
ортоторпная оболочка. 
 В первом случае уравнения движения в пере-
мещениях имеет вид [39] 

2

22
0

4

4

2
0

11
2212

2

22
0

122

2

11

t
w

G
hgRw

R
Dwcuc

t
u

G
hgRwcuc

l

l

∂
∂

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

++
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

ξξ

ξξ
                    (3.41)     

здесь ( )tsuu ,= , ( )tsww ,=  компоненты вектора переме-
щения вдоль образующей и по толщине соответственно. 

( ) 1
00011 12 −+= hbEGc ν , ( ) 1

0022 12 −+= hbGc ν ,  

( ) 1
00112 12 −+= hbGc νν , 11

21
11 3 chD −=  

Решение системы (3.41) будем отыскивать в виде  
tiAeu ωμξ += , tiBew ωμξ +=  

Из условия существования нетривиальных решений полу-
чаем следующее дисперсионное уравнение 

( )( ) ( )( ) ( )( ) 0,
3
1,,, 2

010000 =+= ελμλμελμ kkk DDbD         (3.42) 

где ( )( ) ( )0000 ,, λμλμ DD k =  
( )( ) ( )01

42
0000

62
0

2
001 ,, λμμλμλμ DGEbGED k ≠+=  

Здесь мы не будем останавливаться на всех случаях, 
разобранных выше. Проведем асимптотический анализ 
дисперсионного уравнения Кирхгоффа-Лява и С.А.Амбар-
цумяна для наиболее благоприятных случаев этой теорий. 
Из (3.42) можно получить следующие группы нулей 

1. ...2
20 ++= εμμμ kkk   ( )2,1=k                                    (3.43)   

( )( ) ( ) 0,, 000000 == λμλμ kk
k DD  

( )[ ] ( )( ) ≠−=
−

001
1

00
2
00002 ,6 λμμλμ k

k
kk DGGEb  



 64

( )[ ] ( )001
1

00
2
0000 ,6 λμμλ kk DGGEb

−
−≠  

2. ...3
10 ++= q

k
q

kk εμεμμ , qελ Λ=0 , 0>q                    (3.44) 

( ) 2/1
000

−Λ±= GEikμ , ( ) 2/3
00

132
11 2 −−Λ±= GEik νμ  

3. ( )...20
2/1 ++= −

kkk εμμεμ                                              (3.45) 

( )( ) 03 1
00

2
000

4
0 =−+ −GEGbk λμ  

( )[ ] 1
0

2
00

2
0

2
22 4

−
−= kk G μλλνμ  

 Теория С.А. Амбарцумяна. В этом случае 
уравнения движения имеет вид [39]  

2

22
0

2
0

3

2212

2

22
0

122

2

11

12 t
w

G
ghRRhwcuc

t
u

G
ghRwcuc

l

l

∂
∂

−=
∂
∂

−+
∂
∂

∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

ξ
ϕ

ξ

ξξ
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Отыскивая решение системы (3.46) в виде: 
tiAeu ωμξ += , tiBew ωμξ += ,  tce ωμξϕ +=  

получаем следующие дисперсионное уравнение: 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ] 0,,14,, 2

01000
2

0
2

0 =++= − ελμλμνελμ AAA DDbbD  (3.47) 
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Из (3.47) можно поучить следующие группы нулей 
1. ...2

20 ++= εμμμ kkk                                                     (3.48) 
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( )( ) ( ) 0,, 000000 == λμλμ kk
A DD  

( )[ ] ( )( ) ≠−=
−

001
1

00000
2
02 ,6 λμμλμ k

A
kk DGEbG  

( )[ ] ( )001
1

00000
2
0 ,6 λμμλ kk DGEbG

−
−≠  

2. ...3
10 ++= q

k
q

kk εμεμμ , qελ Λ=0 , 0>q                   (3.49) 

( ) 2/1
000

−Λ±= GEikμ , ( ) 2/3
00

132
11 2 −−Λ±= GEik νμ  

3. ( )...20
2/1 ++= −

kkk εμμεμ                                             (3.50) 
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0 =−+ −GEGbk λμ  

( )[ ] ( )( )[ ] 1
000

2
00

1
0

2
00

2
0

2
22 5134 −−

−++−= kkk GEGG μλνμλλνμ  
Сравнивая (3.43), (3.44), (3.55) и (3.48), (3.49), (3.50) с 
точным разложением (3.13), (3.26), (3.17) получаем, что 
первые члены разложения совпадают, последующие же 
члены существенно различаются. Правда, в случае сверх-
низкочастотных колебаний совпадают уже два члена раз-
ложений и это естественно.   
 Что же касается нулей дисперсионного уравнения, 
определяемых формулами (3.20), (3.21), (3.22) и (3.37), то 
их определение по теориям Кирхгоффа-Лява и С.А.Амбар-
цумяна не возможно. А ведь именно в них проявляется 
качественная различая теория анизотропных оболочек от 
изотропного. 
 Численное реализация было выполнена для полых 
магниево, кадмиевых цилиндров с  

357.0=ν , 252.01 =ν , 226.02 =ν , 021.10 =G           и 
116.0=ν , 254.01 =ν , 722.02 =ν , 231.20 =G  

соответственно. 
 Целью анализа было сравнить корни μ  уравнений 
дисперсии (3.12) (трехмерная теория) (3.42) (теория Кирх-
гофа-Лява) и (3.47) (теория Амбарцумяна) для того чтобы 
оценить относительную погрешность этих прикладных 
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теорий. Диапазон вариации параметра 0λ  был выбран, 
принимая во внимание следующие ограничения: ( )10 O=λ , 

0
2
0 G>λ , 1

0
2
0

−> bGλ . Этот диапазон соответствует случаю, 
когда корни kμ  ( )2,1=k  уравнений (3.12), (3.42), (3.47) 
чисто мнимые и имеют равные модули и среди корней kμ  
( )6,3=k  с равными модулями имеются два чисто мнимых 
и два действительных корня (заметим, что чисто мнимые 
корни соответствуют проникающим решениям уравнений 
движения). Был принят во внимание тот факт, что для 
трансверсально-изотропного материала имеет место 
отношение ( )ν+= 12/EG  
Чтобы характеризовать относительную точность 
прикладных теорий, представлены следующие параметры: 

( )
( )

( )2,1%1001 =
−

=Δ k
k

kp
kkkp

μ
μμ , 

( )
( )

( )63%1002 −=
−

=Δ k
k

kp
kkkp

μ
μμ  

( )
( )

( )2,1%1001 =
−

=Δ k
k

A
kkA

μ
μμ , 

( )
( )

( )63%1002 −=
−

=Δ k
k

A
kkA

μ
μμ  

Здесь kμ  ( )2,1=k  и kμ  ( )63−=k  являются корнями 
уравнения (3.12), определяемыми соотношениями (3.13) и 
(3.17) соответственно; ( )kp

kμ  ( )2,1=k  и ( )kp
kμ  ( )63−=k  и 

являются корнями уравнения (3.42), определяемыми соот-
ношениями (3.43) и (3.45), а ( )A

kμ  ( )2,1=k , ( )A
kμ  ( )63−=k  

являются корнями уравнения (3.47) определяемыми 
формулами (3.48) и (3.50). 
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Отсюда, величины ( )kp
1Δ ,  ( )kp

2Δ  и , ( )A
1Δ

( )A
2Δ  характеризуют 

относительную погрешность вычисляемая корней 
уравнения (3.12) на базе теорий Кирхгофа-Лява и 
Амбарцумяна соответственно. 
 Рисунки (1.2), (1.3) представляют результаты 
вычислений для магниевого полого цилиндра с 
различными значениями безразмерного параметра ε – 
толщины стенки. Подобные данные для кадмиевого 
цилиндра представлены на рисунках (1.3). 

Из рисунка 1.3 следует, что точность в определении 
первых двух корней (3.13) уравнения (3.12) для магниевой 
цилиндра на базе теории Кирхгофа-Лява и Амбарцумяна 
практически идентична, в то время вычисления четырех 
корней (3.17) уравнения (3.12) на базе теории 
Амбарцумяна дает меньшую погрешность, чем на базе 
теории Кирхгофа-Лява. Для кадмиевых цилиндров 
(рис.1.3) такой же вывод может быть получен по 
отношению к первым двух корням (3.13) уравнения (3.12), 
в то время данной для четырех (3.17) уравнения (3.12) 
показывают, что теория Кирхгофа-Лява является более 
точной. Рисунки 1.2 и 1.3  также показывают, что для 
обоих материалов точность в определении всех шести 
корней (3.13), (3.17) уравнения (3.12) на базе 
вышеупоминутых теорий возрастает с уменьшением 
безразмерного параметра ε .  
 В заключении отметим, что в частном случае 10 =G  
эти результаты совпадают с результатами [1], где был 
рассмотрен соответствующий изотропный случай.     
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 § 4. Свободные колебания трансверсально- 
                   изотропного полого цилиндра  
 
 В рамках данной статьи мы ограничимся лишь 
некоторыми сведениями в основном, использующими в 
своих построениях малость толщины оболочки по 
сравнению с другими ее размерами. Среди этих методов 
особое место занимает асимптотический метод, так как по 
самой своей сути, теория оболочек является наукой 
асимптотической. 
 В настоящем параграфе предлагается 
асимптотический процесс для нахождения частот 
свободных осесимметричных колебаний трансверсально 
изотропного полого цилиндра (случай наиболее 
благоприятный для двумерных теорий). Подробно 
асимптотический процесс строится для цилиндра со 
свободными боковыми поверхностями и шарнирно 
опертого по торцам. 
 Эта задача рассматривается как модельная, 
характеризующая особенности частотной характеристики 
анизотропной оболочки с позиции трехмерной теории 
упругости. 
   Приводится сравнение результатов, полученных по 
теориям Кирхгофа-Лява и С.А.Амбарцумяна, с 
результатами, полученными по трехмерной анизотропной 
теории упругости. Получены две частоты, в первом члене 
асимптотических разложений совпадающие с частотами, 
определяемыми по двумерной теории оболочек, и счетное 
множество частот, которые в двумерной теории оболочек 
отсутствуют.  
 1. Рассмотрим осесимметричную динамическую 
задачу теории упругости для трансверсально-изотропного 
полого цилиндра. 
 Пусть цилиндр занимает объем  
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[ ] [ ] [ ]{ }llzRRr ,,2,0,, 21 −∈∈∈=Γ πϕ  
Уравнения колебаний в перемещениях имеют вид [16]: 
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здесь ( ) ( )zr uuzrRuu ,,,,,, 1
0
−=ξρξρ , – 

параметр частоты; 

21
1

2
0

2 ωλ −= GgR
ω – частоты колебаний; 

( 210 2
1 RRR += )– радиус срединной поверхности, g – 

плотность материала; ( )21011 12 νν−= Gmb ; 

( )νν += 12 1013 Gmb ; ( )2
1033 12 νν −= Gmb ; 01112 2Gbb −= , 

, , 1
1

0 EEE −= 1
10
−= GGG 1

1
02 νν −= E – безразмерные 

величины; ; G 111 ,,,, EEG νν – упругие константы; 

2121 ννν −−=m , 
ρρρ ∂
∂

+
∂
∂

=Δ
1

2

2

0 . 

 Предполагаем, что на границах выполняются 
следующие краевые условия 

0=ru , 0=rzτ  при lz ±=                                     (4.2) 
0=rσ , 0=rzτ  при ( 2,1 )== nnρρ                   (4.3) 

Решение системы (4.1)-(4.2) строим в виде 
( ) ρξρρ sinuu = , ( ) ρξρξ coswu = ,                     (4.4)  

l
mp π

=  

Подставляя (4.4) в (4.1), (4.3) получаем 
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Отметим, что при написании (4.6) использованы 
соотношения упругости для трансверсально-изотропного 
цилиндра [11]. 

Не вдаваясь в подробности, приведем 
окончательное решение уравнения (4.5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ] 2

20210113

21
2
2

2
011

2
1

2
0

1 pzzbw

zazau

ρααρααρ

ρααρααρ

++=

−+−=
             (4.7)  

здесь , 2
33

22
0 pba −= λ ( ) ( ) ( )αραραρ kkk YCJCz 21 +=  

функции ( )αρkJ , ( )αρkY – линейно-независимые решения 
уравнения Бесселя; – произвольные постоянные, 21,CC

nn t=α , – корни квадратного уравнения nt

02 21
2 =+− qtqt                                                              (4.8) 

    ( ) ( )[ ] 2
13

2
133311

2
1

1
111 21 pbbbbbbq −−−+= − λ  

    ( ) 2
0

221
112 apbq −= − λ , nn S±=α ,   ( ) 2

2
11 1 qqqS n

n −−−=  
Из условия (4.6) получаем частное уравнение 
относительно : 2λ

( ) 0,,, 21
2 =Δ ρρλ p                                                               (4.9) 

Положим  
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ερ −=11 , ερ +=12 , 
00

12 22
R
h

R
RR

=
−

=ε                       (4.10) 

Считаем, что ε – малый параметр.  
( ) ( ) 0,,,,, 21

22 =Δ= ρρλελ ppD                                        (4.11) 
Случай  рассматривается отдельно. Как и в 
изотропном случае [9], относительно нулей 

0=p
( )ελ ,,2 pD  

можно сформулировать следующее утверждение: для 
любого конечного ( )( )0при0, →≥= εβε βOpp  
функция ( )ελ ,,2 pD  имеет конечное число нулей со 
следующими асимптотическими свойствами 

( )q
k O ε=Λ ,   0≥q ( )[ ]2112 12 λν −− +=Λ  

Проведем схему доказательства этого утверждения. Для 
этого разложим ( )ελ ,,2 pD  в ряд по ε : 

( ) ( ) ( )⎢⎣
⎡ ++= 22

1
2

00
22 ,

3
1,,, ελλεελ pDpDbApD  

( ) 0...,
45
1 42

2 =⎥⎦
⎤++ ελ pD                                      (4.12) 

Допустим, что главные члены асимптотики kΛ  и p  
имеют вид: 

q
kk ε0Λ=Λ , , qpp ε0= ( )10 Ok =Λ , ( )10 Op = ,  

0≥q ,  0≥β                                                          (4.13) 
Подставляя (4.13) в (4.12) из условия 

непротиворечивости построенного асимптотического 
процесса получаем, что здесь возможен только случай 

 и 0=q β=q . 
Отметим, что здесь и в дальнейшем иногда 

основные интервалы изменения параметров  и q β  будем 
разбивать на подинтервалы, так как в зависимости от того, 
на каком интервале находятся  и q β , нули ( )ελ ,,2 pD  
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имеют различные асимптотические представления 
(рис.1.4). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

q

β  

Рис.1.4 
 
 
В первом случае ( )0,,0 0 >== βε βppq  ищем kΛ  
 в виде ( 1=k )

1...,

10....,

2
2

0

2
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βε

βε β

kkk

kkk                      (4.14)   

После подстановки (4.14) в (4.12) получаем 
1

00
2

0
−=Λ bGk , ( ) ,10,2 0021

2
0

1
002 <<Λ=Λ − βνν GEpbkk  
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+Λ=Λ − βννννν G

b
pEbkk  

( ) ( ) 12
000212 6143

−
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0 
2
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Во втором случае ( )β=q  отыскиваем ( )2=Λ kk  в 
виде 

( )...2
20 +Λ+Λ=Λ ββ εε kkk                                    (4.15) 

Тогда из (4.12) получим 
2
000

2
0 pGEk =Λ , ( ) 4

00
2
021

1
02 2 pGEkk νν−Λ−=Λ  

Эти частоты являются частотами так называемых 
сверхнизко частотных колебаний [1]. 

Наконец рассмотрим случай, когда 0== βq . Ищем 
 в виде: kΛ

...2
2

0 +Λ+Λ=Λ kkk ε   ( )2,1=k                            (4.16) 
Подставляя (4.16) в (4.12) получим 

( ) 0,00 =Λ pD k , 

 ( )[ ] ( )pDbGpGEb kkkk ,26 01
12

000
2

00002 ΛΛ−+Λ−=Λ
−

 
Итак, доказано, что при фиксированных конечных p  
имеется две частоты собственных колебаний. рассмотрим 
случай, когда p  безгранично растет при 0→ε . Здесь 
будем рассматривать следующие предельные случаи: 

0→εp  при 0→ε ; constp →ε  при 0→ε ; ∞→εp  при 
0→ε . 

 Определим вначале такие kΛ  ( )2,1=k , когда 
0→εp  при 0→ε . Для этого опять используем 

разложение (4.12). Допустим, что главные члены 
асимптотики kΛ  и p  имеют вид: 

q
kk

−Λ=Λ ε0 , , βε −= 0pp ( )10 Ok =Λ , ( )10 Op =          (4.17)   
Нетрудно доказать, что β≤q . Отдельно будем 

рассматривать случаи, когда 0=q  и β=q . 
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В первом случае из разложения (4.12) получаем, что 

2
10 << β . Случай 

2
1

=β  рассматривается отдельно. 

Отыскиваем kΛ   ( )1=k  в виде: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤<+Λ+Λ=Λ

3
10...2

2
0 βε β

kkk                      (4.18)  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<+Λ+Λ=Λ −

2
1

3
1...2

42
0 βε β

kkk                  (4.19) 

После подстановки этих разложений в (4.12) получаем 

0
2

0 Gk =Λ , ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≠Λ−=Λ −−

3
12 1

0021
1

002 βνν pGEkk ,  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

Λ
=Λ −

3
1

32
2

0
0

214
0

0

0

0

0
2 βνν p

E
p

b
EG

k
k , 

0
2

0 Gk =Λ , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<

Λ
=Λ

2
1

3
1

6
4
0

00

00
2 βp

b
EG

k
k . 

В случае когда 0=q , 
2
1

=β , получаем: 

...10 +Λ+Λ=Λ kkk ε   ( )2=k                                     (4.20) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=Λ 4

0
0

0
0

2
0 3

1 p
b
EGk . 

( ) ( )[{ ( ) −+−+−−=Λ −−
01

1
10100

1
002 1101012510 GGGEGbGEk νν  

( )( )] ( )[ ( )( )−−−+++Λ−+− 10000
3

0100 5414518 νννν GEGGGE k  

( )] ( ) ( )×−++Λ++−− −
100

2
0001

1
11000 141101010 νννν GEGGGEGGb k

( ) } 2
0

1
00 25 −−Λ−× pG k  

Аналогично в случае β=q  из (4.12) получаем 

....,20 +Λ+Λ=Λ − ββ εε kkk   
2
10 ≤< β ;  1=k ,               (4.21) 
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      ....,32
20 +Λ+Λ=Λ −− ββ εε kkk 1

2
1

<< β ; 

    , 2
0

1
000

2
0 pbEGk

−=Λ ( ) 021
1

002 2 Gbkk νν−Λ=Λ   
2
10 << β , 

    ( ) ( )1021
1

002 2 AGbkk +Λ=Λ − νν , 
2
1

=β ,  

    ,  ( ) Abkk
1

002 2 −Λ=Λ 1
2
1

<< β ,   

     
( ) ( )[ ( ){ −+−+−= −−

01
1

110000
4
000

12
01 122123 GGEGGbbpGEbA νν  

     ( ) ( )] ( ) ( ) }2
110

1
00

1
1100 12114 ννννν −−−++++− −− bGmEbGE  

В случае , 0≠q < βq , подставив (4.17) в (4.12) и сохраняя 
только главные члены, для 0kΛ  получаем следующие 
предельные уравнения.  
 Отсюда получаем 12 −= βq . А из условия  

имеем 

0>q

2
1

>β . Таким образом, 1
2
1

<< β . Отыскиваем 

теперь  в виде kΛ

( ) ( 2...22
20

21 =+Λ+Λ=Λ −− kkkk
ββ εε )                        (4.23) 

 После подстановки в (4.11) получаем 
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( )
( )[

( )( ) ] 2
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1
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1
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1
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1
0100

1
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1
1

1
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3
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1
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2
4
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1
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2
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110101010
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2
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−−−−−

−−−−

−

−

−−+−

−+−+Λ=

Λ+=Λ

≠=Λ=Λ

pGEbGEGE

EEGEbB
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BpGEb

kk

kkk

kkk

νν

νν

β

 

 Рассмотрим второй случай, когда constp →ε  при 
0→ε . В принципе возможен случай 
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( ) ( )11,1
0 >>== − pOpp λε  при 0→ε                  (4.24)   

 Однако, как было отмечено в § 1 в зависимости от 
характеристик материала 021 ,,, Gννν  и параметра частоты 
λ  параметры  в уравнении (4.8) принимают 
различные значения, что влечет за собой различные записи 
решений через функции Бесселя. Это в свою очередь 
приводит к различным асимптотическим представлениям 
функции Бесселя. 

21,qq

 Отметим, что в данном случае 

   
( )

4
02

4
033

1
112

2
01

2
013

2
133311

1
111

~

~2

pqpbbq

pqpbbbbbq

=

=−−=
−

−

 

  Рассмотрим следующие возможные случаи: 
 а)  024,3012,12

2
11 ,,0~~,0~ pSpSqqq ±=±=≠−> αα

  
2

2
1

2
1212,1

2
2

12
2

112,1

~~,~~~

~~,~~~

qqqqiqiFS

qqqqqS

<−±=+=

>−±=

γ
 

 б) Корни характеристического уравнения кратные 
 
 12

2
1104,32,1

~,0~~,0~, qqqqp ==−>== δδαα          

 в) 024,3012,12
2

11 ,,0~~,0~ piSpiSqqq ±=±=≠−< αα  

  
2

2
1

2
1212,1

2
2

12
2

112,1

~~,~~~

~~,~~~

qqqqiqiFS

qqqqqS

<−±=+=

>−±=

γ
  

  с) 104,32,12
2

11
~,,0~~,0~ qpiqqq =±===−< δδαα  

 В случаях а) и б) после подстановки (4.24) в (4.9) и 
преобразовывая его с помощью асимптотических 
разложений ( ) ( )xYxJ kk ,  для  соответственно получаем 0p
( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsin 0121201212 =−+±+− pSSSSpSSSS         (4.25) 
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02sin 00 =± shFppF γγ                                                       (4.26) 
022sin 00 =± pp δδ                                                              (4.27) 

 Что касается случаев в) и с), для них результаты 
получаются из случаев а) и б) формальной заменой 

δ,, 21 SS  на δiiSiS ,, 21 . Как известно [12], [13], эти 
уравнения имеют только комплексные корни. 
Вещественные параметр  не может быть решением этих 
уравнений. Поэтому в этом случае оболочка может 
совершать только вынужденные колебания и 

0p

( ) 0,,2 ≠ελ pD . 
 Рассмотрим случай, когда constp →ε , const→λε  
при 0→ε . Отыскиваем ( ),...4,2,2 =−= kknnλ  в виде 

( ) ( ...2,1, 1
0

1 ==+= −− nppOnn εεδελ )               (4.28) 
 После подстановки (4.28) в (4.9) и преобразования 
его с помощью асимптотических разложений функций 

 при больших значениях аргумента для ( ) ( )xYxJ vv , nδ  
получаем уравнение: 
( )
( ) 0cossinsincos

cossincossin

1212221211

1212221211

=−×
×−

kkkkkk

kkkkkk

HHNHHHNH
HHNHHHNH

  (4.29) 

где nknknkH ττ ,= – корни квадратного уравнения 

( ) ( )[ ] +++−−− τδτ kbpbbbbb 12 11
2
013

2
133311

2
11    

( )( ) 022
033

22
0 =+++ kk pbp δδ                                      (4.30) 

( )( ) ( )
jmjm

pbpbHbbHbbbN kjkkkmkmj

≠=

++−++−=

,2,1,

2 4
033

2
01311

4
11

22
133311 δδδ

 
 При выводе формул (4.29) предполагалось, что 
корни уравнения (4.30) действительные и простые. Как и 
выше, аналогично рассматриваются другие случаи. 

 79



 При заданных p  трансцендентное уравнение (4.29) 
определяется счетное множество корней kδ . Отметим, что 
уравнение (4.29) в изотропном случае полностью 
переходит в частное уравнение Релея – Лэмба, достаточно 
хорошо изученное в литературе [1]. В случае 3), обозначая 
ελ - через x , ελ - через y , в первом члене асимптотики 
опять получим уравнение (4.29). Таким образом, и в случае 

1>β  уравнение (2.20) остается в силе. 
 В случае 0=p  краевая задача разбивается на две 

( ) ( )0,0,0 ≡≡= rzz
ti

r uepau τω                        (4.31)  

 ( ) ( )0,,0 0 ≡==≡= zr
ti

zr epbuu σσσ ϕ
ω       (4.32) 

011
02

11

2

00 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+′+′′ a

pb
a

p
a λ                         (4.33)   

00
12

011 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+′

= npp

a
p

bab                                 (4.34) 

01
0

2
00 =+′+′′ bbb λ

ρ
                                      (4.35) 

00 =′
= n

b ρρ                                                    (4.36) 

 Краевые задачи (4.31)-(4.32) и (4.33)-(4.34) 
описывают толщенные колебания оболочки и с точностью 
до постоянного множителя совпадают с аналогичными 
краевыми задачами в изотропном случае [11]. Поэтому на 
них подробно останавливаться не будем. 
 3. Теперь для сравнения приведем анализ частотных 
уравнений, получаемых по теориям Кирхгофа-Лява и 
С.А.Амбарцумяна. 
 В первом случае частотное уравнение имеет вид 
[39] 

( ) ( ) ( ) 0,
3
1,,, 22

1
2

00
2 =+= ελλελ pDpDbpD kpkpkp        (4.37)  
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где  
 
 ( ) ( )pDpDkp ,, 2

0
2

0 λλ =  

( ) ( )pDpGEbpGEpDkp ,, 2
1

42
000

62
0

2
0

2
1 λλ ≠Λ+−= . 

Из (4.37) можно получить следующие группы нулей. 
1. ...2

20 +Λ+Λ=Λ βεkkk ( )0,1,0 >== βε β kpp                
(4.38) 

    , 1
00

2
0

−=Λ bGk ( ) 2
00021

1
002 2 PGEbkk νν−Λ=Λ   

2.  ...3
20 +Λ+Λ=Λ ββ εε kkk ( )0,,2 0 >== βε βppk           

(4.39) 
  , 2

000
2

0 PGEk =Λ ( ) 4
00

2
021

1
02 2 PGEkk νν−Λ−=Λ      

3.    ...2
20 +Λ+Λ=Λ εkkk ( )2,1=k                                   (4.40)                

        ( ) 0,00 =Λ PD k
kp

       ( )[ ] ( )PDbGPGEb k
kp

kkk ,26 01
12

000
2

00002 ΛΛ−+Λ−=Λ
−

 

4. ...2
2

0 +Λ+Λ=Λ kkk
βε ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤<

3
10 β , ( )βε−= 0PP , ( )1=k      (4.41) 

  ...2
42

0 +Λ+Λ=Λ −
kkk

βε ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ <<

2
1

3
1 β  

0
2

0 Gk =Λ , ( ) 2
0021

1
002 2 −−Λ−=Λ PGEkk νν , 

3
1

≠β  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

Λ
=Λ −2

0
0

214
0

0

0

0

0
2 32

P
E

p
b
EG

k
k

νν , 
3
1

=β  

4
0

00

00
2 6

p
b

GE
k

k Λ
=Λ , 

2
1

3
1

<< β  

5. ...10 +Λ+Λ=Λ kkk ε   ( )1=k                                         (4.42) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=Λ 4

0
0

0
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2
0 3

1 P
b
EGk  
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( ) 021
12

001 2 kk PE Λ−=Λ
−

νν  

6. , ...20 +Λ+Λ=Λ − ββ εε kkk 2
10 ≤< β   ( )2=k              (4.43) 

...32
20 +Λ+Λ=Λ −− ββ εε kkk , 1

2
1

<< β  

2
0

1
000

2
0 PbGEk

−=Λ , ( ) 021
1

002 2 Gbkk νν−Λ=Λ   
2
10 ≤< β  

2
0

1
000

2
0 PbGEk

−=Λ , 02 =Λk   1
2
1

<< β  

7. ...43
2

21
0 +Λ+Λ=Λ −− ββ εε kkk ( )2,0 == − kPP βε , 1

2
1

<<β   (4.44) 

( ) 4
000

1
0

2
0 3 PGEbk

−=Λ , 02 =Λk , 
3
2

≠β  

( ) 4
000

1
0

2
0 3 PGEbk

−=Λ , ( ) 0
1

02 2 Gkk
−Λ=Λ , 

3
2

=β  

 Частотное уравнение по теории С.А.Амбарцумяна в 
наших обозначениях имеет вид [39] 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0,,14,, 22
1

2
00

2
0

22 =++= − ελλνελ pDpDbbpD AAA   (4.45) 
Отметим, что 

( ) ( )pDpDA ,, 2
0

2
0 λλ = ; 

( ) ( )( )
⎩
⎨
⎧

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Λ−Λ−+−−= 42

000
2

0
6

0000
2

1 3
11

5
4

3
1, PbGEGPGEGEpDA νλ

 

( ) ( ) ( )pDPbG ,1
5
4 2

1
22

00
2 λν ≠

⎭
⎬
⎫Λ−Λ++ . 

Из (4.45) можно получить следующие группы нулей: 
1.   ...2

20 +Λ+Λ=Λ βεkkk ( )1,0 == kpp βε                    (4.46) 
1

00
2

0
−=Λ bGk , ( ) 2

00021
1

002 2 PGEbkk νν−Λ=Λ , 0>β  
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 Сравнение (4.38) и (4.46) с точным разложением 
(4.14) показывает, что при 10 << β  теория Кирхгофа-Лява 
и теория С.А.Амбарцумяна правильно определяет два 
члена разложений корней частотного уравнения. 
 При 1≥β  прикладная теория оболочек не только 
неправильно определяет второй член, но и искажает 
порядок второго члена разложений. 
2.  ...3

20 +Λ+Λ=Λ ββ εε kkk ( )2=k  , βε0PP = 0>β     (4.47)  
2

000
2

0 PGEk =Λ , ( ) 4
00

2
021

1
02 2 PGEkk νν−Λ−=Λ  

В этом случае, естественно, теория Кирхгофа-Лява и 
теория С.А.Амбарцумяна правильно определяют два члена 
разложений корней частотного уравнения. 

3.  ...2
20 +Λ+Λ=Λ εkkk ( )2,1=k                                   (4.48)    

         ( ) 0,0 =Λ pD k
A

( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ΛΛ−+Λ−=Λ

−
pDbGpGEb k

A
kkk ,22 01

12
000

2
00002 .  

Сравнение (4.40) и (4.48) с точным разложением (4.16) 
показывает, что теории Кирхгофа-Лява и 
С.А.Амбарцумяна здесь верны только в первом 
приближении. 

4. , ...2
20 +Λ+Λ=Λ βεkkk ⎟
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3
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1
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1 β  

И в этом случае теории Кирхгофа-Лява и С.А. 
Амбарцумяна правильно определяют два члена 
разложений. 

5. ...10 +Λ+Λ=Λ kkk ε , ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ == 20 kPP

ε
                      (4.50) 

⎥
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2
0021
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⎡ −Λ++ΛΛ−=Λ PGEGGE kkkk ννν

Сравнение (4.42) и (4.50) с точным разложением (4.20) 
показывает, что первые члены разложения совпадают, 
последующие же члены резко отличаются.  

6. , ...20 +Λ+Λ=Λ − ββ εε kkk ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ≤<

2
10 β  ( )1=k           (4.51) 

...32
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⎜
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2
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2
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1
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2
0 PbGEk

−=Λ , ( ) 021
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002 2 Gbkk νν−Λ−=Λ   
2
10 ≤< β  

02 =Λk , 1
2
1

<< β . 

Здесь в области 
2
10 ≤< β  прикладные теории правильно 

определяют два члена разложений. В области 1
2
1

<< β  

прикладные теории оболочек неправильно определяют 
даже порядок второго члена разложений. 
7.  ...43

2
21

0 +Λ+Λ=Λ −− ββ εε kkk ( )2,0 == − kPP βε        (4.52)  
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И здесь прикладные теории верны только в первом 
приближении. 
 Что же касается частот, определяемых уравнением 
(2.29), то их определение по теориям Кирхгофа-Лява и 
С.А.Амбарцумяна невозможно. А ведь именно в них 
проявляется качественное различие теории анизотропных 
оболочек от изотропных. 
 Таким образом, мы получаем две частоты 
собственных колебаний в первом члене асимптотических 
разложений, совпадающих с частотами, определяемыми по 
прикладной теории оболочек и счетное множество частот, 
которые в прикладной теории оболочек отсутствуют. 
 Полученные качественные результаты частично 
подтверждаются численным расчетом. Был вычислен 
параметр собственных частот, определяемый по формулам 
(2.5), (2.7), (2.11), (2.12) (по трехмерной теории), (3.2), 
(3.4), (3.6), (3.7) (по теории Кирхгофа-Лява), (3.10), (3.12), 
(3.14), (3.15) (по теории С.А.Амбарцумяна) при различных 
значениях толщины для оболочек, изготовленных из 
магния, кадмия и цинка. Все параметры безразмерные. 
Результаты приведены в таблицах (1-5). 
 Как видно из этих таблиц, несмотря на внешние 
различия в разложениях теорий С.А.Амбарцумяна и 
Кирхгофа-Лява, в сравнении с трехмерной теорией они 
практически дают одинаковый результат. Для очень 
тонких оболочек ( )01,0=ε  они полностью согласуются с 
трехмерной теорией. 
 Единственным исключением является частота, 
определяемая формулой (2.7) (см. Таблица 2). В случае 
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2=k ,  в отличии от двумерных теорий при 
уменьшении толщины для некоторых материалов (кадмий, 
цинк) параметр частоты увеличивается, хотя 
незначительно. Это различие исчезает при уменьшении 
толщины оболочек. 

2,1=p

 Этот эффект не связан с анизотропией оболочек, так 
как он обнаружен и при исследовании изотропных 
оболочек [9]. Скорее он связан с полным учетом 
поперечного сдвига. 
 В таблице 4-5 приведены частоты, 
соответствующие сверхвысокочастотным колебаниям в 
терминах теории оболочек [1]. Эти расчеты показывают, 
что при увеличении волнового числа P  погрешность 
двумерной теории увеличивается. 
 Весь выше приведенный анализ показывает, что в 
задачах о свободных колебаниях тонких оболочек, все 
варианты двумерной теории оболочек практически 
эквивалентны.  
 В заключение отметим, что при 10 =G  мы получаем 
результаты работ [11] в изотропном случае. 
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ГЛАВА 2 
 

ПОСТРОЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ РЕШЕНИЙ  
ДЛЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ СФЕРИ-

ЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
 
 В настоящей главе дано решение задачи о равнове-
сии трансверсально-изотропной сферической оболочки 
при однородных граничных условиях на лицевых поверх-
ностях и заданной, симметричной относительно оси вра-
щения системе усилий на боковой части границы. Иссле-
дуется поведение решения при малом значении параметра 
тонкостенности ε . 
 
 §5. Общее представление решений уравнений 
                 анизотропной теории упругости в  
                 сферических координатах 
 
 1. Пусть [ ] [ ] [ ]πθθ 2,0,, 2121 ××= RRV – объем, занятый 
сферическим слоем (рис. 1.1). Слой отнесен к сферической 
системе координат ϕθ ,,r  (рис. 2.1), constj =θ  ( )2,1=j . 
Оболочка изготовлена из трансверсально-изотропного ма-
териала. Поверхность const=θ  является поверхностью 
изотропии. Сферические части границы слоя будем назы-
вать лицевыми поверхностями iΓ , а остальную часть гра-
ницы назовем боковой поверхностью. 
 Предположим, что со стороны лицевых поверхно-
стей на слой действует нагрузка 

( )θσ ir Q= , ( )θτ θ ir T=   при iRr =   ( )2,1=i         (5.1) 
Характер граничных условий на боковой поверхно-

сти пока уточнять не будем, однако, будем считать их та-
ковыми, что слой находится в равновесии.  
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Приведем здесь полную систему уравнений, описы-
вающих пространственное напряженно-деформированное 
состояние сферического слоя. Уравнения равновесия в 
осесимметричном случае в напряжениях, при отсутствии 
массовых сил, в сферической системе координат имеют 
вид: 

( )
0

31

0
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=
+−

+
∂
∂

+
∂
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=
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∂
∂
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∂
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          (5.2)      

Здесь θϕθ τσσσ rr ,,, – компоненты тензора напряжений. 
 Соотношения обобщенного закона Гука имеют вид: 

( )[ ]
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где  
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ue r 1 , θϕ
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компоненты тензора деформаций, ( )θ,ruu rr = , 
( )θθθ ,ruu = – компоненты вектора перемещений, ijb , 1G – 

материальные константы. 
( )2

0011 12 ν−= EGmb ,  ( )21022 12 νν−= Gmb , 
( )νν += 12 1012 Gmb ,   ( )21023 2 ννν += Gmb , 

2121 ννν −−=m ,   1
10
−= GGG , 1

10
−= EEE  

Здесь ν , 1ν , 2ν , G , 1G , E , 1E – технические константы 
материала. 
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 Подставляя (5.4), (5.3) в (5.2), после несложных вы-
кладок получим   
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 Неоднородными решениями будем называть част-
ные решения уравнения равновесия (5.5), которые удовле-
творяют на лицевых поверхностях слоя граничным усло-
виям (5.1). Для построения неоднородных решений можно 
использовать приемы, предложенные в [14]. Однако, это не 
единственный прием для снятия нагрузки с лицевых по-
верхностях. Один из известных приемов состоит в сле-
дующем: область V  произвольным образом продолжается 
на замкнутый сферической слой [ ]×= 210 , RRV  
[ ] [ ]πθθ 2,0, 21 × , а нагрузка ( ) ( )[ ]θθ ii TQ , , заданная на лице-
вых поверхностях iΓ , достаточно произвольным образом 
продолжается на замкнутые сферические поверхности 

( )21
0 , RRri =Γ . Внешние усилия, заданные на 0

iΓ , обозна-

чим через **, ii TQ . При этом для ( ) 0, iΓ⊂ϕθ  ii QQ =* , ii TT =*  

и кроме этого необходимо, чтобы внешние усилия **, ii TQ  
удовлетворяли условиям равновесия. Представим внеш-
нюю нагрузку в виде рядов по функциям Лежандра 
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 Коэффициенты этих рядов определяются по извест-
ным формулам из анализа 
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Тогда компоненты вектора перемещения можно 
отыскивать в виде рядов: 
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Здесь ( )θcosnP – функции Лежандра первого рода. 
Подставляя (5.8), (5.7) в уравнения равновесия (5.2) и гра-
ничные условия (5.1) относительно ( )rurn , ( )ru nθ , получа-
ем следующие системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений и граничные условия для них:  
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Штрихами обозначены производные по r .  
 Для решения полученных здесь задач можно ис-
пользовать различные методы, в том числе и численные, 
например, метод ортогональной прогонки по Годунову. 
Описанный прием построения неоднородных решений яв-
ляется достаточно универсальным и не зависит от различ-
ных параметров оболочки, в том числе от ее толщины. Од-
нако, как  показано в [14], если относительная толщина 
оболочки достаточно мала, а нагрузка, заданная на лице-
вых поверхностях достаточно гладкая, то для построения 
неоднородных решений целесообразно использовать пер-
вый итерационный процесс асимптотического метода, ко-
торый менее трудоемкий, и позволяет быстрее достичь ко-
нечной цели. 
 Однородным решением будем называть всякое ре-
шение уравнений равновесия (5.5), удовлетворяющее ус-
ловию отсутствия напряжений на лицевых поверхностях. 
Асимптотический анализ однородных решений для изо-
тропной сферической оболочки проведенный в работе [36] 
позволил выделить три основных типа, каждый из которых 
определяется видом асимптотических разложений по ε . 
Покажем, что у трансверсально-изотропной сферической 
оболочки существует три основных типа однородных ре-
шений, то есть всякое решение уравнений равновесия (5.5), 
удовлетворяющее однородным условиям, можно предста-
вить в виде: 

( ) ( ) ( )210 uuuu ++=                                       (5.11)       
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 В настоящей параграфе будем считать, что лицевые 
части границы свободны от напряжений. 

0,0 == θτσ rr   при ( )2,1== iRr i                      (5.12) 
 Для построения однородных решений в уравнениях 
равновесия делаем замену 
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Подставляя (5.13) в (5.5), (5.3) соответственно, получаем 
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Решение уравнений (5.14) будем искать в виде: 

( ) ( )θξ maur = , ( ) ( )
θ
θξθ d

dmbu = ,                                 (5.16) 

где ( )θm – есть решение уравнения Лежандра 

( ) ( ) ( ) 0
4
12 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+′⋅+′′ θθθθ mzmctgm                       (5.17) 

Параметр z  определяется из условия (1.12). 
 Подставляя (5.16) в (5.14) с учетом (5.17), после 
разделения переменных относительно пары функций 
( )ξ,za , ( )ξ,zb , получаем следующую систему обыкновен-

ных дифференциальных уравнений 
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⎠
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       (5.18) 

Здесь штрихами обозначены производные по ε . 
 Подставляя (5.16) в (5.12) с учетом (5.15) и (5.17), 
для функций ( )ξ,za ,  ( )ξ,zb , получаем следующие одно-
родные граничные условия: 
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 Таким образом, система уравнений (5.18) совместно 
с граничными условиями (5.19) порождает спектральную 
задачу для пары функций ( )ξ,za ,  ( )ξ,zb . 
 Решение системы (5.18) будем отыскивать в виде: 

( ) ελξξ Aeza =, , ( ) ελξξ Bezb =, ,                        (5.20) 
где BA, – постоянные. Тогда решение (5.18) представим в 
виде: 

( ) [ ]ξεξεξεξεεξ
ξ 2211

42322111
2
1

, ssss eCdeCdeCdeCdeza −−−
+++= , 

( ) [ ],, 2211
422312221111

2
1

ξεξεξεξεεξ
ξ ssss eCDeCDeCDeCDezb −−−

+++=

nns τ41
2
1

+= ,  ( )
4
11 2 −=+ nnn sλλ , 

где nτ – корни квадратного уравнения 

02 21
2 =+− qq ττ ,                                        (5.21) 

где  
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4
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4
1 2
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2 zbGsd kk ,  ( )2,1=k , 

( ) ⎥
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⎤
⎢
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⎡
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= 2

2
11 2322121 bbsbD kk ,  

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= 2

2
11 2322122 bbsbD kk . 

nC   ( )4,3,2,1=n – произвольные постоянные. 
 Удовлетворяя граничные условия (5.19), относи-
тельно 41,...,CC  получаем следующую систему уравнений  
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           (5.22) 

Из условия существования нетривиальных решений 
этой системы получаем характеристическое уравнение для 
определения собственных значений z : 

( ) ( )( ) ( )[ ++−−=Δ εε 12
2

22212122111212114, ssshBABABABAz  
( )( ) ( ) ] 012

2
2112122111222211 =−−−+ εssshBABABABA ,      (5.23) 
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( )2,1=k . 
 Трансцендентное уравнение (5.23) определяет счет-
ное множество корней kz , а соответствующие им постоян-
ные nnnn CCCC 4321 ,,,  пропорциональны алгебраическим 
дополнениям какой-либо строки определителя системы 
(5.22). Выбирая в качестве решения системы алгебраиче-
ские дополнения элементов первой строки, получим 

,,
,,
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                             (5.24) 
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 Суммируя по всем корням уравнения (5.23) и учи-
тывая обобщенный закон Гука, получаем однородные ре-
шения следующего вида: 

( ) ( )θξ kk
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξεξεξξθ kkkkk vzbubbubQ ⎟
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⎜
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( )( ) ( )ξθνεξθ kk ctgGQ 0
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( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )ξεξεξξϕ kkkkk vzbubbubQ ⎟
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⎜
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( )( ) ( )ξθνεξϕ kk ctgGQ 0
2 2= , 
( ) ( ) ( ) ( )[ ]ξνξεξνξ kkkk uT −+′= . 

 
§6. Анализ корней характеристического  
      уравнения  

 
 Уравнение (1.23) имеет счетное множество корней с 
точкой сгущения на бесконечности. Корни уравнения 
(5.23) могут быть найдены численно или, как показано в 
[3], для тонких оболочек более эффективным является 
асимптотический метод. Поэтому в дальнейшем будем 
считать, что оболочка тонкостенная, ε – является малым 
параметром. 
 Можно показать, что функция ( )ε,zΔ  является чет-
ной функцией своих аргументов. Относительно нулей 
функции ( )ε,zΔ  можно сформулировать следующее ут-
верждение: функция ( )ε,zΔ  при 0→ε  имеет три группы 
нулей: 
 а) первая группа состоит из двух нулей ( )1Ozk =  
при 0→ε , ( )2,1=k ; 
 б) вторая группа корней состоит из четырех нулей, 
которые имеют порядок ( )2/1−εO ; 
 с) третья группа корней содержит счетное множест-
во нулей, которые имеют порядок ( )1−εO . 
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 Приведем схему доказательства этого утверждения. 
Для этого разложим ( )ε,zΔ  в ряд по ε . После весьма 
сложных выкладок получим: 
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bbb
b
bbbbbb

b
bbb

 

( )( ) ( )×−−+−−−× 12
2
122211

2
2211012

2
122211 2812 bbbbbbGbbbb  
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( ) ( )( )

( )( ) ( )
( )( ) ( )

( )( )( ),124

1612

212

812161

012
2
1222112322122212

022
3
12012

2
122211

2
122211

11

2
122

012
2
122211

11

4
12

012
2
122211

11

22
3
12

0

−−−−−−

−−+−−−×

×++−−−×

×−−−−−−×

Gbbbbbbbbb

GbbGbbbb

bbb
b
bGbbbb

b
bGbbbb

b
bbG

 

( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( ) ( ).222

2828

282

22

12
2
1222112

11

3
12

12
2
122211

22
122211

11

22

12
2
122211

2
122211

11

2
222

12
2
122211

11

2
2212

12
2
122211

3
22

2
122211

2
12

2
122211

2
11

22122
12

2
122211

2
1222112

11

2
12

1

bbbb
b
bbbbbbbb

b
b

bbbbbbb
b
bbbbb

b
bb

bbbbbbbbbbbb

b
bbbbbbbbb

b
bc

−−+−−−+

+−−−−−−+

+−−+−−−×

×−−−−−=

 Отсюда видно, что 
2
3

±=z  являются нулями функ-

ции ( )ε,zΔ . Отметим, что существование этих нулей также 
следует из условия равновесия сферы.  
 Докажем, что все остальные нули функции ( )ε,zΔ  
неограниченно возрастают, когда 0→ε . Исходим от про-
тивного, допуская, что ∞≠→ *

kk zz  при 0→ε . Тогда 

справедлива предельное соотношение ( ) ( )*
0

2, kzz Δ→Δ εε  
при 0→ε . Таким образом, предельные точки множества 
корней kz   при 0→ε  определяются из уравнения 

( ) 0*
0 =Δ kz . В данном случае  

( ) ( ) 0
4
916 2*22

1
2
221

*
0 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=Δ kk zssssz ,  
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Из последнего равенства следует, что других ограничен-

ных корней кроме 
2
3

±=z  не существует. 

 Итак доказано, что все остальные нули функции 
( )ε,zΔ  стремятся к бесконечности при 0→ε . Их можно 

разбить а две группы в зависимости от их поведения при 
0→ε . Возможны следующие предельные соотношения: 

1) 0→kzε  при 0→ε ; 2) constzk →ε  при 0→ε . 
 Определим в начале такие kz , что 0→kzε  при 

0→ε . Для этой цели опять используем разложение (6.1). 
Допустим, что главный член асимптотики kz  имеет вид: 

0γε α−≈kz , ( )10 O=γ   при 0→ε , 10 <<α             (6.2)    
 Подставляя (6.1) в (6.2) и сохраняя в нем главные 
члены, для 0γ  получаем предельное уравнение: 

( ) ( )[ ] +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ++ −− αααα εεγεεγ 4224

01
2

1
222

0 3
1 ObOa  

( )[ ] 0,max 6422 =+ −− αα εεO .                                                  (6.3)  

 Рассмотрим три случая: а) 
2
10 <<α ; б) 

2
1

=α ;  

в) 1
2
1

<<α . 

 В случае а), переходя (6.3) к пределу при 0→ε , по-
лучим 00 =γ , что противоречит предположению (6.2). 
Аналогичным образом, в случае в) получаем 00 =γ  и при-
ходим к противоречию. И наконец в случае б) имеем 

03
1

14
0 =+

b
aγ ,                                                   (6.4)  

отыскивая теперь kz  в виде следующего разложения 
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( )[ ],...02
1

+++=
−

εβεααε kkkkz  ( )4,3,2,1=k ,            (6.5) 
где  

0γα =k ; ( ) 00 =kα ; ( ) ( )211
2
11

2
10

12
11 3520 bbacababak −+=

−
β  

 Для построения асимптотики нулей третьей группы 
отыскиваем ( ),...6,5,4 =−= kknzn  в виде 

( )εδε Oz nn += −1 , ( ),...2,1=n                                  (6.6) 
Подставляя (1.31) в (1.21) имеем 

0~~2 4
2

2
1

2 =+− nn qq δτδτ ,                                            (6.7) 

( )12
2
122211

1
111 2~2 bbbbbq −−= − ,  

22
1

112
~ bbq −= ;  inis τδ 22 = , 

( ) 2
2

11
~~1~ qqqs i

i −−−= , ( )2,1=i . 
Как было отмечено в [37], в зависимости от харак-

теристик материала 021 ,,, Gννν , параметры 21
~,~ qq  прини-

мают различные значения, что влечет за собой различные 
записи решений через функцию xexp . Это в свою очередь 
приводит к различным асимптотическим представлениям. 

Рассмотрим следующие возможные случаи: 
1. ns δλ 12,1 ±= , ns δλ 24,3 ±= , 0~

1 >q , 0~~
2

2
1 >− qq ,  

2
2

112,1
~~~ qqqs −±= , 2

2
1

~~ qq > ,  

2
1212,1

~~~ qqiqiNs −±=+= β , 2
2

1
~~ qq < . 

2. Корни характеристического уравнения (6.7) кратные 
pnδλλ ±== 4,32,1 , 0~

1 >q , 0~~
2

2
1 =− qq , 1

~qp = . 

3. nis δλ 12,1 ±= , nis δλ 24,3 ±= , 0~
1 <q , 0~~

2
2

1 ≠− qq ,  

2
2

112,1
~~~ qqqs −±= , 2

2
1

~~ qq > ,  
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2
1212,1

~~~ qqiqs −±= , 2
2

1
~~ qq < . 

4. pi nδλλ ±== 4,32,1 , 0~
1 <q , 0~~

2
2

1 =− qq , 1
~qp = . 

 В случаях 1,2 после подстановки (6.6) в (5.23) и 
преобразования его для nδ  получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) 012212112 =−+±+− nn ssshssssshss δδ               (6.8) 
02sin2 =± nn NNsh δββδ ,                                             (6.9) 

022 =± nn ppsh δδ .                                                      (6.10) 
 Что качается случаев 3 и 4, то для них результаты 
получаются из случаев 1 и 2 формальной заменой 21, ss  на 

21,isis . Эти уравнения совпадают с уравнениями, опреде-
ляющими показатели краевых эффектов Сен-Венана в тео-
рии трансверсально-изотропных плит.  
 
 §7. Построение асимптотических формул для  
                перемещений и напряжений 
 
 В этом параграфе, предполагая, что ε  является ма-
лым параметром, приведем асимптотическое построение 
однородных решений, соответствующих трем группам ну-

лей. При подстановке 
2
3

=z  в (5.25) получаем следующие 

выражения:  
( )

( )

.0

,sincos

,coscos

0
1

0

010

====

−==

==

θϕθ

θ

τσσσ

θθ
θ

θθ

rr

r

C
d
dPCu

CPCu

                            (7.1) 

Таким образом, этому решению соответствует пе-
ремещение оболочки, как твердого тела. 
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Аналогично для 
2
3

−=z , получаем 

.0,
sin

,0

,
2

lnsin

,1
2

lncos

2
1

0

0

==−==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

θϕθ

θ

τ
θ

σσσ

θθθ

θθ

rr

r

A
r

G

Actgctgru

Actgru

             (7.2)   

Здесь AC ,0 – произвольные постоянные. 
 Приведенные выше формулы (5.25) являются точ-
ными. На основании этих формул легко получить прибли-
женные формулы, разложив все выражения по степеням 
параметра ε . 
 Перейдем к изучению однородных решений, соот-
ветствующих второй группе корней. Как следует из выра-
жения (6.4) этой группе корней соответствует четыре ре-
шения.  Подставляя (6.5) в (5.25) и раскладывая затем по-
лученные таким образом формулы по степеням параметра 
ε , получим: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ,

,,

,

,

4

1
1

4

1
0

4

1
0

θ
θξξσσ

ετεσ

θ
θξν

θξ

θθ

θ

θ

d
dmQCG

OO
d

dmCru

muCru

k
k

k
k

rr

k
k

k
k

kk
k

kr

∑

∑

∑

=

=

=

=

==

=

=

                       (7.3) 

        ( ) ( ) ( ) ,
4

1
1 θ

θξξσσ ϕϕ d
dmQCG k

k
k

k∑
=

=  

         ( ) ( )322

2
11 εξεεξξσ O++−= , 
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где kC – произвольные постоянные; 
( ) ( )ενννξ Ouk +−−= 2121 , 

( ) ( ) ( ) ( )εξννννξν OEGk +−−−+= 21
2

0
2
0 2114 , 

( )εOQrk = , 

( ) ( ) ( )εξαθ ObbbbbbQ kk ++−−= −
2322

22
122211

1
11 , 

( ) ( )( ) ( )[ ]εξαϕ ObbbbbbbbbQ kk 2322
2
122211

21
11

2
122311 +−−−= − . 

 Здесь следует обратить внимание на следующее об-
стоятельство. Решение уравнения (5.17), вообще говоря, 
может быть записано через функции Лежандра. Однако, 
как показано в [17], более удобно использовать прибли-
женные методы. Здесь следует рассматривать отдельно два 
случая: 
1) Оболочка не содержит ни один из полюсов π,0 . 
2) Оболочка содержит хотя бы один из этих полюсов. 
 В первом случае для приближенного интегрирова-
ния удобно использовать асимптотические методы, о чем 
подробно сказано в [1]. Что касается второго случая 
(рис. 2.3), здесь уже асимптотический метод интегрирова-
ния не может дать приближенного решения задачи ни при 
какой относительной толщине оболочки ε . Дело в том, что 
асимптотические приближения теряют точность в окрест-
ности вершины 0=θ . В данном случае необходимо ото-
брать лишь те из решений уравнения (5.17), которые оста-
ются неограниченными при 0=θ . Указанные решения по-
строены в [36], где и даны приближенные методы их рас-
чета. Поэтому на них останавливаться не будем.  
 Будем считать, что оболочка не содержит ни один 
из полюсов π,0 . Приведем окончательный результат. 

( )
θ

ε
θ

εθ
kk zz

eBeAm
−

+= 11 .                             (7.4)     
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Рис. 2.3 
 
 

Из (7.4) следует, что при достаточно малом ε , величина 
( )θm  имеет характер краевого эффекта, изменяющегося 

как показательная функция с показателем 
ε
1 . Таким об-

разом, вторая группа корней определяет краевые эффекты, 
аналогичные краевому эффекту прикладной теории оболо-
чек.  
 В случае третьей группы корней для перемещений и 
напряжений получаем два класса решений, первый из ко-
торых соответствует нулям функции  

( ) ( ) ( ) ( ) nn ssshssssshss δδ 12212112 −+++− , 

X  

Y

Z
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а второй– нулям функции. 
( ) ( ) ( ) ( ) nn ssshssssshss δδ 12212112 −+−+− . 

Они имеют одинаковую структуру и могут быть 
представлены следующими выражениями: 

( )( )[ −+−= ∑
∞

=
ξδδδ nnn

n
nr chschsbsbbsBru 1222

2
21222

2
1

,...3,1
0  

( )( ) ( )] ( )θεξδδ nnn mOchschsbsbbs ++−− 2122
2
11222

2
2 ,  

( ) ( )[ −++−= ∑
∞

=
ξδδεθ nn

n
n shschsbsbsBrbu 1222

2
2121

,...3,1
012 1  

( ) ( )] ( )
θ
θεξδδ

d
dmOshschsbsbs n

nn ++− 2122
2
1122 ,  

( )( ) ×++= ∑
∞

=

− 2

,...3,1

1
22

2
21222

2
1121 n

n
nr BbsbbsbG δεσ  

( )] ( )[ θεξδδξδδ nnnnn mOshschsshsschss +−× 212121 ,            (7.5) 

( )( )[ ×+−+= ∑
∞

=

−
23012

2
11222

2
2121

,...3,1

21
1 2 bGbsbbsbsBG

n
nnδεσϕ

( )( )×+−+−× 23012
2
21222

2
112212 2 bGbsbbsbsshschs nn ξδδ  

( )] ( )θεξδδ nnn mOshschs +× 21 ,  

( )( )[ ×−+−+= ∑
∞

=

−
221112

2
12

2
11122

2
2121

,...3,1

21
1 bbbbsbbsbsBG

n
nnδεσθ

( )( )×−+++−× 221112
2
12

2
21122

2
112212 bbbbsbbsbsshschs nn ξδδ

( )] ( )θεξδδ nnn mOshschs +× 21 .  
В случае, когда 01 >q  и корни квадратного уравне-

ния (5.21) кратны, решения имеют вид: 

( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧
⎢
⎣

⎡
−

−
+

−= ∑
∞

=
n

n
nnr chp

bp
pbbDbpru δδ

22
2

1222

,...3,1
22

2
0

12  
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( ) ] ( )
( )} ( ),

22
2

1222
2

12

θεξδδ
ξδξδδδ

nnn

nnnn

mOshpchp
bpbchpshpbpb

+×
×+++−  

( ) ( )[{ +−+= ∑
∞

=
n

n
n chpbpbDbru δεθ 22

2
12

,...3,1
120 1  

( ) ] ( )
( )} ( ) ,

22
2

1222
2

12

θ
θεξδδ

ξδξδδδ

d
dmOchpchp

bpbpshpshpbpbp

n
nn

nnnn

+×

×+−++
 

( ) ( )[

( )] ( ),

2

,...3,1

2
22

2
12

1
1

θεξδδξδξδ

δδδδεσ

nnnnn

nnnn
n

nr

mOchpchppshp

shppchpDbpbG

++×

×−+= ∑
∞

=

−

 

( ) ( )[{
( ) ( )( )]
( )( ) } ×++−+×

×−−+−+×

×−+= ∑
∞

=

−

nnn

nn

n
n

n

pshpshpbGbpbbpb

pchpbpbbbbpb

bpbpbbbDG

δξδδ

δδ

δεσϕ

23012
2

1222
2

12

22
2

12122322
2

12

22
2

12
2

122212
2

,...3,1

1
1

2

1

12

  (7.6) 

( )( ) ( ) ( ),2 23012
2

1222
2

12 θεξδδξ nnn mOchpchpbGbpbbpb ++−+×

( )( ) ×−+++= ∑
∞

=

− 2

,...3,1
221112

2
12

2
1222

2
12

1
1 n

n
nDbbbbpbbpbG δεσθ  

( )[ ( )] ( ),θεδξδξδξδδδδ nnnnnnn mOchpchppshpshppchp +−+×  

( ) [

( )] ( ) ,
,...3,1

2
22

2
121

θ
θεξδδξ

ξδδδτ θ

d
dmOshpchp

chpshpDbpbG

n
nn

nnn
n

nr

+−

−+= ∑
∞

=  

022 =+ nn ppsh δδ . 
 Аналогично в случае 02sin2 =+ nn NNsh δββδ ,  

( )[ −Δ−Δ= ∑
∞

=
ξδξβδ nnnn

n
nr NchaaEru cos2211

,...3,1
0  
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( ) ( )] ( )θεξδξβδ nnnnn mONshaa +Δ+Δ− sin1221 ,  

( ) ( )[ +Δ−Δ+= ∑
∞

=
ξδξβδβεθ nnnn

n
n shNchNErbu 12

,...3,1
012 1  

( ) ( )] ( )
θ
θεξδξβδβ

d
dmONshN n

nnnn +Δ+Δ+ cos12 ,  

[{ ( )]

( )[ ] }
( )[ ]{ [

( )] } ( ) ( ),cos1
1
1

1

21222

11221211222212112

11222
2

212112

21222112212
2

,...3,1

1
1

θεξδξβδβ
ββ
ξδβδββ

ββδεσ

nnnn

n

nnn

nn
n

nr

mOshNbb
abaNbbNbabaNb

chNshbbaNbab

bNbaNbabEG

+Δ++

++−Δ+−−+
+Δ+++−

−Δ+−−= ∑
∞

=

−

 

[{ ( )]

( )[ ] }
( )[ ]{ [

( )] } ( ) ( ),cos1
1
1

1

21223112

21211223212112

11223
2

2121122

1223112212
2

,...3,1

1
1

θεξδξβδββ
βξδ

ξβδββ

ββδεσϕ

nnnn

nn

nnn

n
n

n

mOshNbbab
aNbbNbabaNb
chNshbbaNbab

bNbaNbabEG

+Δ+++

+−Δ++−+×
×Δ+++−Δ×

×+−−= ∑
∞

=

−

(7.7) 

[{ ( )]

( )[ ] } ×Δ+++−Δ×

×+−−= ∑
∞

=

−

chNshbbaNbab

bNbaNbabEG

nnn

n
n

n

ξβδββ

ββδεσθ

11212
2

2111112

1212111211
2

,...3,1

1
1

1

1
 

( )[ ]{ [
( )] } ( ) ( ),cos1

1

21212111

21111212211111

θεξδξβδββ
βξδ

nnnn

nn

mOshNbbab
aNbbNbabaNb

+Δ+++

+−Δ++−+×
 

( ) ( ) ( )

[

( )] ( ) ,cossin

sincos

2

,...3,1

2222
22

22
22

2
12

22
1

θ
θεξδξβδδβδ

ξδξβδδβδδ

βββτ θ

d
dmOshNchN

chNshNE

NbNbbNG

n
nnnn

nnnnn
n

n

r

+−

−×

×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−++=

∑
∞

=
 

где  
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( )22
221 1 β−−= Nba , Nba β222 2= , 

( )[ ]
( )[ ] ,cos

sin
22

2212

22
22121

nn

nnn

shNNbb

chNNbbN

δβδββ

δβδβ

+−+

+++=Δ
 

( )[ ]
( )[ ] .cos

sin
22

2212

22
22122

nn

nnn

shNNbbN

chNNbb

δβδβ

δβδββ

+−+

++−−=Δ
 

Здесь nnn EDB ,, – произвольные постоянные. 
( ) ( ) 02

2

2

2
=+ θ

ε
δ

θ
θ

n
nn m

d
md . 

 Выражения для ,...6,4,2=n  получаются из формул 
(7.5), (7.6), (7.7) заменой chx  на shx  и shx  на  chx− , xcos  
на xsin  и xsin  на xcos−  соответственно. В формулах 
(7.5), (7.6), (7.7) заменяя pss ,, 21  на ipisis ,, 21  соответствен-
но, получаем решение случаев 3 и 4. 
 В работе [40] выполнены исследования корней 
уравнений (6.8), (6.9), (6.10) и разработана методика их 
вычисления. Характер этих корней существенно влияет на 
общую картину напряженно-деформированного состояния 
оболочки. 
 В случае существенной анизотропии, имеющей ме-
сто при больших значениях 0G , погранслой Сен-Венана 
затухает весьма слабо и решения (7.5), (7.6), (7.7) следует 
причислить к проникающим решениям. Поэтому в этом 
случае напряженно-деформированное состояние трансвер-
сально-изотропной и изотропной оболочки качественно 
отличаются. 
 Рассмотрим связь однородных решений с главным 
вектором напряжений P , действующих в сечении 

const=θ . Имеем: 

( ) drdrP
R

R
r ϕθθτθσ

π

θθ sincossin
2

0

2

1
∫ ∫ +−= .             (7.8)    
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Представим напряжения θσ  и θτ r   в виде: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).
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1
21
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θ
θξττ

θ
θθθσσ
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∑
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=
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=

+=
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⎡ ++=

            (7.9) 

Слагаемые 00 , θθ τσ r  соответствуют собственным значениям 

2
3

−=z .  Во второе слагаемое включены напряжения вто-

рой и третьей групп решений. Подставляя (7.9) в (7.8), по-
лучаем 

( ) ( )
∑
∞

=
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+=

1
21

2
00 cossin2

n

n
nnn d

dmbmbrPP
θ
θθθθπ ,   (7.10)   

где  
( )( )

( ) ( )( )[ ] .

,

2
1

1
22

2
1

1
11

ξξξ

ξξ

εξ

εξ

deQTb

deQb

n
nn

n
n

∫

∫

−

−

−=

=

 

 Докажем, что все nb1  и nb2  ( ),...3,2,1=n  равны нулю. 
Для этого рассмотрим следующую краевую задачу при 

jθθ =  ( )2,1=j . 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
.

,21

θ
θ

ξτ

θ
θ

θθσ

θ

θ

d
dm

T

d
dm

ctgQmQ

jk
kr

jk
j

k
jk

k

=

+=
         (7.11) 

 Решением этой задачи являются k –тые слагаемые в 
суммах формул (7.9). 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ).

,21

θ
θξτ

θ
θθθσ

θ

θ

d
dmT

d
dmctgQmQ

k
kr

kk
k

k

=

+=
 

Главный вектор, который соответствует напряженному со-
стоянию задачи (7.9) в сечении const=θ , приводится к 
следующему виду: 

( ) ( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−=

θ
θθθθθπ

d
dmbmbrP k

kkkk cossinsin2 21
2

0  (7.12) 

Согласно условию разрешимости задачи теории упругости 
вектор kP  не должен зависеть от переменной θ . Однако в 
соотношении (7.12) правая часть в силу линейной незави-

симости ( )θθ kmsin  и ( )
θ
θθ

d
dmkcos  зависит от θ . Отсюда 

следует, что 0=kP  и 021 == kk bb  для любого ( ),...2,1=kk . 
Таким образом, для главного вектора P  получаем 

επ AGrP 1
2

02= . 
 Напряженное состояние, соответствующее нулям 
второй и третьей групп, является самоуравновешенным в 
каждом сечении const=θ . 
 Подсчитаем в сечении const=θ  изгибающий мо-
мент M  и перерезывающую силу Q  для второй и третьей 
групп решений. 
 Рассмотрим решение (7.3). Оно имеет характер 
краевого эффекта с показателем затухания порядка 
( )2/1−εO  относительно ε . Представим постоянные kC  

( )4,3,2,1=k  в виде 
...10 ++= kkk CCC ε . 

Имеем 
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( )( ) ( )

( ) .sin,

,
2
1,sin,
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2100
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     (7.13) 

Подставляя напряжения в формулы (7.13), для второй 
группы решений получаем выражения в переменных θξ , . 

( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ).sin

,1sin
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1
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−=   (7.14)  

Аналогично для напряжений третьей группы получаем 
( )εOM ~3 ,  ( )εOQ ~3 . 

 Таким образом, главная часть изгибающего момента 
и перерезывающей силы определяют решение второй 
группы. Разлагая изгибающие моменты jM  ( )2,1=j  и пе-
ререзывающие силы jQ , действующие на конических по-
верхностях kθθ = , в ряды по ε  

...10 ++= jjj MMM ε ,  ...10 ++= jjj QQQ ε , 
для определения постоянных 0kC  ( )4,3,2,1=k , получаем 
систему 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( ).2,1,sin

,1sin

1

1
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1
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1
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Таким образом, постоянные 0kC  определяются через глав-
ные части изгибающих моментов и перерезывающих сил 
на боковой поверхности слоя.  
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 Решение (7.2), (7.3) определяют внутреннее напря-
женно-деформированное состояние оболочки. Первые 
члены их асимптотических разложений по параметру тон-
костенности ε  определяют безмоментное напряженное 
состояние. В первом члене асимптотики их можно рас-
сматривать как решение по прикладной теории оболочек. 
 Напряженное состояние, соответствующее решени-
ям (7.5), (7.6), (7.7) имеет характер пограничного слоя. 
Первые члены его асимптотического разложения полно-
стью эквивалентны краевому эффекту Сен-Венана транс-
версально-изотропной плиты [37]. 
 
 §8. Обобщенные условия ортогональности  
                  однородных решений. Удовлетворение  
                  граничных условий на боковой поверхности 
                  сферы  
 
 Как известно, соотношения ортогональности Шиф-
фа-Папковича сыграли важную роль в разработке методов 
решения основных краевых задач теории упругости.  
 В работе [1] показано, что эти соотношения в зада-
чах теории упругости всегда имеют место, так как они яв-
ляются следствием общей теоремы взаимности работ Бет-
ти. Ниже эти соотношения устанавливаются для трансвер-
сально-изотропного сферического слоя, позволяющие точ-
но решить задачу теории упругости для трансверсально-
изотропного сферического слоя при смешанных гранич-
ных условиях на лицевых поверхностях. 

0,0 == θτσ rr   при ( )2,1== nRr n ,                (8.1)  
0,0 == θuur   при ( )2,1== nRr n ,                  (8.2) 
0,0 == θτ rru   при ( )2,1== nRr n ,                 (8.3) 

0,0 == θσ ur   при ( )2,1== nRr n ,                  (8.4) 
Согласно (5.25) однородные решения имеют вид: 



 119

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ,

,

,

,

1

211

θ
θτ
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θ
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где  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).11,2

,
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 Пусть ( )2,1,,, =iuu i
r

iii
r θθθ τσ  перемещения и напря-

жения первого и второго состояний. Тогда согласно теоре-
ме Бетти для любого θ  справедливо равенство  

( ) ( ) drruudrruu
R

R
rr

R

R
rr θτσθτσ θθθθθθ sinsin

2

1

2

1

12122121 ∫∫ +=+ .   (8.6) 

Подставляя (8.5) в (8.6), получаем 
( ) ( ) ( ) +−∫ rdrvv

d
dm

d
dm R

R
knnk

nk
2

1
22cos σσ

θ
θ

θ
θθ  

( ) ( ) ( ) +−+ ∫ rdrTuv
d

dmm
R

R
knkn

k
n

2

1
1sin σ

θ
θθθ   

( ) ( ) ( ) 0sin
2

1
1 =−+ ∫ rdrvTu

d
dmm

R

R
nknk

n
k σ

θ
θθθ             (8.7) 

Поскольку равенство (8.7) справедливо при любых θ , то 
оно достигается лишь при условии  

( ) 0
2

1
22 =−∫ rdrvv

R

R
knnk σσ ,                                           (8.8) 
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( ) 0
2

1
1 =−∫ rdrTuv

R

R
knknσ ,                                             (8.9) 

( ) 0
2

1
1 =−∫ rdrvTu

R

R
nknk σ .                                           (8.10) 

Соотношение (8.8) тождественно выполняется, условия 
(8.9) и (8.11) эквивалентны. Таким образом, приходим к 
равенству 

( ) 0
2

1
1 =−∫ rdrvTu

R

R
nknk σ ,  nk ≠ .                             (8.11) 

 Из (8.11) мы получаем следующее условие ортого-
нальности для функций ( )run , ( )rvn  
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⎡ ++′
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nkrdrvz
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kk ≠=
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⎤
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⎞

⎜
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⎛ −− ,0

4
1222 .                                     (8.12)  

 Однако при удовлетворении граничных условий на 
боковой поверхности оболочки, здесь обобщенные условия 
ортогональности однородных решений, как показано в [1], 
не позволяют полностью решить вопрос о точном удовле-
творении граничных условий на боковой поверхности сфе-
ры. По-видимому, в общем случае кроме сведения к беско-
нечным системам линейных уравнений здесь ничего нель-
зя предложить. Тем не менее, при специальных условиях 
опирания края оболочки, обобщенные условия ортого-
нальности однородных решений позволяет представить 
решение в форме ряда, коэффициенты которого определя-
ются точно. Кроме этого, условие (8.11) может оказаться 
полезным при решении бесконечных систем уравнений, 
так как оно позволяет всегда удовлетворять одно из гра-
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ничных условий на боковой поверхности сферического 
слоя точно.    
 С помощью обобщенных условий ортогональности 
рассмотрим следующую задачу: пусть лицевые поверхно-
сти sRr =  ( )2,1=s  свободны от напряжений, а на кониче-
ских поверхностях jθθ =  ( )2,1=j  заданы следующие 
смешанные граничные условия 

( ) ( ) ( )
( ) .при0,0,

,при,,

2

1

θθτθξ
θθξττξθξ

θθ

θθ

===
===

r

r

u
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           (8.13) 

Решение будем отыскивать в виде суммы элементарных 
решений  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ).cos,

,cos,
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               (8.14) 

Здесь kz , ( ) ( )[ ]ξξ kk vu , – собственные значения и собствен-
ная пара функций спектральной задачи (5.18), (5.19). 

( )( ) ( )
θ
θθ

d
dmm n

n =1 , ( ) ( ) ( )θθθ coscos
2
1

2
1

2
1

−−−
+=

kkk zkzkz
QBPAm , 

где ( ) ( )θθ cos,cos nn QP – функции Лежандра первого и вто-
рого рядов, соответственно nn BA , – неизвестные постоян-
ные. 
 Суммирование рядов (8.14) ведется по корням, рас-
положенным в верхней полуплоскости ( )0≥kJmz . В соот-
ветствии с соотношениями (8.14) элементарные напряжен-
ные состояния можно представить в виде:   
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где  
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( ) ( )ξεξσ kk vG 1
02 2 −−= ,  ( ) ( )[ ]ξεξεσ kkk uvG +′= −1

13 . 
 Тогда удовлетворяя граничные условия (8.13), с по-
мощью обобщенных условий ортогональности (8.11), для 

kk BA ,  получаем следующие алгебраические уравнения 
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где  
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Из линейных систем (8.16) определяются постоянные kA  и 

kB  при любом k . 
( ) ( )2
1

2
1

1 cosθ
−

−Δ=
kz

kk QHA , ( ) ( )2
1

2
1

1 cosθ
−

−Δ−=
kz

kk PHB ,   (8.17) 
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где  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1

1

2
12

1

2
12

1

2
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1

2
1 coscoscoscos θθθθ

−−−−
−=Δ

kkkk zzzz
QPQP .

 Суммирование, в порядке возрастания 0>kJmz  не-
обходимого количества элементарных решений, позволяют 
находить характеристики напряженно-деформированного 
состояния с заданной точностью.  
 Как было отмечено выше, в общем случае обоб-
щенные условия ортогональности не позволяет точно 
удовлетворить граничные условия на боковой поверхности 
сферического слоя. Здесь для удовлетворения граничных 
условий на боковой поверхности удобно использовать ва-
риационный принцип Лагранжа. Согласно этому принци-
пу, можно записать 

( ) +++= ∫ dVdzwFvFuFR
V

zyx δδδδ  

( ) 0=+++ ∫ dSwFvFuF
S

zyx δδδ ,                          (8.18) 

  где zyx FFF ,, – компоненты массовых сил, zyx fff ,, – ком-
поненты поверхностных сил, wvu ,, – компоненты вектора 
перемещений. 
 Пусть при jθθ =   ( )2,1=j  заданы следующие гра-
ничные условия. 

( )rQ j=θσ , ( )rjr ττ θ = ,                                              (8.19) 
где ( ) ( )rrQ jj τ, – достаточно гладкие функции и удовлетво-
ряют условиям равновесия 

( ) =−∫
−

rdrQ
1

1
11111 sincossin2 θθτθπ  

( )rdrQ∫
−

−=
1

1
22222 sincossin2 θθτθπ .                               (8.20) 
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 Поскольку однородные решения удовлетворяют 
уравнению равновесия и граничным условиям на лицевой 
поверхности, вариационный принцип принимает следую-
щую форму 

( ) ( )[ ] 0
2

1

=−+−∫ =
rdruuQ

R

R
jrj jθθθθθ δττδσ .                        (8.21) 

Подставляя (5.25) в (8.21), для определения kC , вариации 
которых будем считать независимыми, получим следую-
щую бесконечную систему 

j
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j
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, ( ),...2,1=n                                              (8.22)    
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 Используя малость параметра тонкостенности обо-
лочки ε , можно построить асимптотическое решение сис-
темы (8.22). Для этого надо подставить асимптотические 
выражения для rr uu ,,, θθθ τσ , соответствующие различным 
группам нулей характеристического уравнения в формулы 
(5.23). 
 Как было отмечено выше, несамоуравновешанную 
часть напряжений (8.19) можно снять при помощи прони-
кающего решения (7.27), причем связь постоянной A  с 
главным вектором дается равенством AGrP επ 1

2
02= . Посто-

янные kC  ( )4,3,2,1=k  определяются через главные части 
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изгибающего моментов и перерезывающих сил на боковой 
поверхности слоя. Поэтому ниже будем предполагать, что 

0=A , 0=kC .    
 Для простоты, предположим, что серединная по-
верхность представляет собой сферу  с одним круговым 
отверстием. 
 Далее, используя формулы (7.5), (7.6), (7.7), неиз-
вестные nnn EDB ,,  будем отыскивать в виде 

...10 ++= nnn BBB ε ,    ...10 ++= nnn DDD ε  
...10 ++= nnn EEE ε , ( ),...5,3,1=n . 

 На основе вариационного принципа, получим сле-
дующую систему уравнений относительно 000 ,, nnn EDB . 

( )

( )

( ),,...3,1,

,,...3,1,

,,...3,1,

0
,...3,1

0
,...3,1

0
,...3,1

==

==

==Π

∑

∑

∑

∞

=

∞

=

∞

=

kFEl

khDg

kHB

kn
n

nk

kn
n

nk

kn
n

nk

                                        (8.24)  
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 Для ,...4,2, =kn  соответствующие выражения ,nkΠ  
,nkg kkknk FhHl ,,,  получаются из (8.25), (8.26), (8.27) заме-

ной xcos  на xsin , xsin  на xcos− , chx  на shx  и shx  на 
chx−  соответственно. Определение ninini EDB ,,  ( ),...2,1=i  

неизменно сводится к обращению одних и тех же матриц, 
которые совпадают с матрицами (8.24). В свою очередь 
элементы этих матриц не зависят от вида нагрузки на ко-
нических срезах слоя, а потому обращение может быть 
произведено один раз и навсегда. Уместно отметит, что 
подобные системы (8.24) уже встречались в теории тол-
стых плит и на их основе уже неоднократно проводился 
численный анализ различных задач. Разрешимость и схо-
димость метода редукции для этих систем доказана в рабо-
те [41]. 
 Общее решение задачи об определении напряжен-
ного и деформированного состояния оболочки может быть 
получено суперпозицией решений, соответствующих раз-
личным группам корней. Для простоты, будем рассматри-
вать только те случаи, когда корни квадратного уравнения 
(6.7) вещественны и 21 ss ≠ . 
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 В формулах (8.28), (8.29) первые и вторые члены 
правых частей соответствуют прикладной теории оболо-
чек, следующие–добавки к решениям по прикладной тео-
рии. Вблизи границы constj =θ  в напряжениях θσ , ϕσ  
добавочные члены имеют тот же порядок, что в приклад-
ной теории, а в напряжениях rσ , θτ r  при 0→ε  основную 
роль начинают играть добавочные члены. 
 Таким образом, выше приведенный анализ показы-
вает, что напряженное состояние анизотропной сфериче-
ской оболочки, складывается из трех типов: внутреннего 
напряженного состояния, простого краевого эффекта и по-
гранслоя. 
 Построенные однородные решения не только 
вскрывают качественную структуру трехмерного решения 
анизотропной сферической оболочки, но и могут служить 
эффективным аппаратом решения конкретных задач, а 
также основой для оценки упрощенных теорий и построе-
нию уточненных прикладных теорий.  
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 §9. Асимптотический анализ решения задачи  
               теории упругости для трансверсально- 
               изотропной сферической оболочки при  
               смешанных условиях на лицевой поверхности   
 
 1. Предположим, что на лицевой поверхности слоя 
заданы граничные условия 

0=ru , 0=θτ r  при iRr =  ( )2,1=i .                        (9.1)   

Аналогично рассматривается случай, когда 

0=rσ , 0=θu  при iRr =  ( )2,1=i .   
Используя результаты первой главы и удовлетворяя одно-
родные граничные условия (9.1), относительно 

4321 ,,, CCCC  получаем следующую линейную систему 
уравнений 
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 (9.2) 

Эта система имеет нетривиальные решения тогда и только 
тогда, когда 
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Раскрывая (9.3) получаем характеристическое урав-
нение для определения собственный значений z : 
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 Трансцендентное уравнение (9.4) определяет счет-
ное множество корней kz , а соответствующие им постоян-
ные nnnn CCCC 4321 ,,,  пропорциональны алгебраическим 
дополнениям какой-либо строки определителя системы 
(9.2). Выбирая в качестве решения системы алгебраиче-
ские дополнения элементов первой строки, получим 
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 Суммируя по всем корням уравнения (9.4) и учиты-
вая обобщенный закон Гука, получаем однородные реше-
ния следующего вида: 
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 2. Дадим анализ корней характеристического урав-
нения. Для этой цели сначала выразим коэффициенты 
функции ( )ε21 sssh + , ( )ε12 sssh −  через 21,ss . Соответст-
венно получим 
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где  

2322120 2 bbba −−= , ( )12
4
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0
2

221 −−⎟
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⎜
⎝
⎛ −= Gzba , 

( ) ⎟
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⎠
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⎜
⎝
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4
9

4
112 2

22
2

22120122 zbzbbGba , 

 Используя (9.7), представим характеристическое 
уравнений в следующем виде 
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2
20 ssassssshssaa ε

( )( ) } ( ) 0
2
12 12

22
12

2
20

2
1121 =−−−+⎥
⎦

⎤
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− ssshssaaaass ε  (9.8) 

 Докажем, что характеристическое уравнение при 
0→ε  неограниченных корней не имеет. Для этой цели 

разложим ( )ε,zΔ  в ряд по ε  и ограничимся только первы-
ми членами разложения. Получим  

( ) ( ) ( )[ ] 04, 22
0

222
1

2
221 =+−−≈Δ εεε Oassssz                 (9.9)  
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 Если характеристическое уравнение имело бы огра-
ниченные корни kz , тогда они обязательно должны быть 

нулями 2
0a . Но 2

0a  от z  не зависит, так как 

( )2232212
2
0 2 bbba −−= . Это означает, что характеристиче-

ское уравнение при 0→ε  ограниченных корней не имеет. 
Таким образом, все корни характеристического уравнения 
стремятся к бесконечности при 0→ε . 
 В принципе здесь возможны следующие предель-
ные случаи: 
1) 0→kzε  при 0→ε ; 2) ∞→kzε  при 0→ε ;  
3) constzk →ε  при 0→ε . 
 Как и в работе [19] можно доказать, что случаи 1 и 2 
здесь не осуществимы. 
 В третьем случае отыскиваем nz  в виде 

( )εδε Oz nn += −1 , ( ),...2,1=n                               (9.10) 
 Как и в первой главе, здесь возможны следующие 
случаи: 
1. ns δλ 12,1 ±= ,  ns δλ 24,3 ±= , 0~

1 >q , 0~~
2

2
1 >− qq , inis τδ 22 = , 

( )2,1=i ,  

2
2

112,1
~~~ qqqs −±= , 2

2
1

~~ qq > , 

2
1212,1

~~~ qqiqis −±=+= βα , 2
2

1
~~ qq < . 

2. Корни характеристического уравнения (9.4) кратные 
pnδλλ ±== 4,32,1 ,  0~

1 >q , 0~~
2

2
1 =− qq , 1

~qp = . 

3. nis δλ 12,1 ±= , nis δλ 24,3 ±= , 0~
1 <q , 0~~

2
2

1 ≠− qq ,  

2
2

112,1
~~~ qqqs −+= , 2

2
1

~~ qq > , 

2
1212,1

~~~ qqiqs −±= , 2
2

1
~~ qq < . 



 135

pi nδλλ ±== 4,32,1 ,  0~
1 <q , 0~~

2
2

1 =− qq , 1
~qp = . 

 В случаях 1, 2 после подстановки (9.10) и (9.4) и 
преобразования его с помощью разложений в ряд по ε  для 

nδ  получаем: 
( ) ( ) 01221 =−±+ nn sschssch δδ ,                   (9.11) 

02cos2 =± nch βδαδ ,                                  (9.12) 
012 =±npch δ ,                                             (9.13) 

 Что касается случаев 3 и 4, то для них результаты 
получаются из случаев 1 и 2 формальной заменой 21, ss  на 

21,isis , p  на ip . Эти уравнения совпадают с уравнениями, 
определяющими показатели краевых эффектов Сен-Венана 
в теории анизотропной упругости для полосы. 
 Приведем теперь первые члены асимптотических 
разложений, соответствующие различным группам корней. 
Для перемещений и напряжений, в первом приближении, 
получаем два класса решений, первое из которых соответ-
ствует нулям функции 

( ) ( ) nn sschssch δδ 1221 −++ , nch βδαδ cos2 + , 12 +npch δ , 
а второе нулям функции 

( ) ( ) nn sschssch δδ 1221 −−+ , nch βδαδ cos2 − , 12 −npch δ , 
Соответственно имеем: 

( ) ( )[ −−= ∑
∞

=
ξδδ nn

n
nr chschsbssCru 1222

2
1

2
2

,...3,1
0

1  

( ) ( )] ( )θεξδδ nnn mOchschsbss +− 2122
2
2

2
1 ,  

( ) ( ) [ −+−= ∑
∞

=
ξδδεθ nn

n
n shschssCssrbu 122

,...3,1
21012

1 1  

( )] ( )
θ
θεξδδ

d
dmOshschss n

nn +211 , 
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( ) ( )[ −−++= ∑
∞

=
ξδδδσ nnn

n
nr shschsbbbbsbsCssG 12221112

2
12

2
1112

2

,...3,1
211

1

( ) ( )] ( )θεξδδ nnn mOshschsbbbbsbs +−++− 21221112
2
12

2
2111 , 

( ) ( )[ −+= ∑
∞

=
ξδδδσθ nnn

n
n shschsbsbsCssG 1222

2
1122

2

,...3,1
211

1  

( ) ( )] ( )θεξδδ nnn mOshschsbsbs ++− 2122
2
2121 ,                    (9.14) 

( ) ( )[ −−++= ∑
∞

=
ξδδδσϕ nnn

n
n shschsGbbbsbsCssG 120121223

2
1122

2

,...3,1
211

1 22

( ) ( )] ( )θεξδδ nnn mOshschsGbbbsbs +−++− 210121223
2
1121 22 , 

( ) ( ) ( )[ −++−= ∑
∞

=
ξδδδτ θ nnn

n
nr chschsbsbsCbG 1222

2
1122

,...3,1
121

1 1  

( ) ( )] ( )
θ
θεξδδ

d
dmOchschsbsbs n

nn ++− 2122
2
2121  

 Выражения для ( ) ( )22 ,..., θτ rru  получаются из (9.14) 
простой заменой βα is +=1 , βα is −=2 .  
( ) ( ) ( )[ ]{ ×−++= ∑

∞

=
nnnn

n
nr shppbpchpbBpbru δδδδ 121 2

1111
,...3,1

120
3  

( ) ( )} ( )θεξδδξδξδ nnnnn mOshpchppbchp +−−× 12
11 , 

( ) ( ) ⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= ∑

∞

=
ξδδδδ

θ nnn
n

n
n shpshp

p
chpBpbru

,...3,1
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110

3 1  

( )] ( )
θ
θεξδδξδ

d
dmOchpchp n

nnn +− ,  

( ) ( )
⎩
⎨
⎧
⎢
⎣

⎡
+−++= ∑

∞

= p
chpbpbbpbpbBG n

n
n

nr
δδσ 12

2
1211

2
11

4
11

2

,...3,1
1

3 3  

( )( ) ] ( )×−−+−+ 11 2
1112

2
11

2
11 pbshpshpbpbpb nnn ξδδδ  

( ) ( )} ( )θεξδδξδ nnnn mOchpchpbpb ++× 12
2

11 ,                    (9.15) 
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( ) ( )( ) ( )
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где nn BC ,..., – неизвестные постоянные. 

( ) ( ) 02

2
=+′′ θ

ε
δθ n

n
n mm . 

 Выражения для ...6,4,2=n  получаются из формул 
(9.14), (9.15) заменой chx  на shx  и shx  на chx−  соответ-
ственно.  
 Однако, как было отмечено в первой главе, при 
удовлетворении граничных условий на боковой поверхно-
сти оболочки, здесь обобщенные условия ортогональности 
однородных решений не позволяют полностью решить во-
прос о точном удовлетворении граничных условий на бо-
ковой поверхности сферы. В общем случае, краевая задача 
сводится к решению систем линейных бесконечных алгеб-
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раических уравнений. Тем не менее, при специальных ус-
ловиях опирания края оболочки, обобщенные условия ор-
тогональности однородных решений позволяют предста-
вить решение в форме ряда, коэффициенты которого опре-
деляются точно.      
 С помощью обобщенных условий ортогональности 
рассмотрим следующую задачу: пусть лицевые поверхно-
сти sRr =  ( )2,1=s  свободны от напряжений, а на кониче-
ских поверхностях jθθ =  ( )2,1=j  заданы следующие 
смешанные граничные условия   

( )
( ) ( ) ( ) .при,,

,при0,0,

2

1

θθξσξθξ
θθσθξ

θ

θ

===
===

Qbu
u

r

r                 (9.16) 

 Общее решение уравнения Лежандра (1.5) имеет 
вид: 

( ) ( ) ( )θθθ coscos
2
1

2
1

−−
+=

nn znzn QBPAm . 

Тогда, удовлетворяя граничные условия (9.16), с помощью 
обобщенных условий ортогональности, для nn BA ,  полу- 
чаем следующие алгебраические уравнения  

( ) ( )

( ) ( ) ,coscos

0coscos

2
2
12

2
1

1
2
11

2
1

kzkzk

zkzk

HQBPA

QBPA

kk

kk

=+

=+

−−

−−

θθ

θθ

         (9.17) 

где 

( ) ( ) ( )[ ]{ ( ) ( )} ξξξξεξξεξ dvQuvGbeH kkkkk −+′Δ= ∫
−

−
1

1

1

21 , 

( ) ( ) ( ) ( )[{ −++′=Δ ∫
−

ξεξξεξ
kkkk ubbubveG 232212

1

1

3
1  

( )] ( ) ( ) ( )[ ]} ξξεξξξε duvuvzb kkkkk +′−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

4
12

22 .  
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Постоянные kA  и kB  определяются из линейных систем 
(9.17) при любом k .  

( )2
2
1

1 cosθ
−

−Δ=
kzkk QHA ,  ( )2

2
1

1 cosθ
−

−Δ=
kzkk PHB , 

где  
( ) ( ) ( ) ( )1

2
12

2
12

2
11

2
1 coscoscoscos θθθθ

−−−−
−=Δ

kkkk zzzz
QPQP . 

 Как и в первой главе в общем случае краевая задача 
сводится к решению бесконечных линейных алгебраиче-
ских уравнений. 
 Предположим, что серединная поверхность пред-
ставляет собой сферу с одним круговым отверстием. Пусть 
при 1θθ =  заданы следующие граничные условия  

( )ξσθ Q= , ( )ξττ θ =r ,                                   (9.18) 
где ( )ξQ , ( )ξτ – достаточно гладкие функции и удовлетво-
ряют  условиям равновесия 

( ) PdeQ =−∫
−

ξθθτθπ εξ2
1

1
111 sincossin2  

Далее, используя формулы (9.14), (9.15), неизвестные nC , 

nB  будем отыскивать в виде 
...10 ++= nnn CCC ε , ...10 ++= nnn BBB ε .        (9.19) 

На основе вариационного принципа, получим следующую 
систему уравнений относительно 0nC , 0nB . 

( )

( ),,...3,1,

,,...3,1,

0
,...3,1

0
,...3,1

==

==Π

∑

∑
∞

=

∞

=

khBg

kFC

kn
n

nk

kn
n

nk

                            (9.20) 

где  
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( ) ( )[{ ×+⎟
⎠
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⎛ +
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22
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11121 exp1 bsbsssbG n
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∫

 

Система (9.20) решается методом урезания. 
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§10. Исследование упругого равновесия   
      трансверсально-изотропной сферической  
      оболочки с закрепленной лицевой  
      поверхностью 

 
 На основе метода однородных решений исследуется 
асимптотическое поведение решения задачи теории упру-
гости для трансверсально-изотропной сферической обо-
лочки при жесткой заделке лицевой поверхности. 
 Показано, что решение данной задачи в первом чле-
не асимптотики совпадает с решением аналогичной задачи 
теории упругости для анизотропной полосы. С помощью 
вариационного принципа краевая задача сведена к реше-
нию бесконечных алгебраических уравнений. 
 Будем считать, что лицевые поверхности границы 
жестко заделаны 

0=ru , 0=θu     при sRr =   ( )2,1=s ,                  (10.1) 
а в остальной части границы выполняются условия 

( )rf n1=θσ , ( )rf nr 2=θτ   при nθθ =  ( )2,1=n ,    (10.2) 
где ( )rf n1 , ( )rf n2 – достаточно гладкие функции и удовле-
творяет условиям равновесия. 
 Используя результаты первой главы и удовлетворяя 
однородные граничные условия (10.1), относительно 

4321 ,,, CCCC  получаем следующую линейную систему 
уравнений 

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
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⎧
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422312221111

42322111

422312221111

42322111

2211

2211

2211

2211

CeDCeDCeDCeD
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CeDCeDCeDCeD

CedCedCedCed

ssss

ssss

ssss

ssss

εεεε

εεεε

εεεε

εεεε

          (10.3) 



 142

Из условия существования нетривиальных решений 
этой системы, получаем характеристическое уравнение для 
определения собственных значений z : 

( ) ( ) ( )[ ] 04,, 12
2

212
2

121 =−−+= εεε ssshAssshAssD ,      (10.4) 
где  
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⎠
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⎜
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4
112 2
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Постоянные nnnn CCCC 4321 ,,,  пропорциональны ал-
гебраическим дополнениям какой-либо строки определи-
теля системы (10.3). Выбирая в качестве решения системы 
алгебраические дополнения элементов первой строки, по-
лучим 
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 Суммируя по всем корням уравнения (10.4) получа-
ем однородные решения. 
 Дадим анализ корней характеристического уравне-
ния.  
 Легко доказать, что уравнение (2.24) при 0→ε  ог-
раниченных корней не имеет. В самом деле, пусть 

∞≠= *
kk zz  при 0→ε . Тогда справедливо предельное со-

отношение 
( ) ( )*

210
2

21 ,,,, kzssDssD εε →   при 0→ε . 
 Таким образом, предельные точки множества kz  
определяются из уравнения 

( ) 0,, *
21

*
0 =kzssD . 

В данном случае 

( ) ( ) ( )⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=

4
1116,,

2*
22

2
12

22
1

2
221

*
21

*
0 kk zbbsssszssD  

( ) ( ) ( )( )] 012112 23221223220
2

12 =−−−+++−+− bbbbbGb   (10.5) 
Непосредственной проверкой можно показать, что 

корню *
kz  определяемому из (10.5) соответствуют триви-

альные решения.  
Итак, все корни уравнения (10.4) стремятся к беско-

нечности при 0→ε . Здесь возможен только случай 
constzk →ε  при 0→ε . 
Для построения асимптотики нулей, отыскиваем nz  

в виде 
( )εδε Oz nn += −1 ,    ( ),...2,1=n .                     (10.6) 

Подставляя (10.6) в (10.4) имеем 
02 4*

2
2*

1
2 =+− nn qq δτδτ , 

( )12
2
122211

1
11

*
1 22 bbbbbq −−= − ,                                  (10.7) 

22
1

11
*
2 bbq −= ;  inis τδ 22 = ;  ii τλ = , 
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( ) *
2

2*
1

*
1 1 qqqs i

i −−−= , ( )2,1=i . 
Как было отмечено ранее, в зависимости от харак-

теристик материала 021 ,,, Gvvv , параметры *
2

*
1 ,qq  прини-

мают различные значения, что влечет за собой различные 
формы записи решений. Это в свою очередь приводит к 
различным асимптотическим представлениям решений. 

Рассмотрим следующие возможные случаи: 

1. ns δλ 12,1 ±= ,   ns δλ 24,3 ±= , 0*
1 >q , 0*

2
2*

1 >− qq , 

*
2

2*
1

*
12,1 qqqs −±= , *

2
2*

1 qq > , 

2*
1

*
2

*
12,1 qqiqis −±=+= βα , *

2
2*

1 qq < . 
2. Корни характеристического уравнения (10.4) кратные 

pnδλλ ±== 4,32,1 , 0*
1 >q , 0*

2
2*

1 =− qq ,  *
1qp = . 

3. nis δλ 12,1 ±= ,   nis δλ 24,3 ±= , 0*
1 <q , 0*

2
2*

1 ≠− qq , 

*
2
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1

*
12,1 qqqs −±= , *

2
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1 qq > , 
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1
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12,1 qqiqs −±= , *

2
2*

1 qq < , 

4. pi nδλλ ±== 4,32,1 , 0*
1 <q , 0*

2
2*

1 =− qq ,  *
1qp = . 

 В случаях 1,2 после подстановки (10.6) в (10.4) и 
преобразования его с помощью разложений shx  в ряд по ε  
для nδ  получаем: 
( )( ) ( ) mnssshbssss δ21222112 ++−  
( )( ) ( ) 012222121 =−−+ nssshbssss δm ,                               (10.8) 

( ) ( ) 02sin2 22
22

22
22 =−−+− nn bshb βδβαααδβαβ m , (10.9) 

( ) ( ) 022 22
2

22
2 =−+ nn bpppshbp δδ m .                        (10.10) 



 145

Что касается случаев 3 и 4, то для них результаты 
получаются из случаев 1 и 2 формальной заменой 21, ss  на 

21,isis . Эти уравнения совпадают с уравнениями, опреде-
ляющими показатели краевых эффектов Сен-Венана в тео-
рии толстых плит. 

Приведем теперь первые члены асимптотических 
разложений, соответствующие различным группам корней. 

Для перемещений и напряжений в первом прибли-
жении получаем два класса решений, первое из которых 
соответствует нулям функции 
( )( ) ( ) −++− nssshbssss δ21222112  
( )( ) ( ) nssshbssss δ12222121 −−+− ,                                

( ) ( ) nn bshb βδβαααδβαβ 2sin2 22
22

22
22 −−−+− , 

( ) ( ) nn bpppshbp δδ 22
2

22
2 22 −−+ , 

а второе– нулям функции 
   ( )( ) ( ) +++− nssshbssss δ21222112  
( )( ) ( ) nssshbssss δ12222121 −−++ ,                                

( ) ( ) nn bshb βδβαααδβαβ 2sin2 22
22

22
22 −−++− , 

( ) ( ) nn bpppshbp δδ 22
2

22
2 22 −++ . 

Соответственно получим 
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 Выражения для ( ) ( )22 ,..., θτ rru  получаются из (10.11) 
простой заменой βα is +=1 , βα is −=2 . 
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где nn BC ,..., – произвольные постоянные. 
 Для ...6,4,2=n  соответствующие выражения для 

θτ rru ,....,  получаются из формул (10.11), (10.12) заменой 
chx  на shx  и shx  на chx−  соответственно. 
  В общем случае нагружения, произвольные посто-
янные nn BC ,...,  могут быть определены с помощью вариа-
ционного принципа Лагранжа. 
 Пусть при 1θθ =  заданы следующие граничные ус-
ловия 

( )ξσθ Q= , ( )ξττ θ =r .                         (10.13) 
 Так как однородные решения удовлетворяют урав-
нению равновесия и граничным условиям на лицевой по-
верхности, вариационный принцип принимает следующую 
форму 

( ) ( )[ ] 0
2

1
1

=−+−∫ =

R

R
rr rdruuQ θθθθθ δττδσ .         (10.14) 

 Подставляя (10.11), (10.12) в (10.14) для определе-
ния kC , вариации которых будем считать независимыми, 
получим следующую бесконечную систему 
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 Полученные простые асимптотические формулы 
позволяют рассчитать напряженно-деформированное со-
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стояние сферической оболочки при любых условиях на бо-
ковой поверхности. 
 Отметим, что ни одна прикладная теория оболочек 
не в состоянии описывать такие решения.  
 
 §11.Неосесимметричные задачи теории  
                  упругости  для трансверсально-  
                  изотропной полей сферы 
 
 Рассматривается неосесимметричная задача теории 
упругости для трансверсально-изотропной полой сферы. 
Благодаря сферической симметрии общая краевая задача 
разбивается на две, одно из которых в точности совпадает 
с осесимметричной краевой задачей полой сферы, вторая с 
краевой задачей чистого кручения полой сферы.  
 Рассмотрим трансверсально-изотропной сфериче-
ской слой, отнесенный к сферической системе координат 

21 rrr ≤≤ , ( ) ( )ϕθθϕθ 21 ≤≤ , πϕ 20 ≤≤  
Оболочка изготовлены из трансверсально-

изотропного материала.  
Сферические части границы слоя будем называть 

лицевыми поверхностями, а остальную часть границы на-
зовем боковой поверхности. 

Приведем здесь полную систему уравнений, описы-
вающих пространственное напряженно-деформированно 
состояние сферического слоя. Уравнения равновесия в на-
пряжениях, при отсутствии массовых сил, в сферической 
системе координат, имеют вид:   
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1,, GGAij – материальные константы, ϕθ uuur ,, – компонен-
ты вектора перемещений. 
 Подставляя (11.3), (11.2) в (11.1), после несложных 
вкладок получим: 
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 Предположим, что со стороны лицевых поверхно-
стей на слой действует нагрузка 

( )( )ϕθσ ,k
rr q= , ( )( )ϕθτ θ ,k

rr q= , 
( )( )ϕθτ ϕ ,k
rr q=  при krr =   ( )2,1=k                      (11.5) 

характер граничных условий на боковой поверхности пока 
уточнять не будем, однако, будем считать их таковыми, 
что слой находится в равновесии. 
 Следуя [17], разобьем двумерное векторное поле 

( )ϕθ uuv ,=
r  на потенциальную и вихревую части. Пологая   
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+
∂
∂

=
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rFru , 
ϕ
ψ

θθϕ ∂
∂

−
∂
∂

= rFru
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             (11.6) 

Подставляя (11.6) в уравнение (11.4) и граничные условия 
(11.5) соответственно получаем 
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( ) 0,1 =FuL r                                                                 (11.7) 

( ) ( ) 0
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1, 32 =
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∂
∂ ψ

ϕθθ
LFuL r                                   (11.8) 
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∂
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rrrr qFuM
k
=

=
                                           (11.10) 

( ) ( ) ( )( )ϕθψ
ϕθθ θ ,

sin
1, 32

k
r

rr
r qMFuM

k

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+
∂
∂

=

          (11.11) 
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где  
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Соотношения (11.8), (11.9) тождественно удовле-
творяются, если положить  

( ) ( )
ϕ

ϕθχ
∂

∂
−=

,,,2
rFuL r , ( ) ( )

θ
ϕθχθ

∂
∂

=
,,sin3

rFL    (11.13) 

где функция ( )ϕθχ ,,r  удовлетворяет уравнению  
( ) 0,,0 =Δ ϕθχ r                                             (11.14) 

Теперь ( ) ( )[ ]k
r

k
r qq ϕθ ,  представим в виде 

( )
( ) ( )

ϕθθθ ∂
∂

+
∂
∂

=
kk

k
r

qqq 32

sin
1 , ( )

( ) ( )

θϕθϕ ∂
∂

−
∂
∂

=
kk

k
r

qqq 32

sin
1    (11.15) 

Тогда исходная краевая задача (11.4), (11.5) распадается на 
две 

( ) 0,1 =FuL r , ( )
ϕ
χ
∂
∂

−=FuL r ,2                                  (11.16) 

( )[ ] ( )k
rrrr qFuM

k
==,1 , ( )[ ] ( )

( )

ϕ∂
∂

−==

k
s

rrr
eqFuM

k 22 ,   (11.17) 

( )
θ
χθ
∂
∂

= sin3 FL                                                          (11.18) 

( )[ ] ( )
( )

θ
θ

∂
∂

+==

k
k

rr
eqFM

k
sin33                                   (11.19) 

( )( )ϕθ ,ke – произвольные функции, удовлетворяющие 
уравнению ( )( ) 0,0 =Δ ϕθke . 
Законность представления (11.6) подробно обсуждена в 
работе [1] и нет необходимости ее здесь обсуждать. Там же 
показано, что не умаляя общности, всегда можно положить 

0=χ , ( ) 0=se . 
 2. Неоднородными решениями будем называть ча-
стные решения уравнений равновесия (11.4), которые 
удовлетворяют на лицевых поверхностях слоя неоднород-
ным граничным условиям (11.5). Для построения неодно-
родных решений можно использовать различные приемы. 



 154

Одна из известных приемов состоит в следующем: область 
[ ] ( ) ( )[ ][ ]πϕθϕθ 2,0,, 2121 rrV =  продолжается до замкнутого 

сферического слоя [ ][ ][ ]ππ 2,0,0, 210 rrV = , а нагрузка 
( ) ( ) ( ) ( ){ }k

r
k

r
k

r
k qqqq ϕθ ,,=  заданная на лицевых поверхностях 
( )kS  достаточно произвольным образом продолжается на 

замкнутые сферические поверхности ( )( )k
k rrS =0 . Внешние 

усилия, заданные на ( )kS0 , обозначим через 
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r
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r
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r
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r
k
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r
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r

k
r qP ϕϕ =  и кроме этого, необходимо, чтобы 

внешние усилия ( )k
rP , ( )k

rP θ , ( )k
rPϕ  удовлетворяли условиям 

равновесия. Представим двумерное поле ( ) ( ){ }k
r

k
r PP ϕθ ,   внеш-

ней нагрузки в виде 
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Разложим функции ( )( )ϕθ ,k
iP   ( )3,2,1=i , ( ) ( )[ ]k

r
k PP =1  в ряды 

по сферическом функциям в виде 
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Тогда функции ψ,, Fu  через которые определяются ком-
поненты вектора перемещения 

rUur = , ⎟⎟
⎠
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θ
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можно отыскивать в виде рядов  
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здесь ( )( ) ( ) ϕθϕθ mPY m
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m
n coscos, = , если 0≤m  и 

( )( ) ( ) ϕθϕθ mPY m
n

m
n sincos, =  если 0>m . Функция m

nP – 
присоединенные функции Лежандра порядка m . В силу 
ортогональности ( )( )ϕθ ,m

nY  исходная краевая задача рас-
членяется на две последовательности независимых одно-
мерных краевых задач относительно функций nmu , 
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Граничные условия  
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 Для решения полученных задач можно использо-
вать различные методы, в том числе и численные, напри-
мер, метод прогонки. 
 Описанный прием построения неоднородных реше-
ний является достаточно универсальным и не зависит от 
различных параметров оболочки, в том числе от ее толщи-
ны. 
 Однако, если относительная толщина оболочки ма-
ла, а нагрузка, заданная на лицевых поверхностях доста-
точна гладкая, то для построения неоднородных решений 
целесообразно использовать первый итерационный про-
цесс асимптотического метода [14], который менее трудо-
емок и позволяет быстрее достичь конечной цели. 
 Введем новую радиальную переменную ξ , связан-
ную с r  соотношением 

0
ln1

r
r

ε
ξ = , 

1

2ln
2
1

r
r

=ε , 210 rrr , [ ]1,1−∈ξ               (11.20)    

 В дальнейшем будем предполагать, что функции 
3,2,1=± iqi  относительно ε  имеют порядок ( )1O . 

 Представление векторного поля ( )ϕθ uuv ,=
r  в виде 

(11.6) приводит к расчленению напряженного состояния. 
Индексом 1 вверху будем обозначать часть тензора напря-
жений, соответствующую потенциальной задаче, индексом 
2–вихревой. 
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 Потенциальная задача (11.16), (11.17) подробно 
изучено выше. Поэтому исследуем более простую, вихре-
вую задачу. В случае вихревой задачи краевую задачу 
(11.18), (11.19) в переменных ϕθξ ,,  запишем в виде 

( ) ( )
εψ

ψεψεψε

ξ
±

±=
=′

=+Δ+′+′′=Δ

31

00
2

0 023,

q

GN
                (11.22) 

Штрихами обозначены производные по ξ . 
Решение (11.22) будем отыскивать в виде  
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( )...2
2

10
1 +++= − ψεεψψεψ                                 (11.23) 

 Коэффициенты разложения (11.23) определяются 
интегрированием по ξ  рекуррентной системы, которая по-
лучается после подстановки (11.23) в (11.22). Приведем 
соотношения, определяющие три члена разложения (2.4) 

( )
0

3
00 2

G
q

−=+Δ ψ , ( )
0

33
10 2

32
G

qq −+ +
−=+Δ ψ  

( )ϕθξξψ ,
22

1 332
32 Eqqq +

+
+=

−+

                                   (11.24)   

( ) ( ) 3
0

33
0 2

2
,2 q

G
qqE −

+
−=+Δ

−+

ϕθ , −+ += 333 qqq  

 Формулы (11.24) дают возможность написать в 
асимптотических разложениях напряжений ( )2

θσ , ( )2
ϕσ , ( )2

θϕτ  

по три члена разложений, а в ( ) ( )22 , ϕθ ττ rr  один. 
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Из формул (11.25) следует, что напряжения ( )2
θσ , ( )2

ϕσ , ( )2
θϕτ  

имеют относительно ε  порядок ( )1−εO , а ( ) ( )22 , θϕ ττ rr – поря-
док ( )1O . 
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 3. Однородным решением будем называть всякое 
решение уравнений равновесия (11.4), удовлетворяющие 
условию отсутствия напряжений на лицевых поверхно-
стях.  
 Как было отмечено выше системы однородных ре-
шений для потенциальной задачи построены выше. 
 Поэтому переходим к асимптотическому анализу 
вихревой однородной задачи.  

( ) ( ) 023, 00
2

0 =+Δ+′+′′=Δ ψεψεψψε GN  
01 =′

±=ξψ                                                             (11.26) 

После разделения переменных с помощью представления 
решения в виде 

( ) ( ) ( )ϕθξϕθεψ ,,, Va=                                           (11.27) 
относительно функций ( )ξa  получается самосопряженная 
спектральная задача вида 

( ) ( ) 010,
4
1 2 =±′=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − aazN ξε                             (11.28) 

Положив в формулах (11.24) 03 =q  получаем однородные 
решения соответствующие первому итерационному про- 
цессу вихревой задачи. Этим решениям соответствует два 

собственных значения 
2
3

0 ±=z . Последним соответствует 

одна и та же собственная функция ( ) constca ==ξ00 . Дру-
гую группу образует счетное множество собственных зна-
чений вида 

( )...10
1 ++= −

ttt iz εγγε ,  ,...2,1=t                             (11.29)  
где t0γ  в свою очередь являются ненулевыми собствен- 
ными значениями спектральной задачи 

ψγψ 2
000 GT = , ( ){ }01, 000 =±′′′−= ψψψT                   (11.30)  
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Соответствующие собственные функции имеют вид 
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Собственным  значением 0z  соответствует следую- 
щее элементарное решение уравнения равновесия   

( ) 020 ≡ru ,   ( )
ϕθ

εξ

θ ∂
∂

= 0020

sin
Yercu , ( )

θ
εξ

ϕ ∂
∂

−= 0
01

20 Yercu  

где ( )ϕθ ,0Y – сферическая функция, удовлетворяющая 
уравнению ( ) ( ) 0,2 00 =+Δ ϕθY . 
 Остальным собственным значениям соответствуют 
элементарные вихревые решения вида 

( ) 022 ≡rtu ,  ( ) ( )[ ]
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        ( ) ( )[ ]
ϕ

εεψψ εξ
ϕ ∂

∂
++−= t

ttt
YerOu 0

2
10

22  

 Дадим характеристику напряженно-деформирован- 
ных состояний вихревой задачи. В соответствии с двумя 
группами собственных значений спектральной задачи 
(11.26) тензор напряжений преобразуется к виду 

( ) ( ) ( )22202 σσσ +=                                                     (11.32)  

 Тензор напряжений ( )20σ  соответствует собствен-

ным значениям 
2
3

0 ±=z  и его компоненты определяются 

формулами 
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−Δ= 2
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20 ,2

θ
ϕθτθϕ
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( ) ( ) ( ) ( )
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∂∂
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θ
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ϕθ
ξψσσ ϕθ sin
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2222 k
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YGG                   (11.34) 

( ) ( ) ( )
ϕ
ϕθξψ

θ
ετ θ ∂

∂′= − ,
sin

1122 k
kr

YG  

( ) ( ) ( )
ϕ
ϕθξψετ ϕ ∂

∂′−= − ,
1

122 k
kr

YG  

( ) ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

−Δ= ϕθ
θ

ξψτθϕ ,2

2

0
22

kkk YYG  

( ) ( ) ( )ξεψξψξψ kkk 10 +=  
( ) ( ) ( )θθθ coscos 10100 QBPAY += , ( ) θθ coscos1 =P  

( ) 1
cos1
cos1lncos

2
1cos1 −

−
+

=
θ
θθθQ  

Разъясним картину напряженного состояния вихревой за-
дачи.  
 Условия равновесия слоя имеет вид 

( ) ( ) drrrrdrrr
r

r

r

r

2
2

22
21

22
1 sin,2sin,2

2

1

2

1

θθτπθθτπ θϕθϕ ∫∫ =  (11.35)  

 Рассмотрим связь однородных решений вихревой 
задачи с крутящим моментом kpM  напряжений, действую- 
щих в сечении const=θ . 
 Имеем  

( ) ξθξτθπ εξ
θϕ derM

r

r
kp

33
0

2 ,sin2
2

1
∫=                                 (11.36)  
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Представим напряжений θϕτ   в виде 

( ) ( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= ∑

∞

= θ
θθθξψττ θϕθϕ d

dYctgYzGG k
kk

k
k 2

4
12

1
01

20  (11.37) 

Слагаемое ( )20
θϕτ  соответствует собственным значе-

ниям 
2
3

0 ±=z  и имеет вид 

( ) ( ) ( )[ ]θθτθϕ coscos 1010
20 QBPA

r
G

+=                                (11.38)  

 Другая часть напряжений θϕτ  определяется собст-
венными функциями kψ  и собственными значениями kz  
спектральной задачи (3.5). 
 Преобразуем выражения kpM  с учетом (11.37), 
(11.38). 
Имеем 

( ) ( ) ( )∑ ∫
∞

= −
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×

×+=

1

1

1
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1

sin22

k
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k
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ikp
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d

dYctgYz

GrMBrM

ξξψ
θ
θθθ

θππ

εξ
 

0

1

1
0

2 GshdeGM
ε
εξεξ == ∫

−

                                    (11.39) 

Исходя непосредственно из спектральной задачи (11.26), 
покажем, что в каждом слагаемом суммы в формуле 
(11.39) обращается в нуле множитель  

( ) 0
1

1

3 =∫
−

ξξψ εξdek                                                (11.40) 

умножая обе части уравнения  
( ) 04/93 2

0 =−−′+′′ kkkk zG ψϕεψ  

на εξ3e  интегрируя в переделах [ ]1,1− , получаем  
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( )∫∫∫
−−−

−=′+′′
1

1

322
1

1

3
1

1

3 4/93 ξψεξψεξψ εξεξεξ dezdede kkkk   

 Левая часть последнего равенства обращается в 
нуль. В этом легко убедиться с помощью интегрирования 
по частям с использованием граничного условия 
( ) 01 =±′ψ  откуда и следует равенство (11.40). 

Таким образом для kpM  получаем 

00
3

02 MBrM kp π=  
 Напряженное состояние, соответствующее нулям 
второй группы вихревой задачи, является самоуравнове-
шенным в каждом сечении const=θ . 
 Таким образом, общая задача теории упругости для 
сферического слоя расчленяется на две. Однако решения 
этих задач связаны через граничные условия на боковой 
поверхности. Поэтому при удовлетворении граничных ус-
ловий на боковой поверхности возникает трудности, глав-
ным образом, связанные с неортогональностью однород-
ных решений. Как было показано в §8, решения потенци-
альной задачи обладают свойством обобщенной ортого-
нальности, решения вихревой задачи ортогональны. Но 
решения разных групп не обладают этими свойствами. По-
этому в общем случае краевая задача сводится к решению 
бесконечных систем линейных алгебраических уравнений 
как в осесимметричном случае.   
 



ГЛАВА 3 
 

ПОСТРОЕНИЕ ОДНОРОДНЫХ РЕШЕНИЙ  
ДЛЯ УСЕЧЕННОГО ПОЛОГО КОНУСА 

 
 §12. Общее представление решений уравнений 
                 анизотропной теории упругости для   
                 усеченного полого конуса 
 
 Будем рассматривать осесимметричную задачу ани-
зотропной теории упругости для усеченного полого конуса 
переменной толщины.  
 Положение точек конуса в пространстве определя-
ется сферическими координатами ϕθ ,,r  изменяющимися в 
следующих пределах (рис. 3.1). 

21 rrr ≤≤ , 21 θθθ ≤≤ ;  πϕ 20 ≤≤ .                (12.1) 
 Сферические части границы ( srr )=  будем называть 
торцами конуса, а остальную часть границы ( )nθθ =  назо-
вем  боковой поверхностью. 
 Предполагается, что коническая часть границы сво-
бодна от напряжений, т.е.: 

0=θσ , 0=θτ r , при nθθ =  ( )2,1=n .              (12.2) 
 Отметим, что в настоящей главе будем рассматри-
вать только однородные граничные условия на конической 
части границы, так как снятие нагрузки с боковой поверх-
ности можно осуществить с помощью приемов, развитых в 
работах [4,14]. 
 Характер граничных условий на торцах конуса 

 пока уточнять не будем, однако, будем считать их 
таковыми, что конус находится в равновесии. Приведем 
здесь полную систему уравнений, описывающих простран-
ственные напряженно-деформированное состояние кони- 
ческой оболочки.    

( srr = )
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Рис.3.1 
 
Уравнения равновесия в напряжениях, при отсутствии 
массовых сил, в сферической системе координат имеют 
вид [38]: 

( )
0

31

0
21

=
+−

+
∂
∂

+
∂
∂

=
+−−

+
∂
∂

+
∂
∂

r
ctg

rr

r
ctg

rr
rr

rrrr

θϕθθθ

θϕθθ

τθσσ
θ
στ

θτσσσ
θ
τσ

       (12.3) 

Соотношения обобщенного закона Гука имеют вид: 
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( )[ ]
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[ ]
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=

++=

++=

++=

                             (12.4) 

где  

( ) ( )

( ) ( )
.,,21
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Здесь ,ν  ,1ν  2ν ,  ,  – технические константы 
материала.  

,G 1G ,E 1E

 Компоненты тензора деформаций 
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               (12.5) 

 Подставляя (12.5), (12.4) в (12.3), получим уравне-
ния равновесия в перемещениях: 
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     (12.6) 
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Решения уравнений (2.6) будем отыскивать в виде: 
( )θλλ ,urur = , ( )θλυλθ ,ru =                               (12.7) 

Подставляя (12.7) в (12.6), после разделения переменных 
относительно пары функций ( )υ,u , получаем следующую 
систему обыкновенных дифференциальных уравнений: 
( )( ) ( ) ( )[ ] +−−+++′⋅+′′= ubbbbuctguuL 232212111 21, λλθυλ  
( )[ ]( ) 011 23221212 =+′−−−+++ θυυλ ctgbbbb                  (12.8)  
( )( ) ( )[ ]

( )[ ] .021
sin

1

21,

2322222

2322122

=−−+++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′+′′+

+′++++=

υλλυ
ϕ

υθυ

λυλ

bbctgb

ubbbuL
 

Здесь штрихами обозначены производные по θ . 
Подставляя (12.7) в (12.5) с учетом (12.4), для функций 
( )θλ,u , ( )θλυ ,  получаем следующие однородные гранич-

ные условия: 
( )( ) ( )[ ] 0, 23222322121 =+′+++= == nn

ctgbbubbbuM θθθθ θυυλυλ

( )( ) ( )[ ] 01,2 =−+′= == nn
uuM θθθθ υλυλ ,  2,1=n .            (12.9) 

 Таким образом, система уравнений (12.8) совместно 
с граничными условиями (12.9) порождает спектральную 
задачу для пары функций ( )υ,u . 
 Обратимся к изучению поставленной спектральной 
задачи. 
 Для построения общего решения системы уравне-
ний (12.8) будем отыскивать ( )θλ,u , ( )θλυ ,  в следующем 
виде: 
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( ) ( )θθλ μATu =, , ( ) ( )θ
θ

θλυ μ

d
dT

D=, ,           (12.10) 

где ( )θμT  удовлетворяет уравнению Лежандра. 
( ) ( ) 01 =++′+′′ μμμ μμθθ TTctgT .                   (12.11) 

 После подстановки (12.10) в (12.8) с учетом (12.11) 
относительно μ  получаем следующее характеристическое 
уравнение: 

( ) ( ) ( )[
( )( )] ( ) ( )

( )[ ] ( )++−−+−+
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( )( )] 014 0232312 =−−−+ Gbbb                                          (12.12) 
 Известно, что общее решение уравнения (12.11)– 
две линейно независимые функции ( )θμ cosP , ( )θμ cosQ , 
где  ( )θμ cosP –функция Лежандра первого рода, ( )θμ cosQ – 
функция Лежандра второго рода. Далее учитывая, что 

( ) ( )θθ coscos1 tt PP =−−  
( ) ( ) ( )θππθθ coscoscos1 tt PtctgQQ ⋅−=−−  

Общее решение системы (12.6) можно представить в виде  
( ) ( )[ ]
( ) ( )

⎥
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θψθψ

μμλ
θ

μμ
λ

d
d

d
d

bru

AArur

21
0

2211

                           (12.13) 

где  
( ) ( ) ( )θθθψ μμμμμ coscos QBPC +=  

( ) ( ) 211 232222 −−++++−= bbbA iii λλμμ  
( )[ ]21 2322120 ++++−= bbbb λ  

μμ BC , – неизвестные постоянные. 
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 Удовлетворяя граничные условия (12.9) относи-
тельно постоянных  , получаем следую-
щую систему уравнений 

11, μμ BC 22, μμ BC
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( )2,1=n  
где  

( ) ( ) 0222322121 1 bbAbbbC jjjj +−++= μμλ , ( )2,1=j  
( ) 022231413 bbbCC −==  
( ) 01 1 bAd kk −+= λ , ( )2,1=k . 

 Приравнивая нулю определитель системы (12.14) 
относительно λ , получаем следующее характеристическое 
уравнение 

( ) ( )( )[ ×+=Δ 21
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( )( ) ( )( )[ ] ( )( ) 0,,, 21
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21 =+× θθθθθθθθ μμμ DDctgDctg , (12.15) 
где  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )ϕψψϕψϕ coscoscoscos,, l
t
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l
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s
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ls
t QPQPD −= , 

( )1,0, =ls . 
 Трансцендентное уравнение (12.15) определяет 
счетное множество корней kλ , а соответствующее им пос- 
тоянные  пропорциональны алгебраиче-
ским дополнениям элементов какой-либо строки опреде-
лителя системы.  

2211 ,,, μμμμ BCBC

 Выбирая в качестве решения системы (12.14) эле-
менты первой строки, получим 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )[ ] ×++×

×−−=

12112
1

213211

21
1,12

121
1

2

121211

coscos

,cos
sin

11

211

ddQctgCQC

DdQCddC

kk

kkk

θθθ

θθθ
θ

μμ

μμμ
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]21
1

21321
0,1

122
1 ,,cos

221
θθθθθθ μμμ kkk

DctgCDCQ +× , 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )[ ] ×−+×

×+=

12112
1

213211

21
1,12

121
1

2

121211

coscos

,cos
sin

11

211

ddPctgCPC

DdPCddB

kk

kkk

θθθ

θθθ
θ

μμ

μμμ
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]21
1

21321
0,1

122
1 ,,cos

221
θθθθθθ μμμ kkk

DctgCDCP +× , 

 170



( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )[ ] ×++×

×−−=

12112
1

213212

21
1,12

111
1

2

121211

coscos

,cos
sin

22

122

ddQctgCQC

DdQCddC

kk

kkk

θθθ

θθθ
θ

μμ

μμμ
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]21
1,1

21321
0,1

112
1 ,,cos

112
θθθθθθ μμμ kkk

DctgCDCQ +× , 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )[ ] ×−+×

×+=

12112
1

213212

21
1,12

111
1

2

111211

coscos

,cos
sin

22

122

ddQctgCQC

DdPCddB

kk

kkk

θθθ

θθθ
θ

μμ

μμμ
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )[ ]21
1,1

21321
0,1

112
1 ,,cos

112
θθθθθθ μμμ kkk

DctgCDCQ +× . 
 Подставляя (12.16) в (12.13) и суммируя по всем 
корням nλ  и с учитывая формулы (12.4), (12.7) получаем 
однородные решения следующего вида: 
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G k θτ λ

θ . 

Здесь – произвольные постоянные; kC
( ) ( ) ( ) ( )θλθλθλθ ,,, 2211 kkkrk FAFAuu +== , 
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 §13. Удовлетворение граничных условий на  
                    торцах конуса при помощи однородных  
                    решений. Обобщенное условие  
                    ортогональности однородных решений 
 
 Как известно, соотношения ортогональности Шиф-
фа-Папковича сыграли важную роль в разработке методов 
решения основных краевых задач теории упругости. 
 В работе [10] показано, что эти соотношения явля-
ются следствием общей теоремы взаимности Бетти. Таким 
образом, эти соотношения имеют место во всех упругих 
задачах. 
 Ниже доказывается обобщенное условие ортого-
нальности однородных решений для трансверсально-
изотропного полого конуса, позволяющее точно решить 
задачу теории упругости при смешанных граничных усло-
виях на торцах конуса. 
 Рассмотрим следующие однородные граничные ус-
ловия на боковых поверхностях. 

0=θσ , 0=θτ r    при   21,θθθ = ,                           (13.1) 
0=ru , 0=θu     при 21,θθθ = ,                              (13.2) 

 , 0=ru 0=θτ r     при 21,θθθ = ,                              (13.3) 
0=rσ , 0=θu    при   21,θθθ = ,                              (13.4) 

 Докажем, что при любых граничных условиях 
(13.1)-(13.4) справедливо следующее соотношение ортого-
нальности 

( ) 0sin2
2

1

=+∫ θθτσ
θ

θ
θθ druu k

rp
k
rrp   ( kp )≠ .                 (13.5) 

 Отметим, что соотношение (13.5) является прямым 
следствием теоремы Бетти и не зависит от вида граничных 
условий на боковой поверхности конуса. На самом деле, 
пусть , , ,  i

ru iuθ
i
rσ

i
rθτ ( )2,1=i – перемещения и напряжения 
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первого и второго состояний. Тогда согласно теореме Бет-
ти, для любого r  справедливы равенства 

 .    (13.6) ( ) ( ) θθτσθθτσ
θ

θ
θθ

θ

θ
θθ druudruu rrrrrr sinsin 2121222121

2

1

2

1
∫∫ +=+

Подставляя (12.17), (12.18) в (13.6) получаем 

( )∫ =+
2

1

0sin
θ

θ
θ θθduTuQ pkrprk   ( )pk ≠ .                           (13.7) 

 В качестве примера рассмотрим первый вариант 
смешанных торцевых условий, аналогично рассматрива-
ются другие смешанные граничные условия на торцах ко-
нуса. 
 Итак, пусть заданы следующие условия 

( )θsr au = , ( )θττ θ sr =   при srr =  ( 2,1 )=s .                 (13.8) 
Для удовлетворения граничным условиям (13.8) необхо-
димо выполнить разложения 

( ) ( )θθ k
k

kss uCa ∑
∞

=
=

1
, , ( ) ( )θθτ k

k
kss TC∑

∞

=
=

1
( )2,1=s .        (13.9) 

ksC – произвольные постоянные, подлежащие определению 
из торцевых условий.  
 Постоянные  можно найти из уравнения (13.9), 
если использовать соотношение (13.7). Умножим первое 
равенство (13.9) на 

ksC

( ) θθ sinpQ , второе– на θθ sinpu . Сло-
жим полученные произведения и проинтегрируем по θ  от 

1θ  до 2θ .  
 В силу соотношений обобщенной ортогональности, 
искомые постоянные имеют вид 

( ) θθτ
θ

θ
dTQaC ksrkskks sin2

2

1

1 ∫ +Δ= −   ( ),...2,1;2,1 == ks , (13.10)    

где –значение интеграла (13.4) при kΔ kp = .  
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 Как было отмечено в [1], обобщенное условие орто-
гональности однородных решений позволяет точно решить 
задачу теории упругости только при смешанных торцевых 
условиях. Во всех остальных случаях приходится обра-
щаться к различным приближенным подходам. Поэтому 
рассмотрим вопрос об удовлетворении граничных условий 
на торцах конуса при помощи класса однородных решений 
в общем случае. 
 Пусть при srr = , заданы системы напряжений , 

 . Итак, пусть при 

s
rσ

s
rθτ ( 2,1=s ) srr =  ( )2,1=s  заданы  

( )θσ sr Q= , ( )θτ θ sr T= .                               (13.11)  
Функции ( )θsQ , ( )θsT  удовлетворяют условиям равнове-
сия конуса 

( ) ( )[ ]∫ =−
2

1

sinsincos2 11
2

1

θ

θ
θθθθθθπ dTQr  

( ) ( )[ ] PdTQr ∫ =−=
2

1

sinsincos2 22
2

2

θ

θ
θθθθθθπ .      (13.12) 

Здесь – главный вектор усилий, действующих в произ-
вольном сечении 

P
constr = . 

[ θθθτθσπ
θ

θ
θ drP rr sinsincos2

2

1

2 ∫ −= ] .              (13.13) 

Для определения произвольных постоянных  в 
(12.17), (12.18), вариации которых будем считать незави-
симыми, как в работе [2], используем вариационный прин-
цип Лагранжа. Поскольку однородные решения удовле-
творяют уравнению равновесия и граничным условиям на 
конической поверхности, вариационный принцип прини-
мает следующую форму 

kC
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( ) ( )[ ] 0sin
2

11

2 =−+−∫∑ =

∞

=
θθδτδσ

θ

θ
θθ duTuQr

srrsrrsr
s

s .  (13.14) 

 Приравнивая нулю коэффициенты при независимых 
вариациях, получим следующую бесконечную систему 

jk
k

jk NCM =∑
∞

=1
   ( ),...2,1=j .                             (13.15) 

Здесь  

( ) ( ) θθλλ
θ

θ
dVTuQrM jkkrjrks

s
kjjk sinln2exp

2

1

2

1
∫∑ +++=

=
, 

( ) ( ) θθλ
θ

θ
θ dVTuQrN jsrjss

s
jj sinln2exp

2

1

2

1
∫∑ ++=

=
. 

 Матрицы этих систем не зависят от вида нагрузки 
на торцах конуса. Поэтому обращение этих матриц может 
быть произведено один раз навсегда.  
 Построенные однородные решения, как видно из 
(12.17), (12.18), верны для любой трехмерной среды, огра-
ниченной двумя сферическими и двумя коническими по-
верхностями. 
 Однако, несмотря на свою общность, такие решения 
имеют только теоретическую значимость. 
 Практические применение таких решений, несмотря 
на бурное развитие вычислительной техники, в настоящее 
время, малоэффективно. 
 С другой стороны, цель диссертационной работы не 
является решением каких-то задач в трехмерной постанов-
ке. Это не самоцель. 
 Целью является нахождение связи между решения-
ми, полученными по трехмерной теории упругости и обо-
лочечными решениями. 
 Поэтому, в дальнейшем мы будем предполагать, что 
толщина конуса намного меньше, чем остальные размеры.     
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ГЛАВА 4 
 

АСИМПТОТИЧЕСКОЕ ПОВЕДЕНИЕ РЕШЕНИЯ 
ОСЕИММЕТРИЧНОЙ ЗАДАЧИ ТЕОРИИ  
УПРУГОСТИ ДЛЯ ТРАНСВЕРСАЛЬНО-
ИЗОТРОПНОГО ПОЛОГО КОНУСА 

 
 В этой главе построена асимптотическая теория для 
общей конической оболочки переменной толщины, спра-
ведливой, в частности, для цилиндрической оболочки. В 
этой теории содержатся методы построения однородных 
решений, а также указан путь построения неоднородных 
решений. Это дало возможность выявить особенности на-
пряженно-деформированного состояния трансверсально-
изотропного полого конуса переменной толщины. Исполь-
зуя один из вариантов асимптотического метода, при по-
мощи метода однородных решений уравнений теории уп-
ругости, изучено поведение решений трехмерных краевых 
задач как во внутренней части оболочки, так и около ее 
краев. 
 Показано, что напряженное состояние трансвер-
сально-изотропного полого конуса можно разделить на три 
типа: внутреннее напряженное состояние, простой краевой 
эффект и погранслой. Построены однородные решения, 
которые зависят от корней характеристического уравне-
ния. Классификация корней произведена относительна ма-
лого параметра ε , который характеризует тонкостенность 
оболочки.  
 Изучено поведение спектра краевых задач в зависи-
мости от толщины и материальной характеристики обо-
лочки.  
 С помощью вариационного принципа Лагранжа 
краевая задача сведена к решению бесконечных систем 
линейных алгебраических уравнений, которые известны из 
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трансверсально-изотропной теории толстых плит. Дана 
численная оценка показателя изменяемости напряженного 
состояния в зависимости от материала, толщины оболочки 
и угла раствора срединной поверхности оболочки. 
 Получены простые асимптотические формулы, по-
зволяющие рассчитать напряженно-деформированное со-
стояние оболочки с любой наперед заданной точностью. 
Как известно, при формировании спектра краевых задач 
теории упругости важную роль играет оценка роли гра-
ничных условий, поэтому в диссертационной работе разо-
браны все краевые условия, которые могут быть поставле-
ны в пространственных задачах теории упругости. 
 Изучена задача кручения трансверсально-
изотропного полого конуса переменной толщины. Сначала 
задача решается точно, а потом, предполагая тонкостен-
ность оболочки, исследовано асимптотическое поведение 
решения для конической оболочки. Предложена двухмер-
ная теория для конической оболочки переменной толщи-
ны, позволяющая решить неоднородные задачи для конуса 
переменной толщины.         
 
 §14. Анализ корней характеристического  
                    уравнения 
                 
 Рассмотрим случай, когда коническая часть грани-
цы свободна от напряжений. В этом случае характеристи-
ческое уравнение имеет вид (12.15). Как видно из формулы 
(12.15) характеристическое уравнение имеет очень слож-
ную структуру и провести точный анализ его корней край-
не трудно. Для эффективного изучения его корней, как и в 
изотропном случае, допустим, что оболочка тонкостенная. 
Пусть 

εθθ −= 01 , εθθ += 02 ,                               (14.1) 
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где 0θ – угол раствора срединной поверхности оболочки, 
ε – безразмерный параметр, характеризующий ее толщину. 
Далее предположим, что ε –малый параметр, 

2
0 201

πξθξ <<<<  (где 21,ξξ – некоторые постоянные). 

Случай 
20
πθ =  является особым и соответствует плите пе-

ременной толщины, и более подробно исследованы в гла-
ве V. 
 Подставим (14.1) в (12.16). Тогда 

( ) ( ) 0,,,, 210 =Δ= θθθε zzD                           (14.2)  
Можно показать, что функция ( )0,, θεzD  является 

четной функцией как , так и z ε . Относительно нулей 
функции ( 0,, )θεzD  докажем следующее утверждение: 
функция ( )0,, θεzD  при 0→ε  имеет три группы нулей: 

а) первая группа состоит из двух нулей, и характе-
ризуется тем, что они не зависят от малого параметра ε : 

; 2/12,1 ±=z
б) вторая группа нулей состоит из четырех нулей, 

которые при 0→ε  имеют порядок ( )2/1−εO ; 
в) третья группа нулей состоит из счетного множе-

ства нулей, которые при 0→ε  имеют порядок ( )1−εO . 
Приведем схему доказательства первого утвержде-

ния. Для этой цели, предполагая, что 0→zε  и разлагая 
функции ( )( )ψϕ,,ls

zD  в окрестности 0θθ =  в ряд по ε , по-
лучим: 
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Подставив (14.3) в (12.5) и произведя сложные вычисле-
ния, представим функцию ( )0,, θεzD  в виде: 
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,0......6 =
⎭
⎬
⎫

+⎥⎦

⎤
+× z    2/1−= λz                                   (14.4) 

 Отсюда видно, что 2/12,1 ±=z  являются нулями 
функции ( 0,, )θεzD . Отметим, что существование этих ну-
лей также следует из условия равновесия конуса. 
 Аналогично изотропному случаю докажем, что все 
остальные нули функции неограниченно возрастают при 

0→ε . Исходим от противного, предположим, что 
 при  ∞≠→ *

kk zz 0→ε . Тогда справедливо предельное 

соотношение ( ) ( )0
*

0
2

0 ,,, θεθε kk zDzD →  при 0→ε . Cледо-
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вательно, предельные точки множества нулей  при kz
0→ε  определяются из уравнения 

( ) 0, 0
*

0 =θkzD . 
В этом случае  

( ) ( ) 0
4
112, 2*

0
2

210
*

0 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= kk zctgzD θννθ . 

Из последнего равенства вытекает, что других ограничен-
ных корней, кроме  не существует. Таким образом, 
доказано, что все остальные нули функции 

21, zz
( )0,, θεzD  

стремятся к бесконечности при 0→ε . Их можно разбить 
на три группы в зависимости от их поведения при 0→ε : 
1) 0→kzε  при 0→ε ; 
2) constzk →ε  при 0→ε ; 
3) ∞→kzε  при 0→ε . 
 Вначале определим такие , что kz 0→kzε  при 

0→ε . Для этого будем использовать разложение (14.4). 
 Пусть главный член асимптотики  имеет вид: kz

αεγ −= 0kz ;  ( )10 O=γ  при 0→ε , 10 <<α .       (14.5)   
 Подставив (14.5) в (14.4) и оставив в нем только 
главные члены для 0γ , получим следующее предельное 
уравнение: 

( ) ( )[ ] +++− − αα εεγθνν 4224
000

2
21 2

3
112 OEctg  

( )[ ] 0,max 2264 =+ −− αα εεO .                                  (14.6) 
Рассмотрим три случаи: 

а) 
2
10 <<α ;  б) 

2
1

=α ;  в) 1
2
1

<<α . 

 В случае а), переходя (14.6) к пределу при 0→ε , 
получим 00 =γ , а это противоречит предположению 
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(14.5). Аналогичным образом, в случае в) получаем 00 =γ  
и приходим к противоречию. А в случае б) имеем 

( ) 013 0
21

021
4
0 =−+ − θννγ ctgE .                                (14.7)   

Будем искать  в виде следующего разложения kz

( ) ( ) ...2
1

102
1

+++=
−

εααεα kkkkz   ( 6,5,4,3 )=k ,         (14.8) 
где  

0γα =k , ( ) 00 =kα , 
( ) ( ) ( )( ) ( )[ ]1

0100
2

20
10 854512440

0
−−

−++−+= EEctgGkk νθνναα . 
 Для построения асимптотики нулей в случае 2) 
( constzk →ε  при 0→ε ) отыскиваем  nz ( ,6−= kn  

 в виде ),...8,7=k
( )εδε Oz nn += −1 .                         (14.9) 

Подставив (14.9) в (12.12) имеем 
02 4

2
2

1
2 =+− nn qq δτδτ , ii τμ = ,               (14.10) 

       , ini s2δτ = ( ) 2
2
11 1 qqqs i

i −−−= , ( )2,1=i  

       ( )12
2
122211

1
221 22 bbbbbq −−= − , . 1

22112
−= bbq

 Параметры  принимают различные значения в 
зависимости от материальных характеристик 

21,qq

021 ,,, Gννν . 
Таким образом, приходим к различным записям решений 
через функции Лежандра, а это в свою очередь приводит к 
различным асимптотическим представлениям этой функ-
ции. 
 Рассмотрим следующие возможные случаи: 
1. , , 01 >q 02

2
1 >− qq ns δμ 12,1 ±= , ns δμ 24,3 ±= , 

2
2
112,1 qqqs −±= , , 2

2
1 qq >
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2
1212,1 qqiqis −±=±= βγ ,  . 2

2
1 qq <

2. Корни характеристического уравнения (3.10) кратные 
pnδγμ ±== 4,32,1 , , , 01 >q 02

2
1 =− qq 1qp = .  

3. , , 01 <q 02
2
1 ≠− qq nis δμ 12,1 ±= , nis δμ 24,3 ±= , 

2
1212,1 qqiqs −+= , . 2

2
1 qq <

4. , , 01 <q 02
2
1 =− qq pi nδμμ ±== 4,32,1 , 1qp = . 

 В случаях 1), 2) после подстановки (14.9) в (12.15) и 
преобразования его с помощью асимптотических разложе-
ний ( )θcoszP , ( )θcoszQ  [31] 

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( )

( ) ,
242

1cos

sin22/3
1cos

,
242

1cos

sin
22/3

1cos

1

2/1

1

2/1

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +×

×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+Γ
++Γ

=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +×

×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+Γ
++Γ

=

−

−

−

−

zOkz

z
kzQ

zOkz

z
kzP

k
z

k
z

ππθ

θ
πθ

ππθ

θπθ

                     (14.11) 

для nδ  соответственно получаем: 
( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsin 12212112 =−+±+− nn ssssssss δδ ,    (14.12) 

022sin =± nn sh γδββδγ ,                                        (14.13) 
022sin =± nn pp δδ .                                              (14.14) 

 Результаты для случаев 3) и 4) получаются из слу-
чаев 1), 2) формальной заменой  на . Эти 
уравнения совпадают с уравнениями, определяющими по-
казатели краевых эффектов Сен-Венана в теории трансвер-
сально-изотропных плит. 

pss ,, 21 ipisis ,, 21
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 В работе [40] получена асимптотика для корней та-
ких уравнений. Характер этих корней существенно влияет 
на общую картину напряженно-деформированного состоя-
ния оболочки. 
 Как и в изотропном случае, можно показать, что 
случай ∞→kzε  при 0→ε  здесь невозможен.  
  

§15. Построение асимптотических формул для  
       перемещений и напряжений 

 
 В этом параграфе будем также предполагать, что ε  
является малым параметром и учитывая этот факт, приве-
дем асимптотическое построение однородных решений, 
соответствующих различным группам корней характери-
стического уравнения. 

 При 
2
1

=z  получаем следующие выражения: 

θcos0Cur = , θθ sin0Cu −= , 0==== θϕθ τσσσ rr   (15.1) 
Таким образом, этому корню соответствует перемещение 
канонического тела, как твердого тела. Полагая εηθθ += 0  
при 11 ≤≤− η  и разлагая по малому параметру ε , реше-

ние, соответствующее нулю 
2
1

−=z , представим в виде 

( ) ( )[ ]2
0101

1 sin12cos εεθηνθ
ρ

OCrur +−+= ,  

( ) ( )[ ]2
001

11 cossin12 εεθηθ
ρ

ν
θ OCru ++

−
= ,                     (15.2) 

( )( ) ( )[ ]εθ
ρ

νννσ OCG
r +

+−
= 012

21 cos/12 , 

( )εσϕ O= , ( )2εσθ O= , ( )2ετ θ Or = , 
где – произвольные постоянные; 10,CC
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1r
r

=ρ – безразмерная координата.  

 В первом члене асимптотики это решение соответ-
ствует чистому растяжению вдоль оси конуса и в изотроп-
ном случае совпадает с известным решением Мичелла-
Нейбера [45]. 
 Решение, соответствующее второй группе нулей, 
представим в виде: 

( )ρηε
ρ
ε ,,

6

3

2/1

1 k
k

kr uCru ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= , 

 ( )ρηευ
ρ
ε

ρθ ,,
6

3

2/1
1

k
k

kCru ∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= , 

( ρηε
ρ
ε

ρρ
σ ,,

6

3

2/1

rk
k

kr QCG
∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ) ,                                  (15.3) 

( )ρηε
ρ
ε

ρρ
σϕ ,,

6

3

2/1

k
k

kQCG
∑
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= . 

( )ετ θ Or = , ( )εσθ O= . 

( ) [
⎩
⎨
⎧

×++= ραθανηα
ν
νρηε ln22,,

100 01
3

2

1
kkkk ctgu

( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×

×
⎭
⎬
⎫

+⎥
⎦

⎤
−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+×

ρ
ε

α

εηα
ν
νθνθανα

ν
ν

lnexp

...32

0

000
2

2

1
0101

3

2

1

k

kkk ctgctg
 

( ) [ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−= ρ

ε
α

εραα
ν
νρηευ lnexp...ln2,, 0

10
2

2

1 k
kkk , 
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( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++−= ρ

ε
α

εθην
ν
νρηε lnexp16,, 0

0
2

1 k
rk OctgQ ,  

( ) ( ) ( )[{
( ) .lnexp

12216,,

0
0 0

20

21
2
1

2
101

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎭
⎬
⎫
⎥⎦
⎤+×

×−++++−=

ρ
ε

α
εθα

νννννθηννρηεϕ

k
k

k

Octg
m
G

ctgQ
 

Здесь  kC ( 6,5,4,3 )=k – произвольные постоянные. Из 
(15.8) можно заметить, что , θu rσ , ϕσ  при малых ε  имеет 

порядок 1, , ru θτ r –порядок , 2/1ε θσ – порядок ε . 
 Третья группа решений соответствует собственным 
значениям, определяемым формулами (14.12)-(14.14). 
 Используя асимптотическое разложение функций 
Лежандра при больших  (14.11), для них получены сле-
дующие асимптотические формулы: 

z

( )[

( ) ( )] ;lnexpcossin

cossin

21221112
2
12

2
1221

12221112
2
12

2
2222

,...4,2

11

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−++−

−−++= ∑
∞

=

ρ
ε
δεηδδ

ηδδ
ρ
ε

n
nn

nn
n

nr

Ossbbbbsbs

ssbbbbsbsBru

( )[

( ) ( )] ;lnexpsinsin

sinsin

2112
2
122

1212
2
222

,...4,2

11

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++−

−+= ∑
∞

=

ρ
ε
δεηδδ

ηδδ
ρ
ε

θ

n
nn

nn
n

n

Ossbsb

ssbsbBru
 

( ) [ −−−= ∑
∞

=
ηδδδ

ρρ
σ nnn

n
nr sssBssbbbG

121
,...4,2

21
2
122211

11 cossin  

( )] ;lnexpcossin 212 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+− ρ
ε
δεηδδ n

nn Osss                      (15.4)  

( )[ ×−−−= ∑
∞

=

2
11200

2
1222112

,...4,2

11 22 sbGGbbbsBG
n

nnδρρ
σϕ  
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( )
( )] ;lnexpcossin

22cossin

21

2
21200

2
122211112

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+×

×−−−−×

ρ
ε
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ηδδ

n
nn
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( ) [ −−= ∑
∞

=
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ρρ
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n
nn sssBbbbG
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,...4,2

2
122211

11 cossin  
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⎠
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ε
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nn Osss  

( ) [ −−= ∑
∞

=
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n
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122211
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( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsin 12121212 =−+++− nn ssssssss δδ . 

( )[
( )

( )] ;lnexp
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(15.5) 
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где  
( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsin 12121212 =−+−+− nn ssssssss δδ ; 

( ) ( )[ ] ;lnexp1
1

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= ∑

∞

=
ρ

ε
δεηε

ρ
n

n
n

nr OFEru  
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1 ⎟
⎠
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⎜
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n
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где  
( ) ( ) −Δ−Δ= ηγδηβδη nnnnn shaaF cos22111  

( ) .sin1221 ηγδηβδ nnnn chaa Δ−Δ  
( ) ( ) ( )[ +Δ−Δ+= ηγδηβδγβη nnnnn chbF cos1 12122  

( ) ]ηγδηβδβγ nnnn chsin12 Δ+Δ+ . 

( )22
221 1 βγ −−= ba , γβ222 2ba = ; 

( )[ ]{ +++=Δ nnnn chbbD γδβδβγγ sin22
22121  

( )[ ]}nnchbb γδβδβγβ cos22
2212 +++ . 

( )[ ]{ −++−=Δ nnnn shbbD γδβδβγβ sin22
22122  

( )[ ]}nnchbb γδβδβγγ cos22
2212 +−− . 

022sin =− nn sh γδββδγ  ( ),...5,3,1=n . 
( ) ( ) −Δ−Δ= ηγδηβδη nnnnn chaaF cos22111  
( ) ηγδηβδ nnnn shaa sin1221 Δ+Δ− . 
( ) ( ) ( )[

( ) ].sin
cos1

12

12122

ηγδηβδβγ
ηγδηβδγβη

nnnn

nnnnn

ch
shbF

Δ−Δ+
+Δ−Δ+=

 

( )[ ] +++=Δ nnn chbb γδβδβγγ sin22
22121  

( )[ ] nnshbb γδβδβγβ cos22
2212 +−+ . 

( )[ ] ++−−=Δ nnn chbb γδβδβγβ sin22
22122  

( )[ ] nnchbb γδβδβγγ cos22
2212 +++ . 

022sin =+ nn sh γδββδγ , ( ),...4,2=n . 
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022sin =− nn pp δδ . 
 Решение (15.6) характерно только для анизотропной 
оболочки и при 10 =G  исчезает, в то время как решения 
(15.4), (15.4), (15.7), (15.8) при 1 сливаются в одно и 
полностью совпадают с решениями Сен-Венана в изотроп-
ном случае [14]. 

0 =G

 Обратимся теперь к исследованию картины напря-
женного состояния, описываемого однородными реше-
ниями (15.4)-(15.7). Рассмотрим вначале связь однородных 
решений с главным вектором напряжений P , действую-
щих в сечении const=ρ . Имеем 

( θθθτθσρπ
θ

θ
θ drP rr sinsincos2

2

1

22
1 ∫ −= ) .             (15.9) 

Как было отмечено выше решения (15.1) соответствует пе-
ремещению оболочки как твердого тела. Поэтому ниже 
будем предполагать, что 00 =C . Представим напряжения 

rσ , θτ r  в виде: 

( )θρρσσ rn
n

z
rr Qn∑
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−
+=

1

2
3

0 ,                                (15.10) 

( )∑
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1
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3
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n
n

z
rr Tn θρρττ θθ . 

 Слагаемое ,  соответствует собственным зна-

чениям 

0
rσ

0
θτ r

2
1

−=z . Во второе слагаемое включены напряже-

ний второй и третьей группы решений. 
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 Подставляя (15.10) в (15.9), получаем: 
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Докажем, что все nγ  ( ),...2,1=n  равны нулю. Для 
этого рассмотрим краевую задачу: 
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2
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= ρτ θ   ( )2rr =                (15.13) 
Легко видеть, что решение задачи (15.13) существу-

ет и получается из (12.17)-(12.18), если положить в них 
kskC δ= , где ksδ –символ Кронекера. 
С другой стороны, известно, что необходимым ус-

ловием разрешимости первой краевой задачи теории упру-
гости (на поверхности тела заданы напряжения) является 
условие обращения в нуль главного вектора и главного 
момента всех внешних сил. 

В рассматриваемом случае главный вектор внешних 
сил (15.13) в проекции на ось симметрии 0=θ  имеет вид: 

02
3

1
2
3

2 =⎟
⎟
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⎜
⎜
⎝

⎛
−=

−−

s
zz

s
ssP γρρ .                           (15.14) 

Как легко видеть, последнее равенство возможно 
только при 0=sγ . Для главного вектора окончательно по-
лучаем 

01γCP = .                                               (15.15)  
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Таким образом, напряженное состояние, соответст-
вующее второй и третьей группам, является самоуравно-
вешенными в каждом сечении const=ρ . 

Подсчитаем в сечении const=ρ  изгибающий мо-
мент и перерезывающую силу для второй и третьей групп 
решений. Для простоты положим 01 =ρ , 12 =ρ  ( )ρ2rr =  и 
подсчитаем изгибающий момент и перерезывающую силу 
для каждой группы решений. 
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Подставляя выражения для напряжений для каждой 
группы решений, соответственно, получаем 
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Таким образом, главные части изгибающего момен-

та и перерезывающий силы определяют решение второй 
группы. 

Решение (15.2), (15.3) определяет внутреннее на-
пряженно-деформированное состояние оболочки. Первые 
члены их асимптотических разложений по параметру тон-
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костенности ε , определяют безмоментное напряженное 
состояние.  

Решение (15.3) определяет краевой эффект, анало-
гичный простому краевому эффекту в прикладной теории 
оболочек. В первых членах разложения по параметру тон-
костенности ε  решения (15.1), (15.2) совместно с (15.3) 
можно рассматривать как решения по прикладной теории 
Кирхгофа-Лява. Напряженное состояние, определяемое 
(15.4)-(15.7), имеет характер пограничного слоя и локали-
зовано вблизи поверхности constr = . Первые члены его 
асимптотического разложения полностью эквивалентны 
краевому эффекту Сен-Венана в теории транстропной пли-
ты.  

Таким образом, анализ решений показывает, что 
напряженное состояние трансверсально-изотропной кони-
ческой оболочки, так же как и в изотропном случае [2], 
складывается из трех типов: внутреннего напряженного 
состояния, простого краевого эффекта и погранслоя. 

Пусть на поверхности sρρ =  ( 2,1=s ) заданы изги-
бающие моменты и перерезывающие силы. Разлагая изги-
бающие моменты и перерезывающие силы ,  

 в ряд по 
sM sQ

( 2,1=s ) ε  
( ) ( ) ...10 ++= sss MMM ε ,   ( ) ( ) ...10 ++= sss QQQ ε    (15.19) 

и отыскивая ...
20
++= kkk CCC ε   ( )6,5,4,3=k  для опреде-

ления , получаем линейную систему: 
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 Таким образом, постоянные  kC ( )6,5,4,3=k  опре-
деляются через изгибающие моменты и перерезывающие 
усилия. 
 В заключении параграфа приведем результаты рас-
чета показателя изменяемости краевого эффекта для раз-
личных материалов (цинка, магния, кадмия) в зависимости 
от угла конусности срединной поверхности и от толщины 
оболочки. 
 Как видно из таблиц и графиков с уменьшением уг-
ла конусности и толщины оболочки показатель изменяе-
мости краевого эффекта увеличивается и это естественно 
(табл. 4.1, 4.2, рис. 4.1-4.6). 
 По сравнению с изотропным случаем, в анизотроп-
ном случае показатель изменяемости краевого эффекта 
уменьшается. Это означает, что для анизотропных оболо-
чек краевой эффект затухает медленнее, чем в изотропном 
случае. С увеличением угла раствора срединной поверхно-
сти показатель изменяемости краевого эффекта уменьша-
ется. Полученные результаты представлены в виде графи-
ков и таблиц. 
 
 §16. Удовлетворение граничных условий на  
                  торцах конуса 
 
 При удовлетворении граничных условий на торцах 
конуса возникают трудности, главным образом, связанные 
с неортогональностью однородных решений. 
 Доказанное во второй главе обобщенное условие 
ортогональности однородных решений для усеченного по-
лого конуса, позволяет точно решить задачу теории упру-
гости для трансверсально-изотропного конуса при сме-
шанных граничных условиях на торцах конуса.    
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В общем случае обобщенные условия 
ортогональности не позволяют точно удовлетворить 
граничные условия на торцах конуса. 
 В общем случае нагружения, кроме сведения с 
бесконечным системам, по-видимому, ничего нового 
предложить нельзя.  
 Рассмотрим вопрос о снятии напряжений с 
торцевых поверхностей оболочки. 
 Пусть при srr =  ( )2,1=s  заданы напряжения 

( )θσ sr f1= , ( )θτ θ sr f2=                             (16.1) 
Функции ( )θjsf , ( )2,1=j  удовлетворяют условиям 
равновесия 

( ) =−∫ θθθθπ
θ

θ
dffr sinsincos2

2

1

2111
2

1  

( ) Pdffr =−= ∫ θθθθπ
θ

θ
sinsincos2

2

1

2212
2

2 .                (16.2) 

Здесь P – главный вектор усилий, действующих в 
произвольном сечении constr = . 
 Как было показано выше, несамоуравновешанную 
часть напряжений (16.1) можно снять при помощи 
проникающего решения (15.2), причем, связь постоянной 

 с главным вектором дается равенством (15.15). Для 
определения произвольных констант  

1C

kC ( ),...3,2=k , 
вариации которых будем считать независимыми, 
используем вариационный принцип Лагранжа. 
 Поскольку однородные решения удовлетворяют 
уравнению равновесия и граничным условиям на 
конической поверхности, вариационный принцип 
принимает следующую форму: 
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( ) ( )[ ] 0sin
2

1

21

2

1

2
1 =−+−∫∑ =

=
θθδτδσρ

θ

θ
ρρθθ dufufr

ssrrsr
s

s .  (16.3)      

 Приравнивая нулю коэффициенты при независимых 
вариациях kCδ , получим следующую бесконечную 
систему: 

jk
k

jk NCm =∑
∞

=1
  ( ),...2,1=j                               (16.4) 

Здесь  

( ) ( ) θθρ
θ

θ
θ duTuQzzm jkrjrks

s
kjjk sinlnexp

2

1

2

1
∫∑ ++=

=
, 

 .

 Используя малость параметра тонкостенности 
оболочки 

( ) ( ) θθρ
θ

θ
θ dufufzN jsrjss

s
jj sinln2/3exp

2

1

21

2

1
∫∑ ++=

=

ε , можно построить асимптотическое решение 
системы (16.4). 
 Прежде всего уточним предположения 
относительно внешней нагрузки.  
 Допустим, что , тогда если учесть, что 1~1sf rσ  и 

θτ r , соответствующие корням второй группы, имеют 

разный порядок ( )ετσ θ ~,1~ rr , то при выборе порядка 
 нужно руководствоваться следующими 

соображениями. 
sf2

 Используя формулы (15.3)-(15.7), а также тот факт, 
что ( ) 01 =±θτ r , получаем 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−= ∑∫

=−

ρ
ε

αα
ρρ
εθννητ θ lnexpsin18

6

3
021

1

1

k
k

k
kr CGd .(16.5) 

 Если теперь заданные на границе касательные 
напряжения представить в виде: 

 205



( ) ( ) ( )

( ) ( ),

2
1,

1
22

2
2

2
2

2
2

2
1

22

2

1

sss

sssss

fff

dfffff

−=

=+= ∫ η
θ

θ                    (16.6) 

то на основании асимптотической формулы (16.5) 
необходимо предполагать, что  имеют порядок ( )1

2sf ε , 

 могут иметь тот же порядок, что и , т.е. ( )2
2sf sf1

( ) 1~2
2sf . 

 Отметим, что постоянные kC ( )6,5,4,3=k  уже 
определены. Поэтому полагаем, что 0=kC . 
 Далее, используя формулы (15.4), (15.5), (15.6), 
(15.7), (15.8) неизвестные постоянные , ,  будем 
отыскивать в виде: 

nB nE nD

....
...,

...,

10

10

10

++=
++=
++=

nnn

nnn

nnn

EEE
DDD
BBB

ε
ε
ε

                        (16.7)  

 Учитывая принятый порядок относительно 
заданных на границе напряжений на основе вариационного 
принципа, получим следующую систему уравнений 
относительно , , . 0nB 0nE 0nD

tn
n

tn HBg =∑
∞

=
0

,...4,2
, ( ),...4,2=t ,                     (16.8) 

tn
n

tn HBg =∑
∞

=
0

,...3,1
, ( ),...3,1=t ,                     (16.9) 

tn
n

tn NEh =∑
∞

=
0

,...4,2
, ( ),...4,2=t ,                     (16.10) 

tn
n

tn NEh =∑
∞

=
0

,...3,1
, ( ),...3,1=t ,                     (16.11) 
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 Выражения для ,...3,1=n  получаются из выражения 
,  заменой tnh tN xcos  на ,  на xsin xsin xcos− ,  на 
,  на  соответственно. 
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 Определение , , niB niE niD ( ),...2,1=i  неизменно 
сводится к обращению одних и тех же матриц, которые 
совпадают с матрицами (16.8)-(16.13). Системы уравнений 
(16.8)-(16.11) значительно упрощаются, если исследовать 
состояние полубесконечного конуса ( )∞→= 21 ,1 ρρ , либо 
конуса с вершиной 12 =ρ , 01 =ρ . 
 В первом случае все неизвестные, соответствующие 
нулям, у которых 0Re >nδ , следует положить равными 
нулю, во втором случае, в силу ограниченности решения в 
вершине конуса, следует положить нулю те неизвестные, 
для которых 0Re <nδ . 
 Разрешимость и сходимость метода редукции для 
системы (15.8)-(16.11) следует из работ [41]. Общее 
решение задачи об определении напряженно-
деформированного состояния оболочки может быть 
получено суперпозицией решений, соответствующих 
различным группам корней. В первом члене асимптотики 
получаем: 
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 В формулах (16.14), (16.15) первые и вторые члены 
правых частей соответствует прикладной теории оболочек, 
следующие являются добавками к решению по теории 
Кирхгофа. На границе области при srr =  в напряжениях 

rσ , ϕσ  добавочные члены имеют тот же порядок, что и в 
прикладной теории, а в напряжениях θσ , θτ r  при 0→ε  
основную роль начинают играть добавочные члены. 
 В заключение отметим, что при 10 =G , мы 
получаем результаты работ [2] в изотропном случае. 
 
 §17. Исследование упругого равновесия  
                  трансверсально-изотропного полого конуса с  
                  закрепленной боковой поверхностью и при  
                  смешанных граничных условиях на боковой  
                  поверхности  
 

1. Пусть боковая поверхность конуса жестко 
заделана, т.е. 

0=ru , 0=θu   при nθθ =   ( )2,1=n .              (17.1) 
 Характер граничных условий на торцах конуса 
уточнять не будем. Однако, будем считать их таковыми, 
что оболочка находится в равновесии. 
 Используя результаты третей главы и удовлетворяя 
однородные граничные условия (17.1), получаем 
следующую линейную систему уравнений: 
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( ) ( ) ++ kk CQACPA 21111111 coscos θθ γγ  
( ) ( ) 0coscos 41223122 =++ kk CQACPA θθ γγ , 

( ) ( ) +′+′ kk CQCP 211111 coscos θθ γγ  
( ) ( ) 0coscos 412312 =+′+ kk CQCP θθ γγ ,                               (17.2) 
( ) ( ) ++ kk CQACPA 22111211 coscos θθ γγ  
( ) ( ) 0coscos 42223222 =++ kk CQACPA θθ γγ , 

( ) ( ) +′+′ kk CQCP 221121 coscos θθ γγ  
( ) ( ) 0coscos 422322 =+′+ kk CQCP θθ γγ ,               

 Приравнивая нулю определитель системы (17.2), 
получаем следующее характеристическое уравнение 
( ) ( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ++−

−−= −−

21
0,0

21
0,0

2121
0,0

21
0,02

2

21
0,0

21
0,02

12
1

1
1

2121

,,,,

,,sinsin2,,

2112

21

θθθθθθθθ

θθθθθθθθλ

γγγγ

γγ

kkkk

kk

DDAADDA

DDAAAD

( )( ) ( )( )] 0,, 21
0,0

21
0,0

12
=+ θθθθ γγ kk

DD                                        (17.3) 
Выбирая в качестве решения системы (17.2) элементы 
первой строки, получаем 

( )[ ( ) ( )( )+−′−= −
21

1,1
2112

1
21 ,coscossin

211
θθθθθ γγγ kkk

DQAQAC k  

( ) ( )( )] kCDQA
kk 21
0,1

22 ,cos
21

θθθ γγ′+  

( )[ ( ) ( )( )−+′= −
21

1,1
2112

1
22 ,coscossin

211
θθθθθ γγγ kkk

DPAPAC k  

( ) ( )( )] kCDPA
kk 21
0,1

22 ,cos
21

θθθ γγ′−  

( )[ ( ) ( )( )+−′−= −
21

1,1
12212

1
13 ,coscossin

11
θθθθθ γγγ DQAQAC

kkk  

( ) ( )( )] ,,cos 21
0,1

21 12 kCDQA
kk

θθθ γγ′+                                       (17.4) 

( )[ ( ) ( )( )−+′= −
21

1,1
2212

1
14 ,coscossin

122
θθθθθ γγγ kkk

DPAPAC k  

 217



( ) ( )( )] .,cos 21
0,1

21 12 kCDPA
kk

θθθ γγ′−  

Здесь – произвольные постоянные. kC
 Подставляя (17.4) в (12.13) и суммируя по все 
корням, получаем следующие однородные решения: 

( )∑
∞

=
=

1
211

1 ,,
k

k
z

kr FCru k θθθρ
ρ

, 

( )∑
∞

=
=

1
212

1 ,,
k

k
z

k FCru k θθθρ
ρθ , 

(∑
∞

=
=

1
21

1 ,,
k

rk
z

kr QCG k θθθρ
ρρ

σ ) ,                          (17.5) 

( )∑
∞

=
=

1
21

1 ,,
k

k
z

k QCG k θθθρ
ρρ

σ ϕϕ , 

( )∑
∞

=
=

1
21

1 ,,
k

k
z

k QCG k θθθρ
ρρ

σ θθ , 

( )∑
∞

=
=

1
21

1 ,,
k

k
z

kr TCG k θθθρ
ρρ

τ θ , 

где  

( ) ( )( ) ( )( )[ ]−+−= −
1

1,0
1

1,0
2

1
21211 ,,sin,,

21
θθθθθθθθ γγ kk

DDAAF k  
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )+−− 21

1,1
2

0,02
221

1,1
2

0,02
1 ,,,,

1221
θθθθθθθθ γγγγ kkkk

DDADDA  
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ],,,,, 21

0,1
2

1,0
21

0,1
2

1,0
21 1221

θθθθθθθθ γγγγ kkkk
DDDDAA ++  

( ) ( )( )[ ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )] ,,,,,

,,,,

,sin,sin,,

021
0,1

2
1,1

121
1,1

2
0,1

2

21
0,1

2
1,1

221
1,1

2
0,1

1

1
1,1

1
1

11
1,1

2
1

2212

1212

2121

21

bDDADDA

DDADDA

DADAF

kkkk

kkkk

kkk

θθθθθθθθ

θθθθθθθθ

θθθθθθθθθ

γγγγ

γγγγ

γγ

+−

−+−

−−−= −−

( ) ( ) ( )[ ×++= −
2

1
21102111121 sin1,,,, θγγθθθθθθ AbFaQ kkkrk  
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( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )×−+× 2
1,1

221
1,1

2
0,1

11
1,1 ,,,,

1211
θθθθθθθθ γγγγ kkkk

DADDAD  
( )( ) ( ) ( )( )[ +++× −

1
1,1

2
1

122021
0,1 ,sin1,

22
θθθγγθθ γγ kk

DAbD kk  
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )21

1,1
2

0,1
121

1,1
2

0,1
2 ,,,,

1212
θθθθθθθθ γγγγ kkkk

DDADDA −+ , 

( ) ( ) ( ) ( )+−+= 212232202111221 ,,,,,, θθθθθθθθθθϕ kkk FctgbbbFaQ  

( ) ( )( ) ( )( )[ ×+++ −
2

0,1
11

1,1
2

1
211230 ,,sin1

11
θθθθθγγ γγ kk

DADAbb kk  
( )( ) ( )( ) ( )( )] ( )×++−× 1,,, 2223021

0,1
2

1,1
221

1,1
212 kkbbDDAD

kkk
γγθθθθθθ γγγ  

( )( ) ( )( ) ( )( )[ −+× −
21

1,1
2

0,1
21

1,1
2

1
1 ,,,sin

122
θθθθθθθ γγγ kkk

DDADA  
( )( ) ( )( )21

0,1
2

1,1
1 ,,

12
θθθθ γγ kk

DDA− , 

( ) ( ) ( ) ( )+−−= 212232202111221 ,,,,,, θθθθθθθθθθθ kkk FctgbbbFaQ  

( ) ( )( ) ( )( )[ ×+++ −
2

0,1
11

1,1
2

1
211220 ,,sin1

11
θθθθθγγ γγ kk

DADAbb kk  
( )( ) ( )( ) ( )( )] ( )×++−× 1,,, 2222021

0,1
2

1,1
221

1,1
212 kkbbDDAD

kkk
γγθθθθθθ γγγ  

( )( ) ( )( ) ( )( )[ −+× −
21

1,1
2

0,1
21

1,1
2

1
1 ,,,sin

122
θθθθθθθ γγγ kkk

DDADA  
( )( ) ( )( )21

0,1
2

1,1
1 ,,

12
θθθθ γγ kk

DDA− , 

( ) ( ) ( )21221121 ,,
2
3,,,, θθθθθθθθθ kkkk FzFT ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+= ,  

121211 2
2
1 bzba k +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ,  

22231212 2
1 bbbza k ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= . 

 Обратимся к исследованию поведения корней 
уравнения (3.60) при малых значениях параметра ε . 
 При малых ε  и конечных   z ( )21,, θθzΔ  можно 
представить в виде: 
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( ) ( ) ( )[ ] ×⎢
⎣

⎡
⎥⎦
⎤+−+−+=Δ 0

22
11222221 2

4
9114,, Gzbz γγγγθθ  

( )[ ] 01 22 =+× εε O .                                                             (17.6) 

 Из (17.6) видно, что 02,1 2
4
9 Gz −±=  являются 

корнями характеристического уравнения. Как в 
изотропном случае [14] можно доказать, что все остальные 
нули функции ( )21,, θθzΔ  безгранично растут при 0→ε  и 
здесь возможен только случай constzk →ε  при 0→ε . Для 
построения асимптотики второй группы нулей отыскиваем 
их в виде: 

( )ε
ε
δ Oz n

n +=   ( ),...4,3,2 =−= kkn .                (17.7) 

 После подстановки (17.7) в (17.3) и преобразования 
его с помощью асимптотических разложений ( )θcoszP , 

( )θcoszQ  для nδ  соответствен получаем: 

( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsin
1
1

12122112
2122

2122 =−+±+−
−
+

nn ssssssss
ssb
ssb δδ (17.8) 

01 >q , , 02
2
1 >− qq

022sin
11

2
11

2
=±

−
+

nn pp
bp
bp δδ                                              (17.9) 

01 >q , , 02
2
1 =− qq 1qp = ,  

( ) ( ) 02sin31231 2
22

2
22

2
22

2
22 =+−±−+ nn bbshbb βδβαααδαββ

2
2
1 qq < , 2

1212,1 qqiqis −±=±= βα .                        (17.10) 
 Эти уравнения имеют счетное множество корней и 
фактически совпадают с характеристическими 
уравнениями аналогичной задачи для трансверсально-
изотропного упругого слоя. 
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 Непосредственной проверкой можно установить, 

что корням 02,1 2
4
9 Gz −±=  соответствует тривиальное 

решение. 
 Приведем асимптотическое построение однородных 
решений, соответствующих различным группам корней 
характеристического уравнения. 
 Группа 1. 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρ
ε lnexp1

,...4,2

11 n
n

n
nr uCru ,   

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρ
ε

θ lnexp1

,...4,2

11 n
n

n
nwCru , 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
σ lnexp1

,...4,2

11 n
rn

n
nr QCG ,                (17.11)   

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
σ ϕϕ lnexp1

,...4,2

11 n
n

n
nQCG , 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
σ θθ lnexp1

,...4,2

11 n
n

n
nQCG ,    

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
τ θ lnexp1

,...4,2

11 n
n

n
nr TCG , 

где  
( ) ( ) ( )×−−−= 2

222112
2
1222

1 1cossin1 sbssssbsu nnn ηδδη  
ηδδ nn ss 21 cossin× , 

( ) ( ) ( )ηδδηδδη nnnnn ssssssbw 21122112
1 sinsinsinsin1 −+= , 

( ) ( ) ( )[ ]1
12

1
11

1
nnnnrn wbubQ δδη −= ,                                          (17.12)       

( ) ( ) ( )[ ]1
22

1
12

1
nnnnn wbubQ δδηϕ −= , 

( ) ( ) ( )[ ]1
23

1
12

1
nnnnn wbubQ δδηθ −= , 
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⎦

⎤
⎢
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⎡
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∂
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= 1
1

1
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n
n wuT δ

η
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 Группа 2. 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρ
ε lnexp2

,...4,2
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n
nr uEru ,  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρ
ε

θ lnexp2
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nwEru , 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑
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ε
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ρρ
σ lnexp

,...4,2
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n
rnnr QEG ,               (17.13)  
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⎠
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⎜
⎝
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ε
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ρρ
σ θθ lnexp
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212 n
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⎠
⎞

⎜
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=
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ε
δη

ρρ
τ θ lnexp

,...4,2
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nnr TEG , 

где  
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( ) ( )ηδδηηδδ nnnnn pppppbw cossinsincos2
211

2 −−= . 

 Выражения для  получаются из (17.12) 

простой заменой  на  соответственно. 

22 ,..., nrn TQ
11 , nn wu 22, nn wu

 Группа 3. 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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ρ

ε
δηε

ρ
lnexp3
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13 n
n

n
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 ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
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δηε
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n
nwDru , 
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⎞
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=
ρ

ε
δη

ρρ
σ lnexp

,...4,2

313 n

n
rnnr QDG ,               (17.14)  
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ε
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σ ϕϕ lnexp
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⎝
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ρ

ε
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ρρ
σ θθ lnexp

,...4,2

313 n
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( ) ⎟
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⎞

⎜
⎝
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∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
τ θ lnexp

,...4,2

313 n

n
nnr TDG , 

( ) ( ) +Δ−= nnnnnn shbchau 100
3 sincos ηαδηβδηαδηβδη  
( ) nnnnn shachb 200 sincos Δ++ ηαδηβδηαδηβδ .  

( ) ( ) ( )[ ×++= ηαδηβδβηαδηβδαη nnnnn chshbw sincos112
3

 ( ) ]nnnnnn chsh 21 sincos Δ+−Δ× ηαδηβδαηαδηβδβ , 

( )22
220 1 βα −−= ba , αβ220 2bb =  

nnnnn chsh αδβδβαδβδα cossin1 +−=Δ , 

nnnnn chsh αδβδααδβδβ sincos2 +=Δ ; 

( )0
1 θθεη −= − . 

Выражения для  получаются из (17.12) 

заменой  на ,  на  соответственно, – 
произвольные постоянные. 

33 ,..., nrn TQ
1
nu 3

nu 1
nw 3

nw nnn DEC ,,

Для ,...3,1=t  соответствующие выражения , , ru θu

rσ , θτ r  получаются заменой в приведенных выше 
формулах xcos  на ,  на xsin xsin xcos− ,  на ,  
на  соответственно. 

chx shx shx
chx−
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Важно отметить, что решение (17.14) характерно 
только для анизотропных тел и при 10 =G  полностью 
исчезает. 

Что касается решений (17.11), (17.13), то при 10 =G  
они сливаются в одно и полностью совпадают с решением 
краевых эффектов Сен-Венана в теории изотропных плит. 

В общем случае нагружения произвольные 
постоянные , как и выше, могут быть определены 
с помощью вариационного принципа Лагранжа или 
принципа Кастильяно. При специальных условиях 
опирания края оболочки они определяются точно с 
помощью обобщенного условия ортогональности для 
конуса, которые установлены во второй главе. 

nnn DEC ,,

Отметим, что когда на торцах конуса заданы 
граничные условия в усилиях, из условия разрешимости 
задач теории упругости необходимо, чтобы главный 
вектор усилий P  был равным нулю, так как решение типа 
погранслоя в каждом сечении constr =  
самоуравновешанно. 

В качестве примера рассмотрим первый вариант 
торцевых условий. 

1. Пусть заданы следующие условия: 
( )θσ sr Q= , ( )θτ θ sr T=  при sρρ = .              (17.15)     

( )θsQ , ( )θsT – достаточно гладкие функции и 
удовлетворяют условию самоуравновешанности. 

( ) =−∫ θθθθπ
θ

θ
dTQr sinsincos2

2

1

11
2

1  

( ) 0sinsincos2
2

1

22
2

2 ==−= ∫ PdTQr θθθθπ
θ

θ
                    (17.16) 
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Далее,  используя формулы (17.11), (17.13), (17.14) 
неизвестные постоянные , будем отыскивать в 
виде: 

nnn DEC ,,

⎪
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⎨

⎧
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...,
...,
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nnn
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EEE
DDD
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ε
ε
ε

                                         (17.17) 

На основе вариационного принципа получим 
следующую систему уравнений относительно    

: 
000 ,, nnn DEC

( ),...2,1=n
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=
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,...4,2
, ( ),...4,2=t ,                              (17.18) 
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,...3,1
( ),...3,1=t ,                               (17.19) 
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n
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tn
n

tn HEg =∑
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где  
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 Аналогичный вид имеют выражения для ,...3,1=n  
 2. Теперь рассмотрим случай, когда на боковой 
поверхности конуса выполняется одно из граничных 
условий 

0=θu , 0=θτ r  при kθθ =  ( 2,1 )=k                  (17.24) 
0=ru , 0=θτ  при kθθ = .                                 (17.25) 

Будем исследовать (17.24), так как случай (17.25) 
исследуется аналогично. 
Как и выше, используя (12.3) и удовлетворяя однородные 
граничные условия (17.24), получим характеристическое 
уравнение: 

( ) ( ) ( )[ ] ×+−+−= 2
1122

2
22 11, γγγγε bzD  

( )( ) ( )( ) 0,, 21
1,1

21
1,1

21
=× θθθθ γγ DD                                  (17.26)   

 Дадим анализ корней характеристического 
уравнения. 
 Легко доказать, что уравнение (17.26) при 0→ε  
ограниченных корней не имеет и здесь возможен только 
случай constzn →ε   при 0→ε . Отыскивая  в виде nz

( )ε
ε
δ Oz n

n += , ( ),...2,1=n ,                                  (17.27) 
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и повторяя вышеприведенные рассуждения для nδ , 
получаем 

( ) ( ) 0coscos 1212 =−±+ nn ssss δδ                           (17.28) 

01 >q , ,  02
2
1 >− qq

0cos2 =± nnch βδαδ ,                                          (17.29) 

2
2
1 qq < , 

012cos =±npδ ,                                                  (17.30) 

02
2
1 =− qq , . 01 >q

Приведем теперь первые члены асимптотических 
разложений однородных решений, соответствующие 
различным группам корней. Здесь приводятся выражения 
для компонентов вектора перемещения. Что касается 
выражения для компонентов тензора напряжений, то их 
можно получить с помощью обобщенного закона Гука. 

( )( )[ −+−= ∑
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=
ξδδ

ρ nn
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nr sssbbsbsCru 12
2
22212

2
1222

,...3,1

11 cossin1  
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⎞
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ε
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12212
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⎜
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2
12212

n
nn Osssbb ,       (17.31) 

( )[ −Δ−= ∑
∞

=
nnnnn

n
nr shbchaaDru 100

,...3,1

12 sincos ξαδξβδξδξβδ
ρ

 

( ) +Δ+− nnnnn shachb 200 sincos ξαδξβδξαδξβδ  

( )] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ ρ
ε
δε lnexp nO ,                                                     (17.32) 
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( ) ( )[ ×−
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= ∑
∞

=
ξαδξβδαξαδξβδβ

ρθ nnnn
n

n shchDbru cossin1
,...3,1

1212

( )

( )] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+Δ×

×++Δ×

ρ
ε
δε

ξαδξβδαξαδξβδβ

lnexp

sincos

2

1

n
n

nnnnn

O

chsh
 

где  
( )[ ] ++++=Δ nnn shab αδβδαβββ cos1 00121  

( )[ ] nnchabb αδβδαβα sin1 0012 +−++ ,  
( )[ ] ++−+=Δ nnn chbba αδβδβαβ sin112002  

( )[ ] nnshabb αδβδαβα cos1 0012 −+++ , 

( ) ( ) ×
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ε
δεξδδξδξδ n

nnnn Oppbpbp
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ξδδ
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n pppbbEru sinsin12 1211
,...3,1

13            (17.38) 

( )( )( −+−+ ξδδξδ nnn ppbpbpb cossin11
2

12
2

11  

) ( )] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+− ρ
ε
δεξδδ lnexpsincos n

nn Opp . 

 Выражения для ,...4,2=n  получаются из формул 
(17.31)-(17.33) заменой  на ,  на chx shx shx chx− , xcos  на 

, и  на xsin xsin xcos−  соответственно, , , – 
произвольные постоянные. Как было отмечено выше, в 
общем случае нагужения, они определяются с помощью 
вариационного принципа Лагранжа. Однако, здесь на этом 
останавливаться не будем. Отметим, лишь что ни одна 
прикладная теория оболочек не в состоянии описывать 
такие решения. 

nC nD nE
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 §18. Задача кручения трансверсально- 
                 изотропного полого конуса переменной  
                 толщины    
 
 Как известно, в осесимметричном случае общая 
задача теории упругости разбивается на две задачи– 
осесимметричное распределение напряженно-
деформированного состояния и задача кручении. 
 Первая задача исследована выше. Ниже 
рассматривается вторая задача.  
1. Итак, рассмотрим задачу кручения трансверсально-
изотропного полого конуса переменной толщины. 
Уравнение равновесия в напряжениях в сферической 
системе координат имеет вид: 

0
231

=+
∂
∂

+
∂
∂

r
ctg

rr
rr θττ

θ
ττ θϕϕθϕϕ                  (18.1)   

Обобщенный закон Гука имеет вид: 
ϕϕτ rr Ge= , θϕθϕτ eG1=                                  (18.2) 

где  

r
u

r
u

er
ϕϕ

ϕ −
∂
∂

= , ϕ
ϕ

θϕ
θ

θ
u

r
ctgu

r
e −

∂
∂

=
1 . 

 Предполагается, что боковая часть границы 
свободна от напряжений или жестко заделана, т.е. 

0=θϕτ  при kθθ =  ( )2,1=k                              (18.3) 
0=ϕu  при kθθ = ,                                            (18.4) 

а на остальной части границы заданы следующие 
граничные условия 

( )θττ ϕ sr =  при srr =  ( )2,1=s                            (18.5) 
 Сначала будем рассматривать случай (18.3). 
Подставляя (18.2) в (18.1), получим уравнение равновесия 
в перемещениях.  
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1
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−= GGG  

Полагая 
θϕ ∂
∂

=
uu , уравнению (18.6) можно придать вид: 
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Решения уравнения (18.7) будем искать в виде: 
( )θλaru = .                                                  (18.8) 

Подставляя (18.8) в (18.7), после разделения переменных, 
получаем 

( ) 01 =++′+′′ aactga γγθ                                 (18.9)   
где  

( ) ( ) ( )00 1211 GG −++=+ λλγγ . 
 Используя закон Гука, напряжения ϕτ r  и θϕτ  можно 
представить в следующем виде: 

( ) ( )
( )[ ]aactgrG

arGr

12

1

0
1

1

1

++′−=

′−=
−

−

γγθτ

θλτ
λ

θϕ

λ
ϕ               (18.10) 

Общее решение (18.9) можно представить в виде 
( ) ( ) ( )θθθ γγγγ coscos 21 QCPCa += ,                  (18.11) 

где ( )θγ cosP , ( )θγ cosQ – функции Лежандра 
соответственно первого и второго родов, – 
произвольные постоянные. 

γγ 21 ,CC
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 Удовлетворяя однородные граничные условия 
(18.3), получаем линейную систему алгебраических 
уравнений относительно   γkC ( )2,1=k . 

( )( ) ( ) ( )[ ] +++ γγγ θγγθθ 111
1

1 cos1cos2 CPPctg  
( )( ) ( ) ( )[ ] 0cos1cos2 211
1

1 =+++ γγγ θγγθθ CQQctg             (18.12) 
( )( ) ( ) ( )[ ] +++ γγγ θγγθθ 122
1

2 cos1cos2 CPPctg  
( )( ) ( ) ( )[ ] 0cos1cos2 222
1

2 =+++ γγγ θγγθθ CQQctg  
 Из условий существования нетривиальных решений 
системы (18.12) получаем характеристическое уравнение 
относительно λ : 
( ) ( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )+++×

×++=Δ

21
1,0

221
0,1

121
1,1

2121

,12,

12,4,,

θθγγθθθ

γγθθθθθθθ

γγ

γ

DctgD

ctgDctgctgz
 

( ) ( )( ) 0,1 21
0,022 =++ θθγγ γD                                             (18.13)  

2
1

+= λz  

 Трансцендентное уравнение (18.13) определяет 
счетное множество , а соответствующие им постоянные 

,  пропорциональны алгебраическим 
дополнениям элементов какой-либо строки определителя 
системы (18.12). Выбирая в качестве решения системы 
алгебраические дополнения элементов первой строки, 
получим: 

nz

n
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   (18.14)  

где – произвольные постоянные. nC
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 Подставляя (18.14) в (18.8), (18.10) и суммируя по 
всем корням, получаем однородные решения следующего 
вида: 
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где  
( ) ( )( ) ( ) ( )( )2
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2 ,1,2 θθγγθθθθ γγ nn

DDctgu nnn ++=  
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Определим такой оператор: 
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В пространстве ( )212 ,θθL  задачам (18.9), (18.3) 
можно придать операторный вид: 

ψγψ 2=T ,                                             (18.17) 
где ( 212 , )θθL – гильбертово пространство с весом θsin  и 
скалярным произведением: 
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θ
θθψψψψ d                           (18.18) 

Докажем, что оператор T – симметричный. 
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 Таким образом, мы показали, что 
( ) ( 2121 ,, )ψψψψ TT =  для любых ( ) ( )21221 ,, θθψψ L∈ . 
симметричность оператора доказана. 
 Итак, мы получаем,  что спектр оператора (18.17) 
вещественный, а собственные функции ортогональны. 
Теперь рассмотрим задачу (18.6), (18.5). ( )θτ s  
раскладываем по собственным функциям оператора 
(3.107). 
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kkss a ψθτ  
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( )ksksks da ψτθθψτ
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θ
,sin

2

1
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sin1 22
θ

θ
θθψψ dkk , ( ) knnk δψψ =, . 

 Переходим теперь к построению асимптотических 
формул для собственных чисел и собственных функций 
данной задачи. 
 Уравнение (18.13) имеет весьма сложную 
структуру. Для эффективного изучения его корней, как и 
выше, положим: 

εθθ −= 01 , εθθ −= 02 , 
2

0 201
πξθξ <<<< .        (18.19) 

Подставляя (18.19) в уравнение (18.13) получим: 
( ) ( ) 0,,,, 210 =Δ= θθεθ zzD . 
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 Сформулируем утверждение: функция ( )εθ ,, 01zD  
имеет две группы нулей: 
а) первая группа состоит из двух нулей, которые не зависят 
от малого параметра ε ; 
б) вторая группа состоит из счетного множества нулей, 
которые при 0→ε  стремятся к бесконечности. 
 Приведем схему доказательства первого 
утверждения. 
 Представим функции ( )21,, θθzD  в следующем виде: 

 ( ) ( ) ( )[ ]22
021 1

4
912,, εεγγθθ OzGzD +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−=     (18.20) 

 Отсюда, видно, что 
2
3

±=z  являются корнями 

уравнения (3.103). Правда, из (18.20) следует, что 
( ) 01 =+γγ  тоже являются корнями уравнения (18.13). 

Однако, можно показать, что этим корням соответствуют 
тривиальные решения. 
 Как и в изотропном случае, можно показать, что все 
остальные нули функции ( 21,, )θθzD  стремятся к 
бесконечности при 0→ε  и здесь возможен только случай 

constzk →ε    при 0→ε . 
 Для построения асимптотики нулей второй группы 
отыскиваем их в виде: 

( )ε
ε
δ Oz n

n +=   ( ),...4,3=n                        (18.21)  

 После подстановки выражения (18.21) в 
характеристическое уравнение (3.103) и преобразования 
его с помощью асимптотических разложений функций 

( )θγ cosP , ( )θγ cosQ  для nδ  получим следующее уравнение. 

02sin 0 =nG δ , 
02G

n
n

πδ =   ( ,...4,3 )=n .           (18.22) 
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Как видно из формул (18.22), в отличие от изотропной 
оболочки при фиксированных  и при больших  
(сильная анизотропия) показатель изменяемости 
напряженного состояния 

n 0G

nδ  стремится к нулю. Это, в свою 
очередь, означает, что в случае сильной анизотропии 
некоторые погранслойные решения не обладают свойством 
затухания, и они могут охватывать всю область, занятую 
оболочкой. 
 Предполагая, что ε  является малым параметром, 
приведем асимптотическое построение однородных 
решений, соответствующих двум группам нулей. При 

подстановке 
2
3

1 −=z ,  
2
3

2 =z  в выражения (18.15) 

получаем, что им соответствуют следующие группы 
решений: 
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r
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3r
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r −= ,                        (18.23) 

0=θϕτ . 
Полагая εηθθ += 0 , 11 ≤≤− η  и используя первый 

член асимптотики функции Лежандра, решение, 
соответствующее второй группе нулей, можно представить 
в виде: 
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где – произвольные постоянные. nCC ,0

 Проведем анализ напряженного состояния, 
соответствующего каждой группе решений. 
 1. Рассмотрим связь однородных решений с 
крутящим моментом  напряжений, действующих в 
сечении 

kpM
constr = . 

( ) ( )3
0

3
00

1

1
0

3
0 sin12sin6 εεθπηεηθεπ OGCdGCMkp +−=+−= ∫

−

. 

 Напряженное состояние, соответствующее второй 
группе решение, имеет характер пограничного слоя и 
первые члены его асимптотического разложения 
эквивалентны краевому эффекту Сен-Венана в теории 
транстропной плиты постоянной толщины. 
 2. Теперь рассмотрим случай (18.4). Как и выше, 
общее решение имеет вид: 

( ) ( )θθ γγϕ coscos 1
2

1
1 QCPCu += .               (18.25)  

 Удовлетворяя однородные граничные условия 
(18.4), получаем характеристическое уравнение 
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                         (18.26) 

( ) ( )( ) 0,,, 21
1,1

21 ==Δ θθθθ γDz .                            (18.27) 
Соответствующие однородные решение имеют вид: 
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 Докажем, что характеристическое уравнение (18.27) 
при 0→ε  ограниченных корней не имеет. Для этой цели, 
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как и выше, при малых ε , представим характеристическое 
уравнение в виде: 

( )( ) ( ) ( )[ ]2
21

1,1 112, εεγγθθγ OD ++−= . 
Отсюда видно, что ( ) 01 =+γγ  являются корнями 

характеристического уравнения. Однако, как и выше, этим 
корням соответствуют тривиальные решения.  

Таким образом, характеристическое уравнение в 
этом случае ограниченных нулей не имеет. Все корни 
характеристического уравнения стремятся к бесконечности 
при  0→ε , и здесь возможен только случай constzn →ε  
при  0→ε .  

Отыскиваем  в виде nz

 ( )ε
ε
δ Oz n

n +=                                      (18.29)  

 Подставляя (18.29) в (18.27), получаем:  

02sin 0 =nG δ , 
02G

n
n

πδ =                           (18.30) 

Соответствующие решение имеют вид: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−= ∑

∞

=
ρ

ε
δηδε

ϕ lnexp1sin
1

0
n

n
n

n GC
r

u  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−= ∑

∞

=
ρ

ε
δηδδτ ϕ lnexp1sin

1
00

n
n

n
nnr GCG

rr
G         

(18.31) 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−= ∑

∞

=
ρ

ε
δηδδτθϕ lnexp1cos

1
0

n
n

n
nn

i GC
rr
GG  

 Как видно, из (18.31) и из условия ( ) 01 =±=ηϕu  
следует, что ( ) 01 =±=ητ ϕr , так как условия ( ) 01 =±=ηϕu  
накладывают слишком сильные ограничения на 
напряженное состояние. 
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 3. Рассмотрим еще один случай, представляющий 
практический интерес. 
 Пусть на боковой поверхности заданы граничные 
условия. 

.при0

,при0

2

1

θθ

θθτ

ϕ

θϕ

==

==

u
                         (18.32) 

 Удовлетворяя однородные граничные условия 
(18.32), получаем линейную систему алгебраических 
уравнений относительно  kjC ( )2,1=k . 

( )( ) ( )[ ] +++ γγγ γγθθ 11
1

1 1cos2 CPPctg  
( )( ) ( )[ ] 01cos2 1
1

1 =+++ γγ γγθθ QQctg                                (18.33) 
( )( ) ( )( ) 0coscos 22

1
12

1 =+ γγγγ θθ CQCP  
Из (18.32) получаем характеристическое уравнение 
( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 0,1,2, 21

1,0
21

1,1
1 =++= θθγγθθθε γγ DDctgzD      (18.34) 

( )( ) nCQC
n 2

1
1 cosθγγ = , ( )( ) nCPC

n 2
1

2 cosθγγ −=                  (18.35) 
 Суммируя по всем корням, получаем однородные 
решения следующего вида: 

( )( )2
1,1

1
,1 θθγϕ n

n DrC
r

u z

n
n∑

∞

=
= , 

( ) ( )( 2
1,1

1
,2/3 θθτ γϕ n

n DzrC
rr

G
n

n
z

nr ∑
∞

=
−= )                          (18.28) 

( )( ) ( ) ( )( )[ ]2
1,0

2
1,1

1

1 ,1,2 θθγγθθθτ γγθϕ nn
n DDctgrC

rr
G

nn
n

z
n ++−= ∑

∞

=
. 

Характеристическое уравнение при малых ε  представим в 
виде: 

( ) ( ) ( )[ ]εγγε OzD +−+= 11,                                   (18.37)  
 Отсюда видно, что уравнение (18.34) других 
ограниченных нулей, кроме ( ) 01 =+γγ  не имеет. 
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 Как и выше, отыскиваем  в виде nz
( )εδε Oz nn += −1 .                                             (18.38) 

 Подставляя (18.38) в (18.34), после преобразования 
его с помощью асимптотических разложений ( )θγ cosP ,  

( )θγ cosQ , при больших , получаем: nz

02cos 0 =nG δ , ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += n

Gn ππδ 2
22

1
0

                     (18.39) 

 Корням ( ) 01 =+γγ  соответствуют тривиальные 
решения. Однородные решения, соответствующие нулям 
(18.39), имеют вид: 

[ ( )] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−= ∑

∞

=
ρ

ε
δηδϕ lnexp1cos1

1
0

n
n

n
n GC

r
u  

[ ( )] ⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛+−= ∑

∞

=
ρ

ε
δηδδτ ϕ lnexp1cos
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n
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GG         (18.40) 

[ ( )] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−= ∑

∞

=
ρ

ε
δηδδτθϕ lnexp1sin

1
0

10 n
n

n
nn GC

rr
GG  

 Постоянные  определяются из торцевых 
граничных условий конуса с помощью ортогональности 
однородных решений.  

nC

 4. Рассмотрим построение прикладных теорий, 
предназначенных для снятия напряжений с конической 
части границы. Продемонстрируем это на примере задачи 
кручения конической оболочки. Отметим, что снятие 
напряжений с конической части границы можно также 
осуществить решением задачи теории упругости для 
неограниченного конуса при помощи преобразования 
Меллина. Этом прием следует применить для негладких 
нагрузок.  Однако, если относительная толщина 
оболочки достаточно мала, а нагрузка, заданная на 
конических поверхностях достаточно гладкая, как было 
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показано в работе [14]. Для построения неоднородных 
решений целесообразно использовать первый 
итерационный процесс асимптотического метода, который 
менее трудоемкий и позволяет быстрее достичь конечной 
цели. 
 Предположим, что на конических границах заданы 
условия 

( )rQm=θϕτ  при kθθ =   ( )2,1=k .           (18.41)   
 После замены переменных εηθθ += 0 , 11 ≤≤− η , 
уравнение (18.6) принимает вид: 

( )
( )

+
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−
∂
∂

++
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∂

εηθ
ε

η
εηθε

η
ϕϕϕ
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⎦
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⎢
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                                                       (18.42) 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

∂
∂

= ϕ
ϕ

θϕ εηθε
ηε

τ uctg
u

r
G

0
1 1  

Решение (18.42) будем отыскивать в виде 
( )...2

2
10

1 +++= − uuuu εεεϕ                                            (18.43) 
 Коэффициенты разложения (18.43) определяются 
интегрированием по η  реккурентной системы, которая 
получается после подстановки (18.43) в (18.41), (18.42). 
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     (18.44) 
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         ( )
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⎪
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 Последовательное интегрирование системы (18.44) 
по η  дает соотношения для коэффициентов разложения 

. ϕu
( )ru 00 ψ= , ( ) (rrctgu 1001 )ψψθ +                         (18.45) 

( )[ ] ( )[ ] ( )rrqctgrqu 2110
2

02 2
1 ψηψθηψ ++++−=  

 ( )rq
dr

dr
dr

drG =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+ 0

0
2

0
2

2
0 22 ψψψ  

 ( ) ( )
12G
qqrrq
+− −

= , ( ) ( )
1

1 2G
qqrrq
+− +

=  

 Уравнение (18.45) есть классическое уравнение 
кручения конической оболочки. Последующие члены 
будут уточнением классической теории в рамках 
двумерной теории оболочек. 
 Формулы (18.45) дают возможность выписать в 
асимптотических разложениях напряжений ϕτ 2  по три 
члена разложений, а в θϕτ – один. 

+
⎩
⎨
⎧

⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= ηψψθεψψ

ε
τθϕ rdr

dctg
rdr

dG 00
0

00  

( )
⎭
⎬
⎫

+⎥⎦
⎤−+ 211 εψψ O

rdr
d                                                       (18.46)  
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( ) ( ) ( )[ ]εηψψθψετθϕ OqrqctgG ++−++= 1011101  
 Построенная прикладная теория вместе с 
однородными решениями позволяет решить неоднородную 
задачу.  
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ГЛАВА 5 
 

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ЗАДАЧИ РАСТЯ-
ЖЕНИЯ-СЖАТИЯ ДЛЯ ТРАНСТРОПНОЙ ПЛИТЫ 

ПЕРЕМЕННОЙ ТОЛЩИНЫ 
 
 В этой главе методом однородных решений иссле-
дуется задача растяжения-сжатия для транстропной 
(трансверсально-изотропного) плиты переменной толщины 
под действием осесимметричных нагрузок. Изучено асим-
птотическое поведение решения трехмерной задачи теории 
упругости для транстропной плиты переменной толщины 
при стремления параметра тонкостенности к нулю. В об-
щем случае нагружения с помощью вариационного прин-
ципа Лагранжа краевая задача сведена к решению беско-
нечных систем линейных алгебраических уравнений.  
 
 §19. Построение однородных решений 
 
 Рассмотрим осесимметричную задачу растяжения-
сжатия для тел, ограниченных двумя коническими и двумя 
сферическими поверхностями (плита, толщина которой 

rh ε= , где r  расстояние от центра плиты, ε – угловая 
толщина плиты) (рис. 5.1). 
 Плита отнесена к сферической системе координат 

ϕθ ,,r  изменяющихся в следующих пределах: 

21 rrr ≤≤ , επθεπ
+≤≤−

22
; πϕ 20 ≤≤ . 

 Коническое поверхности επθ ±=
2

 будем называть 

торцами плиты, сферические поверхности srr =  ( )2,1=s – 
боковыми поверхностями. Плита изготовлена из трансвер 
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сально-изотропного материала со сферической анизотро-
пией.  
 Считаем, что начало системы координат, совпадает 
с центром плиты, который является полюсом анизотропии.  
 Предположим, что на торцах плиты заданы сле-
дующие однородные граничные условия: 

0=θσ , 0=θτ r , при επθ ±=
2

                     (19.1)  

 Отметим, что в настоящей главе будем рассматри-
вать только однородные граничные условия на торцах 
плиты, так как снятие нагрузки с торцов плиты можно 
осуществить с помощью приемов, развитых в работах 
[7,45], который приведены в главе VI. 
 Характер граничных условий на боковой поверхно-
сти ( )srr =  пока уточнять не будем, однако, будем считать 
их таковыми, что плита находится в равновесии.  
 Уравнения равновесия в осесимметричном случае в 
напряжениях, при отсутствии массовых сил, в сферической 
системе координат имеют вид: [38]: 

( )
0

31

0
21

=
+−

+
∂
∂

+
∂
∂

=
+−−

+
∂
∂

+
∂
∂

r
ctg

rr

r
ctg

rr
rrr

rrrr

θϕθθ

θϕθθ

τθσσ
θ
σσ

θτσσσ
θ
τσ

       (19.2)  

Здесь θϕθ τσσσ rr ,,, – компоненты тензора напряже-
ния.  

Соотношения обобщенного закона Гука имеют вид: 
( )[ ]ϕθσ eebebG rr ++= 12111  

[ ]ϕθθσ ebebebG r 2322121 ++=                                 (19.3) 

[ ]ϕθϕσ ebebebG r 2323121 ++=  

θθτ rr eG1=  
где  
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r
ue r

r ∂
∂

= ,   
θ
θ

θ ∂
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u
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ue r 1 ,  θϕ

θ u
r

ctg
r
ue r += ,           (19.4) 
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θθ

θ θ
−
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+
∂
∂

=
1 – компоненты тензора деформаций, 

( )θ,ruu rr = , ( )θθθ ,ruu = – компоненты вектора перемеще-
ний, ijb , 1G – материальные константы.  

( )2
0011 12 ν−= EGmb ,  ( )21022 12 νν−= Gmb  
( )νν += 12 1012 Gmb , ( )21023 2 ννν −= Gmb  

2121 ννν −−=m , 1
10
−= GGG , 1

10
−= EEE . 

Здесь 21,, ννν , 1,GG , 1, EE – технические константы мате-
риала. 
 Подставляя (19.4), (19.3) в (19.2), после несложных 
выкладок получим 
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(19.5) 

Решения уравнений (19.5) будем отыскивать в виде: 
( )θλλ ,urur = , ( )θλλ

θ ,wru =                                     (19.6) 
 Подставляя (19.6) в (19.5), после разделения пере-
менных относительно пары функций ( )wu,  получаем сле-
дующую систему обыкновенных дифференциальных урав-
нений: 
( )( ) ( ) ( )[ ] +−−+++′+′′= ubbbbuctguwuL 232212111 21, λλθλ  
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( )[ ]( ) 011 23221212 =+′−−−+++ wctgwbbbb θλ     (19.7)  

( )( ) ( )[ ] ( ) +′+′+′−−++= wctgwbubbbwuL θλλ 222322122 21,  
( )[ ] 021 2322 =−−+++ wbbλλ  

 Подставляя (19.6) в (19.1) с учетом (19.3), для функ-
ций ( )θλ,u , ( )θλ,w  получаем следующие однородные гра-
ничные условия: 
 

( )( ) ( )[

] 0

,

2
23

22232212
2

1

=+

+′+++=

±=

±=

επθ

επθ

θ

λλ

wctgb

wbubbbwuM
        (19.8) 

       ( )( ) ( )[ ] 01,
22

2 =−+′= ±=±= επθεπθ λλ wuwuM       

 Таким образом, система уравнений (19.7) совместно 
с граничными условиями (19.8) порождает спектральную 
задачу для пары функций ( )wu,  со спектральным парамет-
ром λ , которая является предметом дальнейших исследо-
ваний.  
 Не вдаваясь в подробности, используя результаты 
[7], приведем окончательное решение уравнения (19.7): 

( ) ( )
( ) ( )[ ]θψθψ

θψθψ

γγ

γγ

21

21

0

21

′+′=

+=

bw

AAu
                                          (19.9) 

где  
( ) ( ) ( )θθθψ γγγγγ FBTC +=  
( ) ( ) ( )θθθ γγγ coscos −+= PPT , 
( ) ( ) ( )θθθ γγγ coscos −−= PPF  

( ) ( ) ( )1211 022 −++++−= GbA iii λλγγ    ( )2,1=i  
( )[ ]21 2322120 ++++−= bbbb λ  

( )θγ cosP – функция Лежандра первого рода, γ – корни би-
квадратного уравнения: 
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( ) ( ) ( )[
( )( )] ( ) ( )( )[ ++++−−−+

+++−−−+
1112

2121

110232212

2212
2
122211

22
22

λλγγ
λλγγ
bGbbb

bbbbbb  

( ) ( ) ( )[ ] 01212 0232212 =−++−−+ Gbbb λλ                       (19.10) 
 Отметим, что как и в работе [6], здесь вместо тра-
диционных линейно-независимых решений уравнения Ле-
жандра ( )θγ cosP , ( )θγ cosQ  для удобства введены четные 
( ) ( ) ( )θθθ γγγ coscos −+= PPT  и нечетные ( ) ( )−= θθ γγ cosPF  
( )θγ cos−− P  функции относительно срединной плоскости 

плиты, которые также являются линейно-независимыми 
решениями уравнения Лежандра. Такая форма решений 
позволяет расчленить общую задачу для плиты на две не-
зависимые задачи растяжения-сжатия плиты и задачу из-
гиба плиты. 
 В этой главе мы будем рассматривать только пер-
вую задачу, поэтому полагаем 0=γB . 
 Таким образом, окончательно имеем: 
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2211
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21

TCTCbru

TCATCArur
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+=
                       (19.11) 

 Удовлетворение граничных условий на торцах пли-
ты (19.8) дает однородную линейную алгебраическую сис-
тему второго порядка относительно постоянных 

1γC , 
2γC  

( ) ( )[ ]{ ( )++−++ 1110221232212 1
1 θγγλ γTbbAbbb  

( ) ( )} ( )[ −+++′−+ 2232212102223 11
AbbbCTtgbbb λθε γγ    

( )] ( ) ( ) ( )} 01
222 102223122022 =′−++− γγγ θεθγγ CTtgbbbTbb (19.12) 

( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) 011
2211 102101 =′−++′−+ γγγγ θλθλ CTbACTbA ,  

επθ −=
2

. 
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 Из условия существования нетривиальных решений 
этой системы получаем характеристическое уравнение для 
определения собственных значений λ : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )+′−′=Δ 1112121112111 1221
, θθθθθλ γγγγ TTdCTTdC  
( ) ( ) ( ) 011112213 21

=′′−+ θθε γγ TTtgddC                     (19.13) 
( ) ( ) 0222322121 1 bbAbbbC pppp +−++= γγλ , ( )2,1=p  
( ) 0232213 bbbC −−=  

( ) 01 1 bAd kk −+= λ , ( )2,1=k  
 Трансцендентное уравнение (19.13), как целая 
функция параметра λ , определяет счетное множество nλ  с 
точкой сгущения на бесконечности, а соответствующие 
ими постоянные 

k
Cγ  пропорциональны алгебраическим 

дополнением элементов какой-либо строки определителя 
системы. Выбирая в качестве решения системы элементы 
второй строки, получим 

( )[ ] ( )
( )[ ] ( )1012

1021

12

21

1

,1

θλ

θλ

γγ

γγ

nn

nn

TbAC

TbAC

nn

nn

′−+−=Δ=

′−+=Δ=
                  (19.14)    

 Подставляя (19.14) в (19.11) с учетом (19.13) и сум-
мируя по всем корням nλ  получаем однородные решения 
следующего вида: 

( )θλ
n

n
nr urCu n∑

∞

=
=

1
, 

( )θλ
θ n

n
n wrCu n∑

∞

=
=

1
 

( )θσ λ
rn

n
nr QrCrG n∑

∞

=

−=
1

1
1 , 

( )θσ ϕ
λ

ϕ n
n

n QrCrG n∑
∞

=

−=
1

1
1                                     (19.15) 
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( )θσ θ
λ

θ n
n

n QrCrG n∑
∞

=

−=
1

1
1 , 

( )θτ λ
θ n

n
nr TrCrG n∑

∞

=

−=
1

1
1  

Здесь nC – произвольные постоянные. 
 ( ) ( ) ( )θθθ γγ nn

TATAu nnn 21 2211 Δ+Δ=  

 ( ) ( ) ( )[ ]θθθ γγ nn
TTbw nnn 21 210 ′Δ+′Δ=  

( ) ( )[ ] ( )+Δ+−+= θγγλθ γ n
TbbAbbAQ nnnnrn 1111012112111 12  

( )[ ] ( )θγγλ γ n
TbbAbbA nnnn 2222012212112 12 Δ+−++  

( ) ( ) ( )[ ]{ ( )++−++= θγγλθ γθ n
TbbAbbbAQ nnnn 1

11102212322121  

( ) ( )} ( )[{ −+++Δ′−+ 22322122122230 1
AbbbATctgbbb nnn

λθθ γ  

( )] ( ) ( ) ( )} nnn nn
TctgbbbTbb 22223022022 22

1 Δ′−++− θθθγγ γγ  

( ) ( ) ( )[ ]{ ( )++−++= θγγλθ γϕ n
TbbAbbbAQ nnnn 1

11102312322121  

( ) ( )} ( )[{ −+++Δ′−+ 22322122123220 1
AbbbATctgbbb nnn

λθθ γ  

( )] ( ) ( ) ( )} nnn nn
TctgbbbTbb 22322022023 22

1 Δ′−++− θθθγγ γγ  

( ) ( )[ ] ( ) +Δ′−+= nnn n
TbAT 101 1

1 θλθ γ  

( )[ ] ( ) nn n
TbA 202 2

1 Δ′−++ θλ γ  
 Как видно (19.13), характеристическое уравнение 
имеет весьма сложную структуру. 
 Для эффективного изучения его корней сделаем не-
которые предположения относительно геометрических па-
раметров плиты.  
 Именно положим  

εηπθ +=
2

, 11 ≤≤− η                                  (19.16) 
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где 
2
πθ = – срединная плоскость плиты, ε – безразмерный 

параметр, характеризующий ее толщину, η –новая пере-
менная отсчитываемая от срединной плоскости. подстав-
ляя (19.16) в уравнение (19.13), получаем  

( ) ( ) 0,, 1 =Δ= θλεzD , 
2
1

+= λz                 (19.17)   

 Относительно нулей функции ( )ε,zD  докажем сле-
дующее утверждение: функция ( )ε,zD  имеет две группы 
нулей со следующими асимптотическими свойствами при 

0→ε . 
 Первая группа состоит из двух нулей и характери-
зуется тем, что все они при 0→ε  имеют конечный пре-
дел; 
 Вторая группа нулей состоит из счетного множества 
нулей, который при 0→ε  имеют порядок ( )1−εO . 
 Приведем схему доказательства первого утвержде-
ния. Для этой цели, раскладывая функции ( )θνT , ( )θνT ′  в 

окрестности плоскости 
2
πθ =  в ряд по ε , получим 

( ) ×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ
=

2
cos

2
1

2
1

2 πν
ν

ν

π
θνT  

( ) ( )( )( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−+++−× ...211

!4
11

2
11 4422 εηννννεηνν   (19.18) 

( ) ( ) ( )( )×
⎩
⎨
⎧ +−−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛ +Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ
−=′ 21

!3
111

2
cos

2
1

2
1

2 ννηεννπν
ν

ν

π
θνT  



 252

( ) ( ) ( )[ ]
⎭
⎬
⎫+++−−++× ...161611

!5
1 442222 εηνννννεη  

 Подставляя (19.18) в (19.17) функции ( )ε,zD  пред-
ставим в виде:  

( ) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++= ...

3
1, 2

200 εεε zDzDAzD                    (19.19) 

×⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
+Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
+Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ=
−1

2121

2
11

2
11

2
1

2
14 γγπγγ

θA  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−× −

21
2
0

1
00

2

2
cos

2
cos12

4
9 γπγπν GmbGz  

( ) ( ) 01
2

00 144 EzEzD −−−= ν  

( ) ( ) ( )( ) ( ){ ×++−−−−= − ννννν 1141 4
0100

1
212 zEGEzD  

( ) ( )( ) ( )[ ×−+−−+−× 10010100 141142 ννν EGEGE  

( ) ( )( ) ] ( )×+−−++−× − ννννν 14118 12
021100 zEGE  

( )( ) ( )×−−−+−−+× ννν 124444 010010 GGEE  
( ) ( )( )}211021 11161 ννννν −−−−× E  
( )xΓ – гамма функция Эйлера. 

 Ищем kz  в виде следующего разложения: 
...

20
++= kkk zzz ε                                                (19.20) 

где  
( ) ( ) 01144 1

01
2

0 00
=−−−= −EzzD kk ν  

( ) ( )( )1
1

0 113
02

νν −−= −Ezz kk  
 Для построения асимптотики нулей второй группы 
отыскиваем nz  ( ),...5,4,3=n  в виде  

( )εδε Oz nn += −1                                                 (19.21) 
Подставляя (19.21) в (19.10) имеем: 
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02 4
2

2
1

2 =+− nn qq δτδτ , 11 τγ =                          (19.22)  

ini S22 δτ = , ( ) 2
2
11 qqqS i

i −−−= ,  ( )2,1=i  

( )12
2
122211

1
221 22 bbbbbq −−= − , 1

22112
−= bbq  

Как было отмечено в [37], в зависимости от харак-
теристик материала 021 ,,, Gννν  параметры 21,qq  принима-
ют различные значения, что влечет за собой различные за-
писи решения через функции Лежандра. Эта в свою оче-
редь приводит к различным асимптотическим представле-
ниям функция Лежандра. 

Рассмотрим следующие возможные случаи: 
1. 01 >q , 02

2
1 >− qq , nS δγ 12,1 ±= , nS δγ 24,3 ±=  

2
2
112,1 qqqS −±= , 2

2
1 qq >  

2
1212,1 qqiqiS −±±= βα , 2

2
1 qq <  

2. Корни характеристического уравнения (19.22) кратные 
pnδγγ ±== 4,32,1 , 01 >q , 02

2
1 =− qq , 1qp =  

3. 01 <q , 02
2
1 ≠− qq , 12,1 Si nδγ ±= , 24,3 Si nδγ ±=  

2
2
112,1 qqiqS −±= , 2

2
1 qq >  

2
1212,1 qqiqS −±= , 2

2
1 qq <  

4. 01 <q , 02
2
1 =− qq , pnδγγ ±== 4,32,1 , 1qp =  

 В случаях 1,2 после подстановки (19.21) в (19.17) и 
преобразования его с помощью асимптотических разложе-
ний ( )θνT , ( )θνT ′  
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⎝
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⎠
⎞

⎜
⎝
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−

−

1

2
1

1

2
1

2
1sin

2
cos

2
31

2cos22

2
1cos

2
cos

2
11

1cos22

νηεν

πννεη
π

θ

νηεν

πννεη
π

θ

ν

ν

O

T

O

T

                    (19.23) 

для nδ  получим: 
( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsin 12121212 =−+++− nn SSSSSSSS δδ ,      (19.24) 

022sin =+ nsh αδββα ,                                                  (19.25) 
022sin =+ nn pp δδ .                                                       (19.26) 

 Что касается случаев 3 и 4, то для них результаты 
получаются из случаев 1 и 2 формальной заменой 1S , 2S  
на 21,iSiS , ip . Эти уравнения совпадают с уравнениями, 
определяющими показатели краевых эффектов Сен-
Венана. 
 В работе [40] получена асимптотика для корней та-
ких уравнений. 
 Характер этих корней существенно влечет на об-
щую картину напряженно-деформированного состояния 
плиты. 
 Как и в изотропном случае [5,46] можно доказать, 
что функция ( )ε,zD , кроме выше найденных, других ну-
лей не имеет.  
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 §20. Анализ напряженно-деформированного  
                 состояния 
 
 Дадим характеристику напряженно-деформирован- 
ных состояний, определяемых решениями, построенными 
выше. 
 В соответствии с двумя группами собственных зна-
чений спектральной задачи (19.7), (19.8) вектор перемеще-
ний и тензор напряжений можно представить в виде: 

21 uuu += , 21 σσσ +=  

здесь 1u , 1σ  соответствуют первой группе собственных 

значений и его компоненты имеют следующие асимптоти-
ческие представления: 
( ) ( ) ( )[ ] ( )ρενν

ρ
lnexp224
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11
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k
kr zOzCru +−+= ∑
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11
k

k
k zOCru +−+= ∑

=
 

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]
( )ρ

εννν
ρρ

σ

lnexp

212112

0

0
212

11

2

1

11

k

k
k

kr

z
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(20.1) 

( ) ( )( ) ( )[ ] ( )ρενν
ρρ

σϕ lnexp1142
0

2
1

2

1

11
k

k
k zOCG

+−+−= ∑
=

 

( ) ( )21 εσθ O= , ( ) ( )31 ετ θ Or = , 
1r
r

=ρ  

 Здесь kC – произвольные постоянные, 
1r
r

=ρ – без-

размерная координата. Из (20.1) можно заметить, что ( )1
ru , 

( )1
rσ , ( )1

ϕσ  при малых ε  имеют порядок 1, ( )1
θu – порядок ε , 
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( )2
θσ – порядок 2ε , ( )2

θτ r – порядок 3ε . Вторая группа реше-
ний соответствует собственным значениям, определяемым 
формулами (1.24), (1.25), (1.26). 
 Используя асимптотическое разложение функции 
Лежандра при больших z  (19.23), для них получены сле-
дующие асимптотические формулы: 
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где  
( ) ( )
( ) .sin
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022sin =+ nn pp δδ . 
 Из (20.2)-(20.4) видно, что перемещения ru  и θu  
имеют порядок ε , а напряжения θθϕ τσσσ rr ,,, – порядок 
единицы. 
 Решение (20.1) определяет внутреннее напряженно-
деформированное состояние. В первых членах разложения 
по параметру тонкостенности ε , решения (20.1) можно 
рассматривать как решение по прикладной теории плит. 
Напряженное состояние (20.2)-(20.4) имеет характер по-
граничного слоя и локализировано вблизи боковой по-
верхности плиты. Первые члены его асимптотического 
разложения полностью совпадают с краевым эффектом 
Сен-Венана в теории толстых плит постоянной толщины. 
Однако в отличие от изотропной плиты здесь возникают 
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трудности, которые связаны со следующими обстоятельст-
вами: 
 Во первых, в зависимости от материальных харак-
теристик спектр спектральной задачи (19.7), (19.8) имеет 
точку разветвления; 
 Во вторых, при больших 0G  некоторые погранс-
лойные решения затухают весьма слабо, и их следует 
включить в проникающие решения. Естественно, эти об-
стоятельства усложняют краевую задачу для анизотропной 
плиты как математически, так и механически. 
 4. Обратимся теперь к исследованию картины на-
пряженного состояния, описываемого однородными реше-
ниями (20.1)-(20.4). Рассмотрим связь однородных реше-
ний с главным вектором напряжений P , действующим в 
сечении constp = . 
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Перемещения и напряжения представим в виде: 
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 Подставляя (4.2) в (4.1), получаем: 
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 Как и в изотропном случае [3,5], из условия разре-
шимости задач теории упругости получаем, 0=kω . 
 Таким образом, напряженное состояние, соответст-
вующее первой и второй группам решений, является само-
уравновешенным в каждом сечении const=ρ . 
 Напряженное состояние, определенное формулами 
(20.1) эквивалентно некоторым усилиям rT , ϕT , отнесен-
ным к срединной плоскости плиты. 
 Рассмотрим вопрос о снятии напряжений с боковых 
поверхностей плиты. Допустим, что на сферической части 
границы заданы напряжения: 

( )ησ ρ1fr = , ( )ητ θ pr f2= , ( )2,1=ρ  при  sρρ =    (20.8)   
здесь ( )ηρ1f , ( )ηρ2f – достаточно гладкие функции и удов-
летворяют условиям равновесия  

( ) ( )[ ] =−∫
+

−

ηεηεηηεηηεπ dffr coscossin2
1

1
2111

2
1  

( ) ( )[ ] 0coscossin2
1

1
2212

2
2 ==−= ∫

+

−
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 Кроме того ( )ηρ1f – четны, ( )ηρ2f – нечетные функ-
ции относительно η . 
 Будем отыскивать решение  в виде (20.6). Для опре-
деления произвольных констант kC , как и в работах [3,5], 
используем вариационный принцип Лагранжа. 
 Поскольку однородные решения удовлетворяют 
уравнением равновесия и граничным условиям на кониче-
ской поверхности, вариационный принцип принимает сле-
дующую форму: 
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 Считая, kCδ  независимыми вариациями, из (20.10) 
получим бесконечную систему линейных алгебраических 
уравнений: 
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 Разрешимость и сходимость метода редукции для 
систем (20.11) следует из работ [41]. 
 Используя малость параметра тонкостенности ε , 
можно построить асимптотическое решение системы 
(20.11). Только надо учесть тот факт, что rσ  и θτ r , соот-
ветствующие корням первой группы, имеют разный поря-
док [ ]2~,1~ ετσ θrr . Поэтому уточним предположения от-
носительно внешней нагрузки. 
 Допустим, что величины ( )ηρ1f  имеют порядок 
единица. Касательные напряжения, заданные на сфериче-
ских частях границы, разложим в таком виде: 
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 Можно показать, что ( )1
2sf  имеют порядок 3ε . Тогда 

( )2
2sf  могут иметь порядок единица.  

( )11 Of s = , ( ) ( )31
2 εOf s = , ( ) ( )12

2 Of s =  
 Не будем разбирать все случаи, рассмотренные вы-
ше. Рассмотрим только тот случай, в котором корни харак-
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теристического уравнения (19.22) комплексные. Неизвест-
ные постоянные kC , nD  отыскиваем в виде: 

...
210
+++= kkkk CCCC ε   ( )2,1=k                  (20.13)  

    ...
210
+++= nnnn DDDD ε  ( ),...2,1=n  

 Подставляя (20.13) в (20.11) и учитывая (20.12), по-
лучаем следующие системы бесконечных линейных алгеб-
раических уравнений: 
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 Матрица системы (20.15) уже встречалась в теории 
трансверсально-изотропной плиты постоянной толщины 
[37]. На основе (20.15) неоднократно проводился числен-
ный анализ различных задач. Определение ljA , , lkD ,  
( ),...2,1=l  неизменно сводится к обращению одних и тех 
же матриц, которые совпадают с матрицами (20.14), (20.15) 
из структуры полученной системы можно заключить, что 
неизвестные 

0kC , соответствующие первой группе нулей, 
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и неизвестные 
0nD , соответствующие второй группе ну-

лей, находятся независимо. 
 Определение 

ikC , 
inD  ( ),...2,1=i  неизменно сводят-

ся к обращению одних и тех же матриц, которые совпада-
ют с матрицами (20.14), (20.15).  
 Система уравнений (20.14), (20.15) значительно уп-
рощаются, если исследовать напряженное состояние полу-
бесконечной плиты ( )∞→= 21 ,1 ρρ , либо плите с центром 
( )1,0 21 == ρρ .  
 В первом случае все неизвестные, соответствующие 
нулям, у которых 0

0
>kz , 0Re >nδ  следует положить рав-

ным нулю, во втором случае в силу ограниченности реше-
ния в центре плиты следует положить нулю, те неизвест-
ные, для которых 0

0
<kz , 0Re <nδ . 

 Общее решение в первом члене асимптотики может 
быть получено суперпозицией решений, соответствующих 
различным группам корней. 
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В (20.16) первые члены правых частей соответству-
ют прикладной теории плит, следующие– добавки к реше-
ний Кирхгофа. На границе области при 2rr =  ( )2,1=i  в на-
пряжении rσ , ϕσ  добавочные члены имеют тот же поря-
док, что и в прикладной теории, а в напряжении θσ , θτ r  
при 0→ε  основную роль начинают играть добавочные 
члены.  

Весь выше приведенный анализ показывает, что ме-
тод однородных решений не только позволяет вскрыть ха-
рактерные особенности трехмерного напряженно-
деформированного состояния анизотропной плиты пере-
менной толщины, но и может служить эталоном проверки 
точности двумерной теории анизотропной плиты. 

В заключение отметим, что при 10 =G , мы получа-
ем результаты работ [5,46] в случае растяжения-сжатия 
плиты.     
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§21. Задача растяжения-сжатия транстропной  
      плиты переменной толщины при жесткой  
      заделке торцевой части границы 

 
 На основе метода однородных решений, разрабо-
танных выше, исследуется асимптотическое поведение 
решения задачи растяжения-сжатия транстропной плиты 
переменной толщины, когда торца жестко заделаны. Пока-
зано, что решения этих задач в первом члене асимптотики 
совпадают с решениями аналогичной задачи теории упру-
гости для анизотропной полосы.  
 1. Предположим, что на торцевой поверхности пли-
ты заданы граничные условия 

0=ru , 0=θu   при επθ ±=
2

                        (21.1) 

 Аналогично рассматривается случай, когда  

0=θσ , 0=θu  при επθ ±=
2

                        (21.2) 

 Удовлетворяя однородные граничные условия 
(21.1) получаем следующую линейную систему уравнений: 
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 Эта система имеет нетривиальные решения тогда и 
только тогда, когда  
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 Раскрывая (21.4) получаем характеристическое 
уравнение для определения собственных значений z : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )112111 1221
, θθθθε γγγγ TTATTAz ′−′=Δ        (21.5) 

     επθ ±=
2
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21, γγ – корни биквадратного уравнения (19.10). 
 Трансцендентное уравнение (21.5) определяет счет-
ное множество корней kz , а соответствующие им постоян-
ные 

21
, γγ CC  пропорциональны алгебраическим дополне-

ниям какой-либо строки определителя системы (21.3). 
 Выбирая в качестве решения системы алгебраиче-
ские дополнения элементов первой строки, получим  

( )121
θγγ n
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TCC n 11
′−=                  (21.6) 

 Подставляя (21.6) в (9.9), суммируя по всем корням 
уравнения (1.47) и учитывая обобщенный закон Гука, по-
лучаем однородные решения следующего вида: 
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Здесь nC – произвольные постоянные, 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )θθθθθ γγγγ 2112 1211 TTATTAun ′−′=  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]θθθθ γγγγ 2112 110 TTTTbwn ′′−′′=  
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 2. Обратимся к исследованию поведения корней 
уравнения (21.5) при малых значениях параметра ε . 
 При малых ε  и конечных z  ( )ε,zΔ  можно предста-
вить в виде  
( ) ( ) ( )[ ] ×+−+=Δ 2

112222 114, γγγγε bz  

[ ] ( )[ ]22
0

2 124/9 εε OGz ++−×                                           (21.8)  

 Из (21.8) видно, что 02,1 24/9 Gz −±=  являются 
корнями характеристического уравнения. Как в изотроп-
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ном случае [5] можно доказать, что все остальные нули 
функции ( )ε,zΔ  безгранично растет при 0→ε . Для по-
строения асимптотики второй группы нулей отыскиваем 
их в виде: 

( )ε
ε
δ Oz n

n +=  ( ),...4,3,2 −−= kkn                          (21.9)  

 В этом случае характеристическое уравнения  
02 21

2 =+− qq ττ , nn τγ =                       (21.10) 

           ( )2
12

2
122211

22
1 212 nbbbb

b
q δ−−= ,  

          41
22112 nbbq δ−=  

Рассмотрим следующие возможные случаи: 
1. 01 >q , 02

2
1 >− qq , nS δγ 12,1 ±= , nS δγ 24,3 ±=  

2
2
112,1 qqqS −±= , 2

2
1 qq >  

2
1212,1 qqiqiS −±±= βα , 2

2
1 qq <  

2. Корни характеристического уравнения (21.10) кратные 
pnδγγ ±== 4,32,1 , 01 >q , 02

2
1 =− qq , 1qp =  

3. 01 <q , 02
2
1 ≠− qq , 12,1 Si nδγ ±= , 24,3 Si nδγ ±=  

2
2
112,1 qqiqS −±= , 2

2
1 qq >  

2
1212,1 qqiqS −±= , 2

2
1 qq <  

4. 01 <q , 02
2
1 =− qq , pi nδγγ ±== 4,32,1 , 1qp =  

 В случаях 1,2 после подстановки (21.9) в (21.5) и 
преобразования его с помощью асимптотических разложе-
ний ( )θνT , ( )θνT ′  для nδ  соответственно получаем 

( ) ( ) ++−
−
+

nSSSS
SSb
SSb δ1212

2122

2122 sin
1
1  
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( ) ( ) 0sin 1212 =−++ nSSSS δ                                            (21.11) 

022sin
11

2
11

2
=+=

−
+

nn pp
b
b δδ

ρ
ρ                                        (21.12) 

( ) +−+ nshbb αδαββ 231 2
22

2
22  

( ) 02sin31 2
22

2
22 =+−+ nbb βδβαα                                 (21.13) 

 Что касается 3 и 4, то для них результаты получа-
ются из случаев 1 и 2 формальной заменой 21,SS , p  на 

ipiSiS ,, 21 .  
 Эти уравнения имеют счетное множество корней и 
фактически совпадают с характеристическими уравнения-
ми аналогичной задачи, для трансверсально-изотропного 
упругого слоя.  
 Непосредственной проверкой можно установить, 

что корням 02,1 2
4
9 Gz −±=  соответствует тривиальные 

решение.  
 Приведем асимптотическое построение однородных 
решений, соответствующих различным группам корней 
характеристического уравнения. 
 Группа 1. 
( ) ( )( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρ
ε lnexp1

1

11 n
n

n
nr uCru  

( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δηε

ρ
ε

θ lnexp1

1

11 n
n

n
nwCru  

( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
σ lnexp1

1

11 n
rn

n
nr QCG  

( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
σ ϕϕ lnexp1

1

11 n
n

n
nQCG                              (21.14) 
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( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
σ θθ lnexp1

1

11 n
n

n
nQCG  

( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
τ θ lnexp1

1

11 n
n

n
nr TCG  

где  
( )( ) ( ) −−= ηδδη nnn SSSbSu 12

2
1222

1 cossin1  

( ) ηδδ nn SSSbS 21
2
2221 cossin1−−  

( )( ) ( ) ( )ηδδηδδη nnnnn SSSSSSbw 21122112
1 cossinsinsin1 −+=  
( )( ) ( ) ( )[ ]1

12
1

11
1

nnnnrn wbubQ δδη −=                                           (21.15) 
( )( ) ( ) ( )[ ]1

22
1

12
1

nnnnn wbubQ δδηϕ −=  
( )( ) ( ) ( )[ ]1

23
1

12
1

nnnnn wbubQ δδηθ −=  

( )
( )

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

∂
∂

= 1
1

1
nn

n
n wuT δ

η
 

 Группа 2. 
( ) ( )( ) ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρ
ε lnexp2

1

12 n
n

n
nr uEru  

( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρ
ε

θ lnexp2

1

12 n
n

n
nwEru  

( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
σ lnexp2

1

12 n
rn

n
nr QEG  

( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
σ ϕϕ lnexp2

1

12 n
n

n
nQEG                             (21.16) 

( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
σ θθ lnexp2

1

12 n
n

n
nQEG  

( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δη

ρρ
τ θ lnexp2

1

12 n
n

n
nr TEG  
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где  
( ) ( ) ( ) ( )[{ ×+−+= −1

11
2

12
2 cos1 nnn ppbbu δδρρ  

( ) ] ( ) }ηδδρηηδδρ nnnn ppbppb sinsincossin 11
2

11
2 −+−×  

( ) ( ) ( )ηδδηηδδδρ nnnnnn pppppbw cossinsinsincos2
211

2 −−=  

 Выражения для ( )2
rnQ , ( )2

nT  получается из (21.5) про-

стой  заменой ( )1
nu , ( )1

nw  на ( )2
nu , ( )2

nw  соответственно.  
 Группа 3. 

 ( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δηε

ρ
lnexp3

1

13 n
n

n
nr uDru  

( ) ( )( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
ρ

ε
δηε

ρθ lnexp3

1

13 n
n

n
nwDru ,                            (21.17) 

где  
( )( ) ( ) +Δ−= nnnnnn shbchau 100
3 coscos ηαδηβδηαδηβδη  
( ) nnnnn shachl 200 sincos Δ++ ηαδηβδηαδηβδ , 
( )( ) ( ) ( )[ −Δ++= nnnnn chshbw 112
3 sincos1 ηαδηβδβηαδβηαη  
( ) ]nnnnn chsh 2sincos Δ+− ηαδηβδαηαδηβδβ , 

( )22
220 1 βα −−= ba , αβ220 2bl = ,  

nnnnn chsh αδβδβαδβδα sincos1 +−=Δ , 

nnnnn chsh αδβδααδβδβ sincos2 +=Δ , 

( )0
1 θθεη −= − . 

 Выражения для ( )3
rσ ,…., ( )3

θrw  получаются из (21.15) 

заменой ( )1
ru  на ( )3

ru , ( )2
nw  и ( )1

θu  на ( )3
θu  соответственно.  

 nnn DEC ,, – произвольные постоянные. 
 Важно отметить, что решение (21.17) характерно 
только для анизотропных тел при 10 =G  полностью исче-
зает.  
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 Что касается решение (21.14), (21.16) при 10 =G  
они сливаются в одну и полностью совпадают с краевых 
эффектов Сен-Венана в теории изотропных плит. 
 В общем случае нагружения произвольные посто-
янные nnn DEC ,, , как и выше, могут быть определены  с 
помощью вариационного принципа Лагранжа. При специ-
альных условиях опираниях торца плиты они определяют-
ся точно с помощью обобщенного условия ортогонально-
сти для конуса, которые справедливы и для плит [1].  
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 ГЛАВА 6 
 

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ЗАДАЧИ ИЗГИБА 
ДЛЯ ТРАНСТРОПНОЙ ПЛИТЫ ПЕРЕМЕННОЙ 

ТОЛЩИНЫ 
 
 В настоящей главе дано решение задачи изгиба 
трансверсально-изотропной плиты переменной толщины. 
Исследуется асимптотическое поведение решения при ма-
лом значении параметра тонкостенности.  

 
§22. Построение однородных решений 

 
 Рассмотрим осесимметричную задачу изгиба транс-
тропной плиты, толщина которой rh ε= . 
 Предположим, что на торцах плиты заданы сле-
дующие граничные условия: 

( ) ( )rnσσθ 1−= , ( )rTr =θτ  при ( ) επθ n1
2

−±=     (22.1) 

На боковой поверхности заданы напряжения: 
( )θσ sr f1= , ( )θτ θ sr f2=  при srr =   ( )2,1=s         (22.2) 

Функция isf  ( )2,1=i  удовлетворяют условиям равновесия  

( )[ ] =−∫
+

−

ηεηεηηεηπ
επ

επ
dffr coscossin2

2/

2/
2111

2
1  

   ( )[ ] Pdffr =−= ∫
+

−

ηεηεηηεηεπ
επ

επ
coscossin2

2/

2/
2212

2
2         (22.3) 

( )θsf1 , ( )θsf2 – достаточно гладкие функции. Кроме этого 
( )θsf1 – нечетные, ( )θsf2 – четные функции относительно 

срединной плоскости плиты. 
 P – главный вектор усилий, действующих в произ-
вольном сечении constr = . 
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 В настоящей главе будем считать, что на торцах 
плиты заданы однородные граничные условия ( )0==τσ .  

0=θσ , 0=θτ r  при επθ ±=
2

                          (22.4)  

 Используя результаты пятой главы, решение задачи 
представим в виде: 

( ) ( )[ ]θθ γγγγ
λ

2211 21 FCAFCArur +=   

( ) ( )[ ]θθ γγγγ
λ

θ 22110 FCFCbru ′+′=                                        (22.5) 
( ) ( ) ( )θθθ γγγ coscos −−= PPF  

 Остальные обозначения те же, что в первой главе. 
 Удовлетворение граничных условий на торцах пли-
ты (22.4) дает однородную линейную алгебраическую сис-
тему второго порядка относительно постоянных 

1γC , 
2γC .  

( ) ( )[ ] ( ) ( ){ ×−++−++ 22231110221232212 1
1 bbFbbAbbb θγγλ γ  

( )} ( )[ ( )]{ ×+−+++′× 122022223221210 11
γγλθε γγ bbAbbbCFtgb  

( ) ( ) ( )} 0
222 1022231 =′−+× γγγ θεθ CFtgbbbF ,                       (22.6)  

( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) 011 102101 211
=′−++′−+ θλθλ γγγ FbACFbA  

 Из условия существования нетривиальных решений 
этой системы получаем характеристическое уравнение для 
определения собственных значения λ : 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )+′−′=Δ 1111121112111 1221

, θθθθθλ γγγγ FFdCFFdC  
( ) ( ) ( ) 011111213 21

=′′−+ θθε γγ TTtgddC                                    (22.7) 
При этом  

( )[ ] ( )
( )[ ] ( ) nn

nn

n

nn

FbAC

FbAC

2101

1021

1

,1

2

21

Δ=′−+−=

′−+==Δ

θλ

θλ

γγ

γγ
                               (22.8) 

 Трансцендентное уравнение (22.7) определяет счет-
ное множество kλ  с точкой сгущения на бесконечности.  
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 Подставляя (22.8) в (22.5) с учетом (19.3) и сумми-
руя по всем корням kλ  получаем однородные решения 
следующего вида: 

( )θλ
n

n
nr urCu n∑

∞

=
=

1
,  

( )θλ
θ n

n
n wrCu n∑

∞

=
=

1
 

( )θσ λ
rn

n
nr QrCG n∑

∞

=
=

1
1 , 

( )θσ ϕϕ
λ

n
n

n QrCrG n∑
∞

=

−=
1

1
1                                                  (22.9) 

( )θσ θθ
λ

n
n

n QrCrG n∑
∞

=

−=
1

1
1 , 

( )θτ λ
θ n

n
nr TrCrG n∑

∞

=

−=
1

1
1  

Здесь nC – произвольные постоянные.  
( ) ( ) ( )θθθ γγ nn

FAFAu nnn 21 2211 Δ+Δ= , 

( ) ( ) ( )[ ]θθθ γγ nn
FFbw nnn 21 210 ′Δ+′Δ= ,                               (22.10) 

( ) ( )[ ] ( )+Δ+−+= θγγλθ γ n
FbbAbbAQ nnnnrn 1111012112111 12  

( )[ ] ( )θγγλ γ n
FbbAbbA nnnn 2222012212112 12 Δ+−++ , 

( ) ( ) ( )][{ ( )++−++= θγγλθ γϕ n
FbbAbbbAQ nnnn 1

11102312322121  

( ) ( )} ( )[{ −+++Δ′−+ 22322122223220 1
AbbbAFctgbbb nnn

λθθ γ

( )] ( ) ( ) ( )} ,1 22322022023 22 nnn nn
FctgbbbFbb Δ′−++− θθθγγ γγ (22.11) 

( ) ( ) ( )][{ ( )++−++= θγγλθ γθ n
FbbAbbbAQ nnnn 1

11102212322121  
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( ) ( )} ( )[{ −+++Δ′−+ 22322122122230 1
AbbbAFctgbbb nnn

λθθ γ

( )] ( ) ( ) ( )} ,1 22223022022 22 nnn nn
FctgbbbFbb Δ′−++− θθθγγ γγ  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) nnnnn nn
FbAFbAT 202101 21

11 Δ′−++Δ′−+= θλθλθ γγ . 
 Как и пятой главе для эффективного изучения кор-
ней характеристического уравнения положим  

εηπθ +=
2

, 11 ≤≤− η                               (22.12)  

Подставляя (22.12) в (22.7), получаем: 
( ) ( ) 0,, 1 =Δ= θλεzD                                  (22.13)  

 Относительно нулей функции ( )ε,zD  докажем сле-
дующее утверждение: функция ( )ε,zD  имеет две группы 
нулей со следующими асимптотическими свойствами при 

0→ε . 
 Первая группа состоит из четырех нулей и характе-
ризуется тем, что все они при 0→ε  имеют конечный пре-
дел, причем двое из них не зависят от малого параметра ε .  
 Вторая группа состоит из счетного множества ну-
лей, которые при 0→ε  имеют порядок ( )1−εO . 
 Для доказательства первого утверждения, раскла-
дываем функции ( )θνF ,  ( )θνF ′  в окрестности плоскости 

2
πθ =  в ряд по ε , получим 

( ) ( )[ ]
⎩
⎨
⎧ +−+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ

= 22 11
!3

11
2

sin

2
1
2

1
4 εννηεηπν

ν

ν

π
θνF  

( ) ( )[ ]
⎭
⎬
⎫+++−++ ...5141

!5
1 4224 εννννη              (22.14) 
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( ) ( )( )[ ]
⎩
⎨
⎧ +−+−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Γ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ

−=′ 22 121
2
11

2
sin

2
1
2

1
4 εννηπν

ν

ν

π
θνF  

( ) ( ) ( )[ ]
⎭
⎬
⎫+++−−++ ...51411

!4
1 4224 ενννννη             

 Подставляя (22.14) в (22.13) функции ( )ε,zD  пред-
ставим в виде: 

( ) ( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= − ...

15
1

4
13, 2

1
21

0
321 ε

νν
εε zDzDzAzD (22.15) 

где  
( ) ( ) ( )[ ][ ×+−++= 11116 112200

2
0 γγγγν bEGAkj  

1
2121

21 2
11

2
11

2
1

2
1

2
sin

2
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−
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⎦
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⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
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⎜
⎝
⎛ +
+Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
+Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Γ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×

γγγγπγπγ

( ) 1
0

22
0 49124 −−−+= EzzD ν  

( ) ( )( ) ( )( )[ +−−+−+−= ννννν 2312214 21
4

201 zGzD  
( )( )( ) ( )×+−−++−++ νννν 126241 100020 GEEG  

( )( )] ( )( −−−−−−× 0021
2

0100 401112 GEzGGE ννν  

) ( )( )

( )( )( ) ( )( )([ )
( )( ) ]( ) ( )( ) ( )20010021

10010100

0
100201

111812312

1321141121
2

6221
2
123260

−−++−−−+

++−−++−−−++

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−+−+−−

GEGE

GEGGE

EGEG

ννννν

ννννν

ννννν

Здесь ( )xΓ – гамма функция Эйлера. 

 Из (22.15) непосредственно видно, что 
2
1

1,0 ±=z  яв-

ляются нулями функции ( )ε,zD . Отметим, что существо-
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вание этих нулей также вытекает из условия равновесия 
плиты. 
 Для определения остальных нулей первой группы, 
ищем их в виде: 

...
20

2 ++= kkk zzz ε  ( )3,2=k                    (22.16)    
 Подставляя (22.16) в (22.15), получим: 

( )2
1

2
1

0 1249
2
1

0
ν−+±= −Ezk   

( ) ( )
002 2

140 kkk zDzz −−=  

 Докажем, что все остальные нули функции ( )ε,zD  
неограниченно возрастают, когда 0→ε . Исходим от про-
тивного, допустив, что ∞≠→ *

kk zz  ( )4≥k  при 0→ε . То-

гда справедливо предельное соотношение ( ) 3, εε →zD  
( )**

0 kzD  при 0→ε . Таким образом, предельные точки мно-

жества ( )4≥kzk  определяются из уравнения ( ) 0**
0 =kzD . В 

данном случае  

( ) ( )=−−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= −1

02
2*2***

0 49124
4
1 EzzzD kkk ν  

( ) 0
4
1 *

0
2* =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= kk zDz  

 Из последнего равенства следует, что других огра-
ниченных нулей кроме 1,0z , 5,2z  не существует. 
 Итак, доказано, что все остальные нули функции 
( )ε,zD  стремятся к бесконечности при 0→ε . Их можно 

разбить на три группы в зависимости от их поведения при 
0→ε . 

 Возможны следующие предельные соотношения: 
1) 0→kzε ;  2) ∞→kzε ; 3) constzk →ε  при 0→ε . 
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 Можно доказать, что случае 1) и 2) здесь невозмож-
ны. 
 Для построения асимптотики нулей второй группы 
(случай 3) отыскиваем nz  ( )4,3 ≥−= kkn  в виде: 

( )εδε Oz nn += −1   ( ),...2,1=n                          (22.17) 
 Подставляя (1.15) в (1.7), имеем: 

02 4
2

2
1

2 =+− nn qq δτδτ ,  ii τγ = , ( )2,1=i     (22.18) 

      2222
in Sδτ − , ( ) 2

2
1

2
1 1 qqqSi −−−=  

       ( )12
2
122211

1
221 22 bbbbbq −−= − , 1

22112
−= bbq  

Как было отмечено в первой главе в зависимости от харак-
теристик материала 021 ,,, Gννν  параметры 21,qq   прини-
мают различные значение, что влечет за собой различные 
записи решения через функции Лежандра. Это в свою оче-
редь приводит к различным асимптотическим представле-
ниям функции Лежандра. 
 Рассмотрим следующие возможные случаи: 
1. 01 >q , 02

2
1 >− qq , nS δγ 12,1 ±= , nS δγ 24,3 ±=  

2
2
112,1 qqqS −±= , 2

2
1 qq >  

2
1212,1 qqiqiS −±±= βα , 2

2
1 qq <  

2. Корни характеристического уравнения (22.18) кратные 
pnδγγ ±== 4,32,1 , 01 >q , 02

2
1 =− qq , 1qp =  

3. 01 <q , 02
2
1 ≠− qq , 12,1 Si nδγ ±= , 24,3 Si nδγ ±=  

2
2
112,1 qqiqS −±= , 2

2
1 qq >  

2
1212,1 qqiqS −±= , 2

2
1 qq <  

4. 01 <q , 02
2
1 =− qq , pi nδγγ ±== 4,32,1 , 1qp =  
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 В случаях 1,2 после подстановки (22.17) в (22.7) и 
преобразования его с помощью асимптотических разложе-
ний ( )θγF , ( )θγF ′  для nδ  получаем: 
( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsin 12212112 =−+−+− nn SSSSSSSS δδ     (22.19) 

 022sin =− nn sh αδββδα ;                                   (22.20) 
 022sin =− nn pp δδ .                                         (22.21) 

 Что касается случаев 3 и 4, то для них результаты 
получаются из случаев 1 и 2 формальной заменой 1S , 2S  
на 21,iSiS . Эти уравнения совпадают с уравнениями, опре-
деляющими показатели краевых эффектов Сен-Венана в 
задачах изгиба для плиты постоянной толщины. 
 Как и в изотропном случае [5,6]. Можно доказать, 
что функция ( )ε,zD , кроме выше найденных других нулей 
не имеет. 
 
 §23. Анализ напряженно-деформированного  
                  состояния 
 
 Дадим характеристику напряженно-деформирован- 
ных состояний, определяемых решениями, поостренными 
выше.   
 Предполагая, что ε – является малым параметром, 
приведем асимптотическое построение однородных реше-
ний, соответствующих различным группам нулей. 

 Для 
2
1

0 =z  получаем следующие выражения 

0
cos,sin 00

====
+=+=

θθϕ

θ

τσσσ
εηεη

rr

r CuCu
                        (23.1)  

 Как легко видеть, этому решению соответствует пе-
ремещение плиты, как твердого тела.  
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 Решение, соответствующее нулю 
2
1

1 −=z , имеет 

следующее асимптотическое представление: 

( ) ( )( ){ ++−++−= 312
3
114 2

21
2

211
1 ηννεννη
ρ

Crur  

( )( )( ) ( )( )[ −−++−−++ 2000
2

0 123112 ννην GEGG  

( )( ) ( )]( ) } ...112212 2
0211 +−−−−+− ηνννν G  

( ) ( )( )+
⎩
⎨
⎧ −−++−= − νννννε

ρθ 321
2
1

2
112 121

111Cru  

( ) ( )( )] ( )( )×−+++−+−+ 11412112 1
2

121 ννηνννν  

( )} ...1 2
0 +−× εG                                                                (23.2) 

( ) ( )[ ]2
12

11 232 εν
ρ
ησ OCG

r +−=  

( ) ( )[ ]2
102

11 232 εν
ρ
ησϕ OECG

+−=  

( )2εσθ O= , ( )ετ θ Or = . 
 Остальным нулем первой группы формулы для вы-
числения перемещений и напряжений, если их представить 
рядами по степеням ε , имеют следующий вид: 

( )( ) ( ) ×
⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+++−−= ∑

=

4
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k
kkkr GzzCu νννη

ρ
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2
11 00

ηννηνν kk zz  
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⎠
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⎜
⎝
⎛ −− 2000

2
2000 114

2
3

00
νννν GEGzGEGz kk  
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( ) ( )( )]( ) ( )} ( )ρεννηνννν ln...12121414 2
21

2
0121 0 kk zzG +−+−−++−+

( ) ( ) ( )( )∑
=

− +
⎩
⎨
⎧ −++−+−=

4

2
2121

1 321
2
112

2
1121

k
kCu ννννννε

ρθ

( )( ) ( ) ] ( )( )×−++++−+ − 100
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11 212121122
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ννηνννν GEzz kk  

( )( )( ) ( )( )} ( )ρενννν lnexp...11114 2
2/10001

2
0 kk zGEGz +−−−−−++×

( )[ +−+−+= ∑
=

1001
2

0
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2

1 23244
00

ννη
ρρ

σ EzEzECG
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k
kr  

( )] ( )ρε lnexp2
kzO+                                                          (23.3) 

( )[ +−+−+−= ∑
=

23244 111
2

1

3

2

1
00

ννννη
ρρ

σϕ kk
k

k zzCG  

( )] ( )ρε lnexp2
kzO+          

( )2εσθ O= , ( )ετ θ Or =  

rr 1
1
−=ρ . 

 Вторая группа нулей описывает напряженно-
деформированное состояние быстро затухающее вдали от 
края плиты. Раскладывая по степеням малого параметра ε  
решения этой группы, найдем следующие асимптотиче-
ские выражения: 

( )[ ×−++−= ∑
∞

=
n

n
nr SbbbbSbSBru δ

ρ
ε

2221112
2
12

2
2222

1

1 cos  

( ) +−++−× ηδδηδ nnn SSbbbbSbSS 21221112
2
12

2
22221 sincossin  

( )] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+ ρ
ε
δε lnexp nO   

( )[ −+−= ∑
∞

=
ηδδ

ρ
ε

θ nn
n

n SSbSbBSSru 12
2
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2
222

1

211 coscos  
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( ) ( )] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++− ρ
ε
δεηδδ lnexpcoscos 2112

2
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nn OSSbSb   

( ) [ −−= ∑
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ηδδδ
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nn OSSS                       (23.4) 
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1 22 SbGGbbbSBG
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nδρρ
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122211112 cos2sincos  
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δεηδ lnexpsin 2
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∞

=
ηδδδ

ρρ
σ nnn

n
nr SSSBbbbG

122
1

2
122211

1 sincos  

( )] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+− ρ
ε
δεηδδ lnexpsincos 211

n
nn OSSS  

( ) [ −−= ∑
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где  
( ) ( ) ( ) ( ) 0sinsin 21121212 =−+−+− nn SSSSSSSS δδ  

( ) ( )[ ] ⎟
⎠
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⎝
⎛+= ∑
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δεηε
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⎠
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( ) ( ) ( )[ ] ⎟
⎠
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σϕ lnexp
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⎠
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nnnr OFFG  

где  
( ) ( ) −Δ−Δ= ηαδηβδη nnnnn shaaF cos22111  
( ) ηαδηβδ nnnn chaa sin1221 Δ−Δ− .  
( ) ( ) ( )[ +Δ−Δ+= ηαδηβδαβη nnnnn chbF cos1 12122  

( ) ]ηαδηβδβα nnnn chsin12 Δ+Δ+ . 
( )22

221 1 βα −−= ba , αβ222 2ba = ; 

( )[ ]{ +++=Δ nnnn shbbD αδβδβαα sin22
22121  

( )[ ] }nnchbb αδβδβαβ sin22
2212 +++ . 

( )[ ]{ −++−=Δ nnnn shbbD αδβδβαβ sin22
22122  

( )[ ] }nnchbb αδβδβαβ cos22
2212 ++− . 

022sin =− nn sh αδββδα  
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где  
022sin =− nn pp δδ . 
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nnnk EDBC ,,, – произвольные постоянные из сравнения 
решений первой и второй группы можно сделать вывод, 
что первая группа решений определяет основное напряже-
ние состояние, вторая группа– краевой эффект, аналогич-
ный краевому эффекту Сен-Венана в теории плит постоян-
ной толщины.  
 Однако, при больших 0G  некоторые погранслойные 
решения затухают весьма слабо, и их следует включить в 
проникающие решения.  
 5. Обратимся теперь к исследованию картины на-
пряженного состояния, описываемого однородными реше-
ниями (23.2)-(23.6). Рассмотрим связь однородных реше-
ний с главным вектором напряжений P , действующим в 
сечении const=ρ . 

( ) ηεηεητεησερπ θ drP rr coscossin2
1

1

22
1 ∫

−

−−=      (23.7)  

Полагая 00 =C , перемещения и напряжения представим в 
виде: 

( ) 2
1

1
1

−∞

=
∑+=

kz
k

k
kr UCuu ρη ,  

( ) 2
1

1

−∞

=
∑+=

kz
k

k
kk WCwu ρηθ  

( ) 2
3

1
1

−∞

=
∑+=

kz

k
rkkrr QCQ ρησ , 

( ) 2
3

1
1

−∞

=
∑+=

kz

k
kkQCQ ρησ ϕϕϕ                                             (23.8) 

( ) 2
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1
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kz

k
kkQCQ ρησ θθθ ,  
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( ) 2
3

1
1

−∞

=
∑+=

kz

k
kkr TCT ρητ θ  

 В формулах 11,...,Tu  соответствуют собственным 

значениям 
2
1

1 −=z . Во второе слагаемое включены ос-

тальные решения.  
 Подставляя (23.8) в (23.7), получаем: 

k
z

k
k

kCCP γρργ 2
3

2

2/1
11

−∞

=
∑+=                          (23.9)  

где  
( ) ( )322

10111 16 εενπγ OrEG +−=  

( ) ( )[ ] ηεηεηηεηηεπγ dTQG krkk coscossin
1

1
1 ∫
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−−= . 

 Докажем, что все kγ  ( ),...3,2=k  равны нулю. Для 
этого рассмотрим следующую краевую задачу: 
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rrs
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kk

kk

             (23.10)  

Легко видеть, что решение задачи (23.10) существу-
ет и получается из формул (23.8), если положить в них 

kskC δ= , где ksδ – символ Кронекера. 
С другой стороны, известно, что необходимым ус-

ловиям разрешимости первой краевой задачи теории упру-
гости является условия обращения в нуль главного вектора 
и главного момента всех внешних сил. 

В рассматриваемом случае главный вектор внешних 
сил (23.10) в проекции на ось симметрии 0=θ  имеет вид: 
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02
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s
zz

s
kkP γρρ                     (23.11)   

Последнее равенство возможно только при 0=sγ . 
Для главного вектора окончательно получаем 

11γCP =                                                    (23.12) 
Таким образом, напряженное состояние (23.3)-(23.6) 

является самоуравновешенным в каждом сечении 
const=ρ .  
Разъясним теперь картину напряженного состояния, 

соответствующую нулям kz   ( )2≥k . Для этого подсчитаем 
изгибающий момент в сечении const=ρ .  

( )[ ] ≈−−= ∫
−

ηεηεητεησερπ θ drM rr coscos1sin2
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1

22
1   

( )∫
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+≈
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4222
1 εηησερπ Odr r                                   (23.13) 

Подсчитаем изгибающий момент для напряжений (23.8). 
Имеем   

( )[ +−+= ∑
=

00 01
2
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2

22/12
11 244
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kk
k

k zEEzCGrM νερπ  

( )] ( )ρεν lnexp23 2
10 kzOE +−+                                      (23.14) 

 Докажем, что главная часть изгибающего момента 
для напряжений, соответствующих второй группе нулей, 
равна нулю. Рассмотрим решение, определяемое формулой 
(23.4). 
 Аналогично рассматриваются другие случаи.  
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( ) ( ) ( )4222
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4 12lnexp εσερπερ
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⎛×  

Так как ( ) 01 =±θσ , окончательно получаем 

( )4
2 εOM ≈ . 

Таким образом, главные части изгибающего момен-
та определяют решению первой группы.  

Разлагая изгибающие моменты s
kM  ( )3,2=k , дейст-

вующие на поверхности sρρ = , в ряды по ε  

...2
20

++= εs
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s
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s
k MMM                            (23.15)   

и отыскивая kC  в виде ...
20

2 ++= kkk CCC ε  для определе-

ния 
0kC , получаем линейную систему: 
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 Таким образом, постоянные kC  определяются через 
главные части изгибающих моментов на боковой поверх-
ности плиты.  
 Первый член разложения (23.2), совместно с пер-
вым членом разложений (23.8) можно рассматривать как 
решение по прикладной теории. Из (23.14), (23.16) следует, 
что первому члену асимптотики (23.4), (23.5), (23.6) соот-
ветствует самоуравновешенное в сечении const=ρ  на-
пряженное состояние, а само решение имеет характер кра-
евого эффекта, эквивалентного краевому эффекту Сен-
Венана в теории плит постоянной толщины. 
 4. Рассмотрим вопрос о снятии напряжений с боко-
вых поверхностей плиты при помощи класса однородных 
решений. Пусть на боковой поверхности заданы условия 
(1.2).  
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 Как было показано выше, главные части главного 
вектора и изгибающего момента определяются решением 
первой группы. 
 Поэтому ниже будем предполагать, что 0=kC  
( )3,2,1=k  и рассмотрим случай (23.4). Аналогично рас-
сматриваются другие случаи. 
 Будем отыскивать решение в виде (23.4). Для опре-
деления произвольных констант nB , как в первой главе, 
используем вариационный принцип Лагранжа. 
 Поскольку однородные решения удовлетворяют 
уравнениям равновесия и граничным условиям на кониче-
ской поверхности, вариационный принцип принимает 
форму: 

( ) ( )[ ] 0cos
2

1

1

1
21

2
1 =−+−∑ ∫

= −
= ηεητδσρε ρρθθ dufufr

s
srrsrs s

(23.17)  

Считая nBδ  независимыми вариациями, из (23.17) получим 
бесконечную систему линейных алгебраических уравне-
ний: 

kn
k

kn NBM =∑
∞

=1
  ( ),...2,1=k ,                             (23.18) 

( ) ( ) ηεηρ dwTuQzzM knkrns
s

nkkn coslnexp
1

1

2

1
∫∑
−=

++= , 

( ) ηεηρ dwfufzN kskssk
s

k cosln
2
3exp

1

1
21

2

1
∫∑
−=

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += . 

 Разрешимость и сходимость метода редукции сис-
тем (23.18) следует из работ [41]. 
 Неизвестные постоянные nB  отыскиваем в виде: 

...
10
++= nnn BBB ε                                          (23.19) 
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 Подставляя (23.19) в (23.18), получаем следующие 
системы бесконечных линейных алгебраических уравне-
ний относительно 

0nB . 

kn
n

kn HBM =∑
∞

=
0

1
  ( ),...2,1=k                              (23.20) 

( ) ( )[ ]∑
=

− ×+−+=
2

1

1
21

2
122211 lnexp

s
snnkn SSbbbGM ρδδε  

( ){ ×−× ∫
−

1

1
212121 sincossincos ηδδηδδδ nnnnn SSSSSS  

( )[ ]−−++× ηδδ kk SSbbbbSbS 12221112
2
12

2
2222 sincos  

( )[ ]−−++− ηδδ kk SSbbbbSbS 21221112
2
12

2
2221 sincos  

( ) ×−− 122112 sincossincos SSSSSS nnnn ηδδηδδ  

( ) ( )[ ×+−+× 12
2
1221212

2
222 coscos bSbSSbSb kk ηδδ  

]} ηηδδ dSS kk 21 coscos× ;                                                 (23.21) 

( )[{ ×−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫∑

−=

1

1
221112

2
12

2
22221

2

1

2/3 lnexp bbbbSbSfH ss
k

s
sk ρ

ε
δρ  

] ( )[ ×−++−× 221112
2
12

2
122112 sincos bbbbSbSSS kk ηδδ  

] ( )[ ×+−× kkkk SbSbSSfSS δηδδ 212
2
22212221 cossincos  

( ) ]} ηηδδηδ dSSbSbS kkk 2112
2
1221 coscoscos +−× .  

 Матрица системы (23.20) уже встречалась в теории 
транстропной плиты постоянной толщины. 
 Определение 

inB  ( ),...2,1=i  неизменно сводится к 
обращению одних и тех же матриц, которые совпадают с 
матрицей (23.20). 
 В заключение отметим, что при 10 =G , мы получа-
ем результаты [5,46] в случаях изгиба изотропной плиты 
переменной толщины.  
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 §24. Построение прикладных теорий для  
                  транстропной плиты переменной толщины 
 
 В этом параграфе настоящей главы предлагается 
двумерная прикладная теория для снятия напряжений с 
конической поверхности транстропной плиты переменной 
толщины.  
 Выше были построены однородные решения, по-
зволяющие снять нагрузки со сферической части границы 
транстропной плиты переменной толщины. 
 В настоящей работе методами развитых в работах 
[4, 7] строится прикладная теория, предназначенных для 
снятия напряжений с конической поверхности плиты.  
 Проиллюстрируем построение таких теорий для оп-
ределения перемещений ru , θu , а что же касается напря-
жений, то они могут быть определены с помощью обоб-
щенного закона Гука. 
 Пусть плита отнесена к сферической системе коор-
динат ϕθ ,,r   

21 rrr ≤≤ , επθεπ
+≤≤−

22
, πϕ 20 ≤≤  

Выпишем уравнения равновесия в перемещениях 

( ) +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+−−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

∂
∂

θ
θ

θθ
r

rr
uubbbu

tt
b sin

sin
121 23221211  

( ) ( ) ( ) ( ) 0sin
sin

1sin1 232212

2

12 =−−+
∂∂
∂

++ θθ θ
θ

θ
θ

ubbbu
t

b (24.1) 

( ) ( ) +⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +
∂
∂

∂
∂

++++
∂∂

∂
+ θθ

u
tt

ubb
t
ub r

r 121 2322

2

12  

( ) ( ) 02sin
sin

1
232222 =−−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

∂
∂

+ θθθ
θθθ

ubbub  

где rt ln= . 
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 Пусть на конических границах заданы условия 
( )tQn=θσ , ( )tnr ττ θ =  при  

( ) επθ n1
2

−+=  ( )2,1=n                                     (24.2) 

Характер граничных условий на сферических границах 
уточнять не будем.  

 Полагая λ=
∂
∂
t

 и используя результаты пятой гла-

вы, общее решение данной задачи представим в виде: 
( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]θψθψ

θψθψ

γγθ

γγ

21

21

0

21

′+′=

+=

bu

AAur                                   (24.2) 

где  
( ) ( ) ( )θθθψ γγγγγ FBTC +=  
( ) ( ) ( )θθθ γγγ coscos −+= PPT  
( ) ( ) ( )θθθ γγγ coscos −−= PPF  

( ) ( ) ( )1211 02222 −++++−= GbAi λλγγ  
( )[ ]21 2322120 ++++−= bbbb λ  

( )θγ cosP – функции Лежандра, γ – корни биквадратного 
уравнения:  

( ) ( ) ( )[ +++−+−+ 2212
2
122211

22
22 2121 bbbbbb λλγγ  
( )( )] ( ) ( ) ( )[ ]×−++++−−−+ 121112 00232212 GGbbb λλγγ  

( ) ( )[ ] 021 23221211 =−−++× bbbb λλ ,                                 (24.4) 

ijb – материальные константы, 1
10
−= GGG , 1

10
−= EEE . 

 Такая форма решения позволяет разбить общую за-
дачу для плиты на две самостоятельные задачи. 
 Введем в рассмотрение величины 
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( ) ( )

( ) ( )122211

122211

2
1,

2
1

2
1,

2
1

ττττ +=+=

+=+=

SS

QQqQQq
                   (24.5) 

В с их помощью разобьем общую краевую задачу на две: 
 Задача А.  

1q=θσ , ( ) Sr
η

θτ 1−= , при ( ) επθ n1
2

−+=      (24.6)  

                 ( ) 21 qη
θσ −= , 2Sr =θτ , при ( ) επθ n1

2
−+=  

 По характеру симметрии относительно плоскости 

2
πθ =  задачу А можно называть задачей растяжения-

сжатия плиты, а задачу В–задачей изгиба плиты. 
 Произвольные постоянные 

1γC , 
2γC , 

1γB , 
2γB  опре-

деляются из граничных условий (24.6), (24.7) 

11
1

11
ΔΔ= −

γC , 12
1

12
ΔΔ= −

γC                                (24.8) 

21
1

21
ΔΔ= −

γB , 22
1

22
ΔΔ= −

γB                                (24.9) 
 Подставляя (24.8), (24.9) в (24.3) соответственно по-
лучаем для задачи А 

( ) ( )
( ) ( )[ ]121101

1221111

21

21

Δ′+Δ′=Δ

Δ+Δ=Δ

θθ

θθ

γγθ

γγ

TTbu

TATAur
                     (24.10) 

для задачи В 
( ) ( )
( ) ( )[ ]222102

2222112

21

21

Δ′+Δ′=Δ

Δ+Δ=Δ

θθ

θθ

γγθ

γγ

FFbu

FAFAur
                     (24.11) 

где  
( ) ( ) ( ) ( )+′−′=Δ 1111121111111 1221

θθθθ γγγγ TTdCTTdC  
( ) ( ) ( )111111213 21

θθθ γγ TTctgddC ′′−+  
( ) ( ) ( ) ( )+′−′=Δ 1111121112112 1221

θθθθ γγγγ FFdCFFdC  
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( ) ( ) ( )111111213 21
θθθ γγ FFctgddC ′′−+  

( ) ( ) ( )[ ] 11113112112211 222
STctgCTCqTd θθθθ γγγ ′+−′=Δ  

( ) ( ) ( )[ ] 11113112111112 211
STctgCTCqTd θθθθ γγγ ′+−′−=Δ      (24.12) 

( ) ( ) ( )[ ] 21113112212221 222
SFctgCFCqFd θθθθ γγγ ′+−′=Δ  

( ) ( ) ( )[ ] 21113112211122 111
SFctgCFCqFd θθθθ γγγ ′+−′−=Δ  

( ) ( )10222322121 +−++= pppp bbAbbbC γγλ  ( )2,1=p  
( ) 0232213 bbbC −−= , ( ) 01 1 bAd kk −+= λ  ( )2,1=k  

επθ −=
2

. 

 Подставляя (24.12), (24.13) в (24.10), (24.11)и рас-
кладывая по ε , соответственно получаем: 

( )( ) ( ) ( ) ( ) ...22112 1111
1

2111 +−−++−=Δ − εννννν tqztSuG r  
( ) ( ){ +−+=Δ tSzuG 11111 22 ννεηθ  

( ) ( ) ( ) ( ) }...14
2

112 110
2

0 +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−

−
−−+ εννν tqEzE            (24.14) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( )[ ]...3221

...4/92321

222121

2
2

2
22121

+++−−=Δ
+−−−−=Δ

ενν
εεηνν

tSztquG
tSztqzuG

r

r (24.15) 

где  

επθ +=
2

, 11 ≤≤− η , 
2
1

−= λz . 

( ) ( ) ×−+−−−=Δ −− 1
21

12
01

2
001 13144 νννε EzEG  

( )( ) ( ) ( )[{ +−++−+−× 0100
4

0100 2114 EGEzEGE νννν  

( )( ) ( )( ) ] ( )×++−−+−++ − νννννν 1411814 12
0211001 zEGE  

( )( ) ( )( ) +−−+++−−+× 021010010 1124444 EGGEE ννννν  
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( )( )} ...1116 211 +−−+ ννν  

( ) ( ) ×
−

+−−+−=Δ −− 2

21

1
02

2321
2 15

149244/13 ε
νν

νε EzzG  

( )( ) ( )( ) ( )( )[{ ×−++−−+−+−× 2021
4

20 12312214 ννννννν GzG
( ) ( )( )( )] −−−−+−−++× 2

01001000 11212624 zGGEGEE ννν  

( )( ) ( )( )×−+−+−−−− 2010021 1
2
123260401 νννννν GGE  

( )( )( )+−−−++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+× 1121

2
622 0100

0
100 GGEEGE ννν  

( )( )( ) ( )( )[ ]×−−++−−++ 0211001 2312132114 EGE νννννν  

( ) ( )( ) ( ) }2
0010 11181 −−++−× GEG νν . 

 Как было отмечено в [7], соотношения (24.14), 
(24.15) можно использовать для построения приближен-
ных теорий, предназначенных для снятия напряжений с 
конической части границы плиты. Зная rt ln=  и 

2
1

+=
dr
drz , получим следующие системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений: 
для задачи А 

( )( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−++−= − ...222112 1111

1
211 ενννννε rq

dr
drrSuDG r

( ) ( ) −
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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dr
dr

dr
drErS

dr
druDG 21222 2

2
2

0111 ννεηε θ

( )] ( ) ]...14 11 +−− εν rq                                                        (24.16) 
для задачи В 

( ) ( )⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= rq

dr
druGD r 2212 221 ννεη  
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( )
⎥
⎥
⎦

⎤
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+− ...222 22

2
2 εrS

dr
dr

dr
dr                                  (24.17) 

( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−−= ...2221 22212 εννθ rS

dr
drrquGD  

( ) ( ) ×−+−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= −− 1

21
1

12

2
2

01 131424 ννν
dr
dr
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drED  

( )( ) ( ) ( )[{ +−++−+−× 0100
2
10100 2114 EGEdEGE νννν  

( )( ) ( )( ) ( )×−+−−+−−+ νννν 1814114 1001001 GEEG  

( ) ] ( )( )( +−−+++−× −
10010

1
1021 44141 ννννν GEEdE  

) ( )( ) ( )( )} ...111611244 2
2110210 +−−+−−+−+ ενννννν EG  
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⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= − 822423 12

2
2

2

2
21

2 ν
dr
dr

dr
dr

dr
dr
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drGD  

( ) ( )( ) ( )[{ ×−+−+−−+− −−−
21

2
120

1
21

11
0 12214154 νννννν dGE  

( ) ( )( )( ) ( )×+−−++−++−× ννννν 12624123 10020 EEG  
( )( )] ( )( −−−−−−−× 1002110100 60401112 νννν GEdGGE  

) ( )( ) ( )×++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−+−+− ννννν 1

2
6221

2
1232 0

10020
EGEG  

( )( ) ( )( )( )[ ++−−−+−−−× 132114112 10010100 νννν GEGGE  

( )( ) ]( ) ( )( ) ( ) } ...111812312 22
0010021 +−−++−−++ εννννν GEGE

4
122

2
2

1 ++=
dr
dr

dr
drd . 

 Отбросив слева и справа члены более высокого по-
рядка малости, чем nε , получим прикладную теорию 
транстропной плиты переменной толщины. Таким обра-
зом, получаем серию прикладных теорий, имеющих лю-
бую наперед заданную точность по ε . 
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 Удерживая в (24.16), (24.17) большее число членов 
будем получать и более точные теории. 
 Отметим, что данные прикладные теории, всеобще 
говоря, предназначены лишь для снятие напряжений с ко-
нической части границы, так как снятие напряжений с 
сферической части границы производится однородными 
решениями. 
 В заключение отметим, что при 10 =G  мы получаем 
результаты [7] и в изотропном случае.    
  
 §25. Построение однородных решений  
                  неосесимметричной задачи теории упругости  
                  для транстропной плиты переменной  
                  толщины 
 
 Плита отнесена к сферической системе координат 

ϕθ ,,r  изменяющихся в следующих пределах:  

21 rrr ≤≤ , επθεπ +≤≤− 2/2/ , πϕ 20 ≤≤  
Предположим, что на торцах плиты заданы следующие од-
нородные граничные условия 

0=θσ , 0=θτ r , 0=θϕτ   при nθθ =    ( )2,1=n     (25.1) 
Со стороны боковых поверхностей на плиту действует на-
грузка  

( )( )ϕθσ ,s
rr q= , ( )( )ϕθτ θθ ,s

rr q= , ( )( )ϕθτ ϕϕ ,s
rr q= ,     (25.2) 

при srr =  ( )2,1=s . 
 Используя результаты второй главы §11, решение 
системы (11.16-11.19) ищем в виде: 

( ) ϕλ θ im
r euru =  

( ) ϕλ θυφ imer 1−=                                          (25.3) 
( ) ϕλ θψ imewir 1−=  

1−=i  
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Подставляя (25.3) в (11.16)-(11.19) , (25.1) после разделе-
ния переменных соответственно получаем 

( ) ( )[ ] +−′+′′+−−++ umuctguubbbb
θ

θλλ 2

2

23221211 sin
21  

( )[ ] 0
sin

1 2

2

23221212 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−′+′′−−+++ υ

θ
υθυλ mctgbbbb   (25.4) 

( )[ ] ( ) ( )[ ] ×+−+++++++ 220232212 12121 bGubbb υλλλ  
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−′+′′+−+ wmwctgwGwG
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⎠
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                                                    (25.5) 
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θθθ
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′
⎟
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θ
 

Не вдаваясь в подробности, приведем окончательно реше-
ние уравнений (25.4) 

( ) ( ) ( )θθθ γγ 21 21 ZAZAu +=    

( ) ( ) ( )[ ] ( )θ
θ

θθθυ γγγ 221 sin0 FmZZb −+=                 (25.6) 

( ) ( )θθ γ 3
Zw =  

Здесь  
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( ) ( ) ( )θθθ γγγγγ FBTCZ +=  

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )εηεη

θθθ

γγ

γγγ

sinsin

coscos

−+=

=−+=
mm

mm

PP

PPT
 

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )[ ]εηεη

θθθ
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εηπθ += 2/ , 11 ≤≤− η  

21,γγ – корни биквадратного уравнения 
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⎜
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⎛ −−−−+

4
121 2
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122211
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22 zbbbbb γγ  

( )( )] ( )++−−−++ 1122 023221222 γγGbbbb             
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⎦
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⎠
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⎜
⎝
⎛ −+ Gzbbbzb   (25.7) 

( ) ( )12
4
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2
22 −+−++= GzbA kkk γγ  

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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⎜
⎝
⎛ −+−= 2

2
11 2322120 bbzbb  
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1

+= λz ; ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−= 12

4
11

0
2

0
3 Gz

G
γ  

γC , γB – произвольные постоянные. 
( )( )εηγ sinmP – присоединенная функция Лежандра.  

 Выбранная форма решений позволяет расчленить 
общую задачу для плиты на две независимые: 
задачу растяжения-сжатия плиты и задачу изгиба плиты.  
  В первом случае в (25.3) следует положить 

0
213
=== γγγ BBC , во втором случае 0

321
=== γγγ BCC . 

Ниже будем рассматривать только первый случай. В этом 
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случае компоненты вектора перемещений можно предста-
вить в виде: 

( ) ( )[ ] ωϕ
γγ

λ θθ i
r eTATAru

21 21 +=  
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d

dT
d

dT
bru ω

γ
γγλ

θ θ
θθ

θ
θ
θ

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+=

3
21

sin0            (25.8.)  
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γγ

λ
ϕ θ
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θ
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⎩
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 Удовлетворяя однородные граничные условия 
(25.1), получаем характеристическое уравнение относи-
тельно собственных значений z : 
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Трансцендентное уравнение (25.9), как целая функция па-
раметра 1z , определяет счетное множество nz  с точкой 
сгущения на бесконечности. Суммируя по всем корням по-
лучаем однородные решения следующего вида: 
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где  
( ) ( ) ( )θθθ γγ nn

TATAu nnn 21 22111 Δ−Δ=  
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 Решение задачи изгиба получается из (25.10) заме-
ной γγ FT ↔ . В случае тонкостенности плиты из вышепри-
веденных формул можно получить простые асимптотиче-
ские формулы, позволяющие рассчитать напряженно-
деформированное состояние плиты. Продемонстрируем 
это на примере задачи растяжения-сжатия плиты, когда 
торцах плиты жестко заделаны: 

0=ru , 0=θu , 0=ϕu   при επθ m2/=                  (25.11)  
В этом случае характеристическое уравнение имеет вид: 
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 Докажем, что функция ( )ε,zD  при 0→ε ограни-
ченных нулей не имеет. Для этой цели пологая εηθθ += 0 , 
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11 ≤≤− η  и раскладывая функции ( )θγT , ( )θ
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 в окрестности плоскости 2/π  в ряд по ε , получим  
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Подставляя (25.13), (25.14) в (25.12), получаем 
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111 εεγγγγ OGz      (25.15) 

( )xΓ – гамма функция Эйлера 

Из (25.15) видно, что 02
4
9 Gz −±=  является корнями ха-

рактеристического уравнения.  
 Непосредственной проверкой можно установить, 

что корням  02
4
9 Gz −±=  соответствует тривиальные 

решение. Как и в осесимметричном случае, можно дока-
зать, что все остальные нули функции ( )ε,zD  безгранично 
растут при 0→ε  и здесь возможен только случай 

constzn →ε  при 0→ε .  
 Для построения асимптотики второй группы нулей 
отыскиваем их в виде 

( )ε
ε
δ Oz n

n +=                                                            (25.16) 

В этом случае характеристическое уравнение (25.7) при-
нимает вид:  

02 21
2 =+− qq ττ    nn τγ =                                      (25.17) 
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1 212 nbbbb

b
q δ−−= , 41

22112 nbbq δ−=  

Рассмотрим следующие случаи: 
1. 01 >q , 02

2
1 >− qq , ns δγ 12,1 ±= , ns δγ 24,3 ±= , 



 308

2
2
112,1 qqqs −±= , 2

2
1 qq >  

2
1212,1 qqiqis −±=+= βα ,  2

2
1 qq < . 

2. Корни характеристического уравнения (25.17)– кратные. 

npδγ ±=2,1 , 01 >q , 02
2
1 =− qq    1qp = . 

3. 01 <q , 02
2
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1 =− qq , nipδγγ ±== 4,32,1 ,  1qp = . 

 В случаях 1,2 подставляя (25.17) в (25.12) и преоб-
разовывая его с помощью асимптотического разложения 
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 для nδ , соответственно по-

лучаем 
Для вихревой задачи  
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Для потенциальной задачи  
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Что касается 3 и 4, то для них результаты получаются из 
случаев 1 и 2 формальной заменой 21,ss , p  на ipisis ,, 21 .  
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 Эти уравнения имеют счетное множество корней и 
фактически совпадают с характеристическими уравнения-
ми аналогичной задачи для трансверсально-изотропного 
упругого слоя.  
 Приведем асимптотическое построение однородных 
решений, соответствующих различным группам корней 
характеристического уравнения. 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]{ ×++−+= −

nnnn pbpppbpbu δδδ sincos1 11
21

11
2

12
2  

( ) }ηδδηηδ nnn ppbpp sinsincos 11
2 −+×  

( )( ) ( )( )ηδδηηδδηυ nnnnn pppppb cossinsincos2
11

2 −−= . 

 Выражения для ( )2
rnQ , ( )2

nQϕ ,…, ( )2
nT  получаются из 

(25.22) простой заменой ( )1
nu , ( )1

nυ  на ( )2
nu , ( )2

nυ , соответст-
венно.  
 Группа 3.  
( ) ( ) ϕρ
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⎠
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( ) ( ) ϕ
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n eDru ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑

∞

=
lnexp3
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13                               (25.24) 

( ) 03 ≈ϕu , 
( ) ( ) +Δ−= nnnnnn shbchau 100
3 sincos ηαδηβδηαδηβδ  
( ) nnnnn shachb 200 sincos Δ++ ηαδηβδηαδηβδ  
( ) ( ) ( )[ −Δ++= nnnnnn chshb 112
3 sincos1 ηαδηδβηαδηβδαυ  
( ) ]nnnnn chsh 2sincos Δ+− ηαδηδαηαδηβδβ  

( )22
220 1 βα −−= ba , αβ220 2bb =  

nnnnn chsh αδβδβαδβδα sincos1 +−=Δ  

nnnnn chsh αδβδααδβδβ sincos2 +=Δ  

 Выражения для ( ) ( )33 ,..., nrn TQ  поучаются из (25.22) за-

меной ( )1
nu  на ( )3

nu , ( )1
nυ  на ( )3

nυ  соответственно. Важно от-
метить, что решение (25.24) характерно только для анизо-
тропных тел, при 10 =G оно полностью исчезает. 
 Что касается решений (25.21), (25.22), то при 10 =G  
они сливаются в одно и полностью совпадают с краевым 
эффектом Сен-Венана в теории изотропных плит.  

nnn DEC ,, – произвольные постоянные.  
Аналогично для вихревой задачи получаем 

0≈ru ,  0≈θu , 0≈rσ , 0≈θσ , 0≈θτ r . 
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 В общем случае нагружения произвольные посто-
янные knnn BDEC ,,,  могут быть определены с помощью 
вариационного принципа Лагранжа. При специальных ус-
ловиях опирания края плиты они определяются точно с 
помощью обобщенного условия ортогональности.    
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