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 В монографии приведена теория однородных и 
неоднородных решений разработанная автором. Построены 
однородные и неоднородные решения в динамических задачах 
теории упругости для полых тел. Изучена проблема предельного 
перехода от трехмерных задач теории упругости к двумерным 
для тонких тел в динамическом случае. Разработан 
асимптотический метод интегрирования уравнений теории 
упругости для плит и оболочек переменной толщины. Построен 
асимптотический процесс для нахождения частот собственных 
колебаний оболочек с позиции трехмерной теории упругости. 
Проведены качественные изучение некоторых прикладных 
теории, установлены границы области их применимости. 
Построены уточненные прикладные теории, которые более 
точно описывают процессы, происходящее в тонких оболочках, 
чем классическая двумерная теории оболочек.  
 Монография рассчитана на специалистов в области 
теории упругости, теории пластин и оболочек, а также 
специалистом по прикладной математике.        
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ВВЕДЕНИЕ 
 
 Теория оболочек является одной из важнейших 
областей современной механики. Она разрабатывает методы 
расчета тонкостенных конструкций, которые широко 
применяются в современных сооружениях и 
машиностроении. Требования прочности, легкости и 
экономичности, предъявляемые к современным 
конструкциям, делают тонкие оболочки незаменимыми 
конструкционными элементами. Однако расчет оболочек на 
основании трехмерных уравнений теории упругости связан со 
значительными математическими трудностями. Поэтому 
приходится обращаться к различным приближенным 
методам, позволяющим упростить расчет оболочек. Здесь, в 
первую очередь, принимается во внимание тот 
геометрический факт, что толщина оболочки по сравнению с 
двумя другими ее размерами- мала.  
 Именно проблема сведения трехмерной задачи теории 
упругости к двумерной задаче составляет основное 
содержание теории оболочек. Очевидно, имеется много 
возможных путей приведения задач теории упругости к 
задачам теории оболочек для тонкостенных конструкций 
типа оболочек. Основные относящиеся сюда результаты, 
касающиеся большей частью статической задачи теории 
оболочек, освящены в обзорах И.И.Воровича (1966, 1975), 
А.Л.Гольденвейзера (1969, 1975). Проблема сведения 
трехмерной динамической задачи теории упругости к 
двумерной задаче теории оболочек изложена в статьях 
Л.Я.Айнолы, У.К.Нигула (1965) и Э.И.Григолюка, 
И.Т.Селезова (1973). Здесь же отметим монографию 
Н.А.Кильчевского (1963), где эти вопросы обсуждены 
достаточно полно, там же можно найти библиографию по 
обсуждаемой тематике. Поэтому нет необходимости, да это и 
практически невозможно, привести здесь обзор результатов 
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исследований по теории оболочек, выполненных  в разное 
время различными методами.           
 Практически все основные достижения в области 
пластин и оболочек получены учеными из СНГ. Наиболее 
значительный вклад в развитие теории оболочек внесли такие 
советские и зарубежные ученые, как С.А.Амбарцумян, 
В.В.Болотин, И.Н.Векуа, В.З.Власов, И.И.Ворович, 
Б.Г.Галеркин, К.З.Галимов, А.Л.Гольденвейзер, 
Э.И.Григолюк, Н.А.Кильчевский, А.И.Лурье, Х.М.Муштари, 
В.В.Новожилов, П.М.Огибалов, Ю.Н.Работнов, 
В.В.Соколовский, С.П.Тимошенко, К.Ф.Черных, 
И.Я.Штаерман, П.М.Нахди, Э.Рейсснер  и другие. 
 Из сказанного можно заключить, что современная 
теория оболочек является глубоко разработанным разделом 
механики деформируемого твердого тела. Однако процесс 
развития теории оболочек нельзя считать законченным. 
Прежде всего, в технике непрестанно возникают новые 
конструкции, расчет которых в рамках существующих 
вариантов теории оболочек оказывается невозможным. 
 Поэтому неизбежно возникновение новых вариантов 
теории оболочек. Вероятно, можно утверждать, что число 
таких нетрадиционных конструкций будет возрастать. Это 
связано с выходом современной техники на чрезвычайно 
высокий уровень эксплуатационных параметров. 
 С другой стороны, теория оболочек как теория должна 
быть внутренне непротиворечива. Как известно, классическая 
теория оболочек не лишена таких противоречий.  

Поэтому  важнейшей проблемой теории оболочек 
является формулировка различных вариантов краевых задач и 
оценка области  их применимости. Проблема имеет не только 
теоретический интерес, но и большое практическое значение. 
За многие годы развития этой области теории упругости 
накоплен громадный материал как по созданию различных 
вариантов прикладных теорий, так и по разработке методов 
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расчета. На различных этапах развития, состояние теории 
оболочек подвергалось критическому анализу. Внимательный 
взгляд на современное состояние теории оболочек и 
применяемых методов расчета указывает на необходимость 
проведения дополнительных исследований по 
сравнительному анализу различных  прикладных теорий, 
установленного в области их применимости.          
 Ниже мы будем рассматривать методы приведения 
трехмерной задачи к двумерной, использующие в своих 
построениях малость толщины оболочки по сравнению с 
другими ее размерами. Среди этих методов особое место 
занимает асимптотический метод. Впервые, к задачам теории 
оболочек его, по-видимому, применил И.Я.Штерман (1924), 
несколько позже- Краусс (1929). Асимптотические методы 
интегрирования уравнений двумерной теории оболочек 
получили большое развитие в работах А.Л.Гольденвейзера 
(начиная с 1939 г.). Сочетание комплексного преобразования 
уравнения теории оболочек В.В.Новожилова с 
асимптотическими методами представлено в работах 
К.Ф.Черныха. 
 Применительно к исследованию трехмерного 
напряженно-деформированного состояния  упругих тел 
разработка асимптотического метода принадлежит 
К.Фридрихсу, Л.Дресслеру, А.Л.Гольденвейзеру, 
И.И.Воровичу. Дальнейшее развитие асимптотического 
метода шло в двух направлениях. В первом- решение задачи 
теории упругости для тонких тел осуществляется путем 
непосредственного интегрирования уравнений теории 
упругости с помощью двух итерационных процессов. Это 
направление развито в работах  А.Л.Гольденвейзера, 
М.И.Гусейн-заде, А.М.Колос, Л.А.Аголавяна, Н.Н.Рогачаевой 
и др. Второй подход основан на использовании системы 
однородных решений. Указанное направление разработано 
И.И.Воровичем, О.К.Аксентян, О.С.Малкиной, 



 6

Н.Н.Базаренко, Т.А.Виленской, Ю.А.Устиновым, 
М.А.Шленевым и др. Этот подход в работах  
А.С.Космодамианского, В.Н.Ложкина, Ю.В.Мысовского и 
В.А.Шалдырвана использован для расчета напряжений в 
многосвязанных областях и плитах с криволинейными 
отверстиями.  
 Таким образом, асимптотический метод, разработанный  
А.Л.Гольденвейзером, И.И.Воровичем и их учениками, внес 
существенный вклад в развитие теории пластин и оболочек. 
Этот метод оказался весьма эффективным в изучении 
проблемы предельного перехода от трехмерных задач теории 
упругости к двумерным. Благодаря работам перечисленных 
авторов удалось решить такие важные вопросы, как 
установление области применимости прикладных теорий 
пластин и оболочек, в частности классической теории 
Кирхгофа-Лява. Дальнейшее развитие этого метода 
позволило создать эффективные методы расчета трехмерного 
напряженного состояния и решить ряд практически важных 
задач о концентрации напряжений у отверстий в плитах и 
оболочках постоянной толщины в статическом случае.  
 Однако вопрос о соотношении двумерных теорий и 
соответствующих трехмерных задач теории упругости для 
плит и оболочек переменной толщины практически не 
изучался.  
 Особенно актуальна проблема предельного перехода в 
динамических задач теории упругости. Так как в настоящее 
время существует ряд динамических прикладных теорий 
оболочек, базирующихся на различных гипотезах, но 
практически полное отсутствие данных по их 
сравнительному анализу весьма остро ставит вопрос об 
установлении области применимости каждой из них на 
основе трехмерной динамической теории упругости. Очень 
важным является вопрос об определении собственных частот 
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и форм колебаний оболочек с позиции трехмерной теории 
упругости. 
 Многие трудности, связанные с изучением 
перечисленных проблем, обусловлены много 
параметричностью исходных задач. Так, например, игра 
таких параметров, как относительных толщины, кривизны, 
частоты колебаний, кривизна отверстий даже при достаточно 
гладких внешних нагрузках может порождать достаточно 
сложное напряженно-деформированное состояние, которое 
невозможно правильно рассчитать в рамках не только 
классической теории, но и таких апробированных 
уточненных теорий, как теория С.П.Тимошенко, В.З.Власова 
и другие.        
 Кроме того, асимптотический метод дает возможность 
эффективно решать краевые задачи для таких упругих тел, 
которые нельзя отнести к оболочкам (например, толстые 
цилиндрические или конические кольца) и для которых в то 
же время пространственная теория оказывается бессильной 
из-за близости параметров, описывающих граничные 
поверхности.  
 Данная монография  посвящена этому кругу вопросов.  

Книга состоит из четырех глав. В первой главе методом 
однородных решений исследуется осесимметричная 
динамическая задача теории упругости для полого цилиндра. 
Построены однородные решения, зависящие от корней 
дисперсионного уравнения. Произведена классификация 
корней дисперсионного уравнения.  
 Основой классификации является порядок корня 
относительно малого параметра ε , характеризующего 
тонкостенность оболочки, в зависимости от частоты 
вынуждающих сил. Показано, что в высокочастотной области 
(в терминах пространственной задачи) в первом члене 
асимптотики дисперсионное уравнение полностью совпадает 
с известным уравнением Релея-Лэмба для упругой полосы.  
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 Проведена классификация однородных решений. 
Каждой группе корней дисперсионного уравнения 
соответствует свой тип однородных решений. Получены 
асимптотические разложения однородных решений, 
позволяющие рассчитать напряженно-деформированное 
состояние при различных значениях частоты вынуждающих 
сил.  

Доказано обобщенное условие ортогональности 
однородных решений для полого цилиндра, позволяющее при 
определенных торцевых краевых условиях решать задачу о 
вынужденных колебаниях полого цилиндра точно. В общем 
случае торцевых нагружений с помощью вариационного 
принципа Лагранжа исходная краевая задача сведена к 
решению бесконечных линейных алгебраических уравнений.  

Указан метод построения прикладных теорий, 
предназначенных для снятия напряжений с цилиндрических 
границ оболочки. Вместе с однородными решениями они 
позволяют решить неоднородную задачу.  

Как известно, в динамических задачах теории упругости 
большой интерес представляет оценка роли граничных 
условий в формировании спектра и форм колебаний 
оболочки. Поэтому практически разобраны все краевые 
условия, которые могут быть поставлены в пространственной 
теории упругости.  В частности, решены задачи о 
вынужденных колебаниях полого цилиндра с защемленной 
боковой поверхностью. Показано, что решение данной задачи 
в первом члене асимптотики совпадает с известным 
решением теории упругости для упругой полосы. 
Рассмотрена также задача о крутильных колебаниях и 
колебаниях при смешанных краевых условиях на боковой 
поверхности цилиндра. Эти задачи оказались очень простыми 
как с физической, так и с математической точки зрения. 
Фактически эти задачи в математическом плане сведены к 
решению краевых задач для уравнения Гельгольца. 
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Во второй главе рассматривается трехмерная 
динамическая задача теории упругости для сферического 
слоя. Построены однородные решения в случае 
осесимметричных колебаний. Указан также путь для 
построения неоднородных решений. Проведен 
асимптотический анализ однородных решений для 
сферической оболочки, соответствующих различным группам 
корней дисперсионного уравнения.   

Показано, что в отличии от цилиндрической оболочки, 
для сферической оболочки сверхнизкочастотные  колебания 
отсутствуют. Доказано обобщенное условие ортогональности 
систем однородных решений. Выделен класс краевых 
условий на боковой поверхности, допускающих точное 
решение задачи о вынужденных колебаниях сферического 
слоя. В общем случае нагружения с помощью вариационного 
принципа Гамильтона краевая задача сведена к решению 
бесконечных систем линейных алгебраических уравнений. 
Матрицы этих систем известны из статической задачи теории 
упругости для сферической оболочки и динамической задачи 
теории упругости для упругой полосы. Точно решена задача о 
крутильных колебаниях сферического слоя. Необходимость 
подробного рассмотрения этой задачи выясняется при 
рассмотрении неосесиммтеричных задач теории упругости.  

Рассмотрены неосесимметричные динамические задачи 
теории упругости для сферического слоя. Благодаря 
сферической симметрии, общая краевая задача разбивается на 
две, одна из которых в точности совпадает с краевой задачей 
для осесимметричных колебаний полой сферы, вторая- 
описывает вихревые движения полой сферы и совпадает с 
краевой задачей для чисто крутильных колебаний полой 
сферы.  

В третьей главе предлагается асимптотический процесс 
для нахождения частот свободных осесимметричных 
колебаний изотропного полого цилиндра  и замкнутой полой 
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сферы на основе динамических уравнений теории упругости. 
Подробно асимптотический процесс строится для цилиндра 
со свободными боковыми поверхностями и шарнирно 
опертого по торцам и для замкнутой полой сферы со 
свободными лицевыми поверхностями. Эти задача 
рассматриваются как модельные, так как изучение 
асимптотического процесса для других граничных условий не 
представляет принципиальных затруднений.                  

Приводится сравнение результатов, полученных по 
теории Кирхгофа-Лява, с результатами, полученными по 
трехмерной теории упругости. Для цилиндра и сферы 
получены две частоты в первом члене асимптотических 
разложений, совпадающие с частотами, определяемыми по 
прикладной теории оболочек, и счетное множество частот, 
которое в прикладной теории оболочек отсутствует. 
Определены частоты толщинных колебаний цилиндрической 
и сферической оболочек. 

Четвертая глава посвящена разработке 
асимптотического метода интегрирования трехмерных 
уравнений теории упругости для конической оболочки и 
плиты переменной толщины, и анализу на базе этого метода 
трехмерного напряженно-деформированного состояния.  

В первой части четвертой главы методом однородных 
решений получено решение задачи теории упругости для 
усеченного полого конуса переменной толщины. 

На основе асимптотического анализа 
характеристического уравнения устанавливается 
существование трех групп нулей со следующими 
асимптотическими свойствами: ( )1O=λ , ( )2/1−= ελ O  

( )1−= ελ O  (ε - параметр тонкостенности), из которых 
каждый соответствует своему типу напряженно-
деформированного состояния.     

Первой группе нулей соответствует некоторое 
проникающее решение, которое совпадает с известным 
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решением Митчелла-Нейбера. Напряженное состояние, 
определяемое этим решением, эквивалентно главному 
вектору усилий, приложенных к одному из торцов оболочки. 

Второй группе нулей соответствует решение типа 
краевого эффекта, аналогичное краевому эффекту в 
прикладной теории оболочек. Первые члены 
асимптотических разложений напряженного состояния, 
определяемые этим решением, эквивалентны изгибающему 
моменту и перерезывающим  силам. 

Третьей группе нулей соответствует решение типа 
пограничного слоя, которое в первом члене асимптотического 
разложения совпадает с краевым эффектом Сен-Венана в 
теории толстых плит. С помощью принципа возможных 
перемещений  Лагранжа краевая задача сведена к решению 
бесконечных систем линейных алгебраических уравнений. 
Матрицы этих систем известны в теории толстых плит 
постоянной толщины. Их обращение можно осуществить с 
помощью метода редукции. Указан метод построения 
прикладных теорий, предназначенных для снятия 
напряжений с конических границ оболочки. 

Во второй части четвертой главы исследуется 
асимптотическое поведение осесимметричного напряженно-
деформированного состояния плиты, толщина которой 

rh ε= , где r - расстояние от центра плиты, ε - по прежнему 
малый параметр. Здесь речь идет не о любой плите. Имеется в 
виду тот частный вид конической оболочки, рассмотренный в 
первой части четвертой главы, который она принимает при 
вырождении ее срединной поверхности в плоскость. 
Поскольку этот случай вырождения оказывается особым, все 
рассуждения предыдущей части главы приходится проводить 
заново. 

При построении уточненных прикладных теорий для 
плиты переменной толщины вместо традиционных линейно-
независимых решений уравнения Лежандра ( )θν cosP , 
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( )θν cosQ  для удобства введены четные 
( ) ( ) ( )θθθ ννν coscos −+= PPT  и нечетные ( ) =θνF  
( ) ( )θθ νν coscos −−= PP  относительно срединной плоскости 

плиты функции, которые также являются линейно-
независимыми решениями уравнения Лежандра. Выбранная 
форма решений позволила расчленить общую задачу для 
плиты на две независимые: задачу о растяжении-сжатии 
плиты и задачу изгиба плиты, и, тем самым, значительно 
упростить процесс построения уточненных прикладных 
теорий для плиты переменной толщины. 

Рассмотрены задачи равновесия упругого полого конуса 
с закрепленной боковой поверхностью и при смешанных 
граничных условиях на боковой поверхности. Показано, что в 
случае закрепленной боковой поверхности решение данной 
задачи в первом члене асимптотики совпадает с известным 
решением теории упругости для упругой полосы. Доказано 
обобщенное условие ортогональности для полого конуса. 

Исходя из общего решения Папковича-Нейбера, 
изучается напряженно-деформированное состояние плиты 
переменной толщины, подверженной действию 
неосесимметричных нагрузок. 

Исследовано поведение решения при стремлении 
параметра тонкостенности к нулю. Показано, что 
напряженно-деформированное состояние в плите 
складывается из проникающего в глубь плиты основного 
напряженно-деформированного состояния и краевого 
эффекта, аналогичного краевому эффекту Сен-Венана. 

Решена задача Кирша для плиты переменной толщины.  
В последнем параграфе четвертой главы рассмотрены 

крутильные колебания конической оболочки и плиты 
переменной толщины. Сначала задача решается точно. Потом 
приводится асимптотический анализ задачи распространения 
гармонических крутильных волн в конической оболочке и 
плите переменной толщины. В зависимости от частоты 



 13

вынуждающих сил, изучена возможная форма 
волнообразования. Получены асимптотические формулы, 
позволяющие определить частоты крутильных колебаний 
конической оболочки и плиты переменной толщины. 

Построенные однородные и неоднородные решения не 
только раскрывают качественные особенности трехмерного 
решения в теории оболочек, но могут служить эффективным 
аппаратом решения конкретных краевых задач, а также 
основной для оценки упрощенных теорий. Поскольку в 
общем случае нагружения решения динамической и 
статической задач теории упругости сводятся к решению 
бесконечных систем линейных алгебраических уравнений, 
поэтому в приложении приведено решение осесимметричной 
задачи о концентрации напряжений около кругового 
отверстия в плите, граница которого загружена нормальными 
усилиями вида ( )ηηχσ p

p
r k−= . Здесь χ - постоянная, pk  - 

параметр, который подобран таким образом, чтобы нагрузка 
была самоуравновешенной, η - поперечная координата. 
Решение задачи поведено до числовых результатов. Эту 
задачу можно рассматривать как модельную для 
соответствующих задач в теории оболочек; она относительно 
проста и в то же время содержит все характерные 
особенности задач по трехмерной теории упругости. При 
помощи однородных решений построено точное решение 
задачи осесимметричных колебаний цилиндрической 
оболочки при заданных на торцах смешанных граничных 
условиях. Численное исследование проведено для 
параболического закона распределения нормальных 
напряжений на поверхности торца и нулевого торцевого 
радиального перемещения. Проведен численный анализ 
задачи динамического кручения сферического слоя усилиями, 
распределенными о поверхности конического среза.  

Проводя итоги, отметим, что в монографии проведены 
следующие результаты автора: 
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1. Методом однородных решений исследованы 
вынужденные колебания цилиндра и сферического слоя. В 
зависимости от частоты вынуждающих сил изучена 
возможная форма волнообразования. Проведен полный 
асимптотический анализ решения трехмерной динамической 
задачи теории упругости при стремлении параметра 
тонкостенности к нулю. Дано сравнение асимптотического 
решения с решениями, полученными по прикладным теориям 
оболочек. Выведено обобщенное условие ортогональности 
однородных решений, позволяющее точно решить задачу о 
вынужденных колебаниях полого цилиндра и сферического 
слоя при специальных условиях опирания краев оболочки. В 
общем случае нагружения с помощью вариационных 
принципов Лагранжа и Гамильтона, краевая задача сведена к 
решению бесконечных систем линейных алгебраических 
уравнений. 

2. Проведено качественное изучение некоторых 
прикладных теорий, установлены границы их применимости. 
В частности показана, что все существующие прикладные 
теории оболочек неудовлетворительно описывают 
напряженно-деформированное состояние в окрестности 
концентратов, не приспособлены для исследования 
высокочастотных колебаний тонких и толстых оболочек. 

Подробное изучение свойств однородных решений, т.е. 
по сути, типов независимых волновых движений, которые 
могут реализовываться в рассмотренных упругих телах, 
создает базу для правильной методической  постановки 
задачи о построении уточненных теорий для тонкостенных 
элементов. В этой связи построены уточненные прикладные 
теории, которые более точно описывают процессы, 
происходящие в тонких оболочках, чем классическая 
двумерная теория оболочек и позволяют с наперед заданной 
точностью решать неоднородные задачи.  
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3. Построен асимптотический процесс для нахождения 
частот свободных осесимметричных колебаний полого 
цилиндра и замкнутой полой сферы. Как известно, даже в 
относительно простых случаях анализ частотных уравнений 
оказывается довольно сложной задачей. При этом 
существенным является определение всех частот в некотором 
частотном диапозоне.  

Подходы автора позволяют создать алгоритмы, 
способные не пропустить ни одну собственную частоту в 
заданном интервале. Это несомненно представляет научную и 
практическую ценность. 

Приводится сравнение результатов, полученных по 
теориям Кирхгофа-Лява и Тимошенко, с результатами, 
полученными по трехмерной теории упругости. Показано, 
что в задачах о свободных колебаниях прикладная теория 
оболочек приближенно аппроксимирует только низшую часть 
частотного спектра, но не в состоянии описать такое явление, 
как явление краевого резонанса. 

4. Разработан асимптотический метод интегрирования 
трехмерных уравнений теории упругости для конической 
оболочки и плиты переменной толщины. Построены 
однородные и неоднородные решения. Доказано обобщенное 
условие ортогональности для конуса. Проведен 
асимптотический анализ задач распространения 
гармонических крутильных волн в конической оболочке и в 
плите переменной толщины. Получены асимптотические 
формулы, позволяющие определить частоты крутильных 
колебаний конической оболочки и плиты переменной 
толщины. 

5. Доказано, что построенные однородные и 
неоднородные решения не только раскрывают качественные 
особенности трехмерного решения в теории оболочек, но 
могут служить эффективным аппаратом решения конкретных 
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краевых задач, а также основой для оценки упрощенных 
теорий.  
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себя труд редактировать эту книгу и сделавшему ряд ценных 
замечаний, способствующих улучшению качества изложения, 
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ГЛАВА 1  
 

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДИНАМИЧЕСКОЙ 
ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛОГО 

ЦИЛИНДРА КОНЕЧНОЙ ДЛИНЫ 
 
 В этой главе методом однородных решений 
исследуются вынужденные колебания изотропного полого 
цилиндра под действием осесимметричных нагрузок. В 
зависимости от частоты вынуждающих  сил изучается 
возможная форма волнообразования в полом цилиндре.  

Изучено асимптотическое поведение решения 
трехмерной динамической задачи теории упругости при 
стремлении параметра тонкостенности к нулю. Приводится 
сравнение асимптотического решения с решениями, 
полученными по прикладным теориям. Доказано обобщенное 
условие ортогональности однородных решений, позволяющее 
точно решить задачу о вынужденных колебаниях полого 
цилиндра при смешанных торцевых условиях. В общем 
случае нагружения цилиндра с помощью вариационного 
принципа Лагранжа краевая задача сведена к решению 
бесконечных систем линейных алгебраических уравнений. 
Предложен метод построения прикладных теорий, 
предназначенных для снятия напряжений с цилиндрических 
границ оболочки.    

Вместе с построенными однородными решениями он 
позволяет решить неоднородную задачу. Точно решены 
задачи о крутильных колебаниях полого цилиндра при 
смешанных граничных условиях на боковой поверхности. 
Рассмотрены колебания полого цилиндра при закрепленной 
боковой поверхности. Показано, что в первом члене 
асимптотики решение данной задачи совпадает с решением 
аналогичной задачи теории упругости для упругой полосы.  
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1.1. Построение однородных решений 
 

Рассмотрим осесимметричную задачу теории упругости 
для полого цилиндра. Положение точек цилиндра в 
пространстве определяется цилиндрическими координатами 

zr ,,ϕ  изменяющимися в следующих пределах (рис. 1): 

21 RrR ≤≤ ,  πϕ 20 ≤≤ , lzl ≤≤−            (1.1.1)     
Предполагается, что боковая часть границы свободна от 

напряжений, т.е. 
0=rσ , 0=rzτ   

при ,nRr =  lzl ≤≤− ,   ( )2,1=n                   (1.1.2) 
а на остальной части границы заданы следующие условия   

( ) ti
z erQ ωσ ±= , ( ) ti

rz erT ωτ ±= ,  
при        lz ±=   ( )2,1=k                (1.1.3) 

 Уравнения движения в перемещениях в 
цилиндрической системе координат имеют вид: 
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Здесь rR 1
0
−=ρ , zR 1

0
−=ξ - безразмерные координаты, 

( )210 2/1 RRR += - радиус срединной поверхности оболочки, 
E - модуль Юнга, ν - коэффициент Пуассона, g - плотность 
материала оболочки, Δ - оператор Лапласа, zURU 1

0
−=ρ ,  

zURU 1
0
−=ξ . 

 Компоненты тензора напряжений через перемещения 
выражаются следующим образом: 
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где G - модуль сдвига.  
 Решений уравнений (1.1.4) будем искать в виде: 

( ) tie
d
dmUU ω

ρ ξ
ρ= , ( ) ( ) tiemWU ω

ξ ξρ=                (1.1.6) 

где функция ( )ξm  подчинена условию 

( ) 02
2

2
=− ξμ

ξ
m

d
md                                               (1.1.7)  

причем параметр μ  определяется после выполнения 
граничных условий на боковой поверхности. 
 Подставляя (1.1.6) в (1.1.4), после разделения 
переменных относительно пары функций ( )WU ,  получаем 
следующую систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений.  

( )( ) +′+′′= UUWUL
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E
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02 12 ωνλ +
= , ( )

222

12
21 λ
ν
νμα

−
−

+= ,  222 λμγ +=  

где штрихами обозначены производные по ρ , λ - параметр 
частоты.  
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 С учетом (1.1.6) формулы (1.1.5) принимают вид: 
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Подставляя (1.1.9) в (1.1.2), для функций ( )λμρ ,,U , 
( )λμρ ,,W  получаем следующие однородные граничные 

условия: 
( )( )

0
21

,,1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++′

−
+′=

=

=

=

n

n

WUUU

WUM

ρρ

ρρ

ρν
ν

λμ

 

( )( ) =
= n

WUM ρρλμ ,,2                                              (1.1.10) 

( )[ ] 02 =+′+′= = n
UWW ρρμ  

Таким образом, система уравнений (1.1.8) совместно с 
граничными условиями (1.1.10) порождает спектральную 
задачу для пары функций ( )WU , . Обратимся к изучению 
поставленной спектральной задачи. Не вдаваясь в 
подробности, приведем окончательно решения уравнений 
(1.1.8): 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )γργαρμλμρ

γραραλμρ

00
2

11

,,

,,

ZZW

ZZU

+=

−−=
              (1.1.11) 

Здесь  
( ) ( ) ( )xYCxJCxZ kkkkk 21 +=  
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( )xJ0 , ( )xJ1 , ( )xY0 , ( )xY1 - функции Бесселя первого и второго 
родов, соответственно: iC  ( )4,3,2,1=i - произвольные 
постоянные.  
 Удовлетворяя однородные граничные условия (1.1.10), 
относительно iC  получим линейную систему алгебраических 
уравнений   

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )[ ] 022

01

1
22

1
2

010
2

1

=++

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+−

=

=

n

n

ZZ

ZZZZ

ρρ

ρρ

γρλμαραμ

γργγρ
ρ

αρδαρ
ρ
α

           (1.1.12) 

222 21 λμδ +=  
Условие существования нетривиальных решений этой 
системы приводит к следующему дисперсионному 
уравнению: 
( ) ( ) ×−+=Δ −−−−− 1

2
1

1
242221

2
1

1
2 28, ρραλλμμρρπλμ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )+++× −− γαρλμαλγα 1101
1

2
22221

1111 22 LLLL  

( ) ( ) ( ) ×−++ −− 222
1110

1
1

22221 222 αγμλγαρλμαλ LL  

( ) ( ) ( ) ( )−−× −− αγραγμλαγρ 1101
1

2
222

1110
1

1 2 LLLL  

( ) ( ) ( ) ×−+− − 224
1100

4221 424 γαμγαλμ LL                           (1.1.13) 

( ) ( ) ( ) ×++×
2222

1100 2 λμαγμαγ LL  
( ) ( ) ( ) ( )[ ] 010011001 =+× γααγ LLLL  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1221 ρρρρ xYxJxYxJxL iiiiii −=  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )1221 ρρρρ xYxJxYxJxL ijiiij −=  

1,0, =ji  
 Трансцендентное уравнение (1.1.13) определяет счетное 
множество корней kμ , а соответствующие им постоянные 

kC μ1 , kC μ2 , kC μ3 , kC μ4  пропорциональны алгебраическим 
дополнениям элементов какой-либо строки определителя 
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системы. Выбирая в качестве решения системы 
алгебраические дополнения элементов первой строки, 
получим: 

( ) ( )[ −+= −−
11

2221
2

1
1 24 ραλμμαρπμ kkkkkk YCC

( ) ( ) ( ) ( ) ×+++− −− 3221
1121

1
2

222 222 λμγραρλμλα kkkkk LY  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )]kkkkkkkk LYLY γραλμμγαγρα 1021
222

1120 22 +−×   
( ) ( )[ −+= −−

11
2221

2
1

2 24 ραλμμαρπμ kkkkkk JCC                       (1.1.14) 

( ) ( ) ( ) ( ) ×+++− −− 3221
1121

1
2

222 222 λμγραρλμλα kkkkk LJ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )]kkkkkkkk LJLJ γραλμμγαγρα 1021
222

1120 22 +−×  

( ) ( )[ ++= −−
11

2221
2

1
3 22 ργλμμρπμ kkkkk YCC

( ) ( ) ( ) ( )−++ −
kkkkkkkkk LYLY αργαμγαργαμλρ 1120

24
1121

221
2 42  

( ) ( ) ( )]kkkkk LY αργλμμα 1021
2222 2 +−   

( ) ( )[ ++= −−
11

2221
2

1
4 22 ργλμμρπμ kkkkk JCC

( ) ( ) ( ) ( )−++ −
kkkkkkkkk LJLJ αργαμγαργαμλρ 1120

24
1121

221
2 42  

( ) ( ) ( )]kkkkk LJ αργλμμα 1021
2222 2 +−  

 Подставляя (1.1.14) в (1.1.11), суммируя по сем корням 
и учитывая формулы (1.1.6) и (1.1.9), получаем однородные 
решения следующего вида: 

( ) tik

k
kk e

d
dmUCU ω

ρ ξ
ρ∑

∞

=
=

1
  

( ) ( ) ti
k

k
kk emWCU ω

ξ ξρ∑
∞

=
=

1
 

( ) tik

k
rkkr e

d
dmQCG ω

ξ
ρσ ∑

∞

=
=

1
2                                               (1.1.15) 

( ) tik

k
kk e

d
dmQCG ω

ϕϕ ξ
ρσ ∑

∞

=
=

1
2  
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( ) tik

k
zkkz e

d
dmQCG ω

ξ
ρσ ∑

∞

=
=

1
2  

( ) ( ) ti
k

k
kkrz emCG ωξρττ ∑

∞

=
=

1
 

Здесь kC - произвольные постоянные. 
( ) ( ) ( )ργρααρ kkkk zzU 11 −=  

( ) ( ) ( )ργγραμρ kkkkk zzW 00
2 −=                                           (1.1.16) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ργγργ
ρ

ραδρα
ρ
αρ kkkkkk
k

rk zzzzQ 010
2

1
1

−+−=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ργ
ρ

ραλ
ν

νρα
ρ
αρϕ kkk
k

k zzzQ 10
2

1
1

12
−

−
−−=  

( ) ( ) ( ) ( )ργγραλ
ν

νμρ kkkkzk zzQ 00
22

12
+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−=  

( ) ( ) ( ) ( )ργλμρααμρτ kkkkkk zz 1
22

1
2 22 +−−=  

  
1.2. Анализ корней дисперсионного уравнения  

 
Проведем анализ корней дисперсионного уравнения 

(1.1.13). Как видно из формулы (1.1.12), дисперсионное 
уравнение имеет весьма сложную структуру. Для 
эффективного изучения его корней сделаем некоторые 
предположения относительно геометрических параметров 
цилиндра. Положим: 

ερ −=11 , ερ +=12 , 
00

12 22
R
h

R
RR

=
−

=ε         (1.2.1)   

Считаем, что ε - малый параметр. Подставляя (1.2.1) в 
(1.1.13), получим 

( ) ( ) 0,,,,, 21 =Δ= ρρλμελμD                         (1.2.2) 
Можно показать, что ( )ελμ ,,D  является четной функцией 
своих аргументов. 
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 Случай 1/22
0

2
0 == EgR ωλ , 2

2
0 1

1
ν

λ
−

=  и 0=μ  является 

особым и рассматривается отдельно. 
 Относительно нулей функции ( )ελμ ,,D  можно 
сформулировать следующее утверждение: функция ( )ελμ ,,D  
при конечных ( )[ ]0при10 →= ελλ  имеет три группы нулей:  
а) первая группа состоит из двух нулей ( )1Ok =μ  ( )2,1=k ; 
б) вторая группа нулей состоит из четырех нулей, которые 
имеют порядок ( )2/1−εO ; 
в) третья группа содержит счетное множество нулей, которые 
имеют порядок ( )1−εO . Приведем схему доказательства этого 
утверждения. Для этого разложим ( )ελμ ,,D  в ряд по ε . 
Получим  
( ) ( ) ( ) ( )( ) +−−−+= − 22

0
224

0
22 111164,, μλνελννελμD  

( ) ( )[ ] ( ){ ×+++−−−+ − νμλνλν 123111 612
0

22
0

2  

( ) ( )[ ] ( ) ( )( )[ ++−+++−−−× 4
0

242
0 11164111223 λννννμνλν  

( ) ( )] ( )×−+−+−++ 222
0

2 12199922 νμνλνν              (1.2.3) 

( ) ( ) ( ) ( ) ++−+−−+× 4
0

226
0

2 714612431 λνννλνν  

( ) } ( ) 0......8
45
119 4222

0
2 =++−+−+ εμελν  

Ищем kμ  в виде следующего разложения    

...2
20 ++= εμμμ kkk   ( )2,1=k                              (1.2.4) 

После подстановки (1.2.4) в (1.2.3) получим 
( ) ( )[ ] 0111 2

0
22

0
2
0

2
0 =−−+− λνλμλ k  

( ) ( )( )⎢⎣
⎡ ++−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−
−−= −−− 8

0
2221

0
2

4

2
0

0121
2 11

1
16 λννμν

λ
λνμ kk  
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( ) ( ) ( )( ) +−+++−++ 4
0

26
0

2 14481761 λνννλνν  

( ) ( )]22
0

23 13114104 νλννν −+−−++                          (1.2.5) 
Докажем, что все остальные нули функции ( )ελμ ,,D  

неограниченно возрастают, когда 0→ε . Исходим от 
противного, допустив, что ∞≠→ *

kk μμ  при 0→ε . Тогда 
справедливо предельное соотношение ( ) =ελμ ,,D  

( )0
*

0
2 ,λμε D=  при 0→ε . Таким образом, предельные точки 

множества корней kμ  при 0→ε  определяются из уравнения  

( ) 0, 0
*

0 =λμkD . 
В данном случае  

( ) ( ) ( )[ ]111, 2
0

22
0

*2
00

*
0 −−+−= λνλμλλμ kkD               (1.2.6) 

Из последнего равенства следует, что других 
ограниченных при 0→ε  корней, кроме вышенайденного, не 
существует.  

Итак, доказано, что все остальные нули функции 
( )ελμ ,, 0kD  стремятся к бесконечности при  0→ε . Их 

можно разбить на две группы в зависимости от их поведения 
при 0→ε : 
1) 0→kεμ  при 0→ε ; 2) constk →εμ  при 0→ε  

Определим сначала такие kμ , для которых 0→kεμ  при 
0→ε . Для этого используем разложение (1.2.3). Допустим, 

что главный член асимптотики имеет вид:  
βεχμ −= 0kk , ( )10 Ok =χ  при  0→ε , 10 << β      (1.2.7) 

Подставляя (1.2.7) в соотношение (1.2.3) и сохраняя только 
главные члены, для 0kχ  получаем следующее предельное 
уравнение: 
( )( ) ( )[ ] ( )[ ] ++++−− −−− ββββ εεχεεχλν 6226

0
1222

0
2
0

2 311 OO kk  
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( )[ ] 0,max 4284 =+ −− ββ εεO                                            (1.2.8)  
Рассмотрим три случая: 

а) 
2
10 << β  б) 

2
1

=β   в) 1
2
1

<< β  

 В случае а) переходя в (1.2.8) к пределу при  0→ε , 
получаем 00 =kχ , что противоречит предположению (1.2.7). 
Аналогичным образом в случае в) получаем 00 =kχ  и 
приходим к противоречию. Наконец, в случае б) имеем 

( )( )[ ] 0113 4
0

2
0

22
0 =+−− kk χλνχ                               (1.2.9)    

Отыскивая теперь kμ  ( )6,5,4,3=k  в виде следующего 
разложения 

[ ]...210
2/1 +++= − εμεμμεμ kkkk                 (1.2.10) 

после подстановки в (1.2.3) получаем  

00 kk χμ = ,  01 =kμ , ×
−

= 2
00

2 1
11

20
1

λμ
μ

k
k  

( )( ) ( ) ( )[ ]22
0

24
0 1122910247171 νλννλνν −+−−+−+×     (1.2.11) 

Как видно из формулы (1.2.9), в этом случае при 12
0 <λ  мы 

получаем четыре комплексных корня, а при  12
0 >λ  получаем 

два чисто действительных и два чисто мнимых корня. Чисто 
мнимым корням соответствуют проникающие решения.  
 Для построения асимптотики нулей третьей группы 
отыскиваем  

( )8,7,6 =−= kknnμ  в виде  

( )ελ
ε
δμ On

n
2
0+=                                                        (1.2.12)   

После подстановки (1.2.12) в дисперсионное уравнение 
(1.1.13) и преобразования его с помощью асимптотических 
разложений функций ( )xJν , ( )xYν  для nδ  получаем 
следующее уравнение: 
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042sin 22 =− nn δδ                                           (1.2.13)  
Следует отметить, что уравнение (1.2.13) совпадает с 

уравнением, определяющим показатели краевых эффектов 
Сен-Венана в статике оболочек [13]. Поскольку уравнение 
(1.2.13) имеет счетное множество корней, таких, что  

constk →εμ  при 0→ε . 
В принципе, возможен случай ∞→με  при  0→ε .  
Покажем, что этот случай неосуществим. В самом деле, 

обозначим εμk  через kx , ∞→kx  при 0→ε . Используя 
асимптотические разложения функции Бесселя при больших 
значениях аргумента для ( )ελ,,kxD  в первом члене 
асимптотики получаем 

( ) ( )εελ OxxxD kkk +−= 22sin,,                      (1.2.14) 
Если ( ) 0,, →ελkxD  при 0→ε , ∞→kx , тогда из (1.2.4) 

получаем, что 22sin kk xx → . Такой предельной переход, когда 

kx  непрерывно стремится к бесконечности, невозможен. 
Отметим, что нули, определяемые формулами (1.2.4), (1.2.10) 
и (1.2.12) при 0=λ , полностью переходят в нули, которые 
найдены в работе [13]. 

Рассмотрим случаи: а) 0=μ , б) 12
0 =λ  и в) 2

2

1
1
ν

λ
−

= . 

Случай 0=μ  соответствует толщинным резонансам полого 
цилиндра, представляет самостоятельный интерес и будет 
рассмотрен позже.  

В случае б) уравнение (1.2.3) принимает вид: 

( ) ( ) ( ) ( )[
⎩
⎨
⎧ ++++−−+= − 4622222

0 12
3
111164 μνμννεννD    

( )( ) ( )×++++−++ νμνννν 1124212 223                            (1.2.15) 

( )] ( ) } 0......8
45
1132108 482234 =++−++++−× εμενννν  
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Отсюда можно получить следующие группы корней: 
...2

3/1
1

3/1
0 +++= − εμεμεμμ pppp  ( )6,1=p       (1.2.16) 

После подстановки в (1.2.15) получаем 

( )

( )550216126
135

1

3
1,013

23
3

0
2

0
1

226
0

++−
+

−=

+
−==−+

ννν
μ
νμ

μ
νμννμ

p
p

p
pp

           (1.2.17) 

Что касается нулей, определяемых формулой (1.2.12), то 
они остаются верными и в этом случае. Таким образом, в 
случае 12

0 =λ  мы получаем шесть нулей (два из которых- 

чисто мнимые), растущих как  3/1−ε  при 0→ε , и счетное 
множество нулей, определяемое формулой (1.2.13). 

Установим связь нулей, определяемых формулами 
(1.2.16), с нулями, определяемыми формулами (1.2.4), 
(1.2.10). Для этого изучим поведение нулей уравнения (1.2.3) 
в окрестности 12

0 =λ . 

В уравнении (1.2.3) полагая αελ 0
2
0 1 C=−  ( )0>α , 

βεμμ −= 0kk  и сохраняя только главные члены, получаем    

( ) ( ) ( ) ( ) ×+−+= − 22
0

22 11164,, εεννελμ αCD  

( )[ ( ){ +−+−−× − 2222
00

2 11 ννεμν βα
kC  

( )( ) ( )]++−−+ αα εενν 2
0

22 121 OC                                        (1.2.18) 

( )[ ( )( )]} 0,max12
3
1 84224

0
42626

0 =+++ −−−− ββββ εεμενεμ Okk  

Легко установить, что здесь возможны следующие случаи: 

1. β2=a , 
3
20 <<α  

В этом случае отыскиваем kμ  ( )2,1=k  в следующем виде: 
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3
2

2
1...,

2
10...,

2
72

1
2

0

2
1

2
0

<≤++=

<<++=

−−

+−

αεμεμμ

αεμεμμ

αα

αα

kkk

kkk
            (1.2.19) 

Подставляя (1.2.19) в (1.2.18), получаем 

0

2
2
0 Ck

νμ = , 
0

2

1 2
12

k
k μ

νμ −
= , 

2
10 <<α  

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
+−= 4

0
2

6
2

0
1 13

12
2

1
Ck

k ν
νν

μ
μ   

2
1

=α  

( ) 0
4
0

2

6

1 16 k
k C μν

νμ
−

= , 
3
2

2
1

<<α  

Легко видеть, что это есть нули, определяемые формулами 
(1.2.4), которые здесь становятся растущими при 12

0 →λ . При 
этом в зависимости от знака 0C они могут быть 
действительными или чисто мнимыми. Чисто мнимым нулям 

соответствует проникающее решение. βα 2= , 
3
2

=α  

2. 
В этом случае из (1.2.18) получаем   

...3
1

1
3
1

0 ++=
−

εμεμμ kkk   ( )6,1=k  
где  

( ) ( ) 01313 222
00

26
0 =−+−− ννμνμ kk C  

( )[ ] ×−−−=
−−− 1

0
24

0
1
0

1
1 12 Ckkk νμμμ  

( )( ) ( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

+−−× 4
00

22

3
12121 kC μννν  

Здесь мы получаем шесть растущих нулей, два из 
которых опять соответствуют нулям, определяемым из 
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формул (1.2.4). Остальные четыре нуля соответствуют нулям, 
определяемым формулой (1.2.10). При 00 →C  они 
полностью совпадают с нулями, определенными формулой 
(1.2.16).  

3. 

βα 42 −= , 
3
2

2
1

<<α  

...4
5

2
1

1
2
1

4
0 ++=

−−
αα

εμεμμ kkk                                  (1.2.20) 

( ) 013 24
0 =−+ νμk , 

00

2

1 4 k
k C μ

νμ =  

Если в формуле (1.2.8) положить αελ 0
2
0 1 C=− , эти нули 

полностью совпадают с нулями, определяемыми из формул 
(1.2.10). 

4. 
3
1

=β , 
3
2

>α  

...1
1

3
1

0 ++= −− αεμεμμ kkk                                       (1.2.21) 

( ) 013 226
0 =−− ννμk , ( )

3
0

0
2

1 2
1

k
k

C
μ
νμ −

−=  

К обсуждению столь необычного поведения нулей 
дисперсионного уравнения при 12

0 →λ  мы вернемся чуть 
позже. 

В случае в) разложение (1.2.3) принимает вид: 

( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢
⎣

⎡
+

−
−+

++−= 4
32

6222

1
2212

3
164, μ

ν
ννμμνεεμD  

( ) ( )
+⎥

⎦

⎤

−
+−

+
−

−+−−
+ 2

2

2
2

2

432

1
215429

1
91631611 ε

ν
ννμ

ν
νννν  
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( ) 0......8
45
1 48 =

⎭
⎬
⎫++−+ εμ  

Отсюда можно получить следующие группы нулей: 

...2
1

21
2
1

0 +++=
+−

εμμεμμ kkkk  

03 24
0 =− νμk , 01 =kμ , ( ) 0

23

2 110
566

k
k μν

ννμ
−

−−
=  

Простой поверкой можно установить, что это нули, 

определяемые формулой (1.2.10), при 2
2
0 1

1
ν

λ
−

= . Таким 

образом, в этом случае мы получаем четыре растущих нуля, 
два из которых- чисто мнимые. Что касается нулей, 
определяемых формулой (1.2.12), то они остаются верными и 
в этом случае.  

Покажем, что уравнение (1.2.3) имеет еще два 
ограниченных нуля со следующим асимптотическими 
свойствами: 0→kμ  при 0→ε . Допустим, что главные 
члены асимптотики kμ  и λ имеют вид:  

βεμμ 0kk = , qελλ *
00 = , 0>β , 0>q            (1.2.22) 

Подставляя (1.2.22) в (1.2.3), из условия 
непротиворечивости построенного асимптотического 
процесса получаем, что возможен только случай β=q  

Отыскиваем ( )2,1=kkμ  в виде  

...3
20 ++= ββ εμεμμ kkk , βελ Λ=0            (1.2.23) 

После подстановки (1.2.23) в (1.2.3) получаем 

ik Λ±=0μ , ik
32

2 2
1

Λ±= νμ , 1−=i           (1.2.24) 

Этим корням соответствуют сверхнизкочастотные 
колебания полого цилиндра. Возможность возникновения 
таких колебаний в оболочках подробно обсуждена в работе 
[44]. 



 32

Рассмотрим случай, когда λ  безгранично растет при 
0→ε . Такие колебания будем называть сверхвысоко 

частотными [44].  
Можно показать, что все нули функции (1.2.2) 

безгранично растут, когда ∞→λ  при 0→ε . Здесь отдельно 
будем рассматривать следующие предельные случаи: а) 

0→λε  при 0→ε ; б) const→λε  при 0→ε ; в) ∞→λε  при 
0→ε .  
Определим вначале такие kμ , когда 0→λε  при 0→ε . 

Допустим, что главные члены асимптотики kμ  и λ  имеют 
вид: 

βεμμ −= 0kk , q−Λ= ελ0 , ( )10 Ok =μ , ( )1O=Λ  
10 << β , 10 << q                                         (1.2.25)     

Легко доказывается, что β≤q . Отдельно будем 
рассматривать случаи, когда β=q и β<q . 

В первом случаи отыскиваем kμ  в виде:  

...20 ++= − ββ εμεμμ kkk , βελ −Λ=0 , 
2
10 << β   

...32
20 ++= −− ββ εμεμμ kkk 1

2
1

<≤ β           (1.2.26) 

После подстановки этих разложений в (1.2.3) получаем 

ik Λ−±= 2
0 1 νμ , 

0

2

2 2 k
k μ

νμ = , 
2
10 << β  

( )
0

422

0

2

2 6
1

2 kk
k μ

νν
μ
νμ Λ+

−=  
2
1

=β                            (1.2.27) 

( ) 4221
0

1
2 16 Λ+−= −− ννμμ kk   1

2
1

<< β  

В случае β<q  подставляя (1.2.25) в (1.2.3) и сохраняя  
только главные члены, для kμ , Λ  получаем следующее 
уравнение  
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( ) ( ) ( ) ( )[ +Λ−−Λ−+= − 2
0

224
0

22 11164,, kD μνννελμ  

( )] { +++ −−−− 6
0

12222 3 k
qqO μεε ββ                                        (1.2.28) 

( )[ ]} 0,max 622222 =+ −−− βββ εεε qO  

Отсюда получаем, что 12 −= βq . Из условия 0>q  

получаем, что 
2
1

>β . Таким образом, 1
2
1

<< β . Отметим, что 

случай 0=q , который соответствует значению 
2
1

=β , 

исследован выше.  
 Отыскивая теперь kμ  ( )4,3,2,1=k  в следующем виде 

...23
10 ++= −− ββ εμεμμ kkk , , 

3
2

2
1

<< β   

...32
10 ++= −− ββ εμεμμ kkk 1

3
2

<≤ β  ,                  (1.2.29) 

βελ 21
0

−Λ=  
после подстановки в (1.2.3) получаем 

( ) 013 224
0 =Λ−− νμk , 2

0
1 4

1
Λ

−= k
k

μμ , 
3
2

2
1

<< β  

( )
3
2

4
1771

54
1

2
02

0
1 =

Λ
−Λ−

+
⋅

= βμν
μ
νμ k

k
k ,                            (1.2.30) 

( ) 2

0
1 1771

54
1

Λ−
+

⋅
= ν

μ
νμ
k

k , 1
3
2

<< β .  

Итак, в этом случае мы получаем четыре нуля, растущих 
как βε − , два из которых- чисто действительные, два- чисто 
мнимые. Чисто мнимые нули соответствуют так называемому 
нерегулярному вырождению. Отметим, что здесь возможен 
еще случай  

( )βε
ε
δμ 21−+= Ok

k ,   βελ −Λ= , 10 << β .           (1.2.31) 
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 Нетрудно видеть, что в этом случае в первом члене 
асимптотики получаем нули, определяемые формулой 
(1.2.13).  
 Следовательно, в случай βελ −Λ=  и βελ 21−Λ=  мы 
получаем, соответственно, два и четыре нуля, растущих как 

βε − , и счетное множество нулей, растущих как 1−ε .  
 Для построения асимптотики второй группы нулей, 
задавая 1−= ελ S , отыскиваем kμ  в следующее виде: 

( )ε
ε
δμ Ok

k +=                                         (1.2.32)   

После подстановки (1.2.32) в дисперсионное 
уравнение (1.2.2) и преобразования его с помощью 
асимптотических разложений функций ( )xJν , ( )xYν  при 
больших значениях аргумента для kδ  получаем следующее 
уравнение 

( ) ×⎢⎣
⎡ −+ 0

2
0000

222 cos4cossin2 kkkkkkk S αδγαγαδ  

] ( ) −⎢⎣
⎡ +× 00

222
0 sincos2sin kkkk S γαδγ                     (1.2.33) 

] 0cossin4 00
2

00 =− kkkkk γαδγα  
где  

( )
22

0 12
21 Skk ν
νδα

−
−

+= , 22
0 Skk += δγ  

 При заданных λ  трансцендентное уравнение (1.2.33) 
определяет счетное множество kμ . Следует отметить, что 
уравнение (1.2.33) фактически совпадает с дисперсионным 
уравнением Релея-Лэмба для упругого слоя [49] и достаточно 
хорошо изучено в литературе. 
  В случае в) обозначим εμk  через kx , λε  через Y . 
Опять используя асимптотические разложения функций 
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Бесселя, в первом члене асимптотики уравнению (1.2.2) 
можно придать вид: 

( )
( ) 0cossin4sincos2

sincos4cossin2

222

222

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+×

×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+

kkkkkkkk

kkkkkkkk

XYX

XYX

γαγαγα

γαγαγα
 

( )
222

12
201 Yxkk ν

α
−
−

+= , 222 YXkk +=γ                         (1.2.34) 

Таким образом, и в случае 1>β  уравнение (1.2.33) 
остается в силе.  

Теперь для сравнения приведем здесь анализ 
дисперсионных уравнений, получаемых по теориям 
Кирхгофа-Лява, В.З.Власова и теориям типа Тимошенко. 

В первом случае [44] дисперсионное уравнение имеет 
вид: 

( )( ) ( ) ( )[ ]+−−−+−−− 2
0

22
0

222
0

2 11111 λνλνμλν  

( )[ ] 01
3
1 242

0
26 =−++ εμλνμ                           (1.2.35) 

Из (1.2.35) можно получить следующие группы нулей: 
1. ...2

20 ++= εμμμ kkk  ( )2,1=k  

( ) ( )[ ] 0111 2
0

22
0

2
0

2
0 =−−+− λνλμλ k  

( ) ( ) ×−−−= −−−− 6
0

21
0

42
0

421
2 116 λνμλνμ xk  

( ) ( )[ ]1121 2
0

24
0

2 +−−−× λνλν                                  (1.2.36) 

2. ...1
2/1

0 ++= − εμεμμ kkk  ( )6,5,4,3=k  

( )( ) 0113 2
0

24
0 =−−− λνμk                                        (1.2.37) 

    
14 2

0

4
0

0

2

1 −
−=

λ
λ

μ
νμ
k

k  

3. ...2
3/1

1
3/1

0 +++= −
pppp εμεμεμμ  ( )6,1=p  
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( ) 013 226
0 =−+ ννμ p , 

0

2

1 6
1

p
p μ

νμ −
−=                   (1.2.38) 

    4. ( )
3

0

22

2 27
12

p
p μ

νμ −
=  

5. 
ii kk

kkk

3
2

10

0
3

10

2
,

...,

Λ±=Λ±=

Λ=++=

νμμ

ελεμεμμ βββ

                  (1.2.39)  

 

0
2

1
2

0

0

10

2/,1

,10...,

kkk

kkk

i μνμνμ

ελ

βεμεμμ
β

ββ

=Λ−±=

Λ=

<<++=
−

−

               (1.2.40)  

6.  
1

3
2...,

,
3
2

2
1...,

23
10

32
10

<<++=

≤<++=

−−

−−

βεμεμμ

βεμεμμ

ββ

ββ

kkk

kkk
      (1.2.41) 

     βελ 21
0

−Λ=  

   ( ) 013 224
0 =Λ−− νμk ,  2

0
1 4Λ

−= k
k

μμ , 
3
2

2
1

≤< β  

    01 =kμ , 1
3
2

<< β  

Дисперсионное уравнение, получаемое в соответствие с 
теорией В.З.Власова [30], имеет вид:  

( )( ) ( ) ( )[ ]+−−−+−−− 2
0

22
0

222
0

2 11111 λνλνμλν  

{ ( )[ ]
( ) } 0

9
11

12
3
1

4622
0

2

242
0

26

=−−+

++−+++

εμελν

μμλννμ
              (1.2.42)         

Уравнение (1.2.42) имеет следующие группы нулей: 
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1. ...2
20 ++= εμμμ kkk  ( )2,1=k  

( ) ( )[ ] 0111 2
0

22
0

2
0

2
0 =−−+− λνλμλ k                          (1.2.43) 

( ) ( ) ×−−−= −−− 2
0

21
0

42
0

12
2 116 λνμλνμ kk  

( )( ) ( )( )[
( ) ( ) ]νλνλνν

λνννλνν

++−−−−

−−−−+−+×
2
0

4
0

2

6
0

228
0

2

12624

31212
   

2. ...1
2/1

0 ++= − εμεμμ kkk  ( )6,5,4,3=k  

( )( ) 0113 2
0

24
0 =−−− λνμk                                          (1.2.44) 

( ) ( )[ ]2
0

0
2
0

1 22
14

λν
μλ

νμ +−
−

−=
k

k  

3. ...2
3/1

1
3/1

0 +++= −
pppp εμεμεμμ  ( )6,1=p  

( ) 013 226
0 =−+ ννμ p , 

0

2

1 6
12

p
p μ

ννμ −−
=                 (1.2.45) 

  ( )5168164
96
1 234

3
0

2 −++−
⋅

= νννν
μ

μ
k

k  

4. 
ii kk

kkk

3
2

10

0
3

10

2
,

...,

Λ±=Λ±=

Λ=++=

νμμ

ελεμεμμ βββ

                  (1.2.46)  

5. ,10...,10 <<++= − βεμεμμ ββ
kkk                 (1.2.47)  

     

0

2

1
2

0

0

2
,1

k
kk i

μ
νμνμ

ελ β

=Λ−±=

Λ= −

 

6. ,
3
2

2
1...,32

10 ≤<++= −− βεμεμμ ββ
kkk        (1.2.48) 
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1

3
2...,32

10

21
0

<<++=

Λ=

−−

−

βεμεμμ

ελ

ββ

β

kkk

 

   ( ) 013 224
0 =Λ−− νμk ,  2

0
1 4Λ

−= k
k

μμ , 
3
2

2
1

≤< β  

    01 =kμ , 1
3
2

<< β  

 Сравнивая (1.2.36), (1.2.37), (1.2.38), (1.2.39), (1.2.40), 
(1.2.41) и (1.2.43), (1.2.44), (1.2.45), (1.2.46), (1.2.47), (1.2.48) с 
точным разложением (1.2.4), (1.2.10), (1.2.16), (1.2.23), 
(1.2.26), (1.2.29) получаем, что первые члены разложения 
совпадают, последующие же члены существенно 
различаются. Правда, в случае сверхнизкочастотных 
колебаний совпадают уже два члена разложений и это 
естественно. Зато в случае свервысокочастотных колебаний 
(в смысле прикладной теории оболочек) прикладная теория 
дает искажение даже порядка второго члена. 
 Приведем асимптотический анализ дисперсионного 
уравнения, основанного на модели Тимошенко.  
 П.М.Нахди и Р.М.Купер вывели уравнения динамики 
цилиндрической оболочки с учетом инерции вращения и 
поперечного сдвига. Эти уравнения в осесимметричном 
случае имеют вид [47] 

02

2
2

2

2
=

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

t
WWU γ

ξξ
ν        

00
2
12

2
2

2

2
2
1 =

∂
∂

+
∂
∂

−−
∂
∂

−
∂
∂

ξ
ψ

ξ
νγ

ξ
RkWU

t
UUk             (1.2.49) 

0
3
1

0
2
12

2
2

2

2

0
2

2
2
1 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

− ψψγ
ξ
ψε

ξ
Rk

t
RUk  

2
0

2
2 1 gR

E
νγ −

= , 22
1 2

1 kk ν−
=  
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где 2k - коэффициент сдвига. 
 Решение системы (1.2.49) будем отыскивать в виде: 

tiAeU ωμξ += , tiBeW ωμξ += , tiCe ωμξψ +=  
Из условия существования нетривиальных решений получаем 
следующее дисперсионное уравнение 

( ) ( ) ( )[ ]−−−+−−= 2
0

4
0

2222
0

2
1

2
0 11,, λλνμμλνελμ kDT  

( )( )[ ]{ ( ) ×−+−+−+− 2
0

242
0

2
1

262
1 11121

3
1 λνμλνμ kk  

( )( )[ ] ( ) ×−+−+−+× 4
0

22222
0

22
1 1212 λνμνλνk  

( )[ ] } 011 22
0

2 =−−× ελν                                                       (1.2.50) 
Отсюда можно получить следующие группы корней: 
  1. ...2

20 ++= εμμμ kkk , ( )10 O=λ  

( ) ( )[ ] 0111 2
0

22
0

2
0

2
0 =−−+− λνλμλ k                          (1.2.51) 

( ) ( ) ×−−= −−−−− 1
0

2
1

1212
0

1
2 116 kk k μνλμ  

( )( )[ ] ( ){ ×−+−+−+ 24
0

2
0

2
1

26
0

2
1 11121 νμλνμ kk kk  

( )( ) ( )[ ] +−+−+× 2
0

2
0

24
0

22
1 212 kk μλνλν  

( ) ( )[ ]}111 2
0

24
0

22 −−−+ λνλν          

2. ...2
0 ++= εμ
ε

μμ k
k

k                                         (1.2.52) 

где  
 

( )( ) 0113 2
0

24
0 =−−− λνμk ,  

( ) ×
−

−=
0

2
0

2
1

2 14
1

k
k k μλ

μ  

( ) ( )[ ] ( )( ){ }22
0

22
1

2
0

24
0

2 11121 −−+−+−× λνλνλν k     
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 Сравнивая (1.2.51), (1.2.52) с точным разложением 
(1.2.4) и (1.2.10) получаем, что первые члены разложений 
совпадают, последующие же члены существенно зависят от 
коэффициента k , который нельзя подобрать так, чтобы 
совпадали последующие члены.                           

3. ...2
3/1

1
3/1

0 +++= −
pppp εμεμεμμ , 12

0 =λ  

( ) 013 226
0 =−+ ννμ p , ( )

0

2

1 3
1

p
p μ

νμ −
=                     (1.2.53) 

  ( ) ( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
+

−
= 2

1

2222

3
0

2
1

9
17

6
1

kp
p

ννν
μ

μ  

4. 
ii kk

kkk

3
2

10

0
3

10

2
,

...,

Λ±=Λ±=

Λ=++=

νμμ

ελεμεμμ βββ

                  (1.2.54)  

 Сравнивая разложения (1.2.54) с точным разложением 
(1.2.23), видим, что в случае сверхнизкочастотных колебаний 
по теории типа Тимошенко, как и в теории Кирхгофа-Лява и 
В.З.Власова, совпадают уже два члена разложений.  

5. ,..., 010
βββ ελεμεμμ −− Λ=++= kkk             (1.2.55)     

     

0

2

1
2

0 2
,1

,10

k
kk i

μ
νμνμ

β

=Λ−±=

<<

 

Отсюда видно, что в случае 
2
10 << β  два члена 

разложений (1.2.55) совпадают с двумя членами точных 

разложений (1.2.26). Зато в области 1
2
1

<≤ β  теория типа 

Тимошенко дает искажение даже порядка второго члена 
разложений корней дисперсионного уравнения. Аналогичный 
результат следует из теории Кирхгофа-Лява и В.З.Власова.   
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6.  
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<≤++=
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        (1.2.56) 

где  
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k μ
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 В случае βελ 21
0

−Λ= , 
3
2

2
1

≤< β  теория типа 

Тимошенко дает такой же результат. Как и теория Кирхгофа-
Лява и В.З.Власова, и здесь два члена разложения совпадают 
с двумя членами точных разложений (1.2.29). В случае 

βελ 21
0

−Λ= ,  1
3
2

<< β , в отличие от теории Кирхгофа-Лява и 

В.З.Власова, теория типа Тимошенко правильно определяет 
порядок второго члена асимптотических разложений, и два 
члена разложений по теории типа Тимошенко при 

( )ν−= 6/52k  полностью совпадают с двумя членами точных 
разложений (1.2.29). Значение коэффициента сдвига 

( )ν−= 6/52k  впервые приведено в работе П.А.Жилина [58]. 
Вышеприведенный  анализ показывает, что для тонких 

однослойных оболочек теория типа Тимошенко фактически 
не имеет никакого преимущества перед теорией Кирхнофа-



 42

Лява и В.З.Власова. Более того, в асимптотическом смысле 
она является менее последовательной, что связано с 
неопределенностью выбора коэффициента сдвига.  

Итак, анализ существующих прикладных теорий 
показывает, что все они в первом приближении точно 
аппроксимируют решение, соответствующее нулям, 
определяемым формулами (1.2.4), (1.2.10), (1.2.16), (1.2.23), 
(1.2.26), (1.2.29) и в то же время не могут претендовать на 
какие-либо уточнения в последующих приближения. 

Отметим, что анализ различных прикладных теорий и 
их место и теории оболочек подробно обсуждены в 
вышепомянутой в работе П.А.Жилина. 

 
1.3. Построение асимптотических формул  
       для перемещений и напряжений     

 
 В этом параграфе, предполагая, что ε  является малым 
параметром, приведем асимптотическое построение 
однородных решений, соответствующих различным группам 
корней дисперсионного уравнения. Сначала рассмотрим 
случай ( )1O=λ . Как было показано выше, в этом случае 
дисперсионное уравнение имеет три группы нулей. Полагая 

εηρ +=1 , 11 ≤≤− η  и раскладывая по малому параметру ε  
решения первой группы, найдем для них следующие 
асимптотические выражения (здесь и далее приводятся 
амплитудные значения перемещений и напряжений, везде 
знак суммы опускается, считается, что по указанному 
индексу идет суммирование). 

( )[ ] ( ){ }[ ×+−+−++−= 2
0

2
0 12111 λνηλννρ kk CU       

] ( )ξε km′+× ...  

( )[ ×−−= 2
0

211 λνξ kk CU       
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( ) ( ) ( ) ( ){[ ++−+++−= 4
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0 1112 λνλνελννσϕ k

k GC  

( ) ( )( ) ( )[ ] } ] ( )ξηννλννλν
ν

ν
λ
λ

km′+++++−+
−−

+ ...2211
11

2
0

4
0

2
2
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2
0

( )2εσ Or = ,  ( )2ετ Orz =  
где  

( ) ξμξμξ kkkkk shNchEm +=  
причем kμ  дается формулой (1.2.4), kC - произвольные 
постоянные. Таким образом, нулям, определяемым формулой 
(1.2.4), соответствуют некоторые проникающие решения. 
 Перейдем теперь к изучению однородных решений, 
соответствующих второй группе нулей, которые 
определяются формулой (1.2.10). Как следует из выражения 
(1.2.11), этой группе корней соответствуют четыре решения. 
Подставляя в соотношения (1.1.15) вместо ρρρ ,, 21  их 
выражения и раскладывая затем полученные таким образом 
формулы по степеням параметра ε , получим 

( )[{ −−++−= 2
0

2
0

2
0 1 kkkkk CU μνηνμεμερ  

( ) ] } ( )ξμμλν kkk m′+−−− ...21 20
2
0
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( )( ){ ×++−−= ενμηλνεξ
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2
0

2 113 kkk CU  

( )[ +++−× 202
3
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2
0

2 241 kkkkk μνμημμημλν  
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( ) ( ) ( ) ] } ( )ξμλννμνημν kkkk m′++−++−+ ...111 2
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( ) ( )( )( ) ( )[ ] ( )ξεηλνεντ kk
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rz mOGC +−−+

−
= 1113
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где  ( )εσ Or =  
( ) ( ) ( )ξμξμξ kkkkk NEm −+= expexp  ( )6,5,4,3=k  

kμ - дается формулой (1.2.10). 

 Из (1.3.2) можно заметить, что kUρ , ( )k
zσ , ( )k

ϕσ  при 

малых ε  имеют порядок 1;  kUξ , ( )k
rzτ - порядок ε , ( )k

rσ - 
порядок ε .  
 Отсюда видно, что в случае 12

0 <λ  мы получим четыре 
затухающих решения, аналогичные простому краевому 
эффекту в прикладной теории оболочек. В случае  12

0 >λ  
имеем два затухающих и два проникающих решения. 
 Приведем выражения для перемещений и напряжений в 
случае 12

0 =λ . 

{ [ ]++−−−= 10
23 22

0 21 kkkkk CU μμνεμρ  

( )[ ] } ( )ξμμμνηνμε kkkkk m′+−−++ ...21 20
2
0

2
0   

{ ( ) +−+= − ημνενμξ
4
0

132
0 1 kkkk CU                                      (1.3.3) 

} ( )ξεμνμ kkk m...2 3 2
10 ++   
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( ) ( ){ ( ) ×++−−= − 3 234
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13 112 εεννημνεσ kk
k
z GC                             

( ) ( )( )[ ] } ( )ξημννηνμμ kkkk m′++−++−× −− ......1114 2
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3
0   

( ) ( ){ ( ) +−++−= − 34
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0 112 εημννμνσϕ kkk

k GC                             

( )[ ] } ( )ξεμμν kkk m′+++−+ ......12 3 2
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( ) ( )( ) ( )[ ] ( )ξεηννντ k
k
zk mO 32 11

2
21

+−+−
−

=  

( ) ( )εσ Ok
r =  

где  
( ) ( ) ( )ξμξμξ kkkkk NEm −+= expexp   4,3,2,1=k  
( ) ξμξμξ kkkkk NEm sincos +=   6,5=k  

kμ - дается формулой (1.2.16). 
 Здесь мы опять получаем четыре затухающих и два 
проникающих решения.  
 Для третьей группы нулей, используя первый член 
асимптотики функции Бесселя, для перемещений и 
напряжений в первом приближении получаем два класса 
решений, первый из которых соответствует нулям функции 

δδ 22sin + , а второй- нулям функции δδ 22sin − . Они имеют 
одинаковую структуру и могут быть представлены 
следующими выражениями: 

( ) ( ) ( )[ ( ) ( )] ( )
( ) ( )[ ( ) ( )] ( )ξεηδνηδνε

ξεηδνηνε

ξ

ρ

nnnnn

nnnnn

mOFFCU

mOFFCU

n

n

′+−′′−=

′+′′−+′−−=
−

−

1

22

12

122
     (1.3.4) 

( ) ( ) ( )[ ] ( )ξεηεσ nnn
n
z mOFGC ′+′′= 2  
( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )ξεηδηεσϕ nnnnn
n mOFFCG ′++′′= 22  
( ) ( ) ( )[ ] ( )ξεηδεσ nnnn
n
r mOFCG ′+−= 22  
( ) ( ) ( )[ ] ( )ξεητ nnn
n
rz mOFGC +′−= 2  
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где ( )ηnF - функции П.Ф.Папковича, которые являются 
решениями следующей спектральной задачи 

02 4II2IV =++ FFF δδ , ( ) ( ) 011 I =±=± FF  
( ) ( ) ηδδηηδδδδη nnnnnnnF sinsincoscossin1 ++= −  ,...4,2=n  

( ) ( ) ηδδηηδδδδη nnnnnnnF coscossincossin 1 +−= − ,...3,1=n  
 Отметим, что при 0→ε  данной группе решений 
соответствует краевые эффекты, локализированные в 
окрестности поверхностей lz ±=  и практически 
совпадающие с краевыми эффектами Сен-Венана в теории 
плит. 
 Как было отмечено выше, дисперсионное уравнение 
(1.2.2) имеет еще два нуля, характеризующиеся тем, что они 
стремятся к нулю при 0→ε . Им соответствует решения, 
описывающие сверхнизкочастотные колебания полого 
цилиндра, которые имеют вид: 

( )[ ] ( )ξεηνρ kkk mCU ′+Λ−+−= ...21 22  

( )[ ]{ } ( )ξενννηνν β
ξ kkk mCU 212222 21 ++Λ+−ΛΛ+Λ−=  
( ) )( ( ) ( )[{ +Λ−+−−+Λ+−= − ηννννννσ 42122 1112 k
k
z GC  

( ) ( ) ] ( )ξενννν β
km′⎭⎬

⎫+Λ+−Λ++ + ...112 21422                      (1.3.5) 

( ) ( )[ ] ( ) ( )ξννεηεσ β
ϕ kk
k mGC ′Λ+++−= 422 1...112  
( ) ( )βεσ 22+=Ok
r , ( ) ( )βετ 43+=Ok

rz  
где kμ  дается формулой (1.2.23). 
 Приведем теперь выражения для перемещений и 
напряжений в случае сверхвысокочастотных колебаний 
цилиндра. Здесь отдельно будем рассматривать случаи, когда 
а) 0→λε  при 0→ε , б) const→λε  при 0→ε , и в) ∞→λε  
при 0→ε . 
  В случае а) имеем 
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( ) ( )βεσ 32−=Ok
r ,  ( ) ( )βετ 43−=Ok

rz , 1
2
1

<< β , 2,1=k  

В случае βελ −Λ= , 10 << β  и ( )ε
ε
δμ Ok

n +=  в первом 

члене асимптотики решение (1.3.4) остается в силе.  
В случае б), используя первый член асимптотики 

функции Бесселя, для перемещений и напряжений в первом 
приближении, получаем два класса решений, первый из 
которых соответствует нулям функции 

( ) 00
2

0000
222 sincos4cossin2 nnnnnnnn s γαδγαγαδ −+  

а второй- нулям функции 
( ) 00

2
0000

222 cossin4cossin2 nnnnnnnn s γαδγααγδ −+  
 Они имеют одинаковую структуру и могут быть 
представлены следующими выражениями 

( ) −⎢⎣
⎡ += ηαγδερ 00

222
12 coscos2 nnnn sBU  
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α
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n
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( )] ( )ξεηγαγ nnnn mO+− 000 sincos2                                      (1.3.9) 
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νσϕ nnnn
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nn mOss
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−= 00
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sincos2

1
( ) ( )[ −+−= ηαγδσ 00

22 cossin2 nnnn
n
r sGB  

( )] ( )ξεηγαδγα nnnnnn mO ′+− 00
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00 cossin4  
( ) ( ) ×+= −

nnn
n
rz BsG 2221 22 δδετ  
[ ( )] ( )ξεηγαηαγ nnnnn mOsco +−× 0000 coscoscos   

,...5,3,1=n  
где nB - произвольные постоянные.  
 Выражения для 6,4,2=n  подучаются из (1.3.9) заменой 

xcos  на xsin  и xsin  на xcos− , соответственно. Входящая  в 
выражение (1.3.9) постоянная распространения nδ  может 
быть вещественной, чисто мнимой или комплексной. 
  В случае чисто мнимой nδ  решение (1.3.9) 
представляет бегущую волну, переносящую энергию по 
цилиндру, причем средний по времени поток энергии в такой 
волне не зависит от координаты ξ , что является 
естественным для среды без потерь. Действительным нулям 
соответствуют неоднородные волны, не переносящие энергии 
вдоль цилиндра. Разным знакам nδ  соответствуют волны, 
экспоненциально убывающие влево или вправо от сечения 

const=ξ . Дисперсионное уравнение (1.2.33) также имеет 
счетное множество комплексных корней, появляющихся 
четверками по одному в каждом квадранте комплексной 
плоскости iyx ±±=δ . Каждому значению δ  из такой 
четверки после подстановки его в (1.3.9) соответствует 
затухающая или возрастающая по амплитуде бегущая волна. 
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Чтобы получить стоячую волну (две бегущие навстречу друг 
другу волны), необходимо на одном краю брать те нули, для 
которых 0Re >kδ , а на другом- те нули, для которых 

0Re <kδ .  
 Аналогично, в случае в) получаем     

( )[ −+= ηαγερ nnnnn yxBU coscos2 22  
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n

nn mOyxy
B

G ′++
−

= sincos2
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222  

( ) ( )⎢⎣
⎡ −+−= ηαγσ nnnn
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222  
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,...5,3,1=n  
 Выражения ,...6,4,2=n  получаются, как и выше, из 
(1.3.10) заменой xcos  на xsin  и xsin  на xcos− , 
соответственно. Подчеркнем, что сделанные выше замечания 
насчет характера решений остается справедливыми и в этом 
случае.  
 Важно отметить, что решения, соответствующие 
случаям б) и в), в прикладной теории оболочек отсутствуют. 
 Как было отмечено выше, решения, соответствующие 
случаю б), описывают напряженно-дефомированное 
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состояние типа погранслоя. Их роль в теории оболочек 
заключается в следующем: во- первых, они локализируются 
вблизи краев, дефектов и других концентратов и ведут себя 
как самостоятельное напряженное состояние наряду с 
внутренними напряженными состояниями. Более того, для 
некоторых компонентов тензора напряжений они являются 
основными. Поэтому в расчетах  напряженно-
деформированного состояния около концентратов учет 
влияния погранслоя является существенным [40]. Во-вторых, 
они позволяют более точно и правильно удовлетворить 
произвольным граничным условиям на торцах цилиндра при 
помощи класса однородных решений. Таким образом, их 
влияние на внутреннее напряженно-деформированное 
состояние уже носит глобальный характер [40]. 
 Что касается решений, соответствующих случаю в), то, 
как известно, уравнение Релея-Лэмба имеет конечное число 
чисто мнимых корней, которым соответствуют проникающие 
решения. Поэтому о локальном характере напряженно-
деформированного состояния здесь говорить не приходится; 
область применимости прикладных теорий оболочек 
исчерпана, принцип Сен-Венана теряет силу.  
 При исследовании корней дисперсионного уравнения и 
при построении формы колебаний было показано, что случай 

12
0 =λ  является особым. Естественно, возникает вопрос, чем 

вызвана эта особенность? Дело в том, что при 12
0 <λ  характер 

интегралов динамической теории упругости остается таким 
же, как и в статической теории упругости. При 12

0 >λ  
характер интегралов динамической теории упругости резко 
отличается от характера статических интегралов теории 
упругости. Поэтому естественно считать 12

0 =λ  «переходной» 
точкой, в которой происходит изменение характера 
динамических интегралов теории упругости.  
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1.4. Обобщенное условие ортогональности 
однородных решений. Удовлетворение  
граничных условий на торцах цилиндра    

 
 Как известно, соотношения ортогональности Шиффа-
Папковича сыграли важную роль в разработке методов 
решения основных краевых задач теории упругости. В работе 
[59] эта соотношения обобщены на динамический случай для 
упругой полуполосы; с помощью этих соотношений точно 
решена задача о вынужденных гармонических колебаниях 
упругой полуполосы при смешанных граничных условиях. 
Там же утверждается справедливость этих соотношений для 
полубесконечного цилиндра, хотя справедливость этих 
соотношений для полого цилиндра не является очевидной. 
Ниже показывается обобщенное условие ортогональности 
однородных решений для конечного полого цилиндра, 
позволяющие точно решить задачу о вынужденных 
колебаниях полого цилиндра при смешанных граничных 
условиях на торцах цилиндра.  
 Рассмотрим следующие однородные граничные условия 
на боковых поверхностях 

0=rσ , 0=rzτ  при 21ρρρ =                     (1.4.1) 
0=rU ,  0=zU  при  21, ρρρ =               (1.4.2)  
0=rU ,  0=rzτ  при  21, ρρρ =               (1.4.3)  
0=zσ ,  0=zU  при  21, ρρρ =               (1.4.4)  

 Докажем, что при любых граничных (1.4.1)-(1.4.4) 
справедливо следующее соотношение ортогональности 

( ) 0
2

1

=−∫ ρρστ
ρ

ρ
dUU zkzp

k
rzrp   ( )k≠ρ            (1.4.5) 

Отметим, что соотношение (1.4.5) является прямым 
следствием теоремы Бетти и не зависит от вида граничных 
условий на боковой поверхности цилиндра. На самом деле, 
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пусть i
rU , iUθ , i

zσ , i
rzτ  ( )2,1=i - перемещения и напряжения 

первого и второго состояний. Тогда, согласно теореме Бетти, 
на поверхности const=ξ  справедливо равенство 

( ) ( )∫∫ +=+
2

1

2

1

12121221
ρ

ρ

ρ

ρ
ρρτσρρτσ dUUdUU rzrzzrrzzz     (1.4.6)      

В качестве первого состояния возьмем k -ое 
элементарное решение, а в качестве второго- p -ое 
элементарное решение. Тогда, подставляя (1.1.15) в (1.4.6), 
получаем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] +−∫ ρρρρτρρ
ξ

ξ
ρ

ρ
ρ dUQW

d
dm

m kzpk
p

k

2

1

  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0
2

1

=−+ ∫ ρρρρρρτ
ξ

ξ
ρ

ρ
ρ dWQU

d
dmm zkkp

k
p  

Поскольку это равенство справедливо при любых ξ , то 
получаем  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0
2

1

=−∫ ρρρρρρτ
ρ

ρ
ρ dWQU zkkp  

 Соотношение (1.4.5) позволяет получить точное 
решение задачи о вынужденных колебаниях цилиндра при 
смешанных граничных условиях на торцах цилиндра.  
 В качестве примера рассмотрим первый вариант 
смешанных торцевых условий, причем для простоты будем 
считать их симметричными относительно плоскости 0=ξ . 
Кососимметричный случай рассматривается аналогичным 
способом (в симметричном случае можно положить 

ξμkk chm = , в кососимметричном случае следует взять 
ξμkk shm = ). 

 Итак, пусть заданы следующие условия 
( ) ti

z eQ ωρσ = , ( ) ti
r eaU ωρ=  при 0l±=ξ         (1.4.7) 
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Для удовлетворения граничным условиям (1.4.7) 
необходимо выполнить разложения  

( ) ( )

( ) ( )∑

∑
∞

=

∞

=

=

=

1
0

1
0

k
kkk

k
kzkk

lchUCa

lchCQ

μρρ

μρσρ
                         (1.4.8) 

kC - произвольные постоянные, подлежащие 
определению из торцевых условий. 

Постоянные kC  можно найти из уравнения (1.4.8), если 
использовать соотношение (1.4.5). Умножим первое 
равенство (1.4.8) на ( ) 0lshW pp μρρ , второе- на ( ) 0lsh pp μρρτ , 
сложим полученные произведения и проинтегрируем по ρ  от 

1ρ  до 2ρ . В силу соотношений обобщенной ортогональности, 
искомое постоянные имеют вид 

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ρρρρρτρμ
ρ

ρ
dWQalchC kkkkk ∫ −Δ= −−−

2

1
0

1112      (1.4.9) 

где kΔ - значение интеграла (1.4.5) при kp = . 

( ) ( ) ( ) ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
−=Δ ρραργ
γ
αραργμλ kk
k

k
kkkk zzzz 1001

22 2  

( ) ( )[ ]
( ) ( )[ ]} 21

2
1

2
0

2

2
1

2
0

22

,
2
1
2
1

ρρρργργρ

ραραρμ

=+−

−++

kk

kkk

zz

zz
 

 Отметим, что используя асимптотики решений, 
соответствующих различным группам корней, легко 
получить для kΔ  асимптотические формулы. Здесь мы не 
будем рассматривать все случаи, разобранные выше, и 
приведем выражения для kΔ , соответствующие решениям, 
определяемым из формул (1.3.9). 
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( ) +⎢
⎣

⎡
+−=Δ kkk

k
kk ss γαδ

γ
δ 2sincos232 222420  

( )
kkk

k

k s αδγ
α

δ 222
2

222
cos4cos2

−
+

+             ,...5,3,1=k  

]kkk
k

k ss αγ
ν
νδ

α
δ 2sincos

1
736

2
2 222

3

22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
+

+  

( ) +⎢
⎣

⎡
+=Δ kkk

k
kk ss γαδ
γ

δ 2sinsin232 222420  

( )
+−

+
+ kkk

k

k s αδγ
α

δ 222
2

222
sin4sin2             ,...6,4,2=k  

]kkk
k

k s αγ
ν
νδ

α
δ 2sinsin

1
736

2
2 22

3

22

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

+
+

+  

 Как было отмечено выше, обобщенное условие 
ортогональности однородных решений позволяет точно 
решить задачу о вынужденных колебаниях цилиндра только 
при смешанных торцевых условиях. Во всех остальных 
случаях для удовлетворения граничных условий на торцах 
цилиндра приходится обращаться к различным 
приближенным подходам. Поэтому рассмотрим вопрос об 
удовлетворении граничных условий на торцах цилиндра при 
помощи класса однородных решений. Пусть при 0l±=ξ  

( )lRl 1
00
−=  заданы системы напряжений 

i
zσ , i

rzτ  ( )2,1=i . При этом, как было отмечено выше, 
достаточно рассмотреть случаи, когда нагрузка симметрична 
относительно плоскости 0=ξ . 

( ) ti
z eQ ωρσ = ,    ( ) ti

rz e ωρττ =   при 0l±=ξ        (1.4.10) 
 Будем отыскивать решение в виде (1.1.15). Для 
определения произвольных постоянных kC  ( ),...2,1=k , 
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вариации которых будем считать независимыми, используем 
вариационный принцип Лагранжа. Согласно этому принципу, 
имеем 

( ) 0******2 =+− ∫∫ dsUTdvUUg p
s
p

v
pjpjpp δδεσδω           (1.4.11)  

*
pU ,…., pjσ - амплитудные значения соответствующих 

величин. 
 Поскольку однородные решения удовлетворяют 
уравнению движения и граничным условиям на 
цилиндрической поверхности, вариационный принцип 
принимает следующую форму: 

( ) ( )[ ] 0
2

1

**** =−+−∫ ρρδττδ
ρ

ρ
dUWQG rzz             (1.4.12)  

Здесь *
zσ , *

rzτ , *U , *W - амплитуды напряжений и 
перемещений. 
 Из (1.4.12) получаем бесконечную систему линейных 
алгебраических уравнений  

p
k

kkp NCM =∑
∞

=1
   ( ),...2,1=p                         (1.4.13)  

где  

( ) ( ) ( )[{⎢⎣
⎡ −′−=

−
ραρααααααρ kpkkppkkp zzM 11

1222  

( ) ( )]( +′− 00
2

11 lshlchzz kpkpkp μμμραραα  

) ( ) ( ) ( )[ −′−++
−

ργργγγγμμμ kpkkppkp zzlshlch 11
122

00
2  

( ) ( )] ( )[ ×+′− 22
11 2 λμργργγ kpkp zz                   ( )pk ≠  

( ) ]+++× 00
22

00 2 lshlchlshlch pkpkp μμλμμμ  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]×′−′−+
−

ραργαργραγγαα kpkpkppkk zzzz 1111
122  
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( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]×′−′−+

+++×
−

ραργαργραγγαα

μμλμμμμ

pkpkpkkpp

pknkpk

zzzz

lshlchlshlch

1111
122

00
22

00
2 22

 

( )[ ]} ⎥⎦
⎤++× 2

100
2

00
22 22

ρ

ρ
μμμμμλμ lshlchlshlch pknkpk  

( ) ( ) +
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⎧
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⎤
⎢
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⎡ −
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ρα
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1
222 1  
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⎤
⎢
⎣

⎡ −
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ργργρλμ
k

k

k
k

k zz 2
122

22
2

1
2

22 1
2

2  

( ) ( ) ( )[ −′
−
+

+ ργραγρ
γα
λμα

kkk
kk

kk zz 1122

224  

( ) ( )]} 011 2sin2
1

lzz kkkk μραργα ρ
ρ′−  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ρρργραρτργραρ
ρ

ρ
dlUlWQN ppppp ∫ +=

2

1
00 ,,,,  

 Используя малость параметра тонкостенности оболочки 
ε , можно построить асимптотическое решение системы 
(1.4.13). Сначала рассмотрим случай, когда ( )1O=λ . Прежде 
всего уточним предложения относительно внешней нагрузки. 
Допустим, что ( )1OQ = , тогда если учесть, что величины zσ  
и rzτ , соответствующие корням первой и второй групп, 
имеют разный порядок ( ( ) 1~1

zσ , ( ) 31 ~ ετ rz , ( ) 1~2
zσ , ( ) ετ ~2

rz ), 
то при выборе порядка T  нужно руководствоваться 
следующими соображениями. Используя формулы (1.1.15), 
(1.3.1), (1.3.2), (1.3.4), а также то, что ( ) 01 =±kF  получаем 

( ) ( )( ) εξ
ε
μλννητ k
k

rz CshGd 11212 2
0

1

1
−+−−=∫

−

    (1.4.14)  

Если теперь заданные на границе касательные напряжений 
представить в виде 
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21 TTT += ,    ∫
−

=
1

1
1 2

1 ηTdT ,      12 TTT −=             (1.4.15) 

то на основании асимптотической формулы (1.4.14) 
необходимо предполагать, что 1T  имеет порядок ε , 
величина 2T  может иметь тот же порядок, что Q , т.е. 1~T . 
Далее используя формулы (1.3.1), (1.3.2) и (1.3.4) в этом 
случае решение представим в виде  

⎥⎦
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⎡ ++= ∑ ∑
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∞

=

2

1 1
32110

k n
nnkkr BUAUCURU  
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1 1
32110
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1 1
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1 1
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∞
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1 1
3211

k n
nnkkrz BACG ττττ  

Здесь 1C , kA , nB - произвольные постоянные, которые  будем 
отыскивать в виде: 

...1211101 +++= CCCC εε  

...210 +++= kkkk AAAA εε                                                (1.4.17) 

...210 +++= nnnn BBBB εε  
Учитывая принятый порядок относительно заданных на 

границе напряжений, на основе вариационного принципа, 
получим следующую систему уравнений 

0100 EC =∏  

∑
=

=∏
2

1
0

k
pkpk EA    ( )2,1=p                               (1.4.18) 
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tn
n

tn HBg =∑
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n

tn HBg =∑
∞
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0
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( )( ) ( )[ ( ) ×−−−+=∏ 0
2
0

22
0 116112 kpk G μλνλν  

( ) ⎥
⎦

⎤
−+× 0

0
0

03
00

0
0

0 21 lchlshlshlch pk
p

pk

ε
μ

ε
μμν

ε
μ

ε
μ  

( )( )[ ] ( )∫
− ⎩
⎨
⎧

−+−−=
1

1
0

02
0

2
0

2 113 lshQE p
pp ε

μ
ηνμηλν  

( ) ηη
ε

μ
μ dTlch p
p

⎭
⎬
⎫

− 0
03

0  

( ) ( ) ( )×−−−= −−
ntntntnttn Gg δδδδδδδδ 22122222 sinsin8  

( ) ⎜
⎝
⎛ +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−× 00

222 2 lshlch nt
tntnt ε

δ
ε
δδδδδδν                (1.4.21) 
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( ) 0
23 2sin3/214 lshGg t
tttt ε

δδδ −=  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]{∫
−

− −−′′−=
1

1

11 ηνδηδνη ttttt FFQH  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ηηνηδνη dFFT ttt ′−+′′′−− − 21 2  
 Для t , ,...4,2=n  соответствующие выражения tng  
получаются заменой в приведенных выше формулах nδcos  на 

nδsin  и nδsin  на nδcos  соответственно. 
 Из структуры полученной системы можно заключить, 
что неизвестные 10C , 0kA  и 0nB  находятся независимо.  
 Определение iiC , kiA , niB  ( ,...2,1=i ) неизменно 
сводится к обращению одних и тех же матриц, которые 
совпадают с матрицами (1.4.20), (1.4.21). В свою очередь 
элементы этих матриц не зависят от вида нагрузки на торцах 
цилиндра, а потому обращение может быть произведено один 
раз и навсегда. Уместно отметить, что системы (1.4.19) уже 
встречались в теории толстых плит и в статике тонких 
оболочек [7,13,34], на основе их уже неоднократно 
проводился численный анализ различных задач. Для 
полубесконечного цилиндра ( )ξμkkm −= exp  системы 
аналогичны системам (1.4.18), (1.4.19), поэтому их приводить 
не будем.  
  В случае 12

0 =λ  система (1.4.19) остается в силе, а 
система (1.4.18) принимает вид 

p
k
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1
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где  
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Аналогично, в случае сверхнизкочастотных колебаний 
цилиндра имеем: 

( )( ) =Λ+ 1001001010
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Рассмотрим случай, когда ( )βεμ −=O , ( )βελ 21−=O , 

1
2
1

<< β . 

На основании формул (1.3.6) из вариационного 
принципа получаем 

p
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1
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Здесь 
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02213  В 

остальных случаях система имеет аналогичный вид, поэтому 
здесь не приводится. 
 Выпишем бесконечную систему в случае, когда 

nn δεμ 1−= , s1−= ελ . 
 Учитывая (1.3.9), из (1.4.13) получаем 

p
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p
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0    ( ),...4,2=p                         (1.4.25) 
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где  
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( ) ] ( )[{∫ +−+= ητηγαδηαγδδ 00
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22 coscos2coscos2 tttttttt sH

( ) ][ ×−++ ηγαγηαγδδ 00000
222 sincos2sincos2 ttttttt s  

( )} ηη dQ×    ,...3,1=t                                          (1.4.27) 
 Отметим, что, как было показано выше, в случаях, когда 

( )βελ −=O  и  ( )βελ 21−=O  ( )10 <≤ β  система (1.4.13) 
распадается на две подсистемы, одна из которых содержит 
конечное число неизвестных и связана с динамической 
задачей теории упругости. Другая подсистема полностью 
совпадает с той системой, которая получена в работе 
Н.А.Базаренко и И.И.Воровича в статическом случае. 
Матрицы этих систем не зависят ни от вида внешних 
нагрузок, ни от частоты возбуждающих сил. В случае 

( )βελ −Λ= O  ( )1≥β  мы получаем бесконечную систему, 
связанную с динамической задачей теории упругости для 
упругой полосы.  
 Выражения для ,...6,4,2=n  получаются из (1.4.26) и 
(1.4.27) заменой xcos  на xsin  и xsin  на xcos  
соответственно.  
 Таким образом, решение динамических краевых задач 
теории упругости в общем случае, как и в статике сводится к 
решению бесконечных систем линейных алгебраических 
уравнений. Однако, здесь следует обратить внимание на 
следующее обстоятельство, которое коренным образом 
усложняет решение бесконечных систем (1.4.13) методом 
урезания. Дело в том что, как видно из выражения для 
компонентов вектора перемещения и тензора напряжений, их 
амплитудные характеристики сложным образом зависят от 
параметра частоты. Физическая сущность рассматриваемого 
явления здесь такова, что при некоторых значениях частоты 
амплитуды напряжений и смещений и, естественно, 
неизвестные, определяемые из бесконечных систем, должны 
становиться бесконечно большими. Это обстоятельство 



 64

приводит к тому, что обычные методы решения бесконечных 
систем, опирающихся на предварительное доказательство их 
регулярности, не применимы при анализе бесконечных 
систем (1.4.13), поскольку с самого начала очевидна 
невозможность получения оценок регулярности, 
равномерных относительно частоты колебаний. Однако, как 
было сказано выше, система (1.4.19) полностью совпадает с 
той системой, которая получена в статике оболочек, и 
разрешимость и сходимость метода редукции для последней 
доказана в работе [139]. Что касается системы (1.4.25), то на 
частотном интервале, не содержащем собственную частоту, 
разрешимость и сходимость метода редукции тоже следует из 
результатов работы [139]. 
 
 1.5. Построение динамических уточненных  
        прикладных теорий для полого цилиндра  
 
 В настоящее время существует ряд прикладных теорий 
оболочек, основанных на определенных гипотезах. 
Отсутствие единой теории делает актуальным анализ 
напряженно-деформированного состояния  оболочек на 
основе трехмерных уравнений теории упругости, а также 
создание на его основе прикладных теорий с заданной 
асимптотической точностью. В 1.1-1.4 методом однородных 
решений было исследовано асимптотическое поведение 
решения динамической задачи теории упругости для полого 
цилиндра под действием осесимметричных нагрузок, 
приложенных к торцам цилиндра.  
 В настоящем параграфе предлагается асимптотический 
метод, позволяющий снять нагрузки с цилиндрической части 
границы. Метод основан на сведении трехмерной задачи 
теории упругости к двумерной, где для каждой 
характеристики напряженно- деформированного состояния в 
осесимметричном случае получается некоторое двумерное 
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дифференциальное уравнение. Порядок уравнения тем выше, 
чем выше требуемая точность. 
 Такой подход позволяет вместе с ранее построенными 
1.1-1.4 однородными решениями сравнительно просто 
решить неоднородную задачу для полого цилиндра.  
 1. Рассмотрим построение прикладных теорий, 
предназначенных для снятия напряжений с боковой 
поверхности цилиндра. Проиллюстрируем построение таких 
теорий для определения перемещений WU , , а что же 
касается напряжений, то они могут быть найдены с помощью 
обобщенного закона Гука.  
 Для этой цели выпишем уравнения движения в 
следующем виде 
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где  

ξ∂
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=
∂
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=ξ , 

( )210 2
1 RRR += , 222 λγ += p , ( )

222

12
21 λ
ν
να

−
−

+= p , 

0m - плотность материала оболочки. 
 Рассматривая символы дифференцирования λ,p  как 
числа, общие решения системы (1.5.1) можно представить в 
виде: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 40302010

4312111

CYCpJCpYCpJW
CpYCppJCYCJU

γργγγαραρ
γργαρααρα

+++=
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(1.5.2)  

Напряжения даются формулами 
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 Здесь ( )xJk , ( )xYk - функции Бесселя первого и второго 
рода, соответственно. 
 2. Функции 1C , 2C , 3C , 4C  определяются по краевым 
условиям на цилиндрических поверхностях 1Rr = , 2R и на 
торцевой поверхности lz ±=  и по начальным условиям.  
 Снятие напряжений с торцов можно производить с 
помощью однородных решений, построенных в 1.1-1.3. 
Поэтому, не заботясь об условиях на торцах, удовлетворим 
граничным условиям на боковой поверхности 

( )tkr ,ξσσ = , ( )trz ,ξττ =  при krr =  ( )2,1=k    (1.5.4) 
 Основываясь на том, что операторы 
дифференцирования p , λ  подчиняются тем же формальным 
правилам сложения и умножения, что и числа, систему (1.5.4) 
можно разрешить относительно iC  и привести к виду  
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( )taDC ii ,ξ=    ( )4,3,2,1=i                         (1.5.5) 
где ( )tai ,ξ - функции, определяемые внешней нагрузкой, D - 
оператор- определитель системы (1.5.4). Если подействовать 
теперь на правую и левую части  соотношений (1.5.2) 
оператором D  и заменить в правой части iDC  их значениями 
из системы (1.5.5), то получим дифференциальные 
зависимости перемещений WU , :  
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Полагая yερ +=1 , 11 ≤≤− y , где 0/Rh=ε - параметр 
тонкостенности, раскладывая (1.5.6) по малому параметру ε  
с учетом (1.5.7), получаем 
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 Отбросив слева и справа члены высокого порядка 
малости, чем nε , получим прикладную теорию круговой 
цилиндрической оболочки с указанной выше точностью в 
динамических задачах теории оболочек. Таким образом, 
получаем серию прикладных теорий, имеющих любую 
наперед заданную точность по ε . Для простоты в качестве 
конкретного примера, базирующегося на уравнении (1.5.8), 
предлагается теория, в которой 2=N  и 021 ==στ  
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 Отметим, что данная теория фактически является 
обобщением на динамические задачи метода, разработанного 
в работах [13,25]. 
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 Удерживая в (1.5.8) большее число членов, будем 
получать и более точные теории. Отметим, что данные 
прикладные теории, вообще говоря, предназначены лишь для 
снятия напряжений с цилиндрической части границы, так как 
снятие напряжений с торцов производится однородными 
решениями. Тем не менее, можно поставить вопрос о 
соотношениях решений даваемых прикладных теорий типа 
(1.5.8) и точных решений, определяемых дисперсионным 
уравнением (1.1.13). Так, если отыскивать однородные 
решения уравнений (1.5.8) в виде tipeWU ωξ +~, , то получим 

( ) ( ) ( ) ( ) 0,...,,,, 21 =++= n
n

q
n pDpDpDpD ελελελελ     (1.5.10)  

 Как нетрудно видеть, на уравнения (1.5.10) можно 
определить все нули дисперсионного уравнения, 
определяемые формулами (1.2.4), (1.2.10), (1.2.16), (1.2.23), 
(1.2.26), (1.2.29). Что же касается нулей дисперсионного 
уравнения, определяемых формулами (1.2.12), (1.2.32), 
(1.2.34), то их определение из уравнения (1.5.10) невозможно.  
 

1.6. Крутильные колебания изотропного полого       
       цилиндра      

 
 Как известно, при осесимметричных волновых 
движениях возможны два различных вида движений. Первый 
из них связан с распространением продольных волн, а 
второй- крутильных волн в полом цилиндре. Распространение 
продольных в полом цилиндре изучено выше. Поэтому 
сейчас займемся изучением крутильных колебаний полого 
цилиндра. Аналогичная задача для сплошного цилиндра 
исследована в работе [49]. 
 Уравнения движения в случае крутильных колебаний 
имеют вид: 
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ξρρρρ
    (1.6.1)  
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Предполагается, что боковая часть цилиндра свободна от 
нагрузок: 

0=ϕτ r   при sρρ =  ( )2,1=s           (1.6.3)  
На торцах цилиндра выполняются следующие граничные 
условия: 

( ) ti
z e ωϕ ρττ ±=  при 0l±=ξ                                 (1.6.4) 

Решение уравнения (1.6.1) будем искать в виде 
( ) ( ) tiemUU ω

ϕ ξρ=                                                (1.6.5) 
Подставляя (1.6.5) в (1.6.1) и (1.6.3) после разделения 
переменных получаем 
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Определим оператор T  формулой 
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 В пространстве ( )212 ,ρρL  задачам (1.6.7) и (1.6.8) 
можно придать операторный вид: 

UTU 2γ=                                                            (1.6.9)  
где ( )212 ,ρρL - гильбертово пространство с весом ρ  и 
скалярным произведением  
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( ) ρρ
ρ

ρ
dUUUU ∫=

2

1
2121,                                        (1.6.10) 

Легко доказывается, что оператор T  является 
самосопряженным. Таким образом, спектр оператора (1.6.9)- 
вещественный, а собственные векторы- ортогональны, полны 
и составляют базис в 2L . С другой стороны, из 
вещественности 2γ  следует, что величина 2μ  тоже 
вещественная, т.е. μ  либо чисто действительная, либо чисто 
мнимая величина. В работе [49], исходя из физических 
соображений, для сплошного цилиндра, справедливо 
отмечена несостоятельность утверждения автора работ [168] 
о том, что параметрμ  может быть комплексным. 

Теперь рассмотрим задачу (1.6.6), (1.6.4). 

( ) 02
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2
=− ξμ

ξ
m

d
md  

( )ρττ ϕ
±=z    

( )ρτ ±  раскладываем по собственным функциям оператора 
(1.6.9). 
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где  
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 Тогда общее решение задачи (1.6.6), (1.6.4) можно 
представить в следующем виде 

( ) ξμξμξ kk eCeCm kkk
−+= 21                                      (1.6.11) 
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Окончательно ( )tU ,,ξρϕ  можно представить в таком виде  

( ) ( ) ti
k

k
kk eUmCU ω

ϕ ρξ∑
∞

=
=

1
                                       (1.6.12) 

где постоянные kC  определяются из условия 

    ±
±=

=′ klk am
0ξ  

Отметим, что собственные числа и собственные 
векторы данной задачи в явном виде могут быть найдены с 
помощью асимптотического метода. Поэтому сейчас 
займемся построением асимптотических формул для 
собственных чисел и собственных векторов. Общее решение 
уравнения (1.6.7) имеет вид 

( ) ( ) ( )γργρρ 1211 YCJCU +=                               (1.6.13) 
где ( ) ( )γργρ 11 , YJ - функции Бесселя первого и второго рода, 
соответственно; 21, CC - произвольные постоянные, которые 
определяются из однородных граничных условий (1.6.8). Из 
условия существования нетривиальных решений получаем 
дисперсионное уравнение  

( ) ( )ελμγελμ ,,,, 0
2DD =                               (1.6.14) 

где  

( ) ( )−−= 2110
1

21000 ,2, γργρ
γρ

γργρ LLD  

( ) ( )2111
21

22101
2

,1,2 γργρ
ρργ

γργρ
γρ

LL +−  

 Уравнение (1.6.14) имеет счетное множество нулей с 
точкой сгущения на бесконечности. Суммируя по всем 
корням получаем однородные решения следующего вида: 
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 Теперь перейдем к исследованию корней уравнения 
(1.6.14). Можно показать, что  

( ) CD =
→

ελμ
γ

,,lim 00
   ∞<< C0                        (1.6.16) 

На самом деле, раскладывая ( )ελμ ,,0D  в ряд по ε , 
получим: 

( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−+= − ...29

3
114,, 221

0 εγεπελμD           (1.6.17) 

Таким образом, получаем что, 02 =γ  является 
двукратным корнем уравнения (1.6.14). Здесь мы получаем 
два чисто мнимых нуля, которым соответствуют некоторые 
проникающие решения. Остальные нули функции  ( )ελμ ,,D  
неограниченно возрастают, когда 0→ε . Для построения 
этой группы нулей, используя асимптотические разложения 
функций ( )xJν , ( )xYν  при больших значениях аргумента, в 
первом члене асимптотики уравнению (1.6.14) можно придать 
вид: 

( ) ( ) 02sin2,, =+= εγε
π

ελμ OD                        (1.6.18)  
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Отсюда, задавая 1
0

−= ελλ , отыскиваем 

( )εεδμ Onn += −1    ( ),...4,3,2 =−= kkn       (1.6.19) 
Из (1.6.18) получаем 

2
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4
λπδ −=

n
n  ( ),...2,1=n                           (1.6.20) 

Из (1.6.20) следует, что при 
4

22
2
0

πλ n
<  мы получаем 

чисто действительные нули, которые соответствуют 

быстрозатухающим решениям, а при 
4

22
2
0

πλ n
>  получаем 

серию чисто мнимых здесь возможен еще случай βελλ −= 0 ,  
βεμμ −= 0nn , 1>β . Нетрудно видеть, что и в этом случае мы 

опять получим уравнение (1.6.20). Разница только в том, что 
здесь n  уже достаточно большое число.  

Теперь приведем асимптотические формулы для ϕU , 

ϕτ z  и ϕτ r  . Нуля 0=γ  соответствует следующее напряженно-
деформированное состояние 
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где 0m  дается 
( ) λελξξ sincos 210 aam +=  

И наконец, для второй группы, аналогично, в первом члене 
асимптотики получаем  
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Здесь nB - новые произвольные постоянные, 
ε

ρη 1−
= .  

 Таким образом, для собственных чисел и собственных 
функций мы получили простые асимптотические формулы.  
 Отметим, что случай 0=μ  соответствует толщенным 
крутильным колебаниям полого цилиндра и рассмотрен в 
третьей главе. 
 
 1.7. Колебания упругого полого цилиндра  
                с закрепленной боковой поверхностью    
   
 Здесь на основе метода однородных решений 
исследуется асимптотические поведение динамической 
задачи теории упругости для полого цилиндра при жесткой 
заделке боковой поверхности. Аналогичная задача для 
сплошного цилиндра другим способом рассмотрена в работе 
[49]. 
 Рассмотрим осесимметричную динамическую задачу 
теории упругости для полого цилиндра. Предполагается, что 
боковая поверхность жестко заделана, т.е. 

0=rU , 0=zU  при 21,RRr =                    (1.7.1)    
 Характер граничных условий на торцевой части 
границы уточнять, однако будем считать их достаточно 
гладкими.  
 Из условия (1.7.1) получаем следующее дисперсионное 
уравнение: 

( ) ( )−−=Δ −−− αγγαμρρπ 1100
2221

2
1

1
28 LL   
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Уравнение (1.7.2) имеет счетное множество нулей, 
асимптотические поведение которых изучается ниже. Им 
соответствуют следующие однородные решения: 
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где  
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Можно доказать, что все нули функции (1.7.2) 
неограниченно возрастают, когда 0→ε . В зависимости от 
заданных λ  их можно разбить на две группы: 

а) ( )βελ −=O , 10 <≤ β , constk →εμ  при 0→ε  

б) ( )βελ −=O , 1≥β , ( )βεμ −=Ok  при 0→ε  

 В случае а), задавая βελλ −= 0 , отыскиваем 
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( )βε
ε
δμ 21−+= On

n    ( ),...2,1=n              (1.7.4)  

После подстановки (1.7.4) в дисперсионное уравнение 
(1.7.2) преобразования его с помощью асимптотических 
разложений функций ( )xJν , ( )xYν  для nδ  получаем 
следующее уравнение: 

( ) 042sin43 222 =−− nn δδν                     (1.7.5) 
Это уравнение имеет счетное множество нулей и 

фактически совпадает с характеристическим уравнением 
аналогичной задачи для упругой полосы в статической задаче 
теории упругости [141], где приведены значения нескольких 
корней при различных значениях ν . 

Аналогично, для построения второй группы нулей, 
задавая 

βελ −= s  ( )1≥β , отыскиваем их в виде 
( )ββ εεδμ Onn += −                                      (1.7.6)   

После подстановки (1.7.6) в (1.7.2) получаем 
( )
( ) 0sincoscossin

sincoscossin

00
2*

0000

00
2*

0000

=−×

×−

nnnnnnn

nnnnnnn

γαδγαγα

αγδαγγα
          (1.7.7) 

где  

( )
βε

ν
νδα 22222

0 12
21 −

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

+= snn ,   ( ) βεδγ 22222
0

−+= snn , 

βεδδ 222* −= nn  
Уравнение (1.7.7) есть уравнение Релея-Лэмба для 

упругой полосы [49]. 
Теперь приведем асимптотическое построение 

однородных решений, соответствующих двум группам нулей, 
асимптотические свойства которых изучены выше.  

Раскладывая по малому параметру ε  решения первой 
группы, найдем для них следующие асимптотические 
выражения (здесь для простоты приводятся только 
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амплитудные значения перемещений, что касается 
напряжений, то они могут быть определены с помощью 
обобщенного закона Гука). Здесь мы получаем два класса 
решений, первый из которых соответствует нулям 
( ) nn δδν 22sin43 −− , второй- нулям функции 
( ) nn δδν 22sin43 +− .  

( ) ( )[ ]{ +−−= ∑
∞

=
ηδδνδδε nnnn

n
nr CRU cossin43cos

1
1

2
0

1  

( )}
ξ

εηδδηδ
d
dmO n

nnn ++ sinsin                                    (1.7.8)  

( ) [ −= ∑
∞

=
ηδδδε nnn

n
nz CRU sincos2

1
10

1  

( )] ( )ξεηδδη nnn mO+− cossin     

( ) ( )[ ]{ +−+= ∑
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=
ηδδνδδε nnnn

n
nr CRU sincos43sin

1
2

2
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2  

( )}
ξ

εηδδηδ
d
dmO n

nnn ++ coscos                                   (1.7.9)  

( ) [ −= ∑
∞

=
ηδδηδε nnn

n
nz CRU sincos2

1
20

2  

( )] ( )ξεηδδ nnn mO+− cossin  
 Приведем решения, соответствующие вторым группам 
нулей дисперсионного уравнения. Как и в первом случае, 
здесь в первом приближении получаем два класса решений, 
первый из которых соответствует нулям функции  

00
2*

0000 sincoscossin nnnnnnn αγδαγγα − ,  

00
2*

0000 cossinsincos nnnnnnn αγδαγγα − , 
 а второй нулям функции   

( ) [ −= ∑
∞

=
ηαγγα

α
ε 0000

01
1

2
0

1 cossin1
nnnn

nn
nr BRU  
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( )]
ξ

εηγαδ
d
dmO n

nnn +− 00
2* cossin                               (1.7.10) 

( ) [ −= ∑
∞

=
ηαγ

α
γδε 00

0

0
2*

1
10

1 sinsin nn
n

nn

n
nz BRU  

( )] ( )ξεηγα nnn mO+− 00 sinsin    

( ) [ −= ∑
∞

=
ηαγγα

α
ε 0000

01
2

2
0

2 sincos1
nnnn

nn
nr BRU  

( )]
ξ

εηγαδ
d
dmO n

nnn +− 00
2* sincos                               (1.7.11) 

( ) [ −= ∑
∞

=
ηγα

α
γδε 00

0

0
2

1
20

2 coscos nn
n

nn

n
nz BRU  

( )] ( )ξεηαγ nnn mO+− 00 coscos  

2121 ,,, nnnn BBCC - произвольные постоянные, которые 
определяются по граничным условиям на торцах цилиндра.  

Как видно из формул (1.7.8), (1.7.9) и (1.7.10), (1.7.11), 
решения, определяемые из формул (1.7.8), (1.7.10), 
соответствуют изгибным колебаниям оболочки, а решения, 
определяемые из формул (1.7.9), (1.7.11)- колебаниям 
растяжения- сжатия оболочки. Отметим, что ни одна 
прикладная теория оболочек не в состоянии описывать такие 
решения. 

 
 1.8. Вынужденные колебания полого цилиндра  
                 при смешанных граничных условиях  
                 на боковой поверхности       
 
 Выделение класса краевых условий, позволяющего 
точно решить динамическую задачу для тел конечного 
размера, представляется весьма важным. В 1.4. указан класс 
краевых условий, где задача колебаний цилиндра решается 
точно. Ниже указывается еще один класс краевых условий, 
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допускающий точное решение. 
 Рассмотрим вынужденные колебания полого цилиндра 
при однородных смешанных граничных условиях на боковой 
поверхности: 

0=rU , 0=rzτ  при 21,ρρρ =                         (1.8.1)   
а на остальной части границы выполняется одно из 
граничных условий следующего типа 

( ) ti
z erQ ωσ ±= ,  ( ) ti

rz er ωττ =  при 0l±=ξ         (1.8.2)  

( ) ti
z erQ ωσ ±= , ( ) ti

r eraU ω±=  при 0l±=ξ        (1.8.3) 

( ) ti
z erbU ω±= 0 , ( ) ti

rz er ωττ ±=   при 0l±=ξ        (1.8.4) 
Общий анализ данной задачи показывает, что здесь 

удобно использовать теорему Гельмгольца из векторного 
анализа: 

( )FFF
FdivFrotgradU

,0,0
0,

=

=+= φ
                   (1.8.5)    

Соотношение (1.8.5) в осесимметричном случае в 
цилиндрических координатах имеет вид: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂
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∂
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⎛
−

∂
∂

+
∂
∂

=
ρρξ

φ FFRUz 0     (1.8.6) 

Подставляя (1.8.6) в (1.1.4), получим 
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ξ
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     (1.8.7) 

ρ
ψ
∂
∂

=F  

Общее решение (1.8.7) отыскиваем в виде 

( ) tie
d
dma ω

ξ
ρφ = , ( ) ( ) tiemb ωξρψ =              (1.8.8) 
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где функция ( )ξm  подчинена условию 

( ) 02
2

2
=− ξμ

ξ
m

d
md                                         (1.8.9) 

После подстановки (1.8.8) в (1.8.7), (1.8.1) с учетом 
(1.8.9), соответственно, получаем 

01 2 =+′+′′ aaa α
ρ

, ( )
222

12
201 λ
ν

μα
−
−

+=        (1.8.10) 

0=′a  при 21,ρρρ =  

01 2 =+′+′′ bbb γ
ρ

, 222 λμγ +=                       (1.8.11) 

0=′b  при 21,ρρρ =  
Согласно формулам (1.8.6) и (1.1.5), компоненты 

вектора перемещений и тензора напряжений имеют вид: 

( ) ti
r e

d
dmbaRU ω

ξ
′−′= 0 ,  

( ) ( ) ti
z embaRU ωξγμ 22

0 −=                                         (1.8.12) 

ti
z e

d
dmbaG ω

ξ
γλ

ν
νμσ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−= 222

22
2  

( ) tie
d
dmabaG ω

ϕ ξ
λ

ν
ν

ρ
σ ⎥
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⎤
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r e

d
dmabbaG ω

ξ
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ρ
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⎤
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⎡
−+′−′−= 2212  

( )[ ] ( ) ti
rz embaG ωξλμμτ ′+−′= 222 22 ,   

2

2
22 λμδ +=  

Таким образом, общая краевая задача частично 
разбивается на две задачи: (1.8.10) и (1.8.11). Определим 
оператор T  формулой  

( ) 0,1
21,
=

⎩
⎨
⎧ ′′′−=

= ρρρ
ρ

ρ
yyTy                  (1.8.13)  
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Тогда в пространстве ( )212 ,ρρL  задачам (1.8.10) и 
(1.8.11) можно придать операторный вид: 

aTa 2α=                                                 (1.8.14) 
bTb 2γ=                                                 (1.8.15) 

Операторные уравнения (1.8.14) и (1.8.15) 
математически идентичны.  

Легко доказать, что оператор T - самосопряженный. 
Следовательно, спектр оператора T - вещественный, а 
собственные векторы ортогональны, полны и составляют 
базис в пространстве ( )212 ,ρρL . С другой стороны, из 
вещественности 2α , 2γ  следует, что величина 2μ  тоже 
вещественная, т.е. величинаμ  либо действительная, либо 
чисто мнимая.  

Теперь рассмотрим задачу 
( )

( )( )

( ) ( ) ( ) ( )ρτρτρρσ

ξμ
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±± =±=±
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,,,
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rzz

i
kki

i
k

        (1.8.16) 

где через ( )2,1=ikiμ  обозначены собственные числа 
операторов (1.8.14) и (1.8.15), соответственно. Функции 

( )ρ±Q ,  ( )ρτ ±  раскладываем по собственным функциям 
одного из уравнений (1.8.14) или (1.8.15). Выбирая 
собственные функции оператора (1.8.14), получаем 

( ) ( )∑
∞

=

± =
1k
kaQ ρρ , ( ) ( )∑
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kk ab ρρτ                     (1.8.17) 

где  
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22 1 , ( ) knnk aa δ=,  
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( ) ρρρ
ρ

ρ
dbb kk ∫==

2

1

22 1 , ( ) knnk bb δ=,  

Тогда общее решение задачи (1.8.16) можно 
представить в следующем виде: 

( ) ( ) ( ) ξμξμ kiki ececm i
k

i
k

i
k

−+= 21                                 (1.8.18) 
Тогда общее решение данной задачи можно представить 

в таком виде: 
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где постоянные kC , kd  определяются из одного из условий 
(1.8.2)-(1.8.4). Удовлетворяя условиям (1.8.2), относительно 
kC , kd  получаем следующую систему уравнений: 
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   (1.8.20) 

Аналогичным образом могут быть удовлетворены 
остальные граничные условия на торцах цилиндра.  

Переходим к построению асимптотических формул для 
собственных чисел и собственных векторов. Общие решения 
уравнений (1.8.10) и (1.8.11), соответственно, имеют вид: 

( ) ( )αραρ 0201 YCJCa +=    
( ) ( )γργρ 0201 YDJDb +=   
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Удовлетворяя однородным граничным условиям на 
боковой поверхности, относительно произвольных 
постоянных 21,CC , 21,DD  получаем систему линейных 
алгебраических уравнений. Из условия существования 
нетривиальных решений этой системы получаем 
дисперсионное уравнение  

( ) ( ) 0,,, 2111
2

1 ==Δ αραραελμ L              (1.8.21)  
    ( ) ( ) 0,,, 2111

2
2 ==Δ γργργελμ L                (1.8.22)  

Уравнения (1.8.21) и (1.8.22) имеют счетное множество 
корней с точкой сгущения на бесконечности. Им 
соответствуют следующие однородные решения: 
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Здесь kk DC , - произвольные постоянные. 
Уравнение (1.8.21) имеет один ограниченный корень 

0=α . Из (1.8.23) получаем, что этому корню соответствует 
следующее решение: 
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z emCRU ωξν 000 21−=  
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 Можно показать, что все остальные нули функций 
( )ελμ ,,1Δ , ( )ελμ ,,2Δ  безгранично растут при 0→ε . 

Используя асимптотики функций Бесселя при больших 
значениях аргумента, уравнениям (1.8.21) и (1.8.22) можно 
придать вид: 
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Задавая 1−= ελ S , отыскиваем niμ  в следующем виде: 

...1 ++= − εχεδμ ninini  ( )2,1=i                   (1.8.27)               
Подставляя (1.8.27) в (1.8.26), соответственно, получаем 
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12

212sin 22
1 =

−
−

+ Sn ν
νδ                                 (1.8.28) 

  1
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3 −= nn δχ    
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2 =+ Snδ                                            (1.8.29) 

1
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Как видно из (1.8.28) и (1.8.29) при  
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ν
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2 πkS > , соответственно, мы получаем две серии чисто 
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мнимых корней. Использ уя первый член асимптотики 
функции Бесселя, из (1.8.23) и (1.8.24) получаем, что этим 
нулям соответствуют следующие группы решений 
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( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )
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 Уравнение (1.8.24) имеет один ограниченный корень 
0=γ . Непосредственной проверкой можно убедиться, что 

этому корню соответствует тривиальное решение. Таким 
образом, получаем простые асимптотические формулы, 
позволяющие рассчитать напряженно-деформированное 
состояние оболочки.    
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ГЛАВА 2  
 

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ДИНАМИЧЕСКОЙ 
ЗАДАЧИ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ ДЛЯ ПОЛОЙ СФЕРЫ 

 
2.1. Общее представление решения уравнений     
       осесимметричной динамической теории   
       упругости в сферических координатах  

 
Пусть [ ] [ ] [ ]πθθ 2,0,, 2121 ××=Γ RR - объем, занятый 

сферическим слоем. Слой отнесен к сферической системе 
координат ϕθ ,,r  (рис. 2). Сферические части границы слоя 

sRr =  ( )2,1=s  будем называть лицевыми поверхностями sS , 
а остальную часть границы назовем боковой поверхностью. 
Будем считать, что компоненты вектора перемещения не 
зависят от переменной ϕ , constj =θ : 

( )trUU rr ,,θ= ,  ( )trUU ,,θθθ = , ( )trUU ,,θϕϕ =  
Приведем здесь полную систему уравнений, 

описывающих динамическое поведение сферического слоя.  
Уравнения движения в осесимметричном случае в 

сферической системе координат имеют вид 
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∂
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∂
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∂
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∂
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Здесь X -объемное расширение, Δ - оператор Лапласа в 
сферических координатах 
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τ U
r
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Предположим, что со стороны поверхностей на слой 
действует нагрузка 

( ) ti
sr eQ ωθσ = , ( ) ti

sr e ω
θ θττ =  при sRr =               (2.1.5) 

( ) ti
sr eT ω

ϕ θτ =  при sRr =                                         (2.1.6) 
Характер граничных условий на боковой поверхности 

пока уточнять не будем. Легко видеть, что решение задачи 
(2.1.2), (2.1.6) описывает крутильные колебания сферического 
слоя. Оно будет рассмотрено позже. Сейчас же займемся 
изучением задачи (2.1.1), (2.1.5).  
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2.2. Неоднородные решения  
 

Неоднородными решениями будем называть частные 
решения уравнений движения (2.1.1), которые удовлетворяют 
на лицевых поверхностях слоя неоднородным граничным 
условиям (2.1.5).  
 Для построения неоднородных решений можно 
использовать приемы, предложенные для цилиндра в первой 
главе. Однако это не единственный прием для снятия 
нагрузки с лицевых поверхностей. Один из известных 
приемов состоит в следующем: область Γ  продолжается до 
замкнутого сферического слоя [ ][ ][ ]ππ 2,0,0, 210 RRF = , а 
нагрузка ( ) ( )[ ]θτθ ssQ , , заданная на лицевых поверхностях 

2,1S , достаточно произвольным образом продолжается на 

замкнутые сферические поверхности ( )21
0

2,1 ,RRrS = . 

Внешние усилия, заданные на  2,1S , обозначим через ( )θ*
sQ ,  

( )θτ *
s . При этом ( ) 2,1, S∈ϕθ  ss QQ =* , ss ττ =* . 

Представим внешнюю нагрузку в виде рядов по 
функциям Лежандра  

( ) ( ) ti
n

n
nss ePtQ ωθσθ cos,

0

* ∑
∞

=
= ,  tin

n
nss e
d
dP ω

θ
ττ ∑

∞

=
=

1

*       (2.2.1)    

 Коэффициенты этих рядов определяются по известным 
формулам из анализа 

( ) ( ) θθθθσ
π

dPQn
nsns sincos

2
12

0

*∫
+

=                             (2.2.2)  

( ) ( ) θθ
θ

θττ
π

d
d
dP

nn
n n

sns sin
12

12

0

*∫+
+

=  

Тогда компоненты вектора перемещения можно 
отыскивать в виде рядов: 
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Здесь ( )θcosnP - функция Лежандра. Подставляя (2.2.2) в 
уравнения движения (2.1.1) и граничные условия (2.1.5) 
относительно функций ( )rUrn ,  ( )rU nθ  получаем следующие 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений и 
граничные условия для них: 
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где  

( )
4
11 2 −=+ znn , ( )

E
gR 22

02 12 ωνλ +
=  

2
21

0
RRR +

= - радиус срединной поверхности оболочки 
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 (2.2.5)  

 Штрихами обозначены производные по r . 
 Для решения полученных здесь задач можно 
использовать различные методы, в том числе и численные, 
например, метод ортогональной прогонки по Годунову. 
 Описанный прием построения неоднородных решений 
является достаточно универсальным и не зависит от 
различных параметров оболочки, в том числе от ее толщины. 
Однако, если относительная толщина оболочки достаточно 
мала, а нагрузка, заданная на лицевых поверхностях 
достаточно гладкая, то для построения неоднородных 
решений целесообразно использовать первый итерационный 
процесс асимптотического метода [38], который менее 
трудоемкий и позволяет быстрее достичь конечной цели. 
Такой прием использован в работе [18] для построения 
неоднородных решений радиально-неоднородной 
сферической оболочки в статическом случае.  
 
 2.3. Построение однородных решений   
 
 Однородным решением будем называть всякое решение 
уравнений движения (2.1.1), удовлетворяющее условию 
отсутствия напряжений  на лицевых поверхностях 

  0=rσ , 0=θτ r  при  sρρ =  ( )2,1=s                        (2.3.1) 
На остальной части  границы заданы следующие 

граничные условия 
( ) ti
j eQ ω

θ ρσ = , ( ) ti
jr e ω

θ ρττ =  при jθθ =  ( )2,1=j  (2.3.2) 

где rR 1
0
−=ρ - безразмерная радиальная координата. 
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 Для построения однородных решений для сферического 
слоя решения уравнений (2.1.1) будем искать в виде 

[ ] ( ) ( ) ( ) ti
r e

d
dmWmUUU ω

θ θ
ρθρ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡= ,,                         (2.3.3) 

где функция ( )θm  подчинена условию  

( ) ( ) 012

2
=+++ θμμ

θ
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θ
m

d
dmctg

d
md                             (2.3.4) 

причем параметр μ  определяется после выполнения 
граничных условий на поверхности 2,1S . Подставляя (2.3.4) в 
(2.1.1), после разделения переменных относительно пары 
функции ( )WU ,  получаем следующую систему 
обыкновенных дифференциальных уравнений 
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Не вдаваясь в подробности, приведем окончательно 
решения (2.3.5) 
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Здесь  
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( )
22

12
21 λ
ν
να

−
−

= , ( ) ( ) ( )xYCxJCxZ zzzzz 21 +=  

( )xJ z , ( )xYz - функции Бесселя первого и второго родов, 
соответственно, ( )4,3,2,1=iCzi - произвольные постоянные.  

Удовлетворяя однородным граничным условиям (2.3.1), 
получаем дисперсионное уравнение: 
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 Трансцендентное уравнение (2.3.7) имеет счетное 
множество корней kz , а соответствующие им постоянные 

kzC1 , 
kzC2 , 

kzC3 , 
kzC4 пропорциональны алгебраическим 

дополнениям элементов какой-либо строки или столбца 
определителя системы. Как и в первой главе, выбирая в 
качестве решения системы алгебраические дополнения 
системы первой строки, получим: 
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( )( ) ( )( )21
1,1

21
2

21
1,0 ,4, λρλρρρλλρλρ zz LL +×  

( ) ( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )21

1,1
21

2
21

1,0
2

21
0,1

121
0,0

213

,4,6

,6,9,,

αραρρρααραρλρ

αραραραραρρρα

zz

zz

LL

LLF

+−

−−=
 

( ) ( )λλ 33 FG =  
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )12121

, , ψρψρψρψρψρ s
z

l
z

s
z

ls
z YYJL =  
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( ) 222
1 2/92, ρλρϕ −−= zz , ( ) 222

2 2/32, ρλρϕ −+= zz ,  
( ) 222

3 2/32, ρλρϕ −−= zz  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]+−′= 11311114 ,2,4 λρρϕλρλρρϕ
π kkk zkzkz JzJzC  

( ) ( ) ( )[ ] ( )

( ) ( )[ ] ( )21322
2

215222322

,,32
4
1

,,2

ρραλρλρλρ

ρραλρρϕλρλρ

FJJz

FJzJ

kk

kk

zzk

zkz

−′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+−′+
 

 Подставляя (2.3.8) в (2.3.6) и учитывая обобщенный 
закон Гука, получаем 

( ) ( )∑
∞

=
=

1

1
k

ti
krkkr emUCU ωθρ

ρ
 

( )∑
∞

=
=

1

1
k

tik
kk e

d
dmUCU ω

θθ θ
ρ

ρ
 

( )( ) ( ) ( ) ti
kk

k
k

k
k emQ

d
dmctgQCG ω

θθθ θ
θ

θρ
ρρ

σ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += ∑

∞

=

21

1
2            (2.3.9) 

( )( ) ( ) ( ) tik
kkk

k
k e

d
dmQmQCG ω

ϕϕϕ θ
θρ

ρρ
σ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ += ∑

∞

=

21

1
2  

( ) ( ) ti
kk

k
rkr emCQG ωθρ

ρρ
σ ∑

∞

=
=

1
2  

( ) ( ) tik
k

k
kr e

d
dmTCG ω

θ θ
θ

ρ
ρρ

τ ∑
∞

=
=

1
2  

Здесь  

( ) ( ) ( ) ( )λρ
ρ

αρ
ρ

αραρ
kkk zkzzrk ZzZZU ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−′=

4
11

2
1 2  

( ) ( ) ( ) ( )λρ
ρ

λρλαρ
ρ

ρθ kkk zzzk ZZZU
2
11

−′−=  

( ) ( ) ( ) ( )λρλρλραρθ kkk zzzk ZZZQ −′−= 221  
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( ) ( ) ( ) ( )λραρρλ
ν

ναραρθ kkk zkzzk ZZZZQ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−′=

4
12

1
12 2222

( ) ( ) ( ) ( )λραρρλ
ν

ναραρϕ kkk zkzzk ZZZZQ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−′=

4
12

1
12 2221

( ) ( ) ( ) ( )λρλρλραρϕ kkk zzzk ZZZQ −′−= 222  

( ) ( ) ( ) ( )+′−= αραραρρϕρ
kk zzkrk ZZZQ 4,2  

( ) ( )[ ]λρλρλρ
kk zzk ZZZ ′−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ 23

4
12  

( ) ( ) ( )−′+−= αραραρρ
kk zzk ZZT 23  

( ) ( ) ( )λρλρλρρϕ
kk zzk ZZZ 2,3 +−  

где  kC - произвольные постоянные.  
 
 2.4. Асимптотический анализ дисперсионного 
                 уравнения  
 
 Левая часть уравнения (2.3.7), как целая функция 
параметра Z , имеет счетное множество нулей с точкой 
сгущения на бесконечности. Для эффективного изучения его 
корней сделаем некоторые предположения относительно 
геометрических параметров сферы. Положим 

ερ −=11 , ερ +=12 , 
00

12 22
R
h

R
RR

=
−

=ε                    (2.4.1)  

Считаем, что ε - малый параметр. Подставляя (2.4.1) в 
уравнение (2.3.7), получим 

( ) ( ) 0,,,,, 210 =Δ= ρρλελ zzD , 
E

gR 22
02

0
ωλ =              (2.4.2) 

Случай 12
0 =λ  и 

2
1

±=Z  ( )0=μ  является особым и 

рассматривается отдельно.  
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Относительно нулей ( )ελ ,, 0zD  сформулируем 
следующие утверждения: функция ( )ελ ,, 0zD  при конечном 

0λ  имеет три группы нулей: 
а) первая группа состоит из двух ( )1OZk =  ( )2,1=k  
б) вторая группа состоит из четырех нулей, которые 

имеют порядок ( )2/1−εO  
в) третья группа содержит счетное множество нулей, 

которые имеют порядок ( )1−εO . 
Приведем схему доказательства утверждения. Как и 

раньше, для этого разложим ( )ελ ,, 0zD  и ряд по ε . Получим 

( ) ( )( )
( ) ( )( ) ( )

( )( )[ ]{
( )( ) −⎢⎣

⎡ −−++−+

−++++−+

+−−+−+−+

+−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

=

2
0

22

42
0

26

4
0

22
0

22

22
0

224
0

2

20

12131614
4

19524

23121634

1121419127

1112
1
1

3
64,,

λνννν

λννν

λνλννν

λνελ
ν
ν

π
ελ

ZZ

ZzD

  (2.4.3)   

( ) ( ) ]
( ) ( )

( ) 0......32
15
1

12
2
123130

135
16

22411116414

48

22
0

22
0

2

224
0

22

=++−

+
⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+

+−++−+−

ε

ελννλν

νλννν

Z

Z

 

Ищем kZ  в виде следующего разложения 

...2
2

10 +++= kkkk ZZZZ εε  ( )2,1=k                         (2.4.4) 
После подстановки (2.4.4) в (2.4.3) получаем 

( )[ ] ( ) ( )[ ]91431414 2
0

4
0

212
0

2
0 −+−−−=

−
λνλνλkZ  
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01 =kZ  

( )( )[ ] {
( )( )[ ]

( )( )
( ) ( ) ]

( ) ( )
⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−−−+−

−++−++

⎢⎣
⎡ +−+++−+

+−+++−

−−−= −−

2
12312130

16
2241

1351116414

1613121424
4

195
2312163

41124

2
0

22
0

2

22
0

4
0

22

2
0

22

4
0

2
0

2

6
0

1
0

12
0

2
2

νλνλν

νλννν

λνννν

λννν

λν

k

k

kkk

Z

Z

ZZZ

     (2.4.5) 

Из формулы (2.4.5) видно, что в случае 12 <λ  и 

( )[ ] [ ]νννλ 81714183
122 +++−>
−

 мы получаем два чисто 

действительных нуля, а при ( )[ ] ×−<<
−122

0 1831 νλ  

[ ]νν 81714 +++× - два чисто мнимых нуля. Этим группам 
нулей соответствует некоторое проникающее решение.  

Легко доказать, что все остальные нули функции 
( )ελ,,zD  неограниченно возрастают, когда 0→ε . Их можно 

разбить на две группы в зависимости от их  поведения при 
0→ε : 

1) 0→kZε  при 0→ε ; 2) constZk →ε  при 0→ε .  
 Определим вначале такие kZ , для которых  0→kZε  
при 0→ε . Отыскивая kZ  ( )6,5,4,3=k  в виде следующего 
разложения  

...1
0 ++= ε
ε k
k

k ZZZ   ( )6,5,4,3=k                   (2.4.6) 

После подстановки в (2.4.3) получаем 
( )( ) 0113 2

0
24

0 =−−− λνkZ  
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( ) ] ( )[
( ) ]124322518

11516140

22
0

2

4
0

21
0

2
01

−−++

⎢⎣
⎡ +−+−=

−

νλνν

λννλ kk ZZ
             (2.4.7) 

Из формулы (2.4.7) видно, что при 12
0 <λ  мы получаем 

четыре комплексных нуля. Этим нулям соответствуют 
решения типа краевого эффекта.  

При 12
0 >λ  получаем два действительных и два чисто 

мнимых корня. Чисто действительным корням соответствуют 
проникающие решения.  

Для построения асимптотики нулей третьей группы 
отыскиваем  

nZ  ( ),...8,7,6 =−= kkn  в виде 

( )ελ
ε
δ OZ n

n
2
0+=  ( ),...2,1=n                                (2.4.8)  

 После подстановки (2.4.8) в дисперсионное уравнение 
(2.3.7) и преобразования его с помощью асимптотических 
разложений ( )xJ z , ( )xYz  при больших Z  для nδ  получаем 
следующее уравнение  

042 22 =− nnsh δδ                                               (2.4.9) 
 Следует отметить, что уравнение (2.4.9) совпадает с 
уравнением, определяющим показатели краевых эффектов 
Сен-Венана в статике оболочек [25]. Поскольку уравнение 
(2.4.9) имеет счетное множество корней, то (2.3.7) также 
имеет счетное множество корней, таких, что constZk →ε  при 

0→ε .  
 Отметим, что нули, определяемые формулами (2.4.4), 
(2.4.6) и (2.4.8) при 00 →λ полностью переходит в нули, 
найденные в работе [25]. 

 Рассмотрим случай: а) 0
4
12 =−z  и б) 12

0 =λ . 
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 Случай а) соответствует толщенным резонансам полой 
сферы. Он представляет самостоятельный интерес и будет 
рассмотрен позже. 
 В случае б) уравнение (2.4.3) принимает вид: 

( ) ( )( )( )

( ) ([

] ( ) 0......32
15
160180

60180
16

2001
4

11512

8161692144

21112
1
1

3
64,

48243

22

234426

22
2

20

=++−+×−−

−+++⎟
⎠
⎞++

+++−+++−+

+++−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

=

εενν

ννν

ννννν

νννε
ν
ν

π
ε

z

z

zz

zD

(2.4.10)    

Отсюда можно получить следующие группы корней: 

...1 *
1

3*
03

++= qqq zzz ε
ε

 ( )6,5,4,3,2,1=q            (2.4.11) 

После подстановки в (2.4.10) получаем 
( )( )( )

( ) ( )921224

02113

21*
0

*
1

26*
0

++=

=++−−
−

νν

ννν

qq

q

zz

z
                             (2.4.12) 

 Что касается нулей, определяемых формулой (2.4.8), то 
они остаются верными и в этом случае. Таким образом, в 
случае 12

0 =λ  мы получаем шесть нулей (два из которых- 

чисто мнимые), растущие как 3/1−ε  при 0→ε , и счетное 
множество нулей, определяемых формулой (2.4.9). 
 Как и в случае цилиндра, установим связь нулей, 
определяемых формулами (1.4.11), с нулями, определяемыми 
формулами (2.4.4), (2.4.6). Изучение поведения корней 
уравнения (2.4.3) в окрестности 12

0 =λ  приводит к 
следующему результату: 

1. γβ 2= , 
3
10 << γ  
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...2
1

2
0 ++=

−
ββ

εε kkk ZZZ  
2
10 ≤< β    

...2
72

1
2

0 ++=
−− ββ

εε kkk ZZZ , 
3
2

2
1

<< β  

( )( ) 021

0

2
0 =

++
+

C
Zk

νν ,  

0

2

1 8
5128

k
k Z
Z −+

−=
νν     

2
10 << β                                       (2.4.13) 

( )[ ] ( )[
( ) ]

2
15128

134124

0
2

26
0

1
00

2
1

=−+×

×−−−=
−

βνν

νν

C

ZZCZ kkk
 

( )[ ] 1
0

25
01 16

−
−= CZZ kk ν  

3
2

2
1

<< β  

...3
1

1
3
1

0 ++=
−

εε kkk ZZZ  
3
2

=β  

( ) ( )( )( )
( )[ ]( ) ( )[ ×++×−−=

=++−−−−
− 9212241

0211313
21

00
24

01

22
00

26
0

ννν

νννν

kkk

kk

ZCZZ

ZCZ
            (2.4.14) 

( )( ) ]0
224

0 512813 CZk −+−+× ννν  

2. γβ 42−= , 
3
2

2
1

<< β  

( ) ( )( )
00

10
24

0

4
5

2
1

1
2
1

4
0

2
21,013

...

CZ
ZCZ

ZZZ

k
kk

kkk

ννν

εε
ββ

++
−==−−

++=
−−

                       (2.4.15) 

3. γβ 2>  
3
1

=γ  

...1
1

3
1

0 ++= −− βεε kkk ZZZ   
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( )( )( )
( )

3
0

0
2

1

26
0

2
1

02113

k
k

k

Z
CZ

Z

ν

ννν

−
=

=++−−
                                         (2.4.16) 

Те замечания относительно цилиндра, которые 
приведены в первой главе, справедливы и для сферы. 

До сих пор мы изучали асимптотические свойства z  
нулей дисперсионного уравнения в предположении, что 
параметр частоты λ  остается конечным при 0→ε .  

Рассмотрим случай, когда λ  безгранично растет при 
0→ε . Можно показать, что все нули функции (2.4.2) 

безгранично растут, когда ∞→λ  при 0→ε . Здесь 
возможны следующие предельные случаи: а) 0→λε  при 

0→ε ; б) const→λε  при 0→ε ; в) ∞→λε  при 0→ε . 
Определим вначале такие kZ , когда 0→λε  при 0→ε . 

Для этого опять используем разложения (2.4.3). Допустим, 
что главные члены асимптотики kZ , λ  имеют вид: 

γεχ −= 0kkZ , βελ −Λ=0 , ( )10 Ok =χ                    (2.4.17)  
( )1O=Λ , 10 << γ , 10 << β  
Легко доказывается, что γβ ≤ . 
Отдельно будем рассматривать случаи, когда βγ =  и 

γβ < . 
В первом случаи отыскиваем kZ  в виде: 

1
2
1...,

2
10...,

32
20

20

<≤++=

<<++=

−−

−

γεε

γεε

γγ

γγ

kkk

kkk

ZZZ

ZZZ
                     (2.4.18) 

После подстановки (2.4.18) в (2.4.3) получаем 

( ) 222
0 1 Λ−= νkZ , 

0

2

2 8
4121

k
k Z
Z νν −−

=  
2
10 << γ        (2.4.19) 
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( ) ( )
0

422

0

2

2 12
213181

8
4121

kk
k ZZ
Z Λ+−+

+
−−

=
ννννν  

2
1

=γ   

( ) ( )
0

422

2 12
213181

k
k Z
Z Λ+−+

=
ννν  1

2
1

<< γ  

 В случае γβ < , подставляя (2.4.17) в (2.4.3) и сохраняя 
только главные члены для 0kχ , получаем следующее 
предельное уравнение: 

( ) ( )[ ]
( )[ ]{ } 0,max4

112
1
1

3
64

6222226
0

22

222
0

2224
0

2

2

=+−+×

×+Λ−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

=

−−−−−

−

γγβγβγ

βγ

εεεχε

εχνελ
ν
ν

π
O

OD

k

k      (2.4.20)  

 Отсюда получаем, что 12 −= γβ . Из условия 0>β  

получаем, что 
2
1

>γ . Таким образом, 1
2
1

<< γ . Из уравнения 

(2.4.20) получаем 
( ) 013 224

0 =Λ−− νχk                                       (2.4.21) 

Задавая 0λ  в следующем виде γελ 21
0

−Λ= , отыскиваем kz  в 
виде  

[ ]
[ ] 1

3
2...

3
2

2
1...

1
22

0

1
42

0

<≤++=

<<++=

−−

+−−

γεε

γεε

γγ

γγ

kkk

kkk

zzz

zzz
                            (2.4.22) 

00 kkz χ= , 2
0

1 4Λ
−= k

k
zz ,  

3
2

2
1

<< γ  

( )( ) 2
02

0
1 4

11161
40

1
Λ

−Λ−+= k

k
k

z
z

z νν   
3
2

=γ                       (2.4.23) 

( )( ) 2

0
1 11161

40
1

Λ−+= νν
k

k z
z ,   1

3
2

<< γ  
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Итак, в этом случае, мы получаем четыре нуля, 
растущие как γε − , два из которых чисто действительные, два- 
чисто мнимые. Чисто действительные нули соответствуют 
так называемому нерегулярному вырождению. Следует 
отметить, что в отличие от цилиндра, для сферы 
сверхнизкочастотные колебания отсутствуют.  

В случаях γελ −Λ=0  и γελ 21
0

−Λ=  уравнение (2.4.9) 
остается в силе.  

Для построения асимптотики второй группы нулей 

( λ~z , const→λε , constz →ε  при 0→ε ), задавая 
ε

λ s
=  

ищем nz  в следующем виде: 

( )ε
ε
δ Oz n

n +=                                             (2.4.24)  

После подстановки (2.4.24) в дисперсионное уравнение 
(2.3.7) и преобразования его с помощью асимптотических 
разложений функций ( )xJ z , ( )xYz при больших z  и x  для 

nδ  получаем следующее уравнение 

    ( ) ×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+ nnnnnnnn chshchsh βαδβαβαβδ 2222 4  

( ) 04 2222 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+× nnnnnnnnn chshshch βαδβαβαβδ               (2.4.25) 

где  

( )
222

12
21 snn ν
νδα

−
−

−= , 222 snn −= δβ  

При заданных λ  уравнение (2.4.25) определяет счетное 
множество nz . Следует отметить, что уравнение (2.4.25) 
совпадает с дисперсионным уравнением Релея-Лэмба для 
упругого слоя [49] и достаточно хорошо изучено и 
литературе. 
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Наконец, в случае в), как и в первой главе, обозначим 
εμk  через kχ , λε - через Y . Опять используя 

асимптотические разложения функций Бесселя, в первом 
члене асимптотики уравнению (2.3.7) можно придать вид: 

    ( ) ×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+ kkkkkkkk shchxchshyx βαβαβα 2222 4  

( ) 04 2222 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+× kkkkkkkk chshxshchyx βαβαβα           (2.4.25) 

где  

( )
222

12
21 yxkk ν
να

−
−

−= , 222 yxkk −=β  

Таким образом, и в случае 1>γ  уравнение (2.4.25) 
фактически остается в силе.  
 

2.5. Асимптотический анализ однородных  
       решений для сферической оболочки 

 
 Приведем асимптотический анализ однородных 
решений для сферической оболочки, соответствующих 
различным группам корней дисперсионного уравнения.  
 Исследование начнем с построения систем однородных 
решений, соответствующих случаю ( )1O=λ . Как было 
показано, в этом случае дисперсионное уравнение имеет три 
группы корней с различными асимптотическими свойствами. 
Поэтому вектор перемещения и тензор напряжения 
соответственно разбиваются на три части, каждая из которых 
определяется видом асимптотических разложений по ε . 
Полагая εηρ +=1 , 11 ≤≤− η  и раскладывая их по ε , из 
(2.3.9) получим следующие первые члены асимптотики 
(приводятся только амплитудные значения и знак суммы 
опускается):    

( ) ( ) ( )[ ] ( )θελνν kkkr mOzCRU +−−−+= 2
0

22
00

1 1213124  
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( ) ( ) ( )[ ]
θ

ενθ d
dmOCRU k

k +−= 1340
1  

( ) ( )
⎩
⎨
⎧ +−=

θ
θνσθ d
dmctgGC k

k 31421  

( ) ( )[ ] ( ) ( )}εθλνν Omz kk ++−+−+ 2
0

22
0 121128 ( )2,1=k

( ) ( )
⎩
⎨
⎧ +−=

θ
θνσϕ d
dmctgGC k

k 13421  

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )}εθλννν Omz kk ++−+−++ 2
0

22
0 121315134  

( )2εσ Or = , ( )3ετ θ Or =  
 Таким образом, в этом случае первой группе нулей 
соответствуют некоторые проникающие решения.  

( ) ( )[ ] ( )θε kkkr mOzCRU +−= 2
00

2  
( ) ( )[ ]

θ
εηεθ d

dmOzCRU k
kk += 2

00
2  

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]εθηλνσθ OmGC kk +−+−= 1132 2
0

2                           (2.5.2) 
( ) ( )( ) ( ) ( )[ ]εθηλννσϕ OmGC kk +−+−= 1132 2

0
2  
( ) ( )εσ Or =2 , ( )ετ θ Or =  

( )6,5,4,3=k  
 Как было отмечено ранее, в случае 12

0 <λ  мы получаем 
четыре затухающих решения, аналогичные простому 
краевому эффекту в статике оболочек. В случае 12

0 >λ  мы 
получаем два затухающих и два проникающих решения. 
Решения соответствующие третьей группы нулей, имеют 
характер пограничного слоя и локализированы у боковой 
поверхности оболочки. При удалении от конических сечений 

jθθ =  ( )2,1=j  эти решения экспоненциально убывают и в 
первом члене асимптотики совпадают с аналогичным 
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решением в статике оболочек. Для них получены следующие 
асимптотические формулы: 

    ( ) −
⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+= ηδδ

δ
νδεδ kk
k

kkkr shshchCRU 22
0

3  

( ) ( )θεηδδη kkk mOchsh ⎥⎦

⎤+−                                               (2.5.3) 

    ( ) −
⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+= ηδ

δ
νδεθ k
k

kk chchCRU 122
0

3  

( )
θ

εηδδη
d
dmOshsh k

kk ⎥⎦

⎤+−             

( ) ( ) ( )[ ]εηηδδνσθ OmchshGC kkkk += 223   
( ) ( ) ( )[ ]εθηδδνσϕ OmchshGC kkkk += 223       
( ) ( ) ( )[ ] ( )θεηδηδηδδδδδσ kkkkkkkkkr mOshchshchGC +−+= 23

( ) ( )[ ]
θ

εηδδηηδδεδτ θ d
dmOchshshchGC k

kkkkkkr +−= 23  

02 =+ kksh δδ  ( ),...11,9,7=k  

( )

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+= ηδδ

δ
νδεδ kk
k

kkr chchshCRU 22
0

3               

( ) ( )θεηδδηδ kkkk mOshch ⎥
⎦

⎤
+−     

( )

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
+= ηδδ

δ
νδεθ kk
k

kk shchshCRU 122
0

3               

( )
θ

εηδδη
d
dm

Ochch k
kk ⎥

⎦

⎤
+−     

( ) ( )[ ] ( )θεηδδνδσθ kkkkk mOshchCG += 223                           (2.5.4.)  
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( ) ( ) ( )[ ]εθηδδνδσϕ OmshchCG kkkkk += 223  
( ) ( )[

( )] ( )θεηδδηδ
ηδδδδδσ

kkkk

kkkkkkr

mOchch
shchshCG

+−
−+= 23

 

( ) ( )[ ]
θ

εηδδηηδδεδτ θ d
dmOshchchshGC k

kkkkkkr +−= 23  

022 =− kksh δδ  ( ),...12,10,8=k  
 Приведем теперь выражения для перемещений и 
напряжений в случае сверхвысокочастотных колебаний 
цилиндра. Здесь отдельно будем рассматривать случаи, когда 
а) 0→λε  при 0→ε , б) const→λε  при 0→ε . 
 В случае а) имеем 

( ) ( )

( ) ( )[ ]
θ

εννε

θεενν

γ
θ

γ
γ

d
dmOCRU

mOCRU

k
k

kkr

22
0

22
2

2
0

1

3
4
1

+Λ−=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−= −

             (2.5.5) 

( ) ( ) ( )[ ]γγ
θ εηθννεσ 242221 12 OmGC kk +Λ−−= −  

( )( ) ( )[ ]
( ) ( )}

2
10,

1112

2

424221

<<+×

⎩⎨
⎧ ×Λ++Λ−+= −

γεθ

ννηνννεσ

γ

γ
ϕ

Om

GC

k

k
 

( )γε 22−=OUr , ( )εθ OU = ,  ( )γθ εσ 21−=O , 

( )γϕ εσ 21−=O , 1
2
1

<≤ γ  ( )2,1=k  

( )γεσ 32−=Or , ( )γθ ετ 43−=Or , 10 << γ  
γελ −Λ=0 , γε −= 0kzz  

( )[ ] ( )θε γ
kkkr mOzCRU 242

00
−+−=  
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( )[ ]
θ

εηε γ
θ d

dm
OzCRU k

kk
242

00
−+=  

3
2

2
1

<< γ            (2.5.6.) 

( ) ( ) ( )[ ]2421 132 −− ++−= γγ
θ εθηνεσ OmGC kk  

( ) ( ) ( )[ ]2421 132 −− ++= γγ
ϕ εθηννεσ OmGC kk  

( )[ ] ( )θε γ
kkkr mOzCRU 222

00
−+−=  

( )[ ]
θ

εηε γ
θ d

dm
OzCRU k

kk
222

00
−+=  

( ) ( ) ( )[ ]γγ
θ εθηνεσ 2221 132 −− ++−= OmGC kk  

( ) ( ) ( )[ ]γγ
ϕ εθηννεσ 2221 132 −− ++= OmGC kk  

( )γεσ 44−=Or , ( )γθ ετ 43−=Or , 1
2
1

<< γ  

( )γελ 21−=O , ( )γε −=Oz  ( )6,5,4,3=k  
 Приведем выражений для перемещений и напряжений в 
случае б). Используя первый член асимптотики функции 
Бесселя для перемещений и напряжений в первом 
приближении, получим два класса решений, первый из 
которых соответствует нулям функции 
( ) nnnnnnnnn shchchsh βαδβαβαβδ 2222 4−+  
а второй- нулям функции 
( ) nnnnnnnnn shchshch αβδβαβαβδ 2222 4−+  
 Как и в случае для цилиндра, они имеют одинаковую 
структуру и могут быть представлены следующими 
выражениями: 

( )⎢⎣
⎡ −+= ηαββδεα nnnnnnr chchCRU

222
0   

( )] ( )θεηβαδ nnnn mOchch +− 22  
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( )⎢⎣
⎡ −+= ηαββδεαθ nnnnnn shchCRU

2222
0   

( )]
θ

εηβαβα
d
dm

Oshch n
nnnn +− 2  

( ) ( ) ( )[ ]εθηαββδλ
ν

νσθ OmshchCG nnnnnn ++
−

= 222
01

 

( ) ( ) ( )[ ]εθηαββδλ
ν

νσϕ OmshchCG nnnnnn ++
−

= 222
01

 

( )⎢⎣
⎡ −+= ηαββδσ nnnnnr shchGC

222   

( ) ( )θεηβαδβα nnnnnn mOshch ⎥⎦

⎤+− 24                                  (2.5.7) 

    ( )[ −+= ηαββδεατ θ nnnnnnr chchGC 22   

( )
θ

εηβα
d
dmOshch n

nn ⎥⎦

⎤+−   ( ),...5,3,1=n  

Здесь  nC - произвольные постоянные. 
 Выражения для ,...6,4,2=n  получаются из (2.5.7) 
заменой chx  на shx  и shx  на chx  соответственно.  
 Наконец, приведем первый член асимптотики для 
перемещений и напряжений в случае 12

0 =λ .   

( )[ ] ( )θε kkkr mOzBRU 3/22
00 +−=  

( )[ ]
θ

εηεθ d
dmOzBRU k

kk
3/22

00 +=  

( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+

−
= − 3/2

4
03/2

1
2 εθη

ν
εσθ OmzGB k

k
k                              (2.5.8) 

( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +
−

= − 3/24
0

3/2

1
2 εθη

ν
νεσϕ OmzGB kkk  

( )εσ Or =   ( )ετ θ Or =  
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Здесь kB - произвольные постоянные. 
 Что касается решения, определяемого формулами 
(2.5.3), (2.5.4), то они следует верными и в этом случае. 
 Здесь следует обратить внимание на следующее 
обстоятельство. Решение уравнения (2.3.4), вообще говоря, 
может быть записано через функции Лежандра. Однако, как 
показано в [25], более удобно использовать приближенные 
методы. Здесь следует рассматривать отдельно два случая: 

1) оболочка не содержит ни одного из полюсов π,0 , 
2) оболочка содержит хотя бы один их этих полюсов. В 

первом случае для приближенного интегрирования 
удобно использовать асимптотические методы, о чем 
подробно сказано в [25]. 

Что касается второго случая, здесь уже асимптотический 
метод интегрирования не может дать приближенного 
решения задачи ни при какой относительной толщине 
оболочки ε . Дело в том, что асимптотические приближения 
теряет точность в окрестности вершины 0=θ . В данном 
случае необходимо отобрать лишь те из решений уравнения 
(2.3.4), которые остаются ограниченными при 0=θ . 
Указанные решения построены в [68], где и даны 
приближенные методы их расчета. Поэтому на них 
останавливаться не будем. 
 Укажем, что однородные решения удовлетворяют так 
называемым обобщенным условиям ортогональности. 
Согласно (2.3.3) однородные решения имеют вид: 

( ) ( ) ti
kkr emrUU ωθ=      

( ) tik
k e

d
dmrWU ω

θ θ
=                                                      (2.5.9) 

( ) ( ) ( ) tik
kkk e

d
dmctgrmrG ω

θ θ
θσθσσ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −= 212  
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( ) tik
kr e

d
dmrGT ω

θ θ
τ =  

где  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

−
+′

−
= kkkkk Wz

r
U

r
U

4
111

21
1 2

1
ννν

ν
σ  

kk W
r
1

2 =σ , kkkk W
r

WU
r

T 11
−′+=  

Пусть iUθ , i
rU , i

θσ , i
rθτ  ( )2,1=i - перемещения и 

напряжения первого и второго состояний. Тогда согласно 
теореме Бэтти для любого θ  справедливо равенство 

( ) =+∫
2

1

sin2121
R

R
rr drrUU θτδ θθθ  

( )∫ +=
2

1

sin1212
R

R
rr drrUU θτσ θθθ                                     (2.5.10) 

Подставляя (2.5.9) в (2.5.10), получаем 

( )

( )

( ) 0sin

sin

cos

2

1

2

1

2

1

1

1

22

=−+

+−+

+−

∫

∫

∫

R

R
knnk

n
k

R

R
knnk

k
n

R

R
knnk

nk

rdrWTU
d
dmm

rdrTUW
d
dmm

rdrWW
d
dm

d
dm

σ
θ

θ

σ
θ

θ

σσ
θθ

θ

                 (2.5.11) 

Поскольку равенство (2.5.11) справедливо при любых θ , 
то оно достигается лишь при условиях 

 ( ) 0
2

1
22 =−∫

R

R
knnk rdrWW σσ                                     (2.5.12) 

( ) 0
2

1
1 =−∫

R

R
knnk rdrTUW σ                                        (2.5.13) 
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( ) 0
2

1
1 =−∫

R

R
knnk rdrWTU σ                                        (2.5.14) 

 Соотношение (2.5.12) тождественно выполняется, 
условия (2.5.13) и (2.5.14) эквивалентны. Таким образом, 
приходим к равенству 

( ) 0
2

1
1 =−∫

R

R
knnk rdrWTU σ  nk ≠                      (2.5.15) 

 Из (2.5.15) мы получаем следующее условие 
ортогональности для функций ( )rUn , ( )rWn : 

∫
⎩
⎨
⎧

×
−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′+

2

1
21

211R

R
nknnn WUW

r
WU

r ν
 

0
4
111 2 =

⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

−
+′× rdrWz

r
U

r
U kkk

ννν  nk ≠         (2.5.16) 

Однако при удовлетворении граничных условий на 
боковой поверхности оболочки, здесь обобщенные условия 
ортогональности однородных решений, как и в случае 
цилиндра, не позволяют полностью решить вопрос о точном 
удовлетворении граничных условий на боковой поверхности 
сферы. По- видимому, в общем случае, кроме сведения к 
бесконечным системам линейных уравнений здесь ничего 
нельзя предложить. Тем не менее, при специальных условиях 
опирания края оболочки, обобщенные условия 
ортогональности однородных решений позволяют 
представить решение в форме ряда, коэффициенты которого 
определяются точно. Кроме того, условие (2.5.16) может 
оказаться полезным при решении бесконечных систем 
уравнений, так как оно позволяет всегда удовлетворять одно 
из граничных условий на боковой поверхности сферического 
слоя точно.  

С помощью обобщенных условий ортогональности 
рассмотрим следующую задачу: пусть лицевые поверхности 
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sRr =  ( )2,1=s  свободны от напряжений, а на конических 
поверхностях jθθ =  ( )2,1=j  заданы следующие смешанные 
граничные условия 

( ) ( ) ( )
( ) 2

1

  при,0,0,,
  при,,,,

θθτθ
θθθττθ

θθ

ω
θ

ω
θ

===
===

r

ti
r

ti

trU
eeratrU

     (2.5.17) 

Общее решение уравнения Лежандра (2.3.4) имеет вид: 
( ) ( ) ( )θθθ coscos

2/12/1 −−
+=

nn
znzn QBPAm  

Тогда, удовлетворяя граничные условия (2.5.17) с 
помощью обобщенных условий ортогональности, для nA , nB  
получаем следующее алгебраические уравнения   

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) 0coscos

coscos

2
1

2
1

1
1

1
1

2/12/1

2/12/1

=+

=+

−−

−−

θθ

θθ

nn

nn

znzn

nznzn

QBPA

HQBPA
          (2.5.18) 

где 
( ) ( ) ( )∫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

−
+′

−
Δ= −

2

1
4
111

21
2 21

r

r
nnnnnHn rdrrUrWz

r
U

r
UraH τννν

ν

rdrW
r

WU
r

U

Wz
r

U
r

U
W

nnnn

r

r
nnn

n
n

⎭
⎬
⎫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′+−

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢
⎣

⎡
−⎥

⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
−

−
+′

−
=Δ ∫

11

4
111

21
22

1

2ννν
ν  

Из линейных систем (2.5.18) определяются постоянные nA  и 

nB  при любом n . 
( ) ( )2
11 cos

2/1
θ

−

−Δ=
nznn QHA , ( ) ( )2

11 cos
2/1

θ
−

−Δ=
nznn PHB  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1

2
1

2
1

1
1 coscoscoscos

2/12/12/12/1
θθθθ

−−−−
−−−=Δ

nnnn zzzz QPQP
Отметим, что эта задача для неоднородного сферического 
пояса в статическом случае рассмотрена в работе [18]. 
 Как было отмечено выше, в общем случае обобщенные 
условия ортогональности не позволяют точно удовлетворить 
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граничные условия на боковой поверхности сферического 
пояса. Здесь для удовлетворения граничных условий на 
боковой поверхности удобно использовать вариационный 
принцип Гамильтона. Согласно этому принципу, можно 
записать 

( ) ( ) 0
2

100

=+−= ∫ ∫∫∫∫ drdsUTdtdvUTdtH
s

r

r
pp

t

tv

t

t
δδδ       (2.5.19)    

Здесь T - плотность кинетической энергии. 

klijijkl

ii

CU

t
U

t
U

gT

εε
2
1
2
1

=

∂
∂

∂
∂

=
                                                 (2.5.20) 

U - плотность энергии деформации. 
Пусть при jθθ =  заданы следующие граничные условия 

( ) iwtj erQ=θσ , ( ) iwtjr erττ θ =                              (2.5.21) 
Поскольку однородные решения удовлетворяют 

уравнениям  движения (2.1.1) и однородным граничным 
условиям (2.3.1), с учетом (2.5.21) из вариационного 
принципа получаем 

( ) ( )[ ] 0
2

1

2

1

=−+−∑ ∫
=

=
rdrUUQ

j

r

r
rjrj jθθθθθ δττδσ       (2.5.22)   

Подставляя (2.5.9) в (2.5.22), для определения kC , 
вариации которых будем считать независимыми, получим 
следующую бесконечную систему 

j
nk
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j
nk NCH =∑

∞

=1
 ( ),...2,1=n                                     (2.5.23)  

Здесь  
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( ) ( ) +− ∫ rdrrWr
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θ
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     ( ) ( ) +
⎢
⎢
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⎡
= ∫ rdrrWrQ

d
dmN n

r

r
j
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2

1
θ

( ) ( ) ( ) jn
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r
jn rdrrUrTm θθθ =
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Используя малость параметра тонкостенности оболочки 
0/ Rh=ε , можно построить асимптотическое решение 

системы (2.5.23). Для этого надо подставить асимптотические 
выражения для θσ , θτ r , rU , θU , соответствующие 
различным группам нулей дисперсионного уравнения, в 
формулы (2.5.24). В заключение отметим, что в случаях 

( )1O=λ , ( )jO −= ελ , ( )jO 21−= ελ  ( )10 << j  системы (2.5.23) 
фактически совпадают с бесконечными системами, 
полученными в работе [25].  
 В случае ( )γελ −=O , ( )γε −=OZ  ( )1≥γ  мы получаем 
бесконечную систему алгебраических уравнений, 
порождаемых динамической задачей теории упругости. 
 В заключение, отметим, что все рассуждения 
относительно системы (1.4.18) справедливы и для системы 
(2.5.23). 
 
 2.6. Динамическое кручение сферического слоя 
 
 Рассмотрим крутильные колебания сферического пояса, 
когда его лицевые поверхности srr =  ( )2,1=s  свободны, а на 
конических срезах jθθ =  ( )21 θθ <  ( jθ - постоянные) заданы 
следующие граничные условия 

( ) ti
j er ω

θϕ ττ =  при jθθ =                                (2.6.1) 
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Решение уравнения (2.1.2) будем отыскивать в следующем 
виде 

( ) tie
d
dmUU ω

ϕ θ
ρ=                                              (2.6.2) 

Подставляя (2.6.2) в (2.1.2), с учетом (2.1.4) после 
разделения переменных относительно ( )θm  и ( )ρU  получаем 
следующую краевую задачу 

( ) 0
4
12

2

2
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                                        (2.6.6) 

Пока займемся изучением спектральной задачи (2.6.5), 
(2.6.6). 

Делая замену ( ) ( ) ρρρ /hU = , краевой задаче (2.6.5), 
(2.6.6) можно придать вид: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 02
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Обозначим через L  оператор 
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Краевая задача в операторной записи имеет такой вид: 

hLh γ=  
4
12 −= zγ  

Докажем, что система собственных функций оператора 
L  образует базис в пространстве ( )212 ,ρρL . Легко показать, 
что оператор L - самосопряженный в пространстве 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2212

1:,
ρ

ρρL . Построим функции Грина ( )xG ,ρ  оператора 

L . 
Общее решение дифференциального уравнения  
( ) ( ) 02 =+′′ ρλρ hh  

имеет следующий вид: 
( ) λρλρρ sincos 21 CCh +=                                         (2.6.8) 

 Функция 
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−= λρ

ρ
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1
11h  

λρ
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λρλ sin
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1
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удовлетворяет первому граничному условию и функция  
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удовлетворяет второму граничному условию. Поэтому 
функция ( )xG ,ρ  при некотором 0≠λC  имеет вид: 

( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧
⎢
⎣

⎡
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= λρ

ρ
λρλρλρ λ cossin2cos,
1

1
1CxG  



 124
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Заметим, что функция Грина ( )xG ,ρ  симметрична, то 
есть  ( ) ( )ρρ ,, xGxG = . Предположим, что λ  такое, что ноль 
не есть собственное значения (2.6.7) эквивалентна задаче на 
собственные значения для однородного интегрального 
уравнения  

( ) ( ) ( )dxxh
x

xGh 2
1,

2

1
∫=
ρ

ρ
ργρ , [ ]21,ρρCh∈           (2.6.9) 

Переходя к старой неизвестной функции 
( ) ( ) ρρρ /hU = , приведем интегральное уравнение (2.6.9) к 

эквивалентному виду 

( ) ( ) ( )dxxUxG
x

U ∫=
2

1

,1ρ

ρ
ρ

ρ
γρ       [ ]21,ρρCU ∈    (2.6.10) 

Ядро ( ) 01
≠, xG

x
ρ

ρ
, вещественно, непрерывно и 

симметрично. Поэтому к интегральному уравнению (2.6.10) 
применима теорема Гильберта-Шмидта, то есть, собственные 
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функции ( )xUk , соответствующие собственному значению 

kγ  образуют ортогональную систему в ( )212 ,ρρL  и эта 
система полна в  ( )212 ,ρρL  и образует базис в том же 
пространстве. 

Теперь рассмотрим краевую задачу (2.6.3) и (2.6.4). 
Общее решение уравнения (2.6.3) можно представить в виде 

( ) ( ) ( )θθθ coscos
2/12/1 21 −−

+=
nn znznn QCPCm        (2.6.11) 

 Постоянные nC1 , nC2  определим из условия (2.6.4). Для  
этого разложим ( )ρτ k  по собственным функциям краевой 
задачи (2.6.5), (2.6.6) 
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где  
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Удовлетворение граничных условий (2.6.4) приводит к 
линейной алгебраической системе второго порядка 
относительно постоянных nC1 , nC2 . Решение этой системы 
имеет вид: 
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( ) ( )21
1,1

2/121 ,4 θθθθ −+
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Dctgctg  
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )ψψψϕψϕ coscoscoscos,, s

z
l
z

l
z

s
z

ls
z QPQPD −=  

( )1;0, =ls  
 2. Исследуем асимптотическое поведение решения 
задачи о колебаниях сферического пояса. 
 Общее решение уравнения (2.6.5) имеет вид: 

( ) ( )[ ]λρλρ
ρ zzzz YCJCU 21

1
+=  

 Удовлетворяя однородным граничным условиям (2.6.6), 
получаем дисперсионное уравнение 
   ( ) ( )( ) ( )( )−−=Δ 21

0,1
121

0,0
21 ,6,9,,, λρλρρλρλρρρλ zz LLz   

( )( ) ( )( ) 0,4,6 21
1,1

21
2

21
1,0

2 =+− λρλρρρλλρλρλρ zz LL      (2.6.14) 
 Уравнение (2.6.14) имеет счетное множество нулей и им 
соответствуют следующие однородные решения 
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где kC - произвольные постоянные.  

( ) ( )( ) ( )( )[ ]2
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kk zzk LLU −=  
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( ) ( )( ) ( )( )[ −−= 2
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kk zzrk LL  
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ρρ
ρτθ kk zzk LL −=  

Теперь перейдем к исследованию корней уравнения 
(2.6.14).  

Для любого конечного ( )[ ]0при1 →= ελλ O  функция 
( ) ( )21,,,,, ρρλελ zzD Δ=  имеет два нуля со следующими 

асимптотическими свойствами ( )1Ozk =  при 0→ε  ( )2,1=k . 
Для доказательства разложим ( )ελ,,zD  в ряд по ε , получим 
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] } 0...8221227 4642 =+−+−− ελλλ  
Ищем kz  в виде следующего разложения  

...2
2

0 ++= kkk zzz ε  ( )2,1=k                         (2.6.17) 
После подстановки (2.6.17) в (2.6.16) получаем 

22
0 4/9 λ+=kz , 

0

2

2 6
5

k
k z
z λ

=                              (2.6.18) 

Рассмотрим случай, когда λ  безгранично растет при 
0→ε . Здесь отдельно будем рассматривать следующие 

предельные случаи: а) 0→λε  при 0→ε ;  б) const→λε  при 
0→ε . 
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Определим вначале такие kz , когда 0→λε  при 0→ε  
допустим, что главные члены асимптотики kz  и λ  имеют 
вид: 

βε −= 0kk zz , q−= ελλ 0 , ( )10 Ozk =                (2.6.19) 
( )10 O=λ , 10 << β , 10 << q  

 Подставляя (2.6.19) в (2.6.16), из условия 
непротиворечивости построенного асимптотического 
процесса получаем, что здесь возможен только случай β=q . 
 Задавая  βελλ −= 0 , отыскиваем kz  в виде  
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После подстановки этих разложений в (2.6.16) получаем 
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 (2.6.21) 

Рассмотрим случай, когда 0→λε  при 0→ε ;  
const→λε  при 0→ε . Отыскиваем nz  ( )4−= kn  в 

следующем виде 

( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += −βε
ε
δ 1Oiz n

n , βελλ −= 0 ,  10 <≤ β        (2.6.22) 

После подстановки (2.6.22) в уравнение (2.6.14) и 
преобразования его с помощью асимптотических разложений 
функций ( )xJ z , ( )xyz  для nδ  поучаем 

02sin =nδ                                         (2.6.23) 
Это уравнение полностью совпадает с уравнением, 

определяющим показатели краевых эффектов Сен-Венана в 
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вихревой задаче теории толстых плит [7]. Для построения 
асимптотики второй группы нулей const→λε  ( )z~λ , 

constz →ε  при  0→ε , задавая 1
0

−= ελλ , отыскиваем 
( )kppz p ≠= ,...,2,1  в следующем виде: 

( )ε
ε
γ

Oz p
p +=                                 (2.6.24) 

Как и выше, после подстановки (2.6.24) в (2.6.14) и 
преобразования его с помощью асимптотических разложений 

( )xJ z , ( )xYz  при больших значениях индекса и аргумента для 

pγ  получаем следующее уравнение 

02sin 22
0 =− pγλ                             (2.6.25) 

При заданных λ  уравнение (2.6.25) определяет счетное  
множество pz . 

Теперь приведем асимптотические формулы для ϕU , 

ϕτ r , θϕτ . Полагая εηρ +=1 , 11 ≤≤− η  и раскладывая по 
малому параметру ε  из (2.6.15), в первом члене асимптотики 
соответственно получаем: 
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( ) ( )ετ ϕ Or =2   
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( ) ( )β
ϕ ετ 432 −=Or  1

2
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Отметим, что при ϕτβ r4
3

=  имеет такой же порядок, как 

и θϕτ . При ϕτβ r4
3

>  является основным. 

Как было отмечено выше, решение, соответствующее 
корням уравнения (2.6.23) в первом члене асимптотики 
совпадает с решением краевых эффектов Сен-Венана в 
теории толстых плит и поэтому здесь не приводится. 

Наконец, в случае сверхвысокочастотных колебаний 
получаем 

( ) ( )[ ] tik
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∞

=
   

( ) ( )[ ] tik
k

k
k e

d
dmBG ω

θϕ θ
ηγλετ 1cos 22

0
1

3 −−= ∑
∞

=
              (2.6.28) 

( ) ( )[ ] ti
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ϕ ηγλγλτ 1sin 22
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∞

=
 

Как видно из (2.6.28), в случае сверхвысокочастотных 
колебаний ϕτ r  является основным, который в прикладной 
теории оболочек не учитывается.  

 Как было отмечено выше, случай 
4
12 =z  является 

особым и соответствует толщенным резонансам. В этом 
случае краевая задача (2.6.5), (2.6.6) принимает вид: 
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⎞
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⎝

⎛
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=+′+′′

= s

UU
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ρρρ

λ
ρ

                      (2.6.29) 

Общее решение имеет вид: 
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( ) ( )λρλρ
ρ

ρ sincos1
21 CCU +=   

Удовлетворяя граничным условиям, получаем: 

( ) ( )[
] 02cos4

2sin4
,
1, 222

21
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−−+=

λελε

λεελλ
ρρ

ελD
             (2.6.30) 

Уравнение (2.6.30) определяет счетное множество частот 
толщенного резонанса.  
 
 2.7. Неосесимметричные динамические задачи   
                теории упругости для полой сферы  
 
 В настоящем параграфе рассматривается 
неосесимметричная динамическая задача теории упругости 
для полой сферы. Благодаря сферической симметрии общая 
краевая задача разбивается на две, одна из которых в 
точности совпадает с краевой задачей для осесимметричных 
колебаний полой сферы, вторая- описывает вихревые 
движения полой сферы (она совпадает с краевой задачей для 
чисто крутильных колебаний полой сферы). 
 Рассмотрим сферической слой, отнесенный к 
сферической системе координат 

21 rrr ≤≤ , ( ) ( )ϕθθϕθ 21 ≤≤ , πϕ 20 ≤≤          (2.7.1) 
Уравнения движения в перемещениях имеют вид: 
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 Предполагается, что со стороны лицевых поверхностей 
на слой действует нагрузка: 
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           (2.7.3)  

а на остальной части границы заданы следующие граничные 
условия: 
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Используя результаты работ [18,126], двумерное 
векторное поле ( )ϕθ UU ,  представим в виде 

ϕθθθ ∂
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+
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FU
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∂
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FU
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Подставляя (2.7.5) в уравнение движения (2.7.2) и 
граничные условия (2.5.3) соответственно получим 

( ) 0,1 =ΦrUL                                                           (2.7.6) 
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Соотношения (2.7.7), (2.7.8) тождественно 
удовлетворяются, если положить 
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где ( )tr ,,, ϕθχ  удовлетворяет уравнению 
( ) 0,,,0 =Δ tr ϕθχ                                                   (2.7.13) 

Теперь ( ) ( )[ ]krk
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Тогда исходная краевая задача (2.7.2)-(2.7.3) распадается на 
две 
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ϕ
χ
∂
∂

−=Φ,2 rUL                           (2.7.15) 
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( )( )ϕθ ,ke - произвольные функции, удовлетворяющие 
уравнению  

( )( ) 0,0 =Δ ϕθke  
 Законность представления (2.7.5) подробно обсуждена в 
работе [18] и нет необходимость ее здесь обсуждать. Там же 
показано, что, не умиляя общности, всегда можно положить 

0=χ , ( ) 0=ke . 
 Для построения однородных решений для сферического 
слоя в (2.7.15)-(2.7.18), положим ( ) ( ) ( ) 032 === kkk

r qqq . Тогда 
окончательно получим 
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( ) 03 =FL , ( )[ ] 03 == krr
FM                                  (2.7.20) 

Решение (2.7.19) и (2.7.20) отыскиваем в виде 
( ) ( )
( ) ( ) ti

ti
r

eTrb

eTraU
ω

ω

ϕθ

ϕθ

,

,

=Φ

=
                                            (2.7.21) 

( ) tieTrF ω

ϕ
ψ

∂
∂

=  

Где ( )ϕθ ,T  подчинено условию 
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⎛ −+Δ TzT                                               (2.7.22) 

 Подставляя (2.7.21) в (2.7.19), (2.7.20) с учетом (2.7.22) 
после разделения переменных соответственно получим 
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 Краевая задача (2.7.23)-(2.7.24) описывает 
потенциальное движение оболочки и полностью совпадает с 
краевой задачей об осесимметричных колебаниях 
сферического пояса. Краевая задача (2.7.25)-(2.7.26) 
описывает вихревое движение оболочки и совпадает с 
краевой задачей о чисто крутильных колебаниях 
сферического пояса. 
 Следует отметить, что такое разбиение колебаний 
можно было бы получить, исходя из общих представлений 
решения динамической задачи теории упругости через 
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функции Бесселя и Лежандра. Однако такой путь был бы 
более громоздким и не позволил бы установить прямую связь 
краевых задач (2.7.23)-(2.7.24), (2.7.25)-(2.7.26) с краевыми 
задачами об осесимметричных и крутильных колебаниях 
оболочки, соответственно. Представление (2.7.5) приводит к 
расчленению напряженно-деформированного состояния. 
Индексом “1” вверху будем обозначать часть перемещений и 
напряжений, соответствующую потенциальной задаче, 
индексом “2”- вихревой. 
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Обозначим те же, что и предыдущих параграфах. 
Таким образом, общая динамическая задача теории 

упругости для сферического слоя расчленяется на две. 
Однако решений этих двух задач связаны через граничные 
условия на боковой поверхности. Поэтому при 
удовлетворении граничных условий на боковой поверхности 
возникают трудности, главным образом, связанные с 
неортогональностью однородных решений. Как было 
показано в предыдущих параграфах, решения потенциальной 
задачи обладают свойством обобщенной ортогональности, 
решения вихревой задачи ортогональны. Но решения разных 
групп не обладают этими свойствами.  

Поэтому сейчас займемся вопросами удовлетворения 
граничных условий на боковой поверхности с помощью 
однородных решений. В случае, когда constj =θ , сведение 
краевых задач к решению бесконечных систем 
алгебраических уравнений осуществляется таким же образом, 
как и осесимметричном случае. 

Рассмотрим случай, когда ( )ϕθθ jj = . Для простоты 
рассмотрим сферической слой с одним краем ( )ϕθθ 1=  
( )πθθ ≤≤1 . В плоскости переменных θϕ,  введем систему 
местных безразмерных координат [18], связанных с боковым 
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контуром слоя rns ,,  (рис.3). Зададим границу 
параметрически  

( )s1ϕϕ = ,    ( )s1θθ =  
Тогда координаты точек на плоскости θϕ,  выражаются 
через n  и s  по формулам: 

( ) ( ) ( )snlsns += 1, ϕϕ ,  ( )
ds
dsl 1θ=  

( ) ( ) ( )snmsns += 1, θθ ,  ( )
ds
dsm 1ϕ−=  

( )sl , ( )sm - направляющие косинусы нормали к границе.  
 Нам необходимо в выражениях для перемещений и 
напряжений перейти к местным координатам sn, , то есть 
найти выражения величин nσ , sσ , nsτ , nU , sU  и др. 
 Выпишем все составляющие вектора перемещений и 
тензора напряжений в этих осях, пользуясь известными 
формулами теории упругости 

mlml

mllm

s

n

θϕϕϕθθ

θϕϕϕθθ

τσσσ

τσσσ

2

2
22

22

−+=

++=
                                    (2.7.31)  

 rr σσ =  
 ( ) ( )22 lmmlns −+−= θϕθθϕϕ τσστ  

lmrnr θϕθ τττ +=  

θϕ τττ rrsr lm −=  
mUlUUn ϕθ += , lUmUUs ϕθ +−=  

Установим зависимость между производными функций 
в одной и другой системах координат 

( )
( )sR
sm

ds
dl

−= , ( )
( )sR
sl

ds
dm

=  

Здесь ( )sR - безразмерный радиус кривизны кривой 
( )ϕθθ 1=  в плоскости переменных ϕ , θ . 
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Подставим теперь выражения для напряжений и 
перемещений (2.7.27), (2.7.28), (2.7.29) и (2.7.30) в формулы 
(2.7.31) и принимая во внимание (2.7.32), получим 
напряжения и перемещения потенциального и вихревого 
решений в местной системе координат. 

( ) ( ) ( )−⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−′= rZrrZr

rr
GC

zzn αλ
ν

ναασ 22
2

11

1
12  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )][ ×−′−+⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −− rZrZrZnsTrZz zzzz λλλαλ 22,

4
12 2

 



 143

+⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−′+

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+
∂∂

∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎩
⎨
⎧

+
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +×

H
H
ll

H
lm

n
lm

ns
Tlm

H
lm

s
T

H
lm

2
sin

sin
2

sin
11

2

2

2

2

2

4
4

2

2

2
2

2

2

2

22

2

θ

θθ
 

n
m

H
l

s
H

H
ll

H
l

∂
∂′−

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−′+ 22  

( ) ( ) ( )[

( ) ( ) ( )]

ti

zz

zzsr

e
n
Tml

s
Tml

H
rZrzrZr

rZrZr
rr

GC

ω

θ

θ
λϕλλ

ααατ

⎥⎦
⎤

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

+
⎢
⎢
⎣

⎡

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−′+

+−′−=

sin
11

sin
1,2

32

2
2

3

2
11

 

( ) ( ) ( )[{

( ) ( ) ( )]

( ) ( ) ( )[ ]

ti

zzz

zz

zznr

e
n
Tl

s
T

H
ml

ctgrZrZrrZ

n
Tm

s
T

H
lmrZrzrZr

rZrZr
rr

GC

ω

θ
θλλλα

λϕλλ

ααατ

⎭
⎬
⎫
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

−×

×−′−−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

−′+

+−′=

2

2
3

2
11

sin
22

,2

32

 

( ) ( ) ( ) ( ) ×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −′−= rZ

r
rZrZ

rr
CU zzzn λλλα

2
1111  

tie
n
Tml

s
Tm

H
l ω

θθ ⎥⎦
⎤

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−×

sin
11

sin

22
 

( ) ( ) ( ) ( ) ×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −′−= rZ

r
rZrZ

rr
CU zzzs λλλα

2
1111  



 144

tie
n
Tlm

s
Tml ω

θθ⎢
⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−×

sinsin
11

2
2  

+
∂
∂

+
∂∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

2

2
2

2

2

2

2

2

2

2 2
n

l
nsH

lm
sH

m
ϕ

 

n
l

mH
m

s
H

H
mm

H
m

∂
∂′−

∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−′+ 2  

( ) ( ) ( )
−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
∂
∂

⎩
⎨
⎧ −

= 2

2

22

222
12 1

sin s
T

Hn
TlmmlrZ

rr
GC

zn θ
λσ  

⎢
⎣

⎡
×−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−′+

∂∂
∂

−
θθθ sin

2
sinsin

1
2

2

2

22

H
lmH

H
ll

H
ml

ns
T

H
 

( )
+

−
+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−′×

H
lmmctg

RH
H

H
mm

22

2 sinsin
12

θ
θ

θ
 

( )⎢⎣
⎡ ×−′−′+

∂
∂

⎥
⎦

⎤
+

θ
θ

θ
θ

sinsin
12

2 ctglmml
H
ml

s
T

H
mlctg  

( ) ( ) tiensmlTz
n
Tlmctglml ωθ

⎭
⎬
⎫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

∂
∂

⎥⎦

⎤+−× ,
4
12 2222  

( ) ( ) −
∂∂

∂

⎩
⎨
⎧

+
∂
∂

−=
ns
T

H
lm

s
T

H
lmrZ

rr
GC

zns

222

2

2

2

3
22

sin
4

sin
22

θθ
λτ  

+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−′⎢

⎣

⎡
−+

∂
∂

−
H
lmctgH

H
mm

H
lm

n
Tml 2

2

2

2

23

sin
22

sin
2

sin
2

θ
θ

θθ
 

( ) ++⎢
⎣

⎡ ′
−+

∂
∂

⎥⎦
⎤−+

θ
θ

θ
θ

sin
2

sin
2 2

2
22 ctgml

H
llm

s
Tctglm

H
l  

( ) ( ) tielmz
n
Tctglmm ωθ

⎭
⎬
⎫

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

∂
∂

⎥⎦

⎤−+ 22222

4
1

2
1  



 145

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ti
z

zznr

enslTz
s
T

H
mlctgrZ

n
Tm

s
T

H
lmrZrrZ

rr
GC

ωθλ

λλλτ

⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
∂
∂

⎥
⎦

⎤
′

⎩
⎨
⎧
⎢⎣
⎡ −=

,
4
12

2
3

2

222

 

( ) ( ) ( )]

ti

zzsr

e
n
Tlm

s
T

H
ml

rZrrZ
rr

GC

ω

θ

θ
λλλτ

⎥
⎥
⎦

⎤

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

∂
∂

×

×⎢
⎣

⎡
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′−−=

sin

sin
1123

2
2

2

22

 

( ) ( )

−
∂
∂

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−′+

∂
∂

+

+
∂∂

∂
−

∂
∂

⎩
⎨
⎧=

s
T

H
lmH

H
mm

H
ml

n
Tl

ns
T

H
ml

s
T

H
lmrZ

r
CU zn

2
sinsin

sin
2

sin
1

2

23

22

2

2

2

2
22

θθ

θθ
λ

 

tie
n
Tml

H
ml ω

θ ⎥⎦
⎤

∂
∂
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +′− 2

sin
 

( ) ( )

+
∂
∂

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−′+

∂
∂

+

+
∂∂

∂
−

∂
∂

⎩
⎨
⎧−=

s
T

H
lH

H
mm

H
m

n
Tml

ns
T

H
lm

s
T

H
mrZ

r
CU zs

22

2

22

22

2

2

3

3
22

2
sinsin

sin
2

sin
1

θθ

θθ
λ

 

tie
n
Tl

H
lmlm ω

⎥⎦
⎤

∂
∂
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−+  

( ) ( )21
nnn σσσ += ,  ( ) ( )21

sss σσσ +=  
( ) ( )21

nsnsns τττ += ,   ( ) ( )21
nrnrnr τττ +=  

( )1
rr σσ = ,                       ( )1

rr UU =                         (2.7.33) 
( ) ( )21

nnn UUU += ,   ( ) ( )21
sss UUU +=  

Как известно, решением уравнения (2.7.22) является функция 
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zz

n
zz

n
z QBPAK +=  

где zA , zB - произвольные постоянные, n
zP , n

zQ - 
присоединенные функции Лежандра порядка n . 
 Однако иногда удобно использовать приближенные 
подходы. Поэтому в случае ( )ϕθθ j=  целесообразно 
выписать это уравнение в переменных n  и s . Используя 
формулы (2.7.32), получим 

 ( ) ( ) +
∂
∂

+
∂∂

∂
−

∂
∂

2

2

2

2

2

2

1 ,2,
s
TnsI

ns
T

H
mlctg

n
TnsI θ  

( )[ ] ( ) +
∂
∂

+
∂
∂

++
s
TnsI

n
TmctgnsI ,, 43 θ                         (2.7.34) 

( )nsTz ,
4
12 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+  

где  

( )
θ2

2
2

1 sin
, lmnsI += , ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

θ2

2
2

22 sin
1, ml
H

nsI  

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

−′=
θ23 sin

1, lmml
H

nsI  

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−′+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−′+= H

H
ll

H
lH

H
mm

H
mlctg

H
nsI 22

sin
1, 24 θ

θ

 Уравнение (2.7.34) асимптотическим методом 
исследовано в работе [18]. 

Теперь используя асимптотики функции ( )nsT ,  и 
результаты 2.5-2.6, легко получить простые асимптотические 
формулы для напряжений и перемещений. Однако здесь на 
этом останавливаться не будем. 

Теперь сформулируем вариационный принцип, 
позволяющий в случае ( )ϕθθ jj =  свести краевые задачи к 
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решению бесконечных систем линейных алгебраических 
уравнений.  

Будем считать, что в каждой точке боковой поверхности 
( )[ ]ϕθθ 1=  слоя задана система напряжений 
( ) ti

n ers ωσ ,0 ,  ( ) ti
ns ers ωτ ,0 , ( ) ti

nr ers ωτ ,0  

которые, разумеется, тоже выражаются через tieQ ω
θ , ti

r eQ ω
θ , 

tieQ ω
θϕ . 

 Для удовлетворения граничных условий на боковой 
поверхности, как и в осесимметричном случае, используем 
вариационный принцип Гамильтона. Поскольку перемещения 
(2.7.27) и (2.7.29) и соответствующие им напряжения (2.7.28), 
(2.7.30), являются точным решением уравнений движения, из 
вариационного принципа получаем 

( ) ( )[ +−+−∫ ∫
∂

*
0

0**0*
2

1
s

s

r

r
nsnsnnn UU δττδσσ  

( ) ] 0*0* =−+ rdrdsUrnrnr δττ                                          (2.7.35) 

Здесь s∂ - контур границы, ** ,...., nn Uσ - амплитудные значения 
соответствующих величин. 
 Из (2.7.35) получим бесконечную систему 
алгебраических уравнений.  
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ГЛАВА 3  
 

СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ ИЗОТРОПНОГО ПОЛОГО 
ЦИЛИНДРА И ЗАМКНУТОЙ  ПОЛОЙ СФЕРЫ 

 
Как известно, при исследовании вынужденных 

колебаний и других квазистационарных процессов для тел 
конечных размеров важно знать собственные частоты и 
соответствующие им формы колебаний. Определение частот 
собственных колебаний оболочек имеет давнюю историю, его 
можно отнести к классическим задачам математической 
физики. Однако результаты, приведенные в монографии [44], 
где исходя из классических линейных двумерных уравнений 
теории оболочек авторы исследуют спектры частот 
свободных колебаний оболочек, показывают, что 
соответствующие математические задачи даже в рамках 
классической теории оболочек не всегда являются простыми. 
Возникающие здесь трудности связаны с тем, что уравнения с 
переменными коэффициентами в определенной полосе частот 
имеют в области интегрирования так называемые точки 
ветвления. В окрестности этих точек обычные 
асимптотические разложения становятся непригодными. В 
указанной работе асимптотический метод решения задачи о 
свободных колебаниях оболочек развит для случая, когда в 
области интегрирования имеются точки ветвления. Здесь нет 
возможности перечислить все работы, относящиеся к 
свободным колебаниям оболочек. Первоначальное состояние 
этой проблемы описано в монографии О.Д.Ониашвили [119]; 
некоторые более поздние результаты приведены в 
справочниках В.С.Гонткевича [52], Биргера И.А., Пановко 
Я.Г. [17]. Поэтому здесь ограничимся лишь некоторыми 
сведениями. В работе [153] асимптотический метод 
А.Л.Гольденвейзера использован в рамках трехмерной теории 
упругости для анализа колебаний упругого слоя. 
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Асимптотический метод В.В.Болотина нашел широкое 
применение в рамках двумерных теорий и использован также 
при анализе собственных колебаний пластин на основе 
уравнений теории упругости [101]. В работах [9] 
асимптотический метод варианта И.И.Воровича с успехом 
использован при исследовании динамических задач теории 
упругости для плиты. В частности, для собственных частот 
плит получены эффективные соотношения. В работе [49] 
методом собственных векторных функций исследованы 
особенности частотных спектров и собственных форм 
колебаний конечных пластин. Там же приведен полный 
литературный обзор по методам решения динамических 
краевых задач теории упругости. 

В работе [138] рассмотрены собственные колебания 
плиты при сдвиговых деформациях.  

Однако, весьма важный вопрос об определении частот 
колебаний для оболочек, рассмотренных по трехмерной 
теории упругости, и сопоставление полученных результатов с 
результатами, полученными по прикладным теориям, остался 
открытым. 

Настоящая глава посвящена этому вопросу. 
Разработанный в предыдущих главах алгоритм решения 
задачи о вынужденных колебаниях позволяет найти 
собственную частоту с определенной частностью, так как в 
общем случае условие обращения в нуль основного 
определителя бесконечных систем служит уравнением для 
определения собственных частот. Здесь можно поступить 
следующим образом: фиксируется широкий интервал, 
содержащий собственную частоту. Последующее дробление 
этого интервала позволяет найти с высокой точностью как 
саму собственную частоту, так и характеристики 
соответствующей формы колебаний. однако, как было 
отмечено в работе [49], при приближении к собственной 
частоте ухудшается точность выполнения граничных условий 
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при фиксированном порядке конечной системы. Это 
накладывает ограничение на деление частотного интервала, в 
некотором смысле ограничивает степень точности 
определения собственной частоты при выбранном порядке 
конечной системы. С другой стороны, определение 
интервала, содержащего собственную частоту, само является 
непростой задачей.  

Ниже будет показано, что для определения собственных 
частот обращение к бесконечным системам необязательно. 
Во всех практически важных случаях можно построить 
асимптотический процесс для нахождения собственных 
частот, не обращаясь к бесконечным системам. В настоящей 
главе предлагается асимптотический процесс для нахождения 
частот свободных осесимметричных колебаний изотропного 
полого цилиндра и замкнутой полой сферы. Подробно 
асимптотический процесс строится для цилиндра со 
свободными боковыми поверхностями и шарнирно опертым 
по торцам и замкнутой полой сферы со свободными 
лицевыми поверхностями. 

Эти задачи могут быть рассмотрены как модельные, так 
как изучение асимптотического процесса для других 
граничных условий не представляет принципиальных 
затруднений. 

 
3.1. Свободные колебания изотропного полого  
        цилиндра 

 
 Рассматривается осесимметричная задача о 
собственных колебаниях изотропного полого цилиндра при 
следующих граничных условиях: 

0=rσ , 0=rzτ ,   0=ϕτ r    при   nRr =  ( )2,1=n      (3.1.1)     
 0=rU , 0=zσ ,    0=ϕτ z  при lz ±=                       (3.1.2)               
Решение строим в виде  
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( ) ( )

( ) k
l

peU

eWUeUU

ti

ti
z

ti
r

πρξρυ

ρξρρξρ

ω
ϕ

ωω

==

==

,cos

cos,sin
        (3.1.3) 

Удовлетворяя системе дифференциальных уравнений 
Ламе, граничным условиям (3.1.2) и используя результаты 
первой главы, для ( )ρU , ( )ρW  и ( )ρυ  окончательно получим 
  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 41312111 CpYCpJCYCJU γργραρααραρ ++−−=  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 40302010 CYCJCpYCpJW γργγργαραρρ +++=   (3.1.4) 
( ) ( ) ( )γργρρυ 1211 YbJb +=  

222

1
21

2
1 p−

−
−

= λ
ν
να , 222 p−= λγ  

Учитывая граничные условия (3.1.1), относительно 
( )4,3,2,1=iCi  и kb  ( )2,1=k  получаем систему линейных 

алгебраических уравнений. Условие существования 
нетривиальных решений этой системы приводит к 
частотному уравнению относительно 2λ  

( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ] 0

22

2

24

8,,,

10011101

44
1100

8
1100

422
1101

421
2

1
1110

421
1

1
1101

2221
2

1
1110

2221
1

1
1111

241
2

1
1

1

421
2

1
1

2
21

2
1

=+×
×−−−

−++

++×

×+−

−−=Δ

−−−−

−−

−−−−−

−−−

αγγα
δαγγαδαγγα

γααδλργααδλρ

αγγαλραγ

γαλργααλρρ

δρρπρρρλ

LLLL
pLLLLp

LLLL

LLpLL

pLL

p

(3.1.5) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )γρργγρ

γγργγρρρλ

11
1

2
1

101
1

2

10
1

100
2

21
2

2 ,,,

LL

LL
−−−

−

+−

−−=Δ
                         (3.1.6) 

 222

2
1 p−= λδ  

 Левая часть уравнений (3.1.5) и (3.1.6) как 
трансцендентная целая функция параметра 2λ  имеет счетное 
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множество нулей с точкой сгущения на бесконечности, 
асимптотическое поведение которого будет рассмотрено.  
 
 3.2. Анализ частотного уравнения и форм 
                колебаний  для цилиндра  
 
 Проведем анализ нулей частотных уравнений (3.1.5) и 
(3.1.6). Для этого, как и в первой главе, сделаем некоторые 
предположения относительно геометрических параметров 
цилиндра. Положим 

ερ −=11 ,   ερ +=12 , 
0

22
R
h

=ε                             (3.2.1) 

Считаем, что ε  малый параметр. Подставляя (3.2.1) в 
(3.1.5) и (3.1.6) соответственно получаем 

( ) ( ) 0,,,,, 21
2

1
2

1 =Δ= ρρλελ ppD                          (3.2.2)  
( ) ( ) 0,,,,, 21

2
2

2
2 =Δ= ρρλελ ppD                         (3.2.3) 

 Уравнение (3.2.3) будет рассмотрено позже. Поэтому 
переходим к изучению нулей функции ( )ελ ,,2

1 pD . 
 Случай 0=p  рассматривается отдельно. 
 Относительно нулей ( )ελ ,,2

1 pD  можно сформулировать 
следующее утверждение: для любого конечного p  
( ( )βεOp = , 0≥β  при 0→ε ) функция ( )ελ ,,2

1 pD  имеет 
конечное число нулей со следующими асимптотическими 
свойствами 

( )qk O ε=Λ , 0≥q , 
E
Rm 2

0
2

02 ω
=Λ  

 Приведем схему доказательства этого утверждения. Для 
этого разложим ( )ελ ,,2

1 pD  в ряд по ε ; 
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( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )( ) ( )[ ]{
( ) ( ) ( )( )[
( )] ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) }
( ) 0......845/1

197146

124311219

99212111641

142312
3
1

111

11116,,

48

22242

262222

22422
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2222222

42224222
1

=++−+

+Λ−+Λ+−×

×+−Λ−+−+−+

+Λ−+++Λ+−+−

−−−Λ−++−+

+−−Λ−+Λ−+

+Λ−−Λ−+= −

ε

εννν

ννννν

νννννν

ννν

ννν

νεννελ

p

p

pp

pp

pD

   (3.2.4) 

 Допустим, что главные члены асимптотики kΛ  и P  
имеют вид  

q
kk ε0Λ=Λ , βε0PP = , ( )10 Ok =Λ , ( )10 OP =     (3.2.5) 

0≥q , 0≥β  
 Подставляя (3.2.5) в (3.2.4), из условия 
непротиворечивости построенного асимптотического 
процесса получаем, что здесь возможен только случай 0=q  и 

β=q  
 Отметим, что здесь и в дальнейшем иногда основной 
интервал изменения параметров q  и β  будем разбивать на 
подинтервалы, так как в зависимости от того, на каком 
интервале находятся q  и β , нули функции ( )ελ ,,2

1 pD  имеют 
различные асимптотические представления. Область 
изменения параметров q  и β  указаны на рисунке 4. 
 В первом случае ( 0,,0 0 >== βε βPPq ) ищем kΛ  
( )1=k  в виде 

1...

10...
2

20

2
20

≥+Λ+Λ=Λ

<<+Λ+Λ=Λ

βε

βε β

kkk

kkk                         (3.2.6)      

После подстановки (3.2.6) и (3.2.4) получаем 
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        (3.2.7) 

Во втором случае  ( )β=q  отыскиваем kΛ  ( )2=k  в виде 

...3
20 +Λ+Λ=Λ ββ εε kkk                                (3.2.8) 

Тогда из (3.2.4) получим 

00 Pk =Λ , 
2

3
0

2

2
p

k
ν

−=Λ                                    (3.2.9) 

Эти частоты являются частотами так называемых 
сверхнизкочастотных колебаний. 
 Наконец, рассмотрим случай, когда 0== βq . Ищем   

kΛ  в виде 

...2
2

0 +Λ+Λ=Λ kkk ε   ( )2,1=k                               (3.2.10) 
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−− 222221212
0 411112 ppp k
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( ) ( ) }2
0

24
0

2 197146 kk Λ−−Λ+−× ννν  
 Итак, доказано, что при фиксированных конечных P  
имеется две частоты собственных колебаний.  
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 Рассмотрим случай, когда P  безгранично растет при 
0→ε . Здесь будем рассматривать только следующие 

предельные случаи: 0→εP  при 0→ε ;   constP →ε  при 
0→ε . 

 Определим вначале такие kΛ ( )2,1=k , когда 0→εP  
при 0→ε . Для этого опять используем разложения (3.2.4). 
Допустим, что главные члены асимптотики kΛ  и P  имеет 
вид: 

( )
( ) 10,10,1

1,,

0

000

<<<≤=
=Λ=Λ=Λ −−

β
εε β

qOP
OPP k

q
kk          (3.2.12) 

 Нетрудно доказать, что β≤q . Здесь отдельно будем 
рассматривать случаи, когда 0=q  и β=q , 0≠q . 
 В первом случае из разложения (3.2.4) получаем, что 

2
10 << β . Случай 

2
1

=β  рассматривается  отдельно. 

Отыскиваем kΛ  ( )1=k  в виде  

...,2
20 +Λ+Λ=Λ βεkkk  

3
10 ≤< β                  (3.2.13)  

...,42
20 +Λ+Λ=Λ − βεkkk  

2
1

3
1

<< β               (3.2.14) 

После подстановки этих разложений в (3.2.4) получаем 
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 ( ) 2
1

3
1,

16 2

4
0
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−

=Λ β
ν
P

k                                 (3.2.16) 

В случае, когда 0=q , 
2
1

=β , получаем 
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Аналогично в случае β=q из (3.2.4) получаем 

...,10 +Λ+Λ=Λ − ββ εε kkk  
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 В случае 0≠q , β<q , подставив (3.2.12) в (3.2.4) и 
сохраняя только главные члены, для kλ  получаем следующие 
предельные уравнения: 

( ) ( ) ( )[ ] ++Λ−Λ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

= 321 2
0

2
0

24
0

2
2

1 1
1
116,, ααα εενε

ν
νελ OPPD kk  

( )[ ]{ } 0,max
3
1 6546
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q421 −=α , ( )q−= βα 22 , ( )βα +−= q23  
βα 244 −= , βα 2225 −−= q , βα 626 −=  
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Отсюда получаем 12 −= βq . А из условия 0>q  имеем 

2
1

>β . Таким образом, 1
2
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<< β . Отыскиваем теперь kΛ  в 

виде 
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После подстановки в (3.2.4) получаем 
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−

=Λ
−

=Λ β
ν

ν P
P

kk           (3.2.21) 

( ) ( )
( ) ( ) 3

2

13130

177
2
13

2

4
0

2
0

2

2 =
−−

−
+

−
=Λ β

νν

νν P
Pk  

( ) ( ) 1
3
2

13130

177 4
022 <<

−−

−
=Λ β

νν

ν Pk  

Рассмотрим второй случай, когда constP →ε  при 0→ε ;   
( const→λε  при 0→ε ). Отыскиваем ( ),...4,3,2 =−= kknnλ  
в виде 

( )ε
ε
δ

λ On
n += , 1

0
−= εPP ,  ( ),...2,1=n               (3.2.22) 

После подстановки (3.2.22) в (3.1.5) и преобразования 
его с помощью асимптотических разложений функций 

( ) ( )xYxJ νν ,  при больших значениях аргумента для δ  
получаем уравнение  
( )
( ) 0cossin4sincos2

sincos4cossin2

2
0

22
0

2

2
0

22
0

2

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−×

×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

nnnnnnn

nnnnnnn

PP

PP

γαγαγαδ

γαγαγαδ
  (3.2.23) 
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( )
2

0
22

12
21 Pnn −
−
−

= δ
ν
να , 2

0
22 Pnn −= δγ  

 При заданных 0P  трансцендентное уравнение (3.2.23) 
определяет счетное множество nλ . Следует отметит, что 
уравнение (3.2.23) фактически совпадает с частотным 
уравнением Релея-Лэмба для упругого слоя [49]. 
  В принципе возможен случай  

1
0

−= εPP , ( )1O=λ    ( )λ>>P  при 0→ε               (3.2.24)  
 В этом случае  

*αα i= , *γγ i= , ( ) ( )xixJ ααν =  

( ) ( )xiYxY *αα νν = , ( ) ( )xiJxJ *γγ νν = ,                       (3.2.25) 

( ) ( )xiYxY *γγ νν = , 22* λγ −= P  

( ) ( )νλνα −−−= − 1/212 212* P  
После подстановки (3.2.24), (3.2.25) в уравнение (3.1.5) 

и преобразования его с помощью асимптотических 
разложений функций ( ) ( )xYxJ νν ,  при больших значениях 

аргумента для ( )ελ ,,2
1 PD  в первом члене асимптотики 

получаем 
( ) ( )εελ OPPshPD +−= 2

00
22

1 4,,                           (3.2.26) 
Вещественный параметр P  не может быть решением 

уравнения 042 2
00

2 =− PPsh , так как это уравнение имеет 
только комплексные нули. Поэтому в этом случае 

( ) 0,,2
1 ≠ελ PD . Таким образом, в указанном случае 

свободных колебаний не существует. Оболочка может 
совершать только вынужденные колебания. 

Как было отмечено выше, случай 0=P  является 
особым. В этом случае краевая задача разбивается на две: 

( ) ti
r eaU ωρ0= , 0≡zU   ( 0≡rzτ )                   (3.2.27)   
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0≡rU , ( ) ti
z ebU ωρ0=   ( )0≡== zr σσσ ϕ         (3.2.28) 

Подставляя (3.2.27) и (3.2.28) в уравнение Ламе и 
граничные условия (3.1.1), соответственно, получаем 

011
02

2
000 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+′+′′ aaa
ρ

α
ρ

  

( )
22

0 12
21 λ
ν
να

−
−

=                                                           (3.2.29) 

( ) 01 00 =+′− aa
ρ
νν  при sρρ =   ( )2,1=s                (3.2.30) 

01
0

2
00 =+′+′′ bbb λ

ρ
                                                 (3.2.31) 

00 =′b  при sρρ =                                                    (3.2.32) 
Общее решение уравнений (3.2.29) и (3.2.31) имеют вид: 

( ) ( )
( ) ( )λρλρ

ραρα

02010

0120110 ,
YDJDb
YCJCa

+=
+=

                                (3.2.33) 

Удовлетворяя граничным условиям (3.2.30) и (3.2.32), 
получаем частотные уравнения соответствующих задач: 

( ) ( ) ( )−−= −−−
010

2
0

1
1

1
2

1
1011

2
00

0
1 , αλαρρρααεα LLD  

( ) ( ) 04 000
41

001
2

0
1

2 =+− −− αλαλαρ LL                         (3.2.34) 

( ) ( ) 0, 11
0
2 == λελ LD                                                  (3.2.35) 

Можно показать, что уравнение (3.2.35) при 0→ε  
имеет один ограниченный нуль 0=λ , которому 
соответствует решение 10 =b , описывающее движение 
оболочки как твердого тела. 

Уравнение (3.2.34) при 0→ε  имеет один ограниченный 
нуль со следующими асимптотическими свойствами: 

...2
2

0 +Λ+Λ=Λ kkk ε                                         (3.2.36) 
Из (3.2.34) получаем 
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20
1

1

ν−
=Λk , 

( ) 22
116

13

νν

ν

−−

+
=Λk              (3.2.37) 

Ищем ( )i
nλ  в виде разложения  

( )
( )

( )ε
ε

λ OS i
ni

n +=                                               (3.2.38) 

где 1=i  соответствует уравнению (3.2.34), а 2=i  уравнению 
(3.2.35). После подстановки (3.2.38) в уравнения (3.2.34) и 
(3.2.35) получаем 

( ) ( )
221

12 π
ν
ν nS i

n −
−

= ,  ( )
2

2 πnSn =                      (3.2.39)  

Следуя терминологии [49], такие частоты будем 
называть частотами запирания. Решения, соответствующие 
частотам, определяемым из формул (3.2.36) и из первой 
(3.2.39), описывают радиальные колебании, а частоты, 
определяемые из второй формулы (3.2.39), чисто продольные 
колебания. 

Отметим, что дисперсионное уравнение (3.2.2) имеет 
еще группу нулей со следующими асимптотическими 
свойствами: 

1−= ελ s , βε −= 0PP , 10 << β                           (3.2.40)   
Нетрудно видеть, что в этом случае в первом члене 

асимптотики получаем частоту, определяемую формулой 
(3.2.36) и (3.2.38). Отметим, что в случае ∞→λε , ∞→εP  
при 0→ε  уравнение (3.2.23) остается в силе. 

Переходим теперь к исследованию корней уравнения 
(3.2.3). Используя результаты 1.6, функцию ( )ελ ,,2 PD  
представим в виде:  

 ( ) ( )ελγελ ,,,, 0
2

2
2 PDPD =                          (3.2.41) 
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 Легко показать, что в случаях ( )1O=λ  и 0→λε при 
0→ε , ( ) 0,,0

2 ≠ελ PD . Отсюда получаем, что 2γ  является 
двукратным нулем функции ( )ελ ,,2 PD . 

0222 =−= Pλγ , 22 P=λ                              (3.2.42)  
 Остальные нули функции ( )ελ ,,2 PD  при 0→ε  
безгранично растут. Их можно разбить на две группы в 
зависимости от их поведения при 0→ε : 
а) constk →ελ  при 0→ε ; 
б) ∞→kελ  при 0→ε .  
 Для построения этой группы нулей, используя 
асимптотические разложения функции Бесселя при больших 
значениях аргумента, в первом члене асимптотики уравнению 
(3.2.3) можно придать вид: 

  ( ) ( )εγεελ OPD += 2sin,,2                                (3.2.43) 

Отсюда, задавая βε −= 0PP , 1≥β , отыскиваем  

( )ββ εελλ Okk += −
0   

Из (3.2.43) получаем 
2

0

22
2

0 4
Pk

k +=
πλ  1=β  ( ),...2,1=k                 (3.2.44) 

 2
0

22
22

2
0 4

Pk
k += −βεπλ , 1>β , ( )βε 220 −=k        (3.2.45) 

Как было отмечено выше, случай 0=P  соответствует 
толщинным колебаниям цилиндра. В этом случае из (3.2.44) и 
(3.2.45), соответственно получаем 

  
( )

( )ββ εεπλ

πλ

2222
22

2
0

22
2

0

,
4

,...2,1
4

−− ==

==

Okk

kk

k

k
                   (3.2.46) 
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Теперь для сравнения приведем здесь анализ частотных 
уравнений, получаемых по теориям Кирхгофа-Лява и 
Тимошенко. Частотные уравнения, получаемые по теории 
Кирхгофа-Лява, имеют вид: 

( ) ( ) ( ) +Λ−−Λ−−Λ− 22222422 111 ννν P  

( ) ( )[ ] 01
3
11 2422622 =Λ−−+−+ ενν PPP                 (3.2.47)  

0
4
3 2222 =+− ελ PP                                                 (3.2.48) 

Из (3.2.48) можно получить следующие группы нулей: 
1. ...2

20 +Λ+Λ=Λ βεkkk  0>β   ( )1=k  

20
1

1

ν−
=Λk , 

2

2
0

2

2
12 ν

ν

−
=Λ

P
k                         (3.2.49) 

2. ...3
20 +Λ+Λ=Λ ββ εε kkk   ( )2=k  

00 Pk =Λ , 
2

3
0

2

2
P

k
ν

=Λ                                       (3.2.50)     

3. ...2
20 +Λ+Λ=Λ εkkk   ( )2,1=k  

( ) ( ) ( )[ ]2222
12

2
0 4111

2
1 PPP k

k νν
+−−−+

−
=Λ

−

      (3.2.51) 

( ) ( )[ ] ×Λ−−+
Λ−

=Λ
−12

0
22

0
22 121

16
1

k
k

k P ν
ν

 

( )[ ]42
0

26 1 PP kΛ−−× ν  

 4. ...2
20 +Λ+Λ=Λ βεkkk    

3
10 ≤< β  

...42
20 +Λ+Λ=Λ − βεkkk   

2
1

3
1

<< β  

10 =Λk , 2
0

2

2 2Pk
ν

−=Λ   
3
10 << β               (3.2.52)       
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( ) 2
0

2

2

4
0

2 216 P
P

k
ν

ν
−

−
=Λ    

3
1

=β  

( )2

4
0

2 16 ν−
=Λ

P
k   

2
1

3
1

<< β  

5. ...10 +Λ+Λ=Λ kkk ε   ( )2=k  

( ) 4
0

121
0 131 Pk

−− −+=Λ ν  

( )⎥⎦
⎤

⎢
⎣

⎡

−
+

Λ
−=Λ 2

2
0

2
00

2

2 13
1

2 ν
ν P

Pk
k                               (3.2.53) 

6. ...10 +Λ+Λ=Λ − ββ εε kkk   ( )10 << β  

2
0

0
1 ν−

=Λ
P

k ,  
02

2

2
1

12 Pk
ν

ν

−
=Λ                    (3.2.54) 

7. ...12
2

21
0 +Λ+Λ=Λ −− ββ εε kkk   

3
2

2
1

<< β  

...43
1

21
0 +Λ+Λ=Λ −− ββ εε kkk   1

3
2

<≤ β  

( )2

2
0

0
13 ν−

=Λ
P

k ,  
( )

2
0

2

2 2
13
Pk
ν−

=Λ   
3
2

2
1

≤< β       (3.2.55) 

02 =Λk    1
3
2

<< β  

Аналогично, из (3.2.48) получаем 

0

2

2
22

0

2
20

3
2,

...

k
kk

kkk

PP
λ

λλ

ελλλ

−==

++=
                                     (3.2.56) 

Частотные уравнения по теории типа Тимошенко имеют 
вид: 
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( ) ( )( ) ( )

( )( ){ +Λ−Λ−−++

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+Λ+−−Λ−

422
1

2262
1

222224222
1

211
3
1

1111

PKPK

PPK

ν

ννν
 

( ) ( ) ( )( ) +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Λ−−+Λ−+Λ−+ 222242242

1
22 21121 PK νννν  

( ) ( )[ ]} 0111 222422 =Λ−−Λ−+ ενν                               (3.2.57) 
022 =− Pγ                                                                (3.2.58) 

Уравнение (3.2.58) описывает крутильные колебания 
цилиндрической оболочки по теории типа Тимошенко и 
полностью совпадает с уравнением (3.2.42). 

Из (3.2.57) получаем следующие группы нулей 
1. ...2

20 +Λ+Λ=Λ βεkkk ( )1=k  ( )βε0,0 ppq ==  (3.2.59) 

20
1

1

ν−
=Λk ,  

2

2
0

2

2
12 ν

ν

−
=Λ

P
k  0>β  

Сравнение (3.2.49) и (3.2.59) с точным разложением 
(3.2.6) показывает, что при 10 << β  теория Кирхгофа-Лява и 
теория типа Тимошенко правильно определяют два члена 
разложений корней частотного уравнения. 

При 1≥β  прикладная теория оболочек не только 
неправильно определяет второй член, но и искажает порядок 
второго члена разложений. 

2. ...3
20 +Λ+Λ=Λ ββ εε kkk  ( )2=k  βε0PP =         (3.2.60)  

00 Pk =Λ , 3
0

2

2 2
Pk

ν
−=Λ  

 В этом случае теория типа Тимошенко и теория 
Кирхгофа-Лява правильно определяют два члена разложений 
корней частотного уравнения  
3.  ...2

20 +Λ+Λ=Λ εkkk ( )2,1=k   ( )1OP =  



 165

( ) ( ) ( )[ ]22221212
0 411112 PPP k
k νν +−−−+−=Λ

−−  

( ) ( )[ ] ×Λ−−+Λ−=Λ
−−−−− 12

0
222

1
1
0

121
2 12116 kkk PK νν  

( )( ){ +Λ−Λ−−+× 42
0

2
1

2
0

262
1 211 PKPK kkν                            (3.2.61) 

( ) ( ) ( )( ) +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ Λ−−+Λ−+Λ−+ 22

0
224

0
224

0
2
1

22 21121 PK kkk νννν  

( ) ( )[ ]}2
0

24
0

22 111 kk Λ−−Λ−+ νν  
 Сравнение (3.2.51) и (3.2.61) с точным разложением 
(3.2.10) показывает, что прикладная теория оболочек здесь 
верна только в первом приближении. 

4. ...2
20 +Λ+Λ=Λ βεkkk 3

10 ≤< β  ( )1=k  

   ...42
20 +Λ+Λ=Λ − βεkkk  

2
1

3
1

<< β       βε0PP =  

10 =Λk , 2
0

2

2 2Pk
ν

−=Λ   
3
10 << β                                     (3.2.62) 

   ( )2

4
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2
0

2

2 162 ν
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P
Pk    

3
1

=β  

  ( )2

4
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2 16 ν−
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P
k   

2
1

3
1

<< β  

 И в этом случае прикладная теория оболочек правильно 
определяет два члена разложений 

...10 +Λ+Λ=Λ kkk ε   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==

2
1,0 βq   ( )2=k  

( ) 4
0

121
0 131 Pk

−− −+=Λ ν ,  

  ( ) ×Λ−−=Λ −−− 1
0

121
2 12 kk ν  
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Сравнение (3.2.53) и (3.2.63) с точным разложением 
(3.2.17) показывает, что первые члены разложения совпадают, 
последующие же члены резко отличаются. 

6. ...10 +Λ+Λ=Λ − ββ εε kkk   10 << β   ( )1=k   

2
0

0
1 ν−

=Λ
P

k ,  
02

2

2
1

12 Pk
ν

ν

−
=Λ                       (3.2.64) 

Здесь в области 
2
10 << β  прикладная теория правильно 

определяет два члена разложений. В области 1
2
1

<≤ β  

прикладная теория оболочек неправильно определяет даже 
порядок второго члена разложений. 
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0 +Λ+Λ=Λ −− ββ εε kkk   
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=β        (3.2.65) 
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1332 K
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ν

  1
3
2

<< β  

 Если в этих формулах положить 
ν−

=
6

52K , то получим 

два члена разложения, определенных по трехмерной теории 
упругости. 
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 Отметим, что в отличие от теории Кирхгофа-Лява, в 

области 1
3
2

<≤ β  теория типа Тимошенко правильно 

определяет порядок второго члена разложений нулей 
частотного уравнения. 
 В случае крутильных колебаний, сравнивая (3.2.56) с 
разложением (3.2.42), получаем, что здесь уместно сравнение 
только в первом члене асимптотики. Что же касается частот 
собственных колебаний, определяемых формулами (3.2.23), 
(3.2.28), (3.2.44), (3.2.45), (3.2.46), то они в прикладной теории 
оболочек отсутствуют. 
 Таким образом, мы получаем две частоты собственных 
колебаний в первом члене асимптотических разложений, 
совпадающих с частотами, определяемыми по прикладной 
теории оболочек и счетное множество частот, которые в 
прикладной теории оболочек отсутствуют. Это утверждение 
справедливо относительно частот крутильных колебаний. 

Выше были исследованы корни частотного уравнения. 
Найдены асимптотики частот свободных осесимметричных 
колебаний полого цилиндра. Ниже в первом члене 
асимптотики приводится асиптотическое представление форм 
собственных колебаний, соответствующих различным 
частотам. Их можно получить, раскладывая (3.1.4) по малому 
параметру ε . Приводятся только амплитудные значения 
компонентов перемещения. Сначала приведем формы 
собственных колебаний, соответствующие 
сверхнизкочастотным колебаниям оболочки. Согласно 
формулам (3.2.6) и (3.2.8), соответственно, имеем 

( )
( )

( )ξε
βε
βε β

β

0

2
sin

12,
12,1 P

O
OCU k

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎢
⎣

⎡

≥
<

+−=  

( )[ ] ( )ξεενε ββ
0

2
0

2 cos POPCW k +−=    1=k           (3.2.66) 

( )[ ] ( )ξεεν βPOPCU k sin2
0

2 +=         2=k               (3.2.67) 
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( )[ ] ( )ξεεν β
0

2
0 cos POPCW k +−=  

 В случае ( )1OP = , ...2
2

0 ++= kkk λελλ  имеем 

( ) ( ) ( )[ ]
( )[ ] 2,1cos2

sin4111
2

222

=+−=

++−−+−=

kPOPCW

POPPPCU

k

k
k

ξεν

ξεν  (3.2.68)  

В случае βε −= 0PP , 0=q ,
2
10 << β  получаем 

( )[ ] ( ) ( )
( )[ ] ( )ξεεν

ξεε
ββ

ββ

−−

−

+−=

=+=

0
212

0

0
22

0

cos

1sin

POPCW

kPOPCU

k

k                  (3.2.69) 

Аналогично, в случае, когда 0=q , 
2
1

=β  получаем 

( )[ ]

( )[ ] ( )2cos

sin

04
0

2
0

02
0

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

k
P

OPPCW

P
OPCU

k

k

ξ
ε

εην

ξ
ε

ε
        (3.2.70) 

 Собственные формы, соответствующие частотам, 
определяемые формулой (3.2.18), имеют вид: 

( )[ ] ( )ξεεν ββ −−+−= 0
212 sin POCU k     

2
10 << β  

( )[ ] ( )ξεεεν βββ −−− +−= 0
4122

0 cos POPCW k                        (3.2.71) 

( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−
−

−+−= ξ
ε

εη
ν
ννν 02

0
2

0
2 sin

1
2121 POPPCU k    (3.2.72) 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−= − ξ

ε
εε

ν
ν 012

0
2

0 cos
1

11
P

OPPCW k  

( ) ( )ξεεε
ν

ν ββ −+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
+−= 0

21
2

4
02 sin
33

1 POPCU k            (3.2.73) 
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( ) ( )ξεε
ν

ν ββ −+
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

−
−= 0

214
0 cos

1
POPCW k  

 В случае βε −= 0PP , βελλ 21
0

−= kk , 1
2
1

<< β  имеем 

( )[ ] ( )
( )[ ] ( )ξεεεη

ξεε
βββ

β

−−−

−

+=

+=

0
21224

0

0
2

0

cos

sin

POPCW

POPCU

k

k                    (3.2.74) 

 Частотам, определяемым из уравнения Релея-Лэмба, 
соответствуют следующие формы колебаний 

( )[
( )] ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++

+−−=

ξ
ε

εηγα

ηαγδα

0
00

2
0

00
2

0
2

0

sinsinsin2

sinsin2
P

OP

PCU

kk

kknkk

                      (3.2.75) 

( )[
( )] ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

−−=

ξ
ε

εηγαγα

ηαγδ

0
0000

00
2

0
2

0

coscossin2

cossin2
P

O

PPW

kkkk

kkk

    

 Выражения для ,...,6,4,2=k  получаются из (3.2.75) 
заменой xcos  на xsin  и xsin  на xcos  соответственно. 
 Согласно классификации колебаний, приведенной в 
работе  [44] на рисунке 4 штриховая линия соответствует 
квазипоперечным колебаниям; сплошная линия- 
квазитангенциальным колебаниям оболочки; линии (1/2, 0) до 
(1,1)- квазипоперечным колебаниям с большой 
изменяемостью. Для остальной части ( )q,β  плоскости не 
существует решений, соответствующий двумерной теории 
оболочек.  
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 3.3. Осесимметричные свободные колебания 
                 полой  сферы 
 

В работе [152] была предпринята попытка изучить 
распространение упругих волн в полой сферы по трехмерной 
теории упругости. Однако при исследований частотного 
уравнения рассмотрены некоторые вырожденные случаи, 
которые не позволяют получить полной информации о 
спектре частот. Во второй главе методом однородных 
решений были исследованы вынужденные колебания 
сферического слоя. В зависимости от частоты вынуждающих 
сил изучена возможная форма волнообразования. 

В настоящем параграфе предлагается асимптотический 
процесс для нахождения частот свободных осесимметричных 
колебаний полой сферы. Подробно асимптотический процесс 
строится для замкнутой сферы со свободными лицевыми 
поверхностями. Приводится сравнение результатов, 
полученных по теории Кирхгофа-Лява, с результатами, 
полученными по трехмерной теории упругости. 

1. Для замкнутой полой сферы выпишем уравнения 
движения в векторной форме: 

2

2
1

21
1

t
UgGUUgraddiv

∂
∂

=Δ+
−

−

ν
                (3.3.1)        

Предположим, что лицевая часть границы свободна от 
напряжений, т.е. 

0=rσ , 0=θτ r  при sRr =   ( )2,1=s               (3.3.2) 
Решение уравнения (3.3.1), используя результаты 

второй главы, представим в виде 

[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) tin
nr e

d
dPWPUUU ω

θ θ
θ

ρθρ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= cos,cos,    (3.3.3) 

где ( )θcosnP - функция Лежандра первого рода, n - целое 
число, 
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( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−′= λρ

ρ
λρ

ρ
αρα

ρ
ρ zzz ZzZZU

4
11

2
11 2  

( ) ( ) ( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−′−= λρ

ρ
λρλαρ

ρρ
ρ zzz ZZZW

2
111                   (3.3.4) 

( ) 4/112 ++= nnZ ,  
( ) ( ) ( )xYCxJCxZ zzz 21 +=  

 Удовлетворяя однородным граничным условиям (3.3.2), 
получаем частотные уравнение относительно λ : 

( ) ( ) ( )−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=Δ −

2111
22

21 ,,
4
132,,, ρϕρϕπρρλ zzzz  

( ) ( )+− 211211 ,,,,,, ρρλρρα zGzF                                           (3.3.5) 

( ) ( )[

( ) ( )]

( ) ( ) 0,,,,,,
4
1,,,,,,

,,,,,,
4
1

213213

2
122122

212212
2

=×

×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

ρρλρρα

ρρλρρα

ρρλρρα

zGzF

zzGzF

zGzFz

  

 Уравнение (3.3.5) фактически совпадает с уравнением 
(2.3.7) с той лишь разницей, что здесь параметр z  чисто 
вещественный. 
 2. Нули функции (3.3.5) могут быть найдены численно. 
Однако, в случае тонких оболочек асимптотический метод 
является более эффективным и позволяет определить любую 
частоту с любой наперед заданной точностью. Поэтому 
проведем асимптотический анализ частотного уравнения. Для 
этого, как и раньше, положим 

ερ −=11 , ερ +=12                                             (3.3.6) 
 Подставляя (3.3.6) в (3.3.5), получим 

( ) ( ) 0,,,,, 21 =Δ= ρρλελ zzD                                 (3.3.7) 
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 Случай 
4
12 =z  является особым и рассматривается 

отдельно. 
 Для любого конечного ( )[ ]0при1 →= εOz  функция 
( )ελ,,zD  имеет два нуля со следующими асимптотическими 

свойствами: ( )1Ok =Λ , ( )2,1=k  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=Λ

E
R 22

02 9 ω
. 

 Для доказательства используем разложения ( )ελ,,zD  в 
ряд по ε , приведенные в (2.4.3): 

( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )+−+−−Λ+−+

+Λ−+Λ−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

=

222222

2224222
2

2

12711214019

112112
1
1

3
64,,

ννν

ννε
ν
ν

π
ελ

Z

ZzD
 

( )( )[ ]{
( )( )⎢⎣

⎡ −Λ−−++−+

+Λ−++++−+

222

4226

12131614
4

19524

23121634

νννν

ννν Zz
                       (3.3.8) 

( ) ( ) ] ( )

( ) ( ) 0......32
15
112

2
123

130135
16

22411116414

48222

2222422

=++−+
⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Λ−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +×

×Λ−+−+Λ+++− −

εενν

ννννν

Z

Z

Ищем kΛ  в виде следующего разложения  

...2
2

0 +Λ+Λ=Λ kkk ε                                             (3.3.9) 
После подстановки (3.3.9) в (3.3.8) получаем 

( ) ( )[ ×−+++−=Λ
−− k

k Z 1312412 21232
0 νν   

( ) ννν 7215340966416 224 ++−++× zz  

( ) ( )[ ] ×−−−Λ−Λ−=Λ
−−−− 122

0
21

0
121

2 31241816 ννν zkkk  
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( )( ) ]

( )( )

( ) ( ) ]

( ) ( )
⎭
⎬
⎫
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Λ−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +Λ−+

+−+Λ+−+−

⎢⎣
⎡ −Λ−−++−+

⎩
⎨
⎧

⎢⎣
⎡ +′′−Λ−++++−×

−

2
0

22
0

2

224
0

22

2
0

22

2
0

26

12
2
123130

135
16

22411116414

12131614
4

19524

23121634

kk

k

k

k

z

zz

ννν

νννν

νννν

ννν

 

 Итак, доказано, что при фиксированных конечных z  
имеется две частоты собственных колебаний. 
 Рассмотрим случай, когда z  безгранично растет при 

0→ε . Здесь отдельно будем рассматривать следующие 
предельные случаи: а) 0→εz  при 0→ε ; constz →ε  при 

0→ε . 
 Определим вначале такие kΛ , когда 0→εz  при 0→ε . 
Допустим, что главные члены асимптотики kΛ  и Z  имеют 
вид: 

( )
( ) 10,10,1

1,,

0

000

<<<≤=
=Λ=Λ=Λ −−

β
εε β

qOZ
OZZ k

q
kk                   (3.3.11) 

 Подставляя (3.3.9) и (3.3.8), из условия 
непротиворечивости асимптотического процесса получаем, 
что здесь возможны только случаи 0=q  и β≤q . 
 Отметим, что иногда основной интервал изменения 
параметров q  и β  будем разбивать на подинтервалы, так как 
в зависимости от того, на каком интервале находится q  и β , 
нули функции ( )ελ,,zD  имеют различные асимптотические 
представления. Область изменения параметров q , β  указана 
на рисунке 5. Отдельно будем рассматривать случай, когда 

0=q  и β=q . 
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 В первом случае из разложения (3.3.8) получаем, что 

2
10 << β . Случай 

2
1

=β  рассматривается отдельно. 

Отыскиваем kΛ  ( )1=k  в виде 

2
1

3
1...,

3
10...,

42
20

2
20

<<+Λ+Λ=Λ

≤<+Λ+Λ=Λ

− βε

βε

β

β

kkk

kkk
                   (3.3.12)   

 После подстановки этих разложений в (3.3.8) получаем 
( )( )

3
10

2
21,1 2
0

20 <<
++

−=Λ=Λ βνν
zkk  

( )
( )( )

2
0

2

4
0

2 2
21

16 z
z

k
νν

ν
++

−
−

=Λ    
3
1

=β                       (3.3.13) 

( )2

4
0

2 16 ν−
=Λ

z
k , 

2
1

3
1

<< β  

В случае, когда 0=q , 
2
1

=β  получаем 

...10 +Λ+Λ=Λ εkkk   ( )1=k                                      (3.3.14) 
где  

( ) 4
0

121
0 131 zk

−− −+=Λ ν  

( )[ ×++−
Λ

−=Λ ννν 21583
4

1 2

0
2
0

1
k

k z
 

( ) ]4
0

2
0 1 kk Λ++Λ× ν                                                      (3.3.15) 

Аналогично, в случае β=q  из (3.3.8) получаем 

...20 +Λ+Λ=Λ − ββ εε kkk   ( )2=k   
2
10 ≤< β         (3.3.16) 

...32
20 +Λ+Λ=Λ −− ββ εε kkk   ( )2=k   1

2
1

<< β  



 175

где  

2
0

0
1 ν−

=Λ
z

k ,  
2

0

2

2
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1124

ν

νν

−

−+
=Λ

Z
k , 

2
10 << β  

( )
( ) ( )

3
02222

2345

2
0

2

2
11112

2135623
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1124 Z
Z

k
ννν

ννννν

ν
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+−+++
−

−
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=Λ

2
1
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3
02222

2345

2
11112

2135623 Zk
ννν

ννννν

−+−

+−+++
−=Λ  1

2
1

<< β      (3.3.17) 

 В случае 0≠q , β<q , подставив (3.3.11) в (3.3.8) и 
сохраняя только главные члены, для 0kΛ  получаем 
следующее предельное уравнение 

  
( ) ( )[
( )] { +++

+Λ−Λ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

=

−− 6
0

2222
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0
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2

4

112
1
1

3
64,,
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k

ββ εε

νε
ν
ν

π
ελ

 

( )[ ] } 0,max 622222 =+ −−− βββ εεε qO                                    (3.3.18) 
 Отсюда получаем 12 −= βq . Из условия 0>q  получаем 

2
1

>β . Таким образом, 1
2
1

<< β . Отыскиваем теперь kΛ  в 

следующем виде 

1
3
2...,

3
2

2
1...,

43
2

21
0

12
2

21
0

<≤+Λ+Λ=Λ

<<+Λ+Λ=Λ

−−

−−

βεε

βεε

ββ

ββ

kkk

kkk
          (3.3.19)  

После подстановки (3.3.19) в (3.3.8) получаем 
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( )

3
2

2
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2
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,
13

2
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2
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( )
( ) ( ) 3

2,
131122

13
2

4
0

2
0

2

2 =
−−

−
−

=Λ β
νν

ν Z
Zk                     (3.3.20) 

( ) ( ) 1
3
2,

13112 2

4
0

2 <<
−−

−=Λ β
νν

Z
k  

 Рассмотрим случай, когда 0→εz  при 0→ε , 
const→λε  при 0→ε . 

Отыскиваем nλ  ( ),...4,3,2 =−= kkn  в следующем виде: 

( )ε
ε
δ

λ On
n += , βε −= 0ZZ , 10 << β                      (3.3.21) 

 После подстановки (3.3.21) в уравнение (3.3.5) и 
преобразования его с помощью асимптотических разложений 
функций ( )xJ z , ( )xYz  при больших значениях аргумента и 
индекса для получаем следующие уравнения  

( ) 0
1

212sin =
−
−

nδν
ν                                (3.3.22)  

02sin =nδ                                               (3.3.23) 
 Как было отмечено в [152], частоты, определяемые из 
этих уравнений, соответствуют простым формам поперечных 
колебаний бесконечной пластины (растяжения-сжатия и 
сдвига). 
 Для построения асимптотики второй группы нулей 

z~λ ,  constz →ε ,  const→λε   при 0→ε , задавая 
1

0
−= εzz  отыскиваем pλ  ( )kpp ≠= ,...,2,1  в следующем 

виде: 

( )ε
ε
γλ Op

p +=                                        (3.3.24) 

 Как и выше, после подстановки (3.3.24) в уравнение 
(3.3.5)  и преобразования его с помощью асимптотических 
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разложений ( )xJ z , ( )xYz  при больших Z  и x  для pγ  
получаем следующее уравнение  

( ) ×⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+ ρρ χαγχαχαχγ shchchsh ppppppp

2222 4  

( ) 04 2222 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+× ppppppppp chshshch χαγχαχαχγ            (3.3.25) 

где  

( )
22

0
2

12
201

pp Z γ
ν

α
−
−

−= ,  22
0

2
pp z γχ −=  

 При заданных z  уравнение (3.3.25) определяет счетное 
множество pγ . Отметим, что уравнение (3.3.25) фактически 
совпадает с частотным уравнением Релея-Лэмба для упругого 
слоя. Отметим, что  в случае βε −= 0ZZ , βελλ −= 0 , 1>β  
уравнение (3.3.25) остается в силе. 
  В принципе возможен случай  

1
0

−= εZZ , βελλ −= 0   10 << β  при 0→ε            (3.3.26) 
 Подставляя (3.3.26) в (3.3.5) и преобразуя его с 
помощью асимптотических разложений функции Бесселя в 
первом члене асимптотики, получаем 

( ) ( )εελ OZZshzD +−= 2
00

2 42,,                            (3.3.27) 
 Вещественные параметр 0z  не может быть решением 

уравнения 042 2
00

2 =− ZZsh , так как это уравнение имеет 
только комплексные нули. Поэтому в этом случае получаем, 
что ( ) 0,, ≠ελzD . Таким образом, в указанном случае 
колебаний не существует. 

 Как было отмечено выше, случай 0
4
12 =−z  ( )0=n  

является особым. В этом случае 
( ) ti

r eUU ωρ0= , 0≡θU , 0≡θτ r                      (3.3.28) 
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 Подставляя (3.3.28) в уравнение Ламе и граничные 
условия (3.3.2), получаем 

022
0

2
0200 =+−′+′′ UUUU α

ρρ
                        (3.3.29) 

 ( ) 021 00 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+′−

= s

UU
ρρρ

νν   ( )2,1=s               (3.3.30) 

 Общее решение уравнения (3.3.29) имеет вид: 

+⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 10 sin1cos1 CU αρ
ρ

αρα
ρ

 

⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ 2cos1sin Cαρ
ρ

αρα                                  (3.3.31) 

Удовлетворяя граничным условиям (3.3.30), получаем 
частотное уравнение  

( )

−⎥
⎦

⎤
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+−

⎢⎣
⎡ −+

−
−=

αεελε
ν
νλλ

λ
ν
νλελ

2sin
1
42

16
1
8,

44222

24
0D

 

( ) 02cos48 242 =−+− αεεελλα                                 (3.3.32) 
Уравнение (3.3.32) при 0→ε  имеет один ограниченный 

нуль со следующими асимптотическими свойствами: 
...2

2
0 ++= kkk λελλ                                                  (3.3.33) 

Из (3.3.32) получаем 
( )
ν
νλ

−
+

=
1
142

0k , ( ) ( )1435143
313

4 23

0
2 +−+

Λ−
−= ννν

ν
λ

k
k  

Уравнение (3.3.32) при 0→ε  имеет еще счетное 
множество нулей, каждый из которых стремится к 
бесконечности.  

Ищем nλ  в виде следующего разложения 
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( )ε
ε

λ O
Sn

n +=    ( ),...2,1=n                              (3.3.34) 

После подстановки (3.3.34) в (3.3.32) получаем 

( ) 0
12

212sin =
−
−

nSν
ν                                             (3.3.35) 

В первом члене асимптотики эти частоты совпадают с 
частотами, определяемыми из формул (3.3.32), и 
соответствуют чисто радиальным колебаниям сферы. 

3. Теперь для сравнения приведем частотные уравнения, 
полученные по теории Кихгофа-Лява. Частотное уравнение, 
основанное на соотношениях упругости А.И.Лурье, имеет 
вид: 

( ) ( )[ ( ) ]
( )[ ] ( )

⎩
⎨
⎧

⎢⎣
⎡ ×−++−−Λ−++−+

++Λ++−Λ+Λ−−−

νννν

ννν

12
4
51841194

3
1

914344141

24226

2222422

ZZ

ZZ
 

( ) ] ( )×−++−+Λ−× 2222 1
4
12

16
3323 νννν Z              (3.3.36)  

 ( ) } 0
16
1

4
334

9
145 424622 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+Λ−× εεν ZZZ  

 Здесь мы не будем останавливаться на всех случаях, 
разобранных выше. Проведем асимптотический анализ 
частотного уравнения Кирхгофа-Лява для наиболее 
характерных случаев. 
 Из (3.3.36) можно получить следующие группы нулей 

а) ...2
2

0 +Λ+Λ=Λ kkk ε   ( )0,0 == pq                 (3.3.37) 

( ) ( )[ ×−+++−=Λ
−− k

k z 1312412 21232
0 νν  

( ) ]1537240966416 224 ++−++× ννν zz  
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( ) ( )[
] ( )[ ]{

( )( )

( )( )
⎭
⎬
⎫Λ−−++−+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Λ−−++−−

−Λ−++−−−−

−Λ−Λ−=Λ
−

−−−

2
0

22

22
0

22

42
0

2612

2
0

21
0

121
2

451
4
12

16
33

2312
4
5184

11943124

1816

k

k

k

kkk

z

zzz

νννν

νννν

νν

νν

    (3.3.38) 

б) ...10 +Λ+Λ=Λ kkk ε   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ==

2
1,0 βq                    (3.3.39) 

( )2

4
02

0 13
1

ν−
+=Λ

z
k                                                       (3.3.40) 

( ) ( )[ ]4
0

22
0

22
0

0
1 13211210

8
1

kk
k

k z Λ−+Λ++−
Λ

=Λ − ννν  

в) 1
3
2...,2

4321
0 <≤+Λ+Λ=Λ −− βεε ββ

kkk          (3.3.41) 

( )2

4
02

0 13 ν−
=Λ

Z
k , ( ) 4

02
00

2

0
2 8

13
2

1
k

kk
k Z

Λ
Λ
−

+
Λ

=Λ
ν   

3
2

=β  

 ( ) 3
02

0

2

2 8
13

kk Z
Λ

−
=Λ

ν    1
3
2

<< β                                   (3.3.42) 

Сравнивая (3.3.37), (3.3.39), (3.3.41) с точным 
разложением (3.3.9), (3.3.14), (3.3.19), получаем, что первые 
члены разложения совпадают, последующие же члены 
существенно отличаются. Что касается частот собственных 
колебаний, определяемых формулами (3.3.21), (3.3.22) и 
(3.3.34), то они в прикладной теории оболочек отсутствуют. 

Таким образом, и для сферы мы получаем две частоты в 
первом члене асимптотических разложений, совпадающих с 
частотами, определяемыми по прикладной теории оболочек и 
счетное множество частот, которые в прикладной теории 
оболочек отсутствуют.    
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ГЛАВА 4 
  

АСИМПТОТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ НАПРЯЖЕННОГО-
ДЕФОРМИРОВАННОГО СОСТОЯНИЯ УСЕЧЕННОГО 

ПОЛОГО КОНУСА 
 
 Как известно, среди других упругих областей, 
ограниченных координатными поверхностями четырех 
классических систем координат конической области, 
являются наиболее сложными для исследования и наиболее 
интересными в отношении результатов исследований.  
 В настоящей главе разработан асимптотический метод 
интегрирования осесимметричных уравнений теории 
упругости для конической оболочки и круглой плиты, 
толщина которых изменяется по линейному закону вдоль 
образующей. Построена асимптотическая теория для общей 
конической оболочки, справедливая, в частности, для 
цилиндрической оболочки. 
 
 4.1. Построение однородных решений 
 
 Рассматривается осесимметричная задача об упругом 
равновесии усеченного полого конуса переменной толщины. 
Положение точек конуса в пространстве определяется 
сферическими координатами ϕθ ,,r , изменяющимися в 
следующих пределах 

21 rrr ≤≤ , 21 θθθ ≤≤ , πϕ 20 ≤≤  
 Предполагается, что коническая часть границы 
свободна от напряжений, т.е. 

0=θσ , 0=θτ r  при nθθ =   21 rrr ≤≤                (4.1) 
а на остальной части границы заданы следующие граничные 
условия  

( )θσ sr f1= , ( )θτ θ sr f2=  при srr =   ( )2,1=s      (4.2) 
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 Решения уравнений Ляме, удовлетворяющие 
однородным граничным условиям (4.1), будем называть 
однородными решениями для конуса. Рассматриваемая 
задача методом однородных решений исследовалась в работе 
[118]. Однако построенная автором этой работы система 
однородных решений, как будет показано ниже, не является 
полной и поэтому не позволяет удовлетворить произвольным 
граничным условиям (4.2). 
 Ниже на основе асимптотического метода 
устанавливается факт существования и дается построение 
двух типов решений, кроме тех, которые найдены в работе 
[118]. Для построения однородных решений для конуса 
запишем уравнения равновесия в векторной форме 

0
21

1
=Δ+

−
UUdivgrad

ν
                       (4.1.1)    

( )θUUU r , - вектор перемещения. 
Обозначения здесь те же, что и в главе 3. 
 Решения уравнений (4.1.1) будем искать в виде  

( )θλλ ,arUr = ,  ( )θλλ
θ ,brU =                      (4.1.2) 

 Подставляя (4.1.2) в уравнения (4.1.1), после разделения 
переменных относительно пары функций ( )ba,  получаем 
следующую систему обыкновенных дифференциальных 
уравнений.  

( )( ) ( ) ( )( ) ++−
−
−

+′+′′= aactgabaL 21
21

12,1 λλ
ν
νθλ  

( ) 02
21
1

=+′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−
−

+ bctgb θ
ν

λ                                     (4.1.3) 

( )( ) ( )
×

−
−

+′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−
+

=
ν
ν

ν
λλ

21
12

21
2,2 abaL  

( ) 01
sin

1
2 =++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −′+′′× bbbctgb λλ

θ
θ        
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Здесь штрихами обозначены производные по θ . 
Используя обобщенный закон Гука и удовлетворяя 
однородные граничные условия на конических поверхностях 
(4.1), для функций ( )θλ,a , ( )θλ,b  получаем следующие 
граничные условия  

( )( ) ( ) ( )[ ] 011,1 =+′−++= == nn
bctgbabaM θθθθ θνννλλ   (4.1.4) 

      ( )( ) ( )[ ] 01,2 =−+′= == nn
babaM θθθθ λλ  

Таким образом, система уравнений (4.1.3) совместно с 
граничными условиями (4.1.4) порождает спектральную 
задачу для пары функций ( )ba, . 

Обратимся к изучению поставленной спектральной 
задачи.  Для построения общего решения системы уравнений 
(4.1.3) будем отыскивать ( )θλ,a  и ( )θλ,b  в следующем виде: 

( ) ( )θθλ μATa =, , ( ) ( )θ
θ

θλ μ

d
dT

Bb =,                     (4.1.5) 

где ( )θμT  удовлетворяет уравнению Лежандра 
( ) 01 =++′+′′ μμμ μμθ TTctgT                                    (4.1.6)  

 После подстановки (4.1.5) в (4.1.3) с учетом (4.1.6) 
относительно μ  получаем следующее характеристическое 
уравнение: 

( ) ( ) 049
4
1

4
1432

4
1 2222

2
2 =−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − zzz χχ      (4.1.7)  

где выведены обозначения  
21+= λz , 21+= μχ  

Это уравнение имеет следующие корни: 
211 += zχ , 232 −−= zχ , 233 −= zχ , 214 +−= zχ  

 Известно, что общее решение уравнения (4.1.6) 
содержит две линейно-независимых функции ( )θχ cos21−P ,  
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( )θχ cos21−Q , где ( )θχ cos21−P - функция Лежандра первого 
рода, ( )θχ cos21−Q -функция Лежандра второго рода.  
 Далее, учитывая, что 

( ) ( )θθ coscos1 tt PP =−−  
( ) ( ) ( )θππθθ coscoscos1 ttt tPctgQQ −=−−  

 Общее решение системы (4.1.3) можно представить в 
виде: 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )θψθψνθ 2123 2142721, +− +−+−−= zz zzzza  

( ) ( ) ( ) ( )
θ

θψ
θ

θψ
νθ

d
d

d
d

zzb zz 2123427, +− −−+=                (4.1.8) 

( ) ( ) ( )θθθψ coscos zzzzz QBPA +=  
Здесь zA , zB - произвольные постоянные. 
 Удовлетворяя граничные условия (4.1.4), получаем 
следующее характеристическое уравнение относительно 
параметра z : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=Δ +− 21

1,1
2121

0,0
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⎠
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,,
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1 θθθθϕ zz DDzz  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−−−− +− 21
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2121
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2311
2 ,,2114 θθθθθϕν zz DDctgzzz  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )−−−− +− 21
1,1

2121
1,0

2321
2 ,,2114 θθθθθϕν zz DDctgzzz  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−− +− 21
1,1

2121
1,1

2321
2 ,,116 θθθθθθν zz DDctgctg                 (4.1.9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−+−+ −+ 21
1,1

2121
0,1

2311
2 ,,2114 θθθθθϕν zz DDctgzzz  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+−+−+ −+ 21
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( ) ( ) ( ) ( )]
( ) ( ) 0sinsin
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⎜
⎝
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θθϕϕ
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где  
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )ϕψψϕψϕ coscoscoscos,, s

t
l
t

l
t

s
t

ls
t QPQPD −=  

( ) 4722
1 −++= νϕ zzz , 1,0, =ls  

 Трансцендентное уравнение (4.1.9) определяет счетное 
множество корней kz , а соответствующие им постоянные 

23−kzA , 23−kzB , 21+kzA , 21+kzB  пропорциональны 
алгебраическим дополнениям элементов какой-либо строки 
или столбца определителя системы. 
 Выбирая в качестве решения системы алгебраические 
дополнения элементов первой строки и суммируя по всем 
корням, получаем следующие однородные решения: 

( )θrk
k

z
kr UrC
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U k∑

∞

=
=

0

1    

( )θθθ k
k
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k UrC
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( )θσ rk
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z
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2                                            (4.1.10) 

( )θσ ϕϕ k
k

z
k QrC

rr
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=
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( )θσ θθ k
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z
k QrC
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G k∑

∞

=
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( )θτ θ k
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z
kr TrC
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G k∑
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=
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Здесь kC - произвольные постоянные, 
( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )θθνθ ,21,42721 21 kkkkkrk zFzzFzzU +−+−−=  
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( ) ( ) ( ) ( )
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где  
( ) νϕ 4272 −+= zz  
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 4.2. Анализ корней характеристического     
                 уравнения 
 
 Как видно из уравнения (4.1.9), характеристическое 
уравнение имеет довольно сложную структуру и точному 
анализу не поддается. Поэтому, как и раньше, для 
эффективного изучения его корней положим 

εθθ −= 01 ,   εθθ += 02                                       (4.2.1) 
где 0θ - угол раствора срединной поверхности оболочки, ε - 
безразмерный параметр, характеризующий ее толщину. 
Будем ниже предполагать, что ε - малый параметр, а 

20 01 πξθξ <<<<  ( 21, ξξ - некоторые постоянные). 
 Случай 20 πθ = - особый и соответствует плите 
переменной толщины, которая будет исследована позже.  
 Подставляя (4.2.1) в (4.1.9), получим 

( ) ( ) 0,,,, 210 =Δ= θθθε zzD                                     (4.2.2)   
 Можно показать, что ( )0,, θεzD  является четной 
функцией как z , так и ε . 
 Относительно корней функции ( )0,, θεzD  покажем 
следующее утверждение: функция ( )0,, θεzD  имеет три 
группы корней: а) первая группа состоит из трех кратных 
нулей, не зависят от малого параметра ε , 00 =z , 212,1 ±=z ; 
б) вторая группа состоит из четырех корней, которые при 

0→ε  имеют порядок ( )21−εO ; в) третья группа состоит из 
счетного множества корней, которые при 0→ε  имеют 
порядок  ( )1−εO . 
 Для доказательства этого утверждения представим 
функцию в следующем виде: 
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Путем весьма сложных вычислений можно показать, что  

 

( ) ( ) ( ) ( )
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      (4.2.4) 
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 Отсюда вытекает, что 
2
1

1 −=z  является двукратным 

нулем функции ( )0,, θεzD . Поскольку ( )0,, θεzD  является 

четной функцией z , отсюда следует, что 
2
1

2 =z  тоже 

является двухкратным нулем функции ( )0,, θεzD . 
Аналогичным образом, устанавливается двукратность нуля 

00 =z . Как и в первой главе, можно доказать, что все 
остальные нули функции ( )0,, θεzD  неограниченно 
возрастают, когда 0→ε . Их можно разбить на две группы в 
зависимости от их поведения при 0→ε . Возможны 
следующие предельные соотношения: 1) 0→kzε  при  0→ε ; 
2)  constzk →ε  при 0→ε . Определим вначале такие kz , что 

0→kzε  при  0→ε . Для этого, как и раньше, разложим 
( )0,, θεzD  в ряд по ε : 

( ) ( )
( )[ ]{

( ) ( ) }
[ ] 0......3245

136124465

28121898243

14sin
4
116,,

461

2
0

42
0

22

22
0

2241

0
222

0
2

2
22

0

=++−+

+−+−++

+−+−−−++

+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−

−

−

ε

εθνθν

ννθνν

θνεθθε

z

tgcctg

zctgz

ctgzzzD

  (4.2.5)   

 Допустим, что  главный член асимптотики kz  имеет 
вид: 

αεγ −= 0kz , ( )10 O=γ   при 0→ε , 10 <<α               (4.2.6) 
 Подставляя (4.2.6) в (4.2.5) и сохраняя в нем только 
главные члены для 0γ  получаем следующее предельное 
уравнение: 
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( ) ( )[ ]
( )[ ] 0,max

4314
2264

4224
0

1
0

22

=+

+++−
−−

−−

αα

αα

εε

εεγθν

O

Octg                 (4.2.7) 

 Рассмотрим три случая: а) 
2
10 <<α ; б) 

2
1

=α ; в) 

1
2
1

<<α . В случае а) переходя в (4.2.7) к пределу 0→ε  

получим 10 =γ , что противоречит предположению (4.2.6). 
Аналогичным образом, в случае в) получаем 00 =γ  и 
приходим к противоречию. И, наконец, в случае б) имеем 

( ) 013 0
224

0 =−+ θνγ ctg                                       (4.2.8)   
 Отыскивая теперь kz  в виде следующего разложения  

( ) ...21021 +++= − εβαεα kkkkz   ( )6,5,4,3=k               (4.2.9) 

0γα =k , ( ) 00 =kα , 

( ) ( ) ( )[ ]νθναβ 89512440 0
221 −+−= − ctgkk            (4.2.10) 

Для построения асимптотики нулей третьей группы 
отыскиваем их в  виде  

( )ε
ω
δ Oz n

n +=   ( ),...8,7,6 =−= kkn                 (4.2.11) 

После подстановки (4.2.11) в характеристическое 
уравнение (4.1.9) и преобразуя его с помощью 
асимптотических разложений для функций ( )θν cosP , 

( )θν cosQ  [16] 
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+⎥⎦
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                (4.2.12) 

для nδ  получаем следующее уравнение  

042sin 22 =− nn δδ  ( ),...2,1=n .                       (4.2.13) 
 Следует отметить, что уравнение (4.2.13) совпадает с 
уравнением, определяющим показатели краевых эффектов 
Сен-Венана в теории плит. 
 Заметим, что при 00 →θ  нули, определяемые из формул 
(4.2.9) и (4.2.11), переходят в нули, полученные в работе [13] 
для цилиндра.  
 
 4.3. Анализ напряженно-деформированного  
                состояния   
 
Дадим характеристику напряженно-деформированных 
состояний, определяемых однородными решениями, 
построенными в предыдущим параграфе.  
 1. При подстановке 00 =z  в выражения (4.1.10) 
получаем, что этому корню соответствует тривиальное 
решение.  

 Для 
2
1

2 =z  получаем следующие выражения 
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0
sin,cos 22

====
−==

θθϕ

θ

τσσσ
θθ

rr

r CUCU
                                   (4.3.1)   

 Таким образом, этому решению соответствуют 
выражения конического тела, как твердого тела. 
 В соответствие с тремя группами собственных значений 
спектральной задачи (4.1.3), (4.1.4) вектор перемещения и 
тензор напряжений преобразуются к виду 

( ) ( ) ( )321
321

σσσσ ++=

++= UUUU
                                                 (4.3.2) 

 Вектор перемещения 1U  и тензор напряжений ( )1σ  

соответствуют собственным значениям 
2
1

1 −=z , а их 

компоненты определяются формулами  
( ) ( ) ( )[ ]11

11 21cos14 lCrUr νθν
ρ

−−−−=  

( ) ( ) ( )[ +−−−= − θνθν
ρθ

1
21

11 sin21sin43 lCrU  

( ) ]θν ctgl121−+                                                                 (4.3.3.) 
( ) ( ) ( )[ ]12

11 21cos222 lGC
r νθν

ρ
σ −−−=  

( ) ( ) [ ]θθθθ
ρ

νσϕ
2

1
1

22
11 sinsincos212 lctglCG

++
−

−= −           (4.3.4) 

( ) ( ) [ ]θθθθ
ρ

νσθ
2

1
1

22
11 sincos212 ctglctglCG

+−
−−

= −  

( ) ( ) [ ]θθθ
ρ

ν
τ θ ctgllCG
r 1

1
22

11 sinsin212
+−

−−
= −  

Здесь 1
1
−= rrρ - безразмерная координата, 1C - неизвестная 

постоянная, 211 coscos θθ +=l , 212 coscos1 θθ+=l . 
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 В работе [118] ошибочно утверждается, что этим нулям 
соответствует тривиальное решение. 
 Отметим, что решение (4.3.2), (4.3.3) совпадает с 
известным решением Митчелла Нейбера для конуса [69]. 
 Приведенные выше формулы являются точными. На 
основании этих формул легко получить приближенные 
формулы, положив  

εηθθ += 0 , 11 ≤≤− η , εθθ −= 01 ,  εθθ += 02    (4.3.5) 
и разложив все выражения, фигурирующие в квадратных 
скобках по степеням параметра ε . 
 2. Перейдем к изучению однородных решений, 
соответствующих второй группе корней. Как следует из 
выражения (4.2.9), этой группе корней соответствует четыре 
решения. Подставляя в соотношения (4.1.10) вместо θ , 1θ , 2θ  
их выражения (4.3.5) и раскладывая затем полученные таким 
образом формулы по степеням параметра ε , получим 

( ) ∑
=

⎟⎟
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⎞
⎜⎜
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ρ
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k
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τ θ                                      (4.3.7) 

Здесь kC - произвольные постоянные. 
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 Отметим, что эта группа решений в работе [118] не 
была обнаружена. 
 3. Для третьей группы нулей, используя первый член 
асимптотики функции Лежандра, получаем два класса 
решений, первый из которых соответствует нулям функции 

nn δδ 22sin + , а второй– нулям функции  nn δδ 22sin − . Как 
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было отмечено в первой главе, они имеют одинаковую 
структуру: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ⎟
⎠
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∞

=
∑ ρ

ε
δεηνδηδν

ρ
ε lnexp12 1

1

13 n
nnnn

n
nr OFFBrU

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×

×+′′′−−′−
−

= −
∞

=
∑

ρ
ε
δ

εηδνην
ρ
ε

θ

lnexp

122 2

1

12

n

nnn
n

n OFFBrU

( ) ( ) ( )[ ] ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+′′= ∑

∞

=
ρ

ε
δεη

ρ
σ lnexp2

1

3 n
n

n
nr OFBG                       (4.3.9) 
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Здесь nB - новые неизвестные постоянные, ( )ηnF - функции 
П.Ф.Папковича. 
 4. Обратимся теперь к исследованию картины 
напряженного состояния, описываемого однородными 
решениями (4.1.10). 
 Рассмотрим вначале связь однородных решений с 
главным вектором напряжений P , действующих в сечении 

constr = . 
 Имеем: 

( ) θθθτθσπ
θ

θ
θ drP rr sinsincos2

2

1

2 ∫ −=                       (4.3.10) 

 Подставляя теперь в выражение (4.3.10) формулы 
(4.1.10), получим 
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k
k

z
k

krCrCP γγ ∑
∞

=
+=

3

2/1
01                                          (4.3.11)  

        ( )×−−= 120 coscos4 θθπγ G  

( )2
2

211
2 coscoscos2cos θθθνθ ++×                            (4.3.12) 

( ) θθθθπγ
θ

θ
dTQG krkk sinsincos4

2

1
∫ −=                         (4.3.13) 

 Докажем, что все kγ  ( ),..4,3=k  равны нулю. Для этого 
рассмотрим краевую задачу: 

rs
z

r Qr k 2/3
1

−=σ , s
z

r Tr k 2/3
1

−=θτ  ( )1rr =                       (4.3.14) 

        rs
z

r Qr k 2/3
2

−=σ , s
z

r Tr k 2/3
2

−=θτ  ( )2rr =  
 Легко видеть, что решение задачи (4.3.14) существует и 
получается из формул (4.1.10), если в них положить sC kk δ= , 
где ksδ - символ Кронекера. 
 С другой стороны, известно, что необходимым 
условием разрешимости первой задачи теории упругости (на 
поверхности тела заданы напряжения) является условие 
обращения в нуль главного вектора и главного момента всех 
внешних сил. 
 В рассматриваемом случае главный вектор внешних сил 
(4.3.14) в проекции на ось симметрии 0=θ , дает  

( ) 02/3
1

2/3
2 =−= −−

s
zz

s
kk rrP γ                                       (4.3.15) 

 Как легко видеть, последнее равенство возможно только 
при 0=sγ . Для главного вектора окончательно получаем 

01γCP =                                                               (4.3.16) 
 Таким образом, напряженное состояние, 
соответствующие второй и третьей группам, является 
самоуравновешенным в каждом сечении constr = . 
 Подсчитаем в сечении constr =  изгибающий момент и 
перерезывающую силу для второй и третьей групп решений. 
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Для простоты положим 01 =ρ , 12 =ρ  ( )ρ2rr =  и подсчитаем 
изгибающий момент и перерезывающую для каждой группы 
решений. 

( ) ( )[ ]{ } =−−−−= ∫ θθθθτθθσ
θ

θ
θ drM rr sincos1sin
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00
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2  
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                                            (4.3.17)   

( ) ( ){ } ≈−+−= ∫ θθθθτθθσ
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1
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1
02 sin εητεθ θ Odr r +≈ ∫
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                                              (4.3.18)   

 Подставляя выражения для напряжений для каждой 
группы решений, соответственно, получаем 
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( )3
3 εOM = , ( )2

3 εOQ =                                        (4.3.20) 
Таким образом, главные части изгибающего момента и 

перерезывающей силы определяют решение второй группы. 
На основе асимптотического анализа сделаем выводы о 

характере напряженно-деформированного состояния. 
Решение (4.3.3), (4.3.4) определяет внутреннее 

напряженно-деформированное состояние оболочки. Первые 
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члены их асимптотических разложений по параметру 
тонкостенности определяет безмоментное напряженное 
состояние. 

Решение (4.3.6) определяет краевой эффект, 
аналогичный простому краевому эффекту в прикладной 
теории оболочек. В первых членах разложения по параметру 
ε  решения (4.3.6) совместно с (4.3.3), (4.3.4) можно 
рассматривать как решения по прикладной теории Кирхгофа-
Лява. Напряженное состояние, определяемой формулой 
(4.3.9), имеет характер пограничного слоя и локализовано 
вблизи поверхности constr = . Первые члены его 
асимптотического разложения полностью эквивалентны 
краевому эффекту Сен-Венана в теории плит. 

Таким образом, анализ решений показывает, что 
напряженное состояние конической оболочки, также как и в 
случае цилиндрической и сферической оболочек, 
складывается из трех типов: внутренного напряженного 
состояния, простого краевого эффекта и погранслоя.  

 
4.4. Сведение к бесконечным системам 

 
 Рассмотрим вопрос о снятии напряжений с торцевых 
поверхностей оболочки. 
 Пусть при srr =  ( )2,1=s  заданы напряжения 

( )θσ sr f1= , ( )θτ θ sr f2=                                     (4.4.1) 
 Функции ( )θjsf  ( )2,1=j  удовлетворяют условиям 
равновесия  

( ) =−∫ θθθθπ
θ

θ
dffr sinsincos2

2

1
2111

2
1  

( ) Pdffr =−= ∫ θθθθπ
θ

θ
sinsincos2

2

1
2212

2
2                      (4.4.2) 
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Здесь P - главный вектор усилий, действующих в 
произвольном сечении constr = .  

Как было показано выше, несамоурановешенную часть 
напряжений (4.4.1) можно снять при помощи проникающего 
решения (4.3.4), причем связь постоянной 1C  с главным 
вектором дается равенством (4.3.16). Ниже будем 
предполагать, что 0=p . Будем отыскивать решение в виде 
(4.1.10) в силу принятого предложения 01 =C . Для 
определения произвольных констант ( ),...4,3=kCk , 
вариации которых будем считать независимыми, используем 
вариационный принцип Лагранжа.  

Поскольку однородные решения удовлетворяют 
уравнению равновесия и граничным условиям на конической 
поверхности, вариационный принцип принимает следующую 
форму 

( ) ( )[ ] 0sin
2

1

21

2

1

2
1 =−+−∫∑ =

=
θθστδσρ

θ

θ
ρρθθ dUfUfr
ssrrsr

s
s   (4.4.3) 

 Приравнивая нулю коэффициенты при независимых 
вариациях получим следующую бесконечную систему: 

j
k

kjk NCm =∑
∞

=1
  ( ),...2,1=j                                 (4.4.4)  

Здесь    ( )×+= ∑
=

kj
s

jk zzm
2

1
exp  

( ) θθρ
θ

θ
θ dUTUQ jkrjrks sinln

2

1
∫ +×                                   (4.4.5) 

 ( ) ×+= ∑
=

sj
s

j zN ρln2/3exp
2

1
 

( ) θθ
θ

θ
θ dUfUf jsrjs sin

2

1
21∫ +×                                        (4.4.6) 



 200

 Используя малость параметра тонкостенности оболочки 
ε , можно построить асимптотическое решение системы 
(4.4.4). 
 Прежде всего уточним предположения относительно 
внешней нагрузки.  
 Допустим, что 1~1sf , тогда если учесть, что rσ  и θτ r , 
соответствующие корням второй группы, имеют разный 
порядок ( ( ) ( ) ετσ θ ~,1~ 22

rr ), то при выборе порядка sf2  
нужно руководствоваться следующими соображениями. 
 Используя формулы (4.3.7), (4.3.9), а также тот факт, что 

( ) 01 =±kF , получаем 

( ) ×−−=∫
−

0
22

1

1
116 θ

ρρ
ενητ θ ctgGdr  

∑
=

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛×
6

3
lnexp

k

k
kkC ρ

ε
αα                                        (4.4.7)               

Если теперь заданные на границе касательные 
напряжения представить в виде  

( ) ( )2
2

1
22 sss fff +=  ,   ( ) ∫=

2

1
2

1
2

θ

θ
ηdff ss  

( ) ( )1
22

2
2 sss fff −=                                                       (4.4.8) 

то на основании асимптотической формулы (4.4.7) 
необходимо предполагать, что  ( )1

2sf  имеют порядок ε  ( )2
2sf  

могут иметь тот же порядок, что и sf1 , т.е. ( ) 1~2
2sf . 

 Далее, используя формулы (4.3.7), (4.3.9), неизвестные 
постоянные kC , nB  будем отыскивать в виде 

....

....,

10

10

++=

++=

ε

ε

nnn

kkk

BBB

CCC
                                       (4.4.9) 

 Учитывая принятый порядок относительно заданных на 
границе напряжений, на основе вариационного принципа, 
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получим следующую систему уравнений относительно 0kC , 

0nB . 

∑
=

=Π
6

3
0

k
jkjk EC   ( )6,5,4,3=j                          (4.4.10) 
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                           (4.4.11) 

Здесь  
( )( ) ( ) ×−+−=Π 0
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( )] ( )[ ( ) ( ) ( )]} ( )
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 Для ,...3,1, =nt  соответствующие выражения tng  
получаются заменой в приведенных выше формулах nδcos  на 

nδsin  и nδsin  на  nδcos , соответственно. 
 Из структуры полученной системы можно заключить, 
что неизвестные 0kC , соответствующие второй группе нулей, 
и неизвестные 0nB , соответствующие третьей группе нулей, 
находятся независимо. 
 Определение kiC , niB  ( ),...2,1=i  неизменно сводится к 
обращению одних и тех же матриц, которые совпадают с 
матрицами (4.4.10), (4.4.11). Системы уравнений (4.4.10), 
(4.4.11) значительно упрощаются, если исследовать состояние 
полубесконечного конуса ( 11 =ρ , ∞→2ρ ), либо конуса с 
вершиной ( 12 =ρ , 01 =ρ ). 
 В первом случае все неизвестные, соответствующие 
нулям, у которых 0Re >kα ,   0Re >nδ , следует положить 
равными нулю, во втором случае в силу ограниченности 
решения в вершине конуса следует положить нулю те 
неизвестные, для которых  0Re <kα ,   0Re <nδ . 
 В обоих случаях получаем одинаковую по форме 
систему: 
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          ( ) ( )0
0

4

3

0
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k
jk EC =Π∑
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  ( )4,3=j  

( ) ( )0

1
0

0
t

n
ntn HBg =∑
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  ( ),...2,1=t                    (4.4.14) 

 Коэффициенты и правые части системы (4.4.14) легко 
получить из соответствующих коэффициентов и правых 
частей (4.4.10), (4.4.11), если в них положить 11 =ρ , ∞→2ρ  
в первом случае и 01 =ρ , 12 =ρ - во втором случае. 
 Общее решение задачи об определении напряженно-
деформированного состояния оболочки может быть получено 
суперпозицией решений, соответствующих различным 
группам корней. Приведем первый член асимптотических 
разложений компоненты вектора перемещений и 
напряжений: 
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 В формулах (4.4.15) и (4.4.16) первые и вторые члены 
правых частей соответствуют прикладной теории оболочек, 
следующие- добавки к решению по теории Кирхгофа. На 
границе области при srr =  в напряжении rσ , ϕσ  добавочные 
члены имеют тот же порядок, что и в прикладной теории, а в 
напряжениях θσ , θτ r  при 0→ε  основную роль начинают 
играть добавочные члены.  
 
 4.5. Построение уточненных прикладных теорий  
                 для конической оболочки    
 
 Как и в первой главе рассмотрим построение 
прикладных теорий, предназначенных для снятия 
напряжений с конической части границы. Предположим, что 
на конических границах заданы условия  
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( )rQn=θσ ,  ( )rnr ττ θ =  при nθθ =  ( )2,1=n            (4.5.1) 
 После замены переменных rt ln=  система уравнений 
Ляме принимает вид: 
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Полагая 
t∂
∂

=λ , относительно rU , θU  получаем системы 

обыкновенных дифференциальных уравнений: 
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Общее решение этой системы имеет вид: 
( )( ) ( ) ( ) ( )θψθψν 2/12/3 2/142/72/1 +− +−+−−= zzr zzzU  
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+− −=                                               (4.5.4) 

( ) ( )θθψ coscos zzzzz QBPA += , 2/1+= λz  
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 Удовлетворяя граничные условия на конических 
границах (4.5.1), получаем неоднородные линейные 
алгебраические уравнения относительно неизвестных 
постоянных 2/3−zA , 2/3−zB , 2/1+zA , 2/1+zB . 
 Из этих систем по правилу Крамера находим  
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 Подставляя (4.5.5) в (4.5.4) и раскладывая по малому 
параметру ε , находим 
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νννε

z

zzzctg

zz

ctg

zzz

ctgQQzQQ

zzz

          (4.5.7) 

( ) {
( )[ ]

( ) ( ) } ...136124

4/65281218982

4
3
114

4
18

2
0

42
0

22

22
0

22

2
0

222

+−+−+

++−+−−−+

++−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=Δ

εθνθν

ννθνν

θνε

ctgctg

zctg

zctgzz

 

 Как отмечено в первой главе, соотношения (4.5.6) 
можно использовать для построения приближенных теорий, 
предназначенных для снятия напряжений с конической части 

границы. Зная rt ln=  и 
2
1

−=
∂
∂

=
∂
∂ z

r
r

t
, получаем 

следующие системы обыкновенных дифференциальных 
уравнений: 

( ) ( )[{[
( ) ( )]( )

( ) ( )}

( ) ( ) ( ){[
( ) ( )[ +−−−−+−+

+−−−−−+

+−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−−+

+−−−−+
+−+−−=

120
2

1

21
2
20

2

12120

121

2120

21429
8
632/13

112212214

4
2
72142

4/7232/323
54214

ddctgd

ddddctg

ddctg

QQd
dddctgGDUr

νθνν

ννθνε

εττννθ

νν
νθν
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( ) ( )[

( ) ( )( )
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( )( ) ( )
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+⎥

⎦
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2
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QQd
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( ) ( )[
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( ) ( )( )] ( )
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21182187
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1221
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1

2120
2

1
2

2
2
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012212

2112

2
120112

212

++−++−×

×−+−−−+−+

+−−+−−−+

++−−−+−+

++−−+−×

×−−++−+×

×+−−++−×

×−+−+−+=

ττνν
θνννν

ννττθηνν

νννν

θν
ηνννν

εεττθνν

νννθ
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dctg

dddd

ctgQQdQQ
dLdd

ctgdQQ
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где  

( ) ( ){
( ) ( ) ( )
( ) } ...136

120112116

1164
3
11416

2
0

42

0
222

0
22

2
0

22
1

2

+−

+−+−+−

−−−+−=

εθν

θννθν

νθνε

ctg

ctgdctg

ddctgddD

 

2
1

1 +=
dr
drd , 

4
122

2
2

2 ++=
dr
dr

dr
drd , 

4
1

2 −= dd  

 Таким путем можно получить прикладные теории, 
имеющие погрешности произвольного порядка малости 
относительно ε .  
 В заключение отметим: 
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 а) предложенным способом можно построить 
прикладные теории только для плавно изменяющихся 
нагрузок (с небольшим показателем изменяемости); 
 б) применение предлагаемого метода совместно с 
однородными решениями позволяет рассчитать напряженное 
состояние всюду в области, занятой оболочкой с 
погрешностью, имеющей порядок первого отброшенного 
члена асимптотических разложений; 
 в) снятие напряжений с конической части границы 
можно также осуществить решением задачи теории 
упругости для неограниченного конуса при помощи 
преобразования Меллина. Этот прием следует применить для 
негладких нагрузок. 
 
 4.6. Осесимметричная задача для плиты  
                 переменной толщины    
 
 На основе метода однородных решений исследуется 
асимптотическое поведение осесимметричного напряженно-
деформированного состояния плиты, толщина которой 

rh ε= , где r - расстояние от центра плиты, ε - малый 
параметр. Приводится сравнение асимптотического решения 
с теорией Кирхгофа. 

 Как было отмечено выше, случай, когда 
20
πθ = , 

является особым и соответствует плите переменной толщины. 
Поэтому здесь речь идет не о любой плите. Имеется в виду 
тот частный вид конической оболочки, рассмотренный в 
предыдущих параграфах этой главы, который она принимает 
при вырождении ее срединной поверхности в плоскости. 
Поскольку этот случай вырождения сказывается особым, все 
рассуждения предыдущих параграфов приходится проводить 
заново. Итак, рассмотрим упругое тело, отнесенное к 
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сферическим координатам ϕθ ,,r  со следующими областями 
изменения параметров 

21 rrr ≤≤ , επθεπ
+≤≤−

22
, πϕ 20 ≤≤              (4.6.1)   

 Предположим, что на конических границах 

( επθ −=
2

, επθ +=
2

) заданы следующие однородные 

условия 
00 =σ , 0=θτ r                                              (4.6.2) 

 Методом однородных решений, используя результаты 
для конуса, перемещения и напряжения можно представить в 
виде: 

r
k

z
kr UrC

r
U k∑

∞

=
=

1

1  ( )θ,kz   

θθ UrC
r

U
k

z
k

k∑
∞

=
=

1

1  ( )θ,kz                                          (4.6.3) 

r
k

z
kr QrC

rr
G k∑

∞

=
=

2

2σ  ( )θ,kz  

ϕϕσ QrC
rr
G

k

z
k

k∑
∞

=
=

2

2  ( )θ,kz  

θθσ QrC
rr
G

k

z
k

k∑
∞

=
=

2

2  ( )θ,kz                                        (4.6.4) 

TrC
rr
G

k

z
kr

k∑
∞

=
=

2

2
θτ  ( )θ,kz  

В формулах (4.6.3), (4.6.4) kC - произвольные 

постоянные, - нули функции ( )0,, θεzD  при 
20
πθ = .  
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4.7. Анализ характеристического уравнения для  
       плиты переменной толщины 
 
Выше было исследовано асимптотическое поведение 

однородных решений при 2/0 πθ ≠  и 0→ε . Было 
установлено, что нули функции ( )0,, θεzD  по характеру их 
асимптотического поведения можно разбить на три группы, 
каждой из которых соответствует свой тип напряженно- 
деформированного состояния.  

Рассматриваемый случай 
20
πθ =  оказывается особым и 

требует специального исследования. 

Начнем с исследования нулей ( )0,, θεzD  при 
20
πθ = . 

Нули функции ( )0,, θεzD  при 
20
πθ =  по характеру их 

асимптотического поведения при 0→ε  можно разбить на 
две группы. Первая группа состоит из семи нулей и 
характеризуется тем, что все kz  ( )6,0=k  этой группы при 

0→ε  имеют конечной предел, причем три из них: 00 =z , 

2
1

1 =z ,  
2
1

2 −=z  не зависят от параметра ε . Для нахождения 

остальных нулей первой группы раскладываем ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
,, πεzD  в 

ряд по ε  

{
( ) ( )( )+−−+−+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ννν

επε

451213988

16
4
1

3
4

2
,,

2

44
2

22

z

zzzzD
 

( ) ( )[ ×−−−+−+ νν 2516485716128
15
1 46 zz                (4.7.1) 
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( ) ( )] } 0...44983238453031 222 =++−+−× εννν z  
 Из разложения (4.7.1) можно получить 

следующую группу нулей. 
( ) [ ]...1 2

2
0 ++−= aaz k

k ε  ( )6,5,4,3=k                (4.7.2) 
где  

ν45
2
1

0 −=a , ( ) ( )21
02 13 ν−= −aa   ( )4,3=k         (4.7.3) 

ν1213
2
1

0 −=a , ( ) ( )21
02 153 ν−= −aa   ( )6,5=k   (4.7.4) 

 Для удобства положим ( ) k
k a α=− 01 , ( ) k

k a β=− 21 . 
 Вторая группа состоит из счетного множества нулей и 
характеризуется тем, что все ∞→kz  при 0→ε  ( constzk →ε  
при 0→ε ). Для них приемом, использованным в 4.2, 
получаем следующие асимптотические представления 

...1 +++= −
kkkkz εωγδε  ( ),...8,7=k                (4.7.4) 

где  
022sin =+ kk δδ , 0=kγ  

( ) ( )[ +−+−= −−−
kkkk δννδδω 2213 cos98116cos2             (4.7.5) 

   ]23/8 kδ+     ( ),...10,8=k  
022sin =− kk δδ ,    0=kγ  

( ) ( )[ ]22213 3/8sin98116sin2 kkkkk δδννδδω +−+−= −−−   (4.7.6) 

 Можно показать, что функция ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
,, πεzD , кроме 

найденных нулей, других не имеет. 
 
 
 
 
 



 213

 4.8. Анализ напряженного-деформированного  
                 состояния для плиты  
 
 При подстановке 00 =z  в выражения (4.6.3) получаем, 
что этому нулю соответствует тривиальное решение.  

 Нулям 
2
1

1 =z ,  
2
1

2 −=z  соответствует следующее 

напряженно-деформированное состояние, которое получается 
из формул (4.3.3), (4.3.4) при 2/0 πθ =  

( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−= εη

ρ
νεη sin14sin 2

11
CCrUr  

( )[ −
⎩
⎨
⎧

−+= εην
ρ

εηθ cos43cos 2
11

CCrU                       (4.8.1) 

( ) }εηεν 12 coscos21 −−−  
( ) εη
ρ
νσ sin24

22 CG
r

−
=  

( ) [ ]εηεηεεη
ρ
νσϕ

12
2

2 coscossin212 −+
−

= tgGC  

( ) [ ]εηεηεεη
ρ
νσθ

12
2

2 coscossin212 −−
−

= tgGC          (4.8.2) 

( ) [ ]εηηε
ρ
ντ θ coscoscos212 12

2
2 −

−
= −GC

r  

где 1C , 2C - неизвестные постоянные. 

 Полагая в (4.6.3), (4.6.4) εηπθ +=
2

, 11 ≤≤− η  и 

раскладывая по ε , для остальных нулей первой группы 
получаем следующие выражения 

∑
=

=
6

3

1

k
rkkr UCrU

ρ
, ∑

=
=

6

3

1

k
kkUC

rU θθ ρ
                   (4.8.3) 
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      ∑
=

=
6

3

2
k

rkkr QCG
ρρ

σ , ∑
=

=
6

3

2
k

kkQC
G

ϕϕ ρρ
σ                 (4.8.4) 

 ∑
=

=
6

3

2
k

kkQC
G

θθ ρρ
σ , ∑

=
=

6

3

2
k

kkr TCG
ρρ

τ θ  

Здесь kC - произвольные постоянные, 

( ) ( )( )[ +−−
⎩
⎨
⎧ ++−= 222 2313

3
1422 ηανεναν kkrkU  

( )( ) ( )
( ) ] } ( )ραρναν

βνβαννν
lnexp...ln22

121212511 2

kk

kkk

++−×
×++−+−−+

 

( ) ( )[{ +−−+−= 222 2212
3
114 νανενεηθ kkU  

]( ) ( ) ( ) ( )[ ]−−−−+++−+ ναννηνν 212211114 2
k         (4.8.5) 

( ) ( ) } ( )ραρβνβαν lnexp...ln124124 2
kkkk +−+−−  

( )( ) ( )[{ +−++−+= 4313
3
12112 2 ννεαν krkQ  

( ) ] ( )( )
( ) ( ) } ( )ραραβν

βναννηαν
lnexp...ln21112
1242122 2

kkk

kkk

+−++

+−−−++−+
 

( ) ( )[{ −−−++−−= 12213
3
114 222 νννενϕkQ  

( ) ] ( )
( ) } ( )ραρβνβα

ανννηαν

lnexp...ln12424

212122212
2

2

kkkk

kk

+−−−

−−++−+−−
    

( )( ) ( ) ×
⎭
⎬
⎫

+−
⎩
⎨
⎧ +−= 2222 4311

3
1 εβαηνεθ OQ kkk  

( )ρα lnexp k×                                                                 (4.8.6) 

( ) ( ){ ( ) ( )}×++−+−= − 2132 22131 εναννεηη OT kk  
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( )ρα lnexp k×             

kα , kβ  ( )4,3=k  определяются формулой (4.7.3). 

( ) ( )[{

( ) ] ( ) ( ) −+−++−−

−−+−−=

kk

krkU

αννηαν

νεαην

162973

973
3
12312

2

2

    

( ) } ( )ραραββ lnexp...ln2366 kkkk +−+−                          (4.8.7)    
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[ ( ) ] } ( )ραραννν

ββνβνα
αννννν

ηαννννν

εανννηϕ

lnexp...ln212186

12211224
65213192336363

3221422565418

3
121421612

2
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kkkk

k

k

kkQ

+−−+−×

×+−−−
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+−−+−+−×

×+−−+−=

          (4.8.8) 

( ) ( ) ( )} ( )[{ ραεννανεηηϕ lnexp1862121 2222
kkk OQ +−+−−−=

( ) ( ) ( )[ ] ( )ραενανεη lnexp87221 22
kkk OT +−+−−=  

kα , kβ  определяются формулой (4.7.4). 
 Вторая группа нулей описывает напряженно-
деформированное состояние быстро затухающее вдали от 
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края плиты. Раскладывая по степеням малого параметра ε  
решения этой группы, найдем следующие асимптотические 
выражения: 

( ) ( ) ( )[ ]+−′′−= −
∞

=
∑ ηνδηδνε

ρ nnnn
n

nr FFBrU 1

1

1 12  

( ) ( )×−+
⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
+ νηρωνδνε 1ln2

4
134

nnn F  
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215 11
nnnn F −− +

⎭
⎬
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⎢⎣
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−
×            (4.8.9) 
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∞
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⎨
⎧
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⎠
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∞
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ρρ
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nnnn

n
n FBG  
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( ) ( )[ +++′−= −
∞

=
∑ ρωδεηδ

ρρ
τ θ ln4/512 1

1
nnnn

n
nr FBG  

] ( )ρδε lnexp... 1
n

−+                                                            (4.8.10) 
Здесь nB - новые произвольные постоянные, ( )ηnF - функции 
Папковича П.Ф. 
 Из формул (4.8.9), (4.8.10) видно, что первые члены 
асимптотических разложений, напряжений и перемещений 
совпадают с решением погранслоя для плиты постоянной 
толщины. 
 Остановимся на анализе напряженно-деформированного 
состояния, соответствующего различным группам решений. 

 Нулю 
2
1

1 =z  соответствует перемещение плиты как 

твердого тела. Напряженное состояние, соответствующее 

нулю  
2
1

2 −=z  эквивалентно главному вектору усилий P , 

направленному вдоль оси симметрии. При этом постоянная 
2C  связана с P  соотношением  

( )

( ) 2
2

1

1

2

sin116

coscossin2

CG

drP rr

ενπ

ηεηεητεησεπ θ

−=

=+−= ∫
−            (4.8.11) 

Главный вектор напряжений в сечении constr =  для 
остальных однородных решений равен нулю. Напряженное 
состояние, определяемое формулами (4.8.4), (4.8.6), 
эквивалентно следующим усилиям rT , ϕT , отнесенным к 
срединной плоскости плиты: 

k
z

k
k

rk
k

kr

TCET

TCET

k

k

ϕϕ

α

ρ
ρν

ε

ρ
ρν

ε

∑

∑

=

=

−
=

−
=

4,3
2

4,3
2

1
1

1
1

                                         (4.8.12) 
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где  

( )( ) ( )[ ( )

( ) ( )( )( )
( )( ) ] ...ln21112

21211224

212
3
42118

22

2

2

+−−+

+−−−−−−+

+−−+−−=

ερβαν

νννβνβνα

ανναν

kk

kkk

kkrkT

 

( )( ) ( )[ ( )

( )( ) ( )( ) ] ...ln11122124
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Из формул (4.8.8) для напряжений, видно, что им 
соответствуют изгибающие моменты следующего вида 
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где  
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 Для сравнения приведем выражения для изгибающих 
моментов и усилий, получаемых по теории Кирхгофа: 
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( )[ ] k
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 Из сопоставления (4.8.14) с выражениями (4.8.13) и 
формул (4.8.15) с выражениями (4.8.12) вытекает, что 
напряженное состояние по теории Кирхгофа для плиты 
переменной толщины совпадает только с первым членом 
асимптотики трехмерного внутреннего напряженного 
состояния. В заключение отметим, что в работе [83] 
ошибочно утверждается, что решение (4.8.15) не является 
первым членом асимптотики трехмерного внутреннего 
напряженного состояния.  
 
 4.9. Сведение краевой задачи для плиты 
                переменной толщины и бесконечным  
                системам при заданных напряжениях 
 
 Пусть при srr =  ( )2,1=s  заданы напряжения 

( )θσσ sr = , ( )θττ θ sr =                                (4.9.1) 
 Функции ( )θσ s , ( )θτ s  удовлетворяют условиям 
равновесия 
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Здесь P - главный вектор усилий, действующих в 
произвольном сечении constr = . Как было отмечено выше, 
несауравновешенную часть напряжений (4.6.4) можно снять 
при помощи проникающего решения (4.8.2), причем связь 
постоянной 2C  с главным вектором усилий P  дается 
равенством (4.8.11). Поэтому ниже будем предполагать, что 

0=P . 
 Будем отыскивать решение в виде (4.6.3), (4.6.4) в силу 
принятого предположения 021 == CC . 
 Тогда на основании вариационного принципа Лагранжа 
получаем следующую бесконечную алгебраическую систему 
уравнений: 

∑
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 Используя малость параметра тонкоственности ε , 
можно построить асимптотическое решение системы (4.9.3). 
Только надо учесть тот факт, что величины rσ , θτ r , 
соответствующие корням первой группы, имеют разный 
порядок 1~rσ , 3~ ετ θr  (для 4,3=k ),   1~rσ , ετ θ ~r  (для 

6,5=k ). 
 Далее, используя формулы (4.8.3), (4.8.4), (4.8.9), 
(4.8.10), неизвестные kC , nB  будем отыскивать в виде  
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 На основе вариационного принципа получаем 
следующую систему уравнений относительно 0kC , 0nB : 
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 Коэффициенты системы (4.9.7), как и выше 

определяются формулами (4.4.13).  
 
4.10. Построение прикладных теорий для плит  
         переменной толщины 

 
 Снятие нагрузки с конической части границы можно 
осуществить с помощью прикладных теорий, построенных 
для конуса (4.5.8), где следует для плиты положить 2/0 πθ = . 
Однако ниже, видоизменяя способ построения общего 
решения, мы разобьем задачу на две самостоятельные задачи: 
растяжения- сжатия плиты и задачу изгиба плиты.  
 Итак, пусть на конических границах заданы условия 

( )rQn=θσ , ( )rnr ττ θ =   

при ( ) επθ n1
2

−+=  ( )2,1=n                        (4.10.1)     

 Характер граничных условий на сферических границах 
уточнять не будем. 
 Используя результаты 4.5, общее решение данной 
задачи представим в виде: 
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где  
( ) ( ) ( )θθθψ zzzzz FBTA +=  
( ) ( ) ( )θθθ coscos −+= zzz PPT  
( ) ( ) ( )θθθ coscos −−= zzz PPF  

 Здесь вместо традиционных линейно-независимых 
решений уравнения Лежандра ( ) ( )θθ cos,cos zz QP  для 
удобства введены четные ( )θzT  и нечетные ( )θzF  
относительно 2/πθ =  уравнения Лежандра. Такая форма 
решения позволяет разбить общую задачу для плиты на две 
самостоятельные задачи. 
 Введем в рассмотрение величины 
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ss

QQqQQq
                     (4.10.3) 

и с их помощью разобьем общую краевую задачу на две: 
 Задача А 

1q=θσ ,  ( ) 11 snr −=θτ    при ( ) επθ n1
2

−+=         (4.10.4)  

 Задача В 

( ) 21 qn−=θσ ,  2sr =θτ    при ( ) επθ n1
2

−+=         (4.10.5)  

 По характеру симметрии относительно плоскости 
2/πθ =  задачу А можно назвать задачей растяжения-сжатия 

плиты, а задачу В- задачей изгиба плиты. 
 Произвольные постоянные 2/3−zA ,  2/1+zA , 2/3−zB , 

2/1+zB  определяются из граничных условий (4.10.4), (4.10.5) 
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1
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+zB                   (4.10.7) 
Подставляя (4.10.6), (4.10.7) в (4.10.2), соответственно, 

получим: 
для задача А 
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επθ −=
21  

Такую же структуру имеют 2Δ , 21Δ , 22Δ  и только в 
выражениях (4.10.10) функцию zT  надо заменить zF , а ( )tq1 , 
( )ts1  на ( )tq2  и ( )ts2 , соответственно. 

Раскладывая по параметру ε , получим: 
Для задачи А 
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Для задачи В 
( )( ) ( ){ +−−=Δ tqzUG r 22 32122 νεη  

( ) ( ) ...
4
11234 2

2 +⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−−+ ενν tsz                      (4.10.12) 
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 Как было отмечено в 4.5, соотношения (4.10.11) и 
(4.10.12) можно использовать для построения приближенных 
теорий, предназначенных для снятия напряжений с 
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конической части границы плиты. Зная rt ln=  и 
2
1

+=
dr
drz , 

получаем следующие системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений: 
 для задачи А. 
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для задачи В 
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 Относительно использования этой системы можно 
сделать те же замечания, что и в 4.5.  
 
 4.11. Исследование упругого равновесия полого  
                   конуса с закрепленной боковой  
                   поверхностью и при смешанных граничных  
                   условиях на боковой поверхности  
 

1. Пусть боковая поверхность конуса жестко 
заделана, т.е. 

0=rU ,  0=θU  при nθθ =                          (4.11.1) 
Характер граничных условий на торцах конуса уточнять 

не будем. Однако будем считать их таковыми, что оболочка 
находится в равновесии. 
Используя результаты 4.1 и удовлетворяя однородные 
условия (4.11.1), получаем характеристическое  уравнение 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )−−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−×

×−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=Δ

−+

+−
−

−

21
1,1

2/321
0,0

2/1
2
0

2

21
1,1

2/121
0,0

2/3
2
0

2

2
1

1
1

00
2

21

,,
2
1

,,
2
1sin

sin
4
12,,

θθθθϕ

θθθθϕθ

θϕϕθθ

zz

zz

DDzz

DDzz

zzzz

       (4.11.2) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[
( ) ( ) ( ) ( )] 0,,

,,
4
1

21
1,0

2/121
0,1

2/3

21
0,1

2/121
1,0

2/30
2

=+

+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

+−

−−

θθθθ

θθθθϕ

zz

zz

DD

DDzz
 



 228

( ) νϕ 42/70 +−= zz  
 Обратимся к исследованию поведения корней 
уравнения (4.11.2) при малых значениях параметра ε .  
 Из (4.11.2) видно, что 2/12,1 ±=z  являются корнями 
характеристического уравнения. Вторая группа корней 
состоит из счетного множества нулей  все они стремятся к 
бесконечности при 0→ε , причем constzk →ε  при 0→ε . 
Для построения асимптотики второй группы нулей 
отыскиваем их в виде: 

( )ε
ε
δ Oz n

n +=  ( ),...4,3=n                           (4.11.3) 

 После подстановки в характеристическое уравнение 
(4.11.3) и преобразования его с помощью асимптотических 
разложений для функций Лежандра получаем: 

( ) 042sin43 222 =−− nn δδν                             (4.11.4) 
 Это уравнение уже встречалось в первой главе и, как 
было отмечено там, совпадает с характеристическим 
уравнением для упругого слоя. 
 Непосредственной проверкой можно установить, что 

корням 
2
1

±=z  соответствует тривиальное решение. 

 Приведем теперь первые члены асимптотических 
разложений, соответствующие нулям второй группы. 
 Для перемещений и напряжений в первом приближении 
получаем два класса решений, первое из которых 
соответствует нулям функции  ( ) δδν 22sin43 +− , а второе– 
нулям функции  ( ) δδν 22sin43 −−   
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∞
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 Здесь nn BC , - произвольные постоянные. Как видно из 
формул (4.11.4), (4.11.5) и (4.11.6), (4.11.7) первая группа 
решений описывает задачу изгиба оболочки, а вторая– задачу 
растяжения–сжатия оболочки. Поскольку решения (4.11.4), 
(4.11.5) и (4.11.6), (4.11.7) не зависят от 0θ , они верны и при 
значении 2/0 πθ = , которое соответствует плите переменной 
толщины.  
 В общем случае нагружения произвольные постоянные 

nn BC , , как и выше, могут быть определены с помощью 
вариационного принципа Лагранжа. При специальных 
условиях опирания края оболочки они определяются точно с 
помощью обобщенного условия ортогональности для конуса, 
которые будут установлены позже.  
 2. Теперь рассмотрим случай, когда на боковой 
поверхности конуса выполняется одно из граничных условий  
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0=θU , 0=θτ r  при nθθ =                             (4.11.9)  
0=rU , 0=θσ  при nθθ =                            (4.11.10)  

 Будем исследовать случай (4.11.9), так как случай 
(4.11.10) исследуется аналогично. Как и выше, используя 
результаты 4.1  удовлетворяя однородные граничные условия 
(4.11.9), получаем характеристическое уравнение  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,,116,, 21

1,1
2/121

1,1
2/3

22
21 =−−=Δ +− θθθθνθθ zz DDzz (4.11.11)  

 Уравнение (4.11.11), кроме корня 0=z , имеет еще 
следующие, независящие от малого параметра ε , корни 

2/12,1 ±=z , 2/34,3 ±=z . Нетрудно показать, что этим корням 
соответствуют тривиальные решения. Остальные корни 
уравнения (4.11.11) стремятся к бесконечности, когда 0→ε . 

Отыскивая ( )ε
ε
δ Oz k

k +=  и используя первый член 

асимптотики функций Лежандра, для kδ  получаем 

0sin2 =kδ                                            (4.11.12)   
 Для перемещений и напряжений в первом члене 
асимптотики получаем два класса решений, первой из 
которых соответствует нулям функции δcos , а второе– 
нулям δsin : 
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 Произвольные постоянные kk BC ,  определяется из 
условия выполнения граничных условий на торцах конуса.  
 Докажем теперь обобщенное условие ортогональности 
для конуса. 
 Пусть на боковой поверхности выполняется одно из 
граничных условий (4.11.1), (4.11.9), (4.11.10). Решение будем 
отыскивать в виде суммы элементарных решений 
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 Пусть ka , kb , pa , pb - решения, соответствующие 
собственным значениям kλ  и pλ , соответственно. Тогда, 
согласно теореме Бетти, для любого r  справедливо равенство  

( ) =+∫ θθτσ
θ

θ
θ drUU prkrprk sin

2

1

2   

( ) θθτσ
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θ
θ drUU krprkrp sin

2

1

2∫ +=                                 (4.11.16)   

Подставляя (4.11.15) в (4.11.16), после интегрирования 
по частям получаем: 
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 Отсюда для любого r  получаем 
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 В (4.11.17) последнее слагаемое при любых граничных 
условиях (4.11.1), (4.11.9) и (4.11.10) равно нулю. Поэтому 
окончательно получаем 
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 4.12. Асимптотический анализ решений  
                   некоторых неосесимметричных задач для  
                   плиты переменной толщины 
 
 Изучается напряженно-деформированное состояние 
плиты линейно изменяющимся толщиной подверженного 
действию неосесимметричных нагрузок, приложенных 
сферической поверхности. Исследуется поведение решения 
при стремлении параметра тонкостенности ε  к нулю. 
 Рассмотрим как и выше, плиту с линейно 
изменяющейся толщиной rh ε= . 

21 rrr ≤≤ , επθεπ +≤≤− 2/2/ , πϕ 20 ≤≤    (4.12.1)   
Предполагается что конические граничные поверхности 
свободны от напряжений, т.е. выполняются следующие 
условия: 

0=θσ , 0=θτ r ,  0=θϕτ  при επθ m2/=       (4.12.2) 
а на остальной части границы заданы следующие граничные 
условия  

( )ϕθσ ,1sr f= , ( )ϕθτ θ ,2sr f= , ( )ϕθτ ϕ ,3sr f=   
при srr = , ( )2,1=s                                  (4.12.3) 

Для построения общего решения уравнений равновесия, 
удовлетворяющие условиям (4.12.2) будем исходить из 
общего решения Папковича-Нейбера [ ], который в 
сферических координатах имеет следующий вид: 

( ) ( )014 BrB
r

BU rrr +
∂
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( ) ( )0sin
114 BrB

r
BU r +∂

∂
−−=

ϕθ
ν ϕϕ  

Функции 0,,, BBBBr ϕθ - удовлетворяют следующим 
дифференциальным уравнениям 
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Отыскивая решение системы (4.12.5) в виде  
( ) imttmt ebrB θλ= , ( )θ,rt = , ( ) ϕ

ϕ
λ

ϕ θ im
m ebirB = ,  

( ) ϕλ θ im
m ebrB 0

1
0

+=                                                    (4.12.6) 
и используя произвол, содержащийся в решении Папковича-
Нейбера, для tmb , mbϕ , mb0  можно получить следующие 
выражения  
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                (4.12.7)      

( ) ( ) ( )θθθψ λλλλλ FBTA += , ( ) ( ) ( )θθθ λλλ coscos −+= mm PPT  

( ) ( ) ( )θθθ λλλ coscos −−= mm PPF ,  

( λλ BA , - произвольные постоянные), где ( )θλ cosmP - 
присоединенные функции Лежандра; функции ( )θλT , ( )θλF - 
составляют два линейно независимых решения уравнения 
Лежандра и введены ради удобства, поскольку первая 
является четной и вторая нечетной относительно переменной 

2/πθξ −= . 
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 Подставляя (4.12.7) в (4.12.4) и используя обобщенный 
закон Гука, получаем (здесь и далее приводится амплитудные 
по ϕ  значения функций). 
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 Выбранная форма решений позволяет расчленить 
общую задачу для плиты на две независимые: задачу I 
(задачи о растяжении-сжатии плиты) и задачу II (задачу 
изгиба плиты). В первом случае в формулах (12.7), (12.8) 
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следует положить 011 === +− λλλ BBA , во втором случае 
011 === +− λλλ AAB . 

 Постоянные 1−λA , 1−λB , λA , λB , 1+λA , 1+λB  
определяются удовлетворением однородных граничных 
условий (4.12.2). 
 Подстановка выражений для напряжений в каждом из 
условий (4.12.2) приводит к системе шести линейных 
однородных уравнений относительно постоянных 1−λA , 
… 1+λB . Очевидно, что эта система разбивается на две 
независимые системы третьего порядка, одно из которых 
соответствует задаче I и содержит только неизвестные 1−λA , 

λB , 1+λA , вторая соответствует задаче II и содержит только 
неизвестные 1−λB , λA , 1+λB .  
 Условия существования нетривиальных решений у этих 
систем приводят к следующим характеристическим 
уравнением  

( ) 0,1 =εzD                                                        (4.12.9) 
( ) 0,2 =εzD                                                      (4.12.10) 
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( )] ( )[ ( ) ( ) ( )×−+′′−′− +−− zTTzF zzz 112/112/312/1 14 ϕθθνθ          (4.12.11) 
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Здесь  
2/1+= λz , ( ) 4/722

1 −++= νϕ zzz , ( ) νϕ 42/72 −+= zz , 
επθ −= 2/1 . 

 Чтобы получить выражения для ( )ε,2 zD  в (12.11) 
функции ( )θ2/3−zT , ( )θ2/1+zT  надо заменить функцией 

( )θ2/3−zF , ( )θ2/1+zF , а функции ( )θ2/1−zF  на функции 
( )θ2/1−zT  соответственно. Из структуры ( )ε,1 zD  и ( )ε,2 zD  

можно заключить: 
что ( )ε,1 zD  является четной функции ε , а ( )ε,2 zD  нечетной 
функции ε . 
 Помимо этого можно доказать, что ( )ε,1 zD  и ( )ε,2 zD  
являются нечетными функциями z . 
 Каждому корню kz  очевидно соответствует свое 
однородное решение. Предполагая полноту этих решений 
общее решение уравнений равновесия, удовлетворяющие 
граничным условиям (4.12.2), можно представить в 
следующем виде: 

( )θρρ ,
0

2/1
1 k

z

k
kr zUCrU k∑

∞

=

−=      

( )θρρθ ,
0

2/1
1 k

z

k
k zWCrU k∑

∞

=

−=                                           (4.12.12) 
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( )θρρϕ ,
0

2/1
1 k

z

k
k zVCrU k∑

∞

=

−=  

( ) ( )θρρνσ ,212
0

2/31
kr

z

k
kr zQCG k∑

∞

=

−−−=  

( ) ( )θρρνσ ϕϕ ,212
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2/31
k

z

k
k zQCG k∑

∞
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−−−=  

( ) ( )θρρνσ θθ ,212
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2/31
k
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k
k zQCG k∑

∞
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( )θρρτ ϕ ,1
0
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k

z

k
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∞
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k
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∞
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( )θρρτ ϕ ,3
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k
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∞

=

−=  

где для задачи I: 
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( ){ ( ) ( ) ( ) ( )
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−
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( ) ( )[ ] ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ]θθθθνθν

θννθθ

,sin,,1

,22/1,
1

kkk

kkk

zVmzWctgzW

zUzzQ
−−+′−+

+−+=
 

( ) ( ) ( ) ( )θθθθ ,2/3,sin, 1
1 kkkk zVzzUmzT −+= −  
( ) ( ) ( ) ( )θθθ ,2/3,,2 kkkk zVzzUzT −+′=  
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( ) ( ) ( ) ( )θθθθθθ ,,,sin, 1
3 kkkk zVctgzVzWmzT −′+= −  

kC - произвольные постоянные, εηπθ += 2/ , 11 ≤≤− η . 
Выражения для перемещений и напряжений задачи II 
получаются (4.12.14), (4.12.15) взаимной заменой FT ↔ . 
 
 4.13. Асимптотический анализ  
                  характеристического уравнения 
 
 Исследуем поведение корней уравнений (4.12.9), 
(4.12.10) в зависимости от параметра ε . Как и в 
осесимметричном случае нули функции ( )ε,1 zD  и ( )ε,2 zD  
можно разбить на две группы. 
 Первая группа каждого уравнения состоит из семи 
нулей и характеризуется тем, что все kz  этой группы при 

0→ε  имеют конечный предел, причем трое из них 
( ) ( ) 021
0 == zz ;  ( ) ( ) 2/14

0
3

0 −== zz , ( ) ( ) 2/16
0

5
0 == zz  независят от 

ε . В дальнейшем нули функции ( )ε,1 zD  будем обозначать 
через ( ),...2,1=kxk , а нулей ( )ε,2 zD  через ( ),...2,1=kyk .  
 Для получения остальных нулей первой группы 
разложим ( ) ( )εε ,, 11 xDzD =  и ( ) ( )εε ,, 22 yDzD =  в ряд по ε . 
Получим 

( ) ( ) ( ) ( )−−+−−+−= ννεε 454/9472244/1, 22422
1 xmxxxxD

( ) { ( ) +−−+−+−− 42642 36812812
!3

14542 xmxmm νν       (4.13.1) 

( )[ ] ( )+−++−+−+ 2331212416/13625321224/745 242 ννν xmm

( ) ( ) } 0...1225243164314/1 2642 =+−+−−+ ενν mmm  

( ) ( ) ( ) ++−+−−= 22432
2 4678164/1, ymyyyyD νεε  
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( ) {
( ) [
( ) ] ( )+−++−+

+−+−−+

++−−+−+

163515404/1336143340

16401837842091004
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10
116111281312

242

42

642

ymm

ym

ymm

ν

νν

νν

       (4.13.2) 

( ) ( ) } 0...11212140421972380 2642 =+−−+−+ ενν mmm  

 Из разложений (4.13.1) и (4.13.2) можно получить 
следующую группу корней 

....2 ++= εβα kkkx  ( )4,3,2,1=k                     (4.13.3) 

....2 ++= εδγ kkky  ( )4,3,2,1=k                     (4.13.4) 
где  

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )4,321212272/1

2,121212272/1
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22
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22

=⎥⎦
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⎢⎣
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k
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νννα
(4.13.5) 

( ) ( )( ) ( )[
( ) ( ) ] ( )4,3,2,1411819

144724132
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221221

=−−−−−

−+−−−++=
−−

kmm

mm kkkk
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ανναναβ  

( ) ( ) ][
( )

( ) ( ) ][
( )4,3

2341924672/1

2,1
2341924672/1

2/1
222

2/1
222

=

−+−−+−±=

=

−+−++−±=

k
mm

k
mm

k

k

νννγ

νννγ

     (4.13.6) 

( )( ) ( ) ×−+−−=
−− 1221 44671013 kkk m γνγνδ  

( ) ( ) ( )[ ]4222 16781414 mmm k +−−−−−+× ννγν  ( )4,3,2,1=k  
 Можно показать, что все остальные нули функции 

( )ε,1 xD  и ( )ε,2 yD  стремятся к бесконечности при 0→ε . 
Причем kxε , kyε  имеют конечный предел при 0→ε . Для них 
получены следующие асимптотические представление 
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( )ε
ε
ω Ox n

n += 1 , ( )ε
ε
ω Oy n

n += 2  ( )5,4 ≥−= kkn    (4.13.7) 

где  
( ) 02sinsin 111 =+ nnn ωωω  ( ),...2,1=n                  (4.13.8) 
( ) 02sincos 112 =+ nnn ωωω  ( ),...2,1=n                  (4.13.9) 

Каждое из выражений (13.8), (13.9) порождает две группы 
нулей, одна из которых вещественная, вторая комплексная. 
Здесь мы опять в первом члене асимптотики получаем 
полную аналогию с теорий однородных плит, где первой 
группе соответствует вихревое решение, второй- 
потенциальное. 
 Ниже корни уравнений 0sin 1 =nω ,   0cos 2 =nω  будем 
обозначать соответственно через 1pl , 2pl  ( ),...2,1=p . 
 
 4.14. Построение асимптотических формул для  
                  перемещений и напряжений 
 
 Корням ( )iz0 , ( )6,1=i  соответствует тривиальное 
решение.  
 Для построения решений соответствующих корням 

kk yx ,  ( )4,3,2,1=k  преобразуем (4.12.12), (4.12.13) с учетом 
малости ε  и формул (4.13.3)-(4.13.6). Полагая εηπθ += 2/ , 

11 ≤≤− η  и раскладывая по малому параметру ε , решение 
первой группы, найдем для них следующие асимптотические 
выражения: 

( ) ( ) ( )i
k

k

i
k

i
r UArU ∑

=

−=
4

1

2/1
11 ρ    

( ) ( ) ( )i
k

k

i
k

i WArU ∑
=

−=
4

1

2/1
11 ρθ                                                        (4.14.1) 
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Здесь ( )i
kA  ( )2,1=i  произвольные постоянные 1=i  

соответствует задачи I, 2=i  соответствует задачи II. 
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( ) +−−+−+× 2223 245677272 kkkkkk m ανβναβναα             (4.14.4) 
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 Приведем теперь первые члены асимптотических 
разложений для перемещений и напряжений, 
соответствующих нулям функций ωω ±sin , ωsin , ωcos . 
После преобразований получаем: 
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В формулах (14.7)-(14.10) niB  ( ),...3,2,1;2,1 == ni , 

piD  ( ),...3,2,1;2,1 == pi  произвольные постоянные, ( )ηψ ni - 
функция Папковича 

( ) ( ) ηωωηηωωωωηψ 11111
1
11 sinsincoscossin nnnnnnn ++= −  

( ),...3,2,1=n  
( ) ( ) ηωωηηωωωωηψ 2222

1
222 coscossincossin nnnnnnn +−= −  

( ),...3,2,1=n  
( ) ηη 11 cos pp lL =  ( ),...2,1=p  
( ) ηη 22 sin pp lL =  ( ),...2,1=p  

 Произвольные постоянные kiA , niB , piD  определяются 
из бесконечных систем линейных алгебраических уравнений.  
 Из сравнения решений первой и второй групп можно 
сделать вывод, что первая группа определяет основное 
напряженное состояние плиты, вторая- краевой эффект 
аналогичный краевому эффекту Сен-Венана теории 
однородных плит.  
 
 4.15. Задача Кирша для плиты переменной  
                   толщины 
 
 Рассмотрим плиты, толщина которого rh ε= .  
 Пусть коническая часть границы свободна от 
напряжений, а сферическая часть границы выполняются 
следующие граничные условия: 
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     при  ,0,0,2cos1

 при ,0,0,0

rrP

rr

rrr

rrr

===+=

====

θϕ

θϕ

ττϕσ

ττσ
   (4.15.1) 
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 Используя результаты 4.12 ( )2,0 == mm  напряжений 
можно представить в виде 

( ) ( ) ϕσσσ 2cos20
rrr += ,      ( ) ( ) ϕσσσ ϕϕϕ 2cos20 +=   

( ) ( ) ϕσσσ θθθ 2cos20 += ,      ( ) ϕττ ϕϕ 2sin2
rr =                         (4.15.2) 

( ) ( ) ϕτττ θθθ 2cos20
rrr += ,      ( ) ϕττ θϕθϕ 2sin2=  

 Как показано в 4.8, 4.12 напряженное состояние в такой 
плите складывается из основного напряженного состояния и 
состояния типа погранслоя. 
 Напряженное состояния типа погранслоя 
экспоненциально затухает при отходе от края вглубь плиты. 
Таким образом вдали от края напряженное состояние 
полностью совпадает с основным напряженным состоянием. 
Покажем, что из условий (4.15.1) можно определить основное 
напряженное состояние элементарным способом, не решая 
бесконечных линейных алгебраических уравнений. Для этого 
осредняя по толщине граничные условия (4.15.1) и 
напряжения (4.15.2) соответственно получаем: 
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( ) ( ) ϕσσσ 2cos20
rrr += ,      ( ) ( ) ϕσσσ ϕϕϕ 2cos20 +=   

( ) ( ) ϕσσσ θθθ 2cos20 += ,      ( ) ϕττ ϕϕ 2sin2
rr =                        (4.15.4) 

0=θτ r ,      0=θϕτ  
где  
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 В разложениях (4.14.4) осредняя все величины по 
толщине и полагая 0=m , 2=m  соответственно получаем 

( )ε,0 kr xQ , ( )εϕ ,0 kxQ , ( )εθ ,0 kxQ   и ( )ε,2 kr xQ ,…, ( )ε,2 kr xT  
 Здесь kC - произвольные постоянные ε - малый 
параметр, kx - нули функции ( )ε,1 xD  (4.12.9) при 0=m  
( )2,1=k  и 2=m  ( )6,5,4,3=k  со следующей асимптотикой 

...2 ++= εβα kkkx  ( )6,5,4,3,2,1=k                    (4.15.7) 
где  

( ) να 45211 1 −−= +k
k , ( ) ( )21 13 ναβ −= −

kk  ( )2,1=k  (4.15.8) 

( ) ( ) 2/1
21 97462223121 +−+−−= + νννα k

k ( )4,3=k  (4.15.9) 

( ) ( ) 2/1
21 97462223121 +−−−−= + νννα k

k ( )6,5=k  (4.15.10) 
 Подставляя (4.15.5), (4.15.6) в (4.15.3) относительно kC  
получаем следующий систему уравнений 
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 Учитывая тот факт, что 122 −−= kk xx  из  системы (4.5.11) 
и (4.5.12) находим 
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где  
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 Подставляя (4.15.3), (4.15.4) в (4.15.2) получаем 

( ) ( ) ( )Pxxxx
r

1111
1

22

2/3
20 −−− −−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ρρρρ

ρ
ρσ  

( ) ( ) ×−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

−− Pxx 1
22

2/3
20 11 ρρ
ρ
ρσϕ  

( )
( )

( )
( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
−

−× − 11

,
,

,
,

10

10

10

10 x

r

x

r xQ
xQ

xQ
xQ

ρ
ε
ε

ρ
ε
ε ϕϕ                                 (4.15.15) 

( ) ( ) ( )
( )

( )
( ) ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −−− 1111

,
,

,
,

10

10

10

101
22

2/3
20 x

r

x

r

xx

xQ
xQ

xQ
xQP ρ

ε
ερ

ε
ερρ

ρ
ρσ θθ

θ

( ) ( )[ ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ]5

53

3

,,,

,,,,,

,,,

53352

5335253132

53132

2/3
212

x
r

x
r

x
r

x
rr

xxxQ

xxxQxxxQ

xxxQP

−

−

−

−Δ−−

−Δ+−Δ−−

−Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ=

ρεε

ρερεε

ρεε
ρ
ρσ

     

( ) ( )[ ( )

( ) ( ) ( ) ( ) −Δ+−Δ−−

−Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ=

−

−

53

3

,,,,,,

,,,

5335253132

53132

2/3
212

xx

x

xxxQxxxQ

xxxQP

ρεερεε

ρεε
ρ
ρσ

ϕϕ

ϕϕ  

( ) ( ) ]3,,, 53352
xxxxQ −−Δ−− ρεεϕ                                       4.15.16) 

( ) ( )[ ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ]5

53

3

,,,

,,,,,,

,,,

53352

5335253132

53132

2/3
212

x

xx

x

xxxQ

xxxQxxxQ

xxxQP

−

−

−

−Δ−−

−Δ+−Δ−−

−Δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ=

ρεε

ρεερεε

ρεε
ρ
ρσ

θ

θθ

θθ

 

 Учитывая разложения (4.14.4) (при 0=m , 2=m ) 
раскладываем все величины входящие в формулы (4.15.15) и  
(4.15.6) в ряд по ε  
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 Подставляя (4.15.17), (4.15.18) в (4.15.15) и (4.15.16) и 
ограничивая  первым членом разложений получаем 
следующие выражения для нормальных напряжений на 
контуре 1rr =  
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( ) ( )( ) ( )[ ( )( ) ( )+−Δ−−ΔΔ= −
53103

0
253103

0
2

2/3
2

1
0

2
0 ,, ααααααρσ θθθ QQP  
( ) ( ) ( ) ( ) ( )]53303

0
25330

0
2 ,, ααααα θθ −Δ−−Δ+ QQ   

где  
( ) ( ) ( ) ( )5505305305300 ,,2,, ααβααβαααα −−−−Φ−Φ=Δ  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )×−−−−−=Δ 5305

0
2255305

0
210 ,lnexp, ααβαραααβα rr TT

( ) ( )( ) ( ) ( )235503
0

225 lnexp,lnexp ραααβαρα −−−−−× rT (4.15.20) 
( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )×−−−−−−=Δ 5303

0
2235303

0
230 ,lnexp, ααβαραααβα rr TT

( ) ( )( ) ( ) ( )253305
0
223 lnexp,lnexp ραααβαρα −−−−× rT  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]2000 ln,,, ρββ yxchyxyxyx +−−=Φ  
( ) ( ) ( )ναννανα −++−−= 2021125128 230
2rT  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )νανανανα 97412174191214 230
2 ++−−+−+=rQ  

( ) ( ) ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−+−+=

4
53211615224 240

2
νανανναϕQ         (4.15.21) 

( ) ( ) ( )[ ]2220
2 233615211641432 νναναννθ −−+−+−+=Q   

( ) ( ) ( ) ( )[ ( )−++−+−−= yxxyyxxyyx 12651941332, 222
0 ννννβ

( )( ) ( ) −+−+++−+− xyyxyx 1213387220631952 2222 νννν  

( )( ) ]16477523920167591 22 −+++−+− νννν yx  
 Теперь приведем выражения для усилий, отнесенные к 
срединной плоскости плиты: 

( ) ( ) ϕϕϕρϕ 2cos0
2

0
011
TTT +=

=
                                        (4.15.22) 

 ( ) ( ) ϕθθρθ 2cos0
2

0
011
TTT +=

=
 

где  
( ) ( ) 0

1
22

2/1
11

0
0

1116 TT
−−−= αα

ϕ ρρρα                                        (4.15.23) 
( ) ( ) ( )( ) 2

0
1

22
2

11
2/1

21
120

0
1116138 ερρνβαραν αα

θ TT
−−−

−−+−=  
( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )] 053305
0
253305

0
2

53103
0
253103

0
2

2/1
2

1
0

0
2

,,

,,

TQQ

QQT

αααααα

ααααααρ

ϕϕ

ϕϕϕ

−Δ−−Δ+

+−Δ−−ΔΔ= −

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )[ ( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )] 053305

0
253305

0
2

53103
0
253103

0
2

22/1
2

1
0

0
2

,,

,,

TQQ

QQT

αααααα

ααααααερ

θθ

θθθ

−Δ−−Δ+

+−Δ−−ΔΔ= −

PT 20 2ερ= . 
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  4.16. Крутильные колебания конической оболочки  
                   переменной толщины 
 
 Будем рассматривать крутильные колебания усеченного 
полого конуса переменной толщины. При этом уравнение 
крутильных колебаний в сферической системе координат 
имеет вид: 

2

2
1

22 sin
1

t
U

gGU
r

U
∂

∂
=−Δ − ϕ

ϕϕ θ
                         (4.16.1)  

 1. Полагая 
θϕ ∂

∂
−=
UU , уравнению (4.16.1) можно 

придать вид: 

2

2
1

t
UgGU

∂
∂

=Δ −                                                     (4.16.2) 

 Предполагается, что коническая часть границы 
свободна от напряжений, т.е. 

0=θϕτ  при nθθ =  ( )2,1=n , 21 rrr ≤≤            (4.16.3) 
а на остальной части границы заданы следующие граничные 
условия  

( ) ti
sr e ω

ϕ θττ =  при srr =   ( )2,1=s                          (4.16.4) 
 Решение уравнения (4.16.2) будем искать в виде 

( ) ( ) tierfU ωθψ=                                                      (4.16.5) 
После подстановки (4.16.5) в (4.16.2) относительно функций 
( )rf  и ( )θψ  получаем следующие уравнения  

02
2

2
2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+′+′′
r

f
r

f μλ ,  212 ωλ −= gG                 (4.16.6) 

02
2

2
=++ ψμ

θ
ψθ

θ
ψ

d
dctg

d
d                                      (4.16.7) 

 Используя закон Гука, напряжения ϕτ r  и θϕτ  можно 
представить в следующем виде: 
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( ) ( ) ti
r e

d
drf

r
rfG ω

ϕ θ
ψτ ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −′−=

1                            (4.16.8) 

( ) tie
d
dctgrf

r
G ω

θϕ ψμ
θ
ψθτ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += 22                       (4.16.9) 

Определим такой оператор 

,sin
sin

1
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

θ
ψθ

θθ
ψ

d
d

d
dT  

⎥
⎥
⎦

⎤
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

=

02 2

n
d
dctg

θθ
ψμ

θ
ψθ                                           (4.16.10) 

В пространстве ( )212 ,θθL  задачам (4.16.7), (4.16.3) можно 
придать операторный вид: 

ψμψ 2=T                                                                   (4.16.11) 
где ( )212 ,θθL - гильбертово пространство с весом θsin  и 
скалярным произведением 

( ) θθψψψψ
θ

θ
dsin, 2121

2

1
∫=                                            (4.16.12) 

 Докажем, что оператор T - самосопряженный. Для этого 
используем свойства таких операторов 

( ) +−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= ∫

2

1

2

`

2
1

2
1

21 sinsin,
θ

θ

θ

θ
ψ

θ
ψθθψ

θ
ψθ

θ
ψψ

d
dd

d
d

d
dT  

( ) −−=+ ∫ 2
1

2

1

2121

2
21 sin

2
sin θ

θ

θ

θ
ψψψψθθμθ

θ
ψ

θ
ψθ tgd

d
d

d
d      (4.16.13) 

( )211
2 ,sin

2

1

ψψθψ
θ
ψθ

θ

θ

θ
Td

d
d

d
d

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− ∫  

 Таким образом, мы показали, что   
( ) ( )2121 ,, ψψψψ TT =  
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для любых ( )21221 ,, θθψψ L∈ . Самосопряженность оператора 
T  доказана. 
 Итак, мы получаем, что спектр оператора (4.16.11)- 
вещественный, а собственные векторы ортогональны и 
полны.  
 Теперь рассмотрим задачу (4.16.6), (4.16.4) 

 02
2

2
2 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+′+′′
r

f
r

f μλ  

( ) ( )θτθτ ϕ ssr r =,  
( )θτ s - раскладываем по собственным функциям оператора 

(4.16.11). 

( ) k
k

kss a ψθτ ∑
∞

=
=

1
 

где  

( )ksksks da ψτθθψτ
θ

θ
,sin

2

1

== ∫  

∫==
2

1

sin1 22
θ

θ
θθψψ dkk , ( ) knnk δψψ =,  

Тогда общее решение задачи (4.16.6), (4.16.4) можно 
представить в следующем виде: 

( ) ( ) ( )[ ]kkkkk CrYCrJ
r

rf 21
1 λμλμ +=                   (4.16.14) 

 Окончательно функцию ( )trU ,,θ  можно представить в 
таком виде 

( ) ( ) ti
k

k
kk erfCU ωθψ∑

∞

=
=

1
                                      (4.16.15) 

где постоянные kC  определяются из условия 

( ) ( ) ks
rr

kk arf
r

rf
s

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −′

=

1                                    (4.16.16) 
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Как видно из формул (4.16.7), крутильная волна в конусе 
распространяется без дисперсии. 

2. Переходим теперь к построению асимптотических 
формул для собственных чисел и собственных функций 
данной задачи. Общее решение уравнения (4.16.7) имеет вид: 

( ) ( ) ( )θθθψ coscos 2/122/11 −− += zz QDPD             (4.16.17) 
где ( )θcos2/1−zP , ( )θcos2/1−zQ -функции Лежандра, 
соответственно первого и второго родов; 21,DD - 
произвольные постоянные. 
 Из условия (4.16.3) получаем характеристическое 
уравнение 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) 0,4

,
4
12,

4
12,

4
1,,

21
1,1

2/121

21
1,0

2/12
2

21
0,1

2/11

2
21

0,0
2/1

2
2

21

=+

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+×

×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=Δ

−

−−

−

θθθθ

θθθθθθ

θθθθ

z

zz

z

Dctgctg

DctgzDctg

zDzz

 (4.16.18) 

где  

( )
4
11 22 −=+= zχχμ  

 Уравнение (4.16.18) имеет счетное множество нулей. 
Им соответствуют следующие однородные решения 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ti
zzz eDzDctgrfU
kkk

ω
ϕ θθθθθ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= −− 2

0,1
2/1

2
2

1,1
2/12 ,

4
1,2

( ) ( ) ( ) ( )[ +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −′−= − 2

1,1
2/12 ,21 θθθτ ϕ kkk zzzr Dctgrf

r
rfG  

( ) ( )] ti
z eDz
k

ωθθ 2
0,1

2/1
2 ,

4
1

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+                                            (4.16.19) 
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( ) ( ) ( )[
( ) ( ) ( ) ( )+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+×

×⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

−−

−

2
1,0

2/12
2

2
0,1

2/1

2
2

1,1
2/12

,
4
12,

4
12,4

θθθθθθ

θθθθτθϕ

kk

k
k

zz

z
z

DctgzDctg

zDctgctg
r
rf

G
 

( ) ( )] ti
z eDz
k

ωθθ 2
0,0

2/1

2
2 ,

4
1

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+  

 Уравнение (4.16.18) имеет весьма сложную структуру. 
Для эффективного изучении его корней положим 

εθθ −= 01 , εθθ += 02                                (4.16.20) 
Подставляя (4.16.20) в уравнение (4.16.18), получим 

( ) ( ) 0,,,, 210 =Δ= θθθε zzD                           (4.16.21) 
Сформулируем утверждение: функции ( )0,, θεzD  имеет две 
группы нулей: а) первая группа состоит из четырех нулей, 
которые не зависят от малого параметра ε  

212,1 ±=z ,  2134,3 ±=z  
б) вторая группа состоит из счетного множества нулей, 
которые при 0→ε  стремятся к бесконечности. 
 Приведем схему доказательства первого утверждения: 
представим функцию ( )0,, θεzD  в следующем виде: 

( ) ( ) ( )00
22

0 ,,49
4
1,, θεθε zDzzzD −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=         (4.16.22)  

Путем весьма сложных вычислений можно показать, что  
( ) 0,,lim 00

4
12

≠
→

θεzD
z

, ( ) 0,,lim 00

4
92

≠
→

θεzD
z

 

Откуда и вытекает справедливость первого утверждения. 
Можно доказать, что  все остальные нули функции ( )0,, θεzD  
неограниченно возрастают, когда 0→ε . 
 Для построения асимптотики нулей второй группы 
отыскиваем их в виде: 



 263

( )ββ εεδ Oz nn += − , 1≥β   ( )4−= kn             (4.16.23)  
 После подстановки выражения (4.16.23) в 
характеристическое уравнение (4.16.18) и преобразования его 
с помощью асимптотических разложений для функции 
(4.2.12) для nδ  получим следующее уравнение  

( ) ( )

( )[ ]ββ

β

εβεπδ

βπδεδ

−−

−

=>=

====

11

1

0,1
2

,...2,1,1,
2

,02sin

nn

nn

n

nn
   (4.16.24)   

Предполагая, что ε  является малым параметром, 
приведем асимптотическое построение однородных решений, 
соответствующих двум группам нулей. 

При подстановке 212,1 ±=z  в выражения (4.16.19) 
получаем, что этим нулям соответствуют тривиальные 
решения. 

При подстановке значений 
2
3

3 −=z , 234 =z  в (4.16.19) 

получаем, что им соответствуют следующие группы 
решений: 

tieCr
r
rCr

r
r

r
U ω

ϕ θλ
λ
λλ

λ
λ sincossinsincos2

21 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=  

⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+

−
= 12 cossin3cos32 Crrr

r
r

r
G

r λλλ
λ
λτ ϕ  

tieCrrr
r
r ωθλλλ

λ
λ sinsincos3sin3

2 ⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+                (4.16.25) 

0=θϕτ  
 Полагая εηθθ += 0 , 11 ≤≤− η  и используя первый член 
асимптотики функции Лежандра, решение, соответствующее 
второй группе нулей, можно представить в виде: 
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( ) ( ) ti
nz

n
n ezrfCU

n
ω

ϕ εη 1cos
1

−−= ∑
∞

=
 

( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −′−= ∑

∞

=
rf

r
rfCG

nn zz
n

nr
1

1
ϕτ ( ) ti

n ez ωη 1cos −             (4.16.26) 

( )
n

rz

n
n z
r
f

CG n∑
∞

=
=

1
θϕτ ( ) ti

n ez ωεη 1sin −  

 Здесь следует обратить внимание на следующее 
обстоятельство. Хотя характеристическое уравнение не 
зависит от параметра частоты, но как видно из формул 
(4.16.26), асимптотическое поведение решения существенно 
зависит от того обстоятельства, является ли z~λ , z>>λ , 

z<<λ . 

 Как было отмечено выше, 
20
πθ =  соответствует плите 

переменной толщины. В этом случае решение (4.16.26) 
остается в силе, а в решениях (4.16.26) надо положить  

20
πθ = . 

 3. Как известно, при решении задач о вынужденных 
колебаниях для тех конечных размеров важно знать 
собственные частоты и соответствующие им формы 
колебаний. Разработанный выше алгоритм решения задачи о 
вынужденных колебаниях конуса позволяет найти 
собственную частоту с определенной точностью, так как 
условие обращения в нуль основного определителя системы 
(4.16.16) служит уравнением для определения собственных 
частот крутильных колебаний конуса. 
 Таким образом, приравнивая нулю основной 
определитель системы (4.16.16), получаем следующее 
частотные уравнение: 

   ( ) ( )( ) ( )( )−−= 21
0,1

2
21

1,12 ,6,4, rrL
r

rrLzD zz λλλλλλλ  
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( )( ) ( )( ) 0,9,6
21

0,0

21
21

1,0

2
=+− rrL

rr
rrL

r zz λλλλλ                 (4.16.27) 

В случае 23±=z  частотные уравнение (4.16.27) принимает 
вид: 

( ) ( )
×
⎥
⎥
⎦

⎤
++

+
−⎢

⎣

⎡
=± 21

2

21

2
2

2
1

21
20 93923, rr

rr
rr

rr
D λ

λ
λ  

0cos93sin
21

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−× H

rr
HHH λ

λ
λλ                          (4.16.28) 

где 12 rrH −= - высота конуса. 
 Допустим, что при фиксированных значениях H  
возможен предельный случай HH λλ ~sin , 1~cos Hλ . В 
этом случае из (4.16.28) получаем 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

2121
0

1133~
rrg

G
rr
H

g
Gω                               (4.16.29)  

 Уравнению (4.16.28) можно придать вид: 
( ) ( )[ ]×+−+−=± 9323, 21

2
2

2
1

22
2

2
1

4
0 rrrrrrD λλλ  

( ) 0cos33sin 11
2 =+−× HrrHH λλλλ                        (4.16.30) 

 Как было отмечено выше, остальные величины nz  
стремятся к бесконечности при 0→ε . Здесь возможны 
следующие предельные случаи: 
а) λ  конечная величина, ∞→z  при 0→ε ; 
б) ∞→λ  при 0→ε , z>>λ ; 
в) ∞→λ  при 0→ε , z∼λ . 
 В случае а) задавая βδε −=z , 1≥β  и преобразовывая 
частотные уравнение с помощью асимптотических 
разложений для функций [15] 
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( )

( )
ν

ν

ν

ν

νπν

νπν
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

22
1~

22
1~

exxY

exxJ
                                   (2.16.31) 

получаем следующее предельное уравнение 

0
2
1~

1

2

1

2 =
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

−zz

r
r

r
rz

π
                           (4.16.32)  

Из (4.16.32) получаем, что 0=z . Этого не может быть, 
так как ∞→z  при 0→ε . Таким образом, в этом случае 
оболочка не может совершать свободные колебания. 

В случае б), используя асимптотику функций Бесселя 
при больших значениях аргумента, уравнение (4.16.27) 
можно представить в виде 

−⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+++= H

rrrr
z

rr
z

rr
D λ

λ
λ

π
sin9124412

21212121
 

( ) 01cos322
2

21
=⎥

⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++−
λ

λ OHz
rr
H                         (4.16.33)   

Задавая βε −= 0zz , отыскиваем nλ  в виде 

( )qq
nn O εελλ += −

0 , β>q                            (4.16.34) 
Из (4.16.33) получаем 

( )

( )[ ]qq
n

n

nq
H
n

nq
H
n

−=>=

===

εεπλ

πλ

0,1

,...2,1,1
                      (4.16.35) 

И, наконец, в случае в), используя асимптотики функций 
( )xJ z λ ,  ( )xYz λ  при больших значениях аргумента и порядка, 

уравнению (4.16.27) можно придать вид: 
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0
3
2~ =HshD λ                                          (4.16.36)  

 Отсюда получаем, что 0=λH . При фиксированных H  
этого быть не может, так как по предложению ∞→λ . 
 Таким образом, мы получаем две серии собственных 
частот, определяемых формулами (4.16.29), (4.16.30) и 
(4.16.35).  
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ПРИЛОЖЕНИЕ 
 

1. Исследование концентрации напряжений в  
      плите с круговым отверстием при нагрузке  
      степенного вида  

 
 В работе [5] для исследования влияния краевого 
эффекта на концентрации напряжений у кругового отверстия 
в плите постоянной толщины был проведен численный 
анализ распределения напряжений, когда на контуре 
отверстия задана нагрузка вида: 

p
r χησ =  ( )5,3=p , 0=rzτ                       (1.1)  

 Ниже приводится аналогичный анализ для плиты 
переменной толщины. При этом, поскольку первые члены 
асимптотических разложений для решения погранслоя, как 
было показано выше, совпадают с асимптотическим 
решением для плиты постоянной толщины, при решении 
бесконечной системы (4.9.3) используются результаты 
работы [5]. Дополнительно рассматривается случай 7=P . 
 Будем рассматривать осесимметричную задачу об 
изгибе бесконечной плиты переменной толщины с круговым 
отверстием радиуса 1r . Будем считать, что на отверстия 
плиты действуют следующие условия: 

( ) ( )
( )7,5,3

0,

=

=−==

P

Kf rp
p

r ϕτηηχηχσ
                     (1.2) 

 На поверхностях επθ m
2

=  напряжения отсутствуют.  

 Постоянная pK  выбирается так, чтобы нагрузка была 
самоуравновешенная.  

...2sin2sin 2
2

0

1

1

1

1
++== ∫∫

−−
pp

p
p KKddK εηεηηηεηη   (1.3) 
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230 += pK p , ( ) ( )( )425142 ++−−= pppK p  
1.Обратимся теперь к построению решения. Построим 

вначале «проникающее» решение, которое в данном случае 
соответствует корню  

( )2
6 1213

2
1 εν Oz +−−=  

и определяется формулами (4.8.7), (4.8.8). 

 (Решение, соответствующее 
2
1

2 −=z , тождественно 

равно нулю в силу равенства нулю главного вектора, а 

решение, соответствующее  ( )2
5 1213

2
1 εν Oz +−= , равно 

нулю в силу ограниченности напряжений на бесконечности). 
 Отыскивая постоянную 6C  в виде 

...62
2

606 ++= CCC ε                                         (1.4) 
на основании (4.9.5) ( 6=j ) имеем: 

060 =C ,   

( )( )
( )[ ]( )νννν

νν
12131121328720

7121313
62

−+−−+−
+−−−

=C ( )( )42
1
++

−
PP

P  

2. Рассмотрим теперь решения «пограничного слоя», 
которые определяются асимптотическими формулами (4.8.9), 
(4.8.10). В силу ограниченности напряжений на 
бесконечности в этих формулах 0Re >nδ . Отыскивая 
неизвестные постоянные nB  в виде: 

...10 ++= nnn BBB ε                                         (1.5) 
На первом этапе асимптотического интегрирования 

согласно (4.9.7) получаем следующую бесконечную систему: 

00
1

tn
n

tn HBg =∑
∞

=
 ( )2,1=t                                    (1.6)   
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где коэффициенты системы определяются формулами 
(4.9.10), а правые части { }0tH  имеют вид: 

( )( ) ( )[ ] ηηνδδνηη dFFKH ttttp
p

t −′′−−= −

−
∫ 1
1

1
0 12         (1.7) 

Однозначная разрешимость системы и сходимость 
метода редукции обоснованы в работе [139]. 

Для обращения системы (1.6) удобно преобразовать ее, 
выделив в ней вещественную и мнимую части. Учитывая, что  

122 −= tt δδ , 122 −= tt BB ,  122 −= tt HH  
этой системе можно придать следующий операторный вид: 

fMX =                                          (1.8) 
Здесь { }nxx = , { }nff = - бесконечные последовательности 
соответственно новых неизвестных и новых правых частей, 
причем 

( ),...2,1,,,Re
,Re

1221212

221212

===
==

−−−

−−

stHJfHf
BJxBx

smsss

tmttt     (1.9)  

M - симметричная бесконечная матрица с вещественными 
элементами. 
 Решение строилось с помощью обратной матрицы 1

20
−M , 

построенной О.К.Аксентян [5], где 20M - усеченная матрица, 
соответствующая 20 комплексным корням kδ , лежащим в 
правой полуплоскости. 
 Как было отмечено, система (1.6) решается методом 
урезаний. Последовательно обращаются матрицы 2-го, 4-
го,…, 20-го порядков. Всюду при вычислениях принят 

коэффициент Пуассона 
3
1

=ν . 

 При решении системы (1.6) методом урезания из 20-ти 
неизвестных jx  были найдены значения первых 14-ти, так 
как для определения остальных неизвестных располагаем 
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недостаточным количеством уравнений. Вычисления 
производились для 3=P , 5=P , 7=P . Результаты 
приведены в таблице 1.1. 
 Для иллюстрации быстроты сходимости процессов 
неизвестных jx , приводим значения разных приближений 
для неизвестных 1x , 2x , 13x , 14x  как наиболее характерных 
(таблица 1.2). Верхний индекс указывает на порядок системы, 
из  которой эти неизвестные определяются.  
 Теперь по формулам (4.8.10) можно вычислить в первом 
приближении ( 1=ρ ). Напряжения вычислялись в десяти 
точках по половине высоты плиты: 

1.0=η , 2.0=η , 3.0=η , 4.0=η , 5.0=η , 6.0=η , 7.0=η , 
8.0=η , 9.0=η , 1=η . 

 Согласно формуле (4.8.10) в первом члене 
асимптотических разложений все напряжения на поверхности 
отверстия имеют структуру: 

( ) ( )ησ n
n

nr FBG ′′= ∑
∞

=1
0

0 2    

( ) ( ) ( )[ ]ηδησϕ nnn
n

n FFBG 2

1
0

0 2 +′′= ∑
∞

=
                                  (1.10) 

( ) ( )ηδσθ n
n

nn FBG∑
∞

=
=

1

2
0

0 2  

( ) ( )ηδτ θ n
n

nnr FBG ′= ∑
∞

=1
0

0 2  

Число 0nB  определяется по найденным значениям в 
соответствии с обозначениями (1.9). 

Назовем сумму двух соседних членов ряда по n  в (1.10) 
(для n нечетного и четного) пограничным слоем или краевым 
эффектом Сен-Венана. Соседним значением n , нечетному и 
четному, соответствуют  комплексно-сопряженные  члены  
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Таблица 1.1. 
 

 j  jx  
1 31098433707.0 −⋅  
2 51025800960.0 −⋅  
3 31022866771.0 −⋅  
4 - 31010753112.0 −⋅  
5 41063918478.0 −⋅  
6 - 41063120704.0 −⋅  
7 51091924586.0 −⋅  
8 - 41032099248.0 −⋅  
9 - 41010123414.0 −⋅  
10 - 41011889187.0 −⋅  
11 - 41013507504.0 −⋅  
12 61042514644.0 −⋅  
13 - 51090026532.0 −⋅  

 

14 51057643361.0 −⋅  
1 21027190303.0 −⋅  
2 - 31050020730.0 −⋅  
3 31037243899.0 −⋅  
4 - 31027638508.0 −⋅  
5 41059337646.0 −⋅  
6 - 31011704804.0 −⋅  
7 - 41019930847.0 −⋅  
8 - 41044265384.0 −⋅  
9 - 41037241817.0 −⋅  
10 - 51062261089.0 −⋅  
11 - 41030632563.0 −⋅  
12 41012236160.0 −⋅  
13 - 41014972796.0 −⋅  

 

14 41016300964.0 −⋅  

3=P  

5=P  



 273

Продолжение таблица 1.1. 
 j  jx  

1 21011856841.0 −⋅  
2 - 41054130682.0 −⋅  
3 31020824164.0 −⋅  
4 - 41090423852.0 −⋅  
5 41067477444.0 −⋅  
6 - 41044920171.0 −⋅  
7 41032501985.0 −⋅  
8 - 41028445183.0 −⋅  
9 41015147308.0 −⋅  
10 - 41020655407.0 −⋅  
11 51031155192.0 −⋅  
12 - 41013789460.0 −⋅  
13 - 51043295336.0 −⋅  

 

14 - 51064154449.0 −⋅  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7=P  
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Таблица 1.2.  
 n  ( )nx1  ( )nx2  

6 31096295472.0 −⋅  - 41018843045.0 −⋅  
8 31097806848.0 −⋅  - 51050921612.0 −⋅  
10 31097961498.0 −⋅  - 61047135238.0 −⋅  
12 31098092693.0 −⋅  - 61067465301.0 −⋅  
14 31098246603.0 −⋅  51013836543.0 −⋅  
16 31098330601.0 −⋅  51019730661.0 −⋅  
18 31098375922.0 −⋅  51023209442.0 −⋅  

 

20 31098433707.0 −⋅  51025800960.0 −⋅  
6 21026282340.0 −⋅  - 31052711530.0 −⋅  
8 21026937102.0 −⋅  - 31050746516.0 −⋅  
10 21027008288.0 −⋅  - 31050354225.0 −⋅  
12 210270740665.0 −⋅  - 31050314273.0 −⋅  
14 21027125672.0 −⋅  - 31050225484.0 −⋅  
16 21027153705.0 −⋅  - 31050133686.0 −⋅  
18 21027171835.0 −⋅  - 31050075423.0 −⋅  

 

20 21027190303.0 −⋅  - 31050020730.0 −⋅  
6 21011836799.0 −⋅  - 41079069359.0 −⋅  
8 21011955708.0 −⋅  - 41064906175.0 −⋅  
10 21011943863.0 −⋅  - 41058283341.0 −⋅  
12 21011917097.0 −⋅  - 41055804491.0 −⋅  
14 21011899046.0 −⋅  - 41054804691.0 −⋅  
16 21011884753.0 −⋅  - 41054260934.0 −⋅  
18 21011870118.0 −⋅  - 41054048962.0 −⋅  

 

20 21011856841.0 −⋅  - 41054130682.0 −⋅  
 
 
 
 
 

3=P  

5=P  

7=P  



 275

Продолжение таблица 1.2.  
 n  ( )nx13  ( )nx14  

6 
8 
10 
12 

  

14 61096878178.0 −⋅  51011228799.0 −⋅  
16 - 51043978137.0 −⋅  51055592369.0 −⋅  
18 - 51071786692.0 −⋅  51055922628.0 −⋅  

 

20 - 51090026532.0 −⋅  51057643361.0 −⋅  
6 
8 
10 
12 

  

14 51049156253.0 −⋅  51020080921.0 −⋅  
16 - 5104692236.0 −⋅  41011736571.0 −⋅  
18 - 41010252636.0 −⋅  41014126080.0 −⋅  

 

20 - 41014972796.0 −⋅  41016300964.0 −⋅  
6 
8 
10 
12 

  

14 - 51031862682.0 −⋅  51084336146.0 −⋅  
16 - 51063289110.0 −⋅  510078031042.0 −⋅  
18 - 51064948546.0 −⋅  - 51030525692.0 −⋅  

 

20 - 51043295336.0 −⋅  - 51064154449.0 −⋅  
 
 
 
 
 
 
 

3=P  

5=P  

7=P  
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( )01
ϕσχ

      Таблица 1.3. 

η   
n  

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 

2 -0.0186 -0.0352 -0.0479 -0.0548 -0.0541 
4 -0.0030 -0.0133 -0.0341 -0.0608 -0.0822 
6 -0.0089 -0.0154 -0.0303 -0.0477 -0.0813 
8 -0.0108 -0.0198 -0.0300 -0.0407 -0.0727 
10 -0.0101 -0.0187 -0.0305 -0.0426 -0.0625 
12 -0.0108 -0.0148 -0.0320 -0.0500 -0.0610 

 

14 -0.0103 -0.0181 -0.0303 -0.0523 -0.0604 
2 -0.0526 -0.0987 -0.1318 -0.1463 -0.1378 
4 -0.0291 -0.0678 -0.1233 -0.1659 -0.1911 
6 -0.0310 -0.0626 -0.1077 -0.1534 -0.2019 
8 -0.0429 -0.0714 -0.1006 -0.1364 -0.1994 
10 -0.0288 -0.0762 -0.1161 -0.1254 -0.1812 
12 -0.0369 -0.0640 -0.1207 -0.1395 -0.1596 

 

14 -0.0376 -0.0671 -0.1106 -0.1325 -0.1534 
2 -0.0210 -0.0397 -0.0538 -0.0610 -0.0595 
4 -0.0066 -0.0406 -0.0406 -0.0658 -0.0846 
6 -0.0145 -0.0453 -0.0333 -0.0510 -0.0793 
8 -0.0102 -0.0487 -0.0420 -0.0489 -0.0634 
10 -0.0107 -0.0337 -0.0427 -0.0583 -0.0599 
12 -0.0139 -0.0227 -0.0369 -0.0621 -0.0667 

 

14 -0.0100 -0.0277 -0.0350 -0.0582 -0.0751 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3=P  

5=P  

7=P  
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( )01
ϕσχ

               Продолжение таблица 1.3. 

η   
n  

0.6 0.7 0.8 0.9 1 

2 -0.0447 -0.0261 0.00108 0.0347 0.0712 
4 -0.0842 -0.0559 0.00332 0.0800 0.1489 
6 -0.1039 -0.0820 0.00029 0.1152 0.1981 
8 -0.1096 -0.1110 0.00192 0.1407 0.2169 
10 -0.1070 -0.1078 0.00490 0.1548 0.2194 
12 -0.1081 -0.1190 0.00780 0.1599 0.1946 

 

14 -0.1076 -0.1350 0.00184 0.1676 0.1634 
2 -0.1038 -0.0444 0.0366 0.1314 0.2278 
4 -0.2110 -0.0813 0.0620 0.2293 0.3679 
6 -0.2036 -0.1116 0.0773 0.2949 0.4300 
8 -0.2261 -0.1301 0.0985 0.3352 0.4333 
10 -0.2462 -0.1518 0.1328 0.3607 0.3770 
12 -0.2490 -0.1866 0.1717 0.3773 0.3005 

 

14 -0.2333 -0.2200 0.2013 0.3824 0.2446 
2 -0.0480 -0.0262 0.0050 0.0429 0.0835 
4 -0.0840 -0.0542 0.0055 0.0824 0.1534 
6 -0.1002 -0.0817 -0.0044 0.1104 0.2033 
8 -0.0956 -0.1044 -0.0242 0.1338 0.2459 
10 -0.0802 -0.1132 -0.0470 0.1518 0.2790 
12 -0.0681 -0.1131 -0.0663 0.1694 0.2928 

 

14 -0.0610 -0.1115 -0.0795 0.1880 0.2835 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3=P  

5=P  

7=P  
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ряда, поскольку n2δ  сопряжено с 12 −nδ  и 0,2nB  сопряжено с 

0,12 −nB . 
Для характеристики сходимости метода представляется 

важным изучить сходимость ( )0
ϕσ  по погранслоям. Именно 

эта сходимость определяет количество неизвестных 0nB , 
необходимых для вычисления напряжений с той или иной 
точностью. 

В таблице 1.3 приведены первые члены асимптотики 
напряжений ( )0

ϕσ , вычисленные последовательно 7,...,2,1=n .  
По таблице можно проследить как зависит сходимость 

положения точки по высоте плиты, а также от нагрузки на 
отверстии ( )ηηχσ pr KP −= . 

Как видно, сходимость по погранслоям несколько 
ухудшается с ростом показатели нагрузки P . Напряжение 

( )0
θσ  на границе, вычисленное по формуле (1.10), должно 

быть равно нулю, если граничные условия удовлетворены. 
Таблица 1.4 показывает, насколько хорошо выполняются 
граничные условия.  

Для большей наглядности эти результаты представлены 
на графиках (рисунки 7,8). Здесь для трех видов нагрузки 
дано напряжение, вычисленное с учетом семи погранслоев.     

 
2. Колебания полого цилиндра при смешанных  

        торцевых условиях 
 
Для иллюстрации указанных выше методов решения 

динамических задач рассмотрим колебания цилиндрической 
оболочки, которая описана в главе 1. В качестве примера 
рассмотрим первый вариант смешанных торцевых условий, 
причем для простоты будем считать их симметричными 
относительно плоскости 0=ξ . 
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Итак, пусть заданы следующие условия 
( ) ti

z ec ωηχσ 21−= , 0=rU  при 0l±=ξ              (2.1) 
0=rσ , 0=rzτ  при sρρ =   ( )2,1=s                   (2.2) 

Для удовлетворения граничным условиям (2.1) 
используем обобщенное условие ортогональности (1.4.5). 
Численные расчеты проводились для частот 5,20 <λ  при 
различных геометрических параметрах оболочки. 

В этом случае, используя результаты первой главы, rU , 

zσ  в первом члене асимптотики можно представить в 
следующем виде: 

( ) ×−
⎩
⎨
⎧ ′−= ∑∑

∞

== 3

2
2

1
0 2

k
kk

k
kr CmCRU εξν  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )} ti
kkkk emFF ωξηδνην ′′′−+′−× −212     

( )( ) ( ) ×+
⎩
⎨
⎧ ′−+= ∑∑

∞

== 3

2
0

2

1
112

k
kk

k
kz CmCG εξλνσ  

( ) ( )} ti
kk emF ωξη ′′′×                                                             (2.3) 

В ряду (2.3) суммирования ведется по корням kμ , 
расположенным в верхней полуплоскости ( 0>kmJ μ ). 

В силу соотношений обобщенной ортогональности, 
искомые постоянные kC  имеют вид: 

( ) ( ) ηηημχ dWClchC kkkk ∫
−

− −Δ−=
1

1

2
00

1 1  

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ηηηητη dWQU kzkkkk ∫
−

−=Δ
1

1
 

При вычислениях принято 
3
1

=ν , 
3
1

0 =C , 1=χ .  

Численные расчеты проводились с учетом пяти погранслоев, 
соответствующих  первым  10-ти  корням уравнения  
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Таблица 2.1. 
1,0=ε     10 =l    20 =λ  

Прикладная теория 
 

ξ  rU  zσ  
0,1 - 12102799,0 −⋅  -0,4943 
0,2 - 12102656,0 −⋅  -0,4689 
0,3 - 12102422,0 −⋅  -0,4276 
0,4 - 12102106,0 −⋅  -0,3718 
0,5 - 12101718,0 −⋅  -0,3034 
0,6 - 12101272,0 −⋅  -0,2246 
0,7 - 13107827,0 −⋅  -0,1382 
0,8 - 13102667,0 −⋅  - 1104710,0 −⋅   
0,9 13102583,0 −⋅  1104560,0 −⋅   
1 13107745,0 −⋅  0,1968 

 
 



          
   

    Таблица 2.2. 
rU  1,0=ε   5,00 =l   20 =λ  

η  
ξ  

0,2 0,4 0,6 0,8 1 

0,1 12103416,0 −⋅  12104572,0 −⋅  12102768,0 −⋅  - 13106091,0 −⋅  - 12103060,0 −⋅  
0,2 12107680,0 −⋅  11101124,0 −⋅  12109364,0 −⋅  12103199,0 −⋅  - 12102150,0 −⋅  
0,3 11101436,0 −⋅  11102189,0 −⋅  11102351,0 −⋅  11101789,0 −⋅  12108163,0 −⋅  
0,4 11102169,0 −⋅  11103131,0 −⋅  11104060,0 −⋅  11106059,0 −⋅  11105753,0 −⋅  
0,5 12108652,0 −⋅  13105637,0 −⋅  - 11103513,0 −⋅  - 10101161,0 −⋅  10105697,0 −⋅  
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       Таблица 2.3. 
zσ  1,0=ε   5,00 =l   20 =λ  

η  
ξ  

0,2 0,4 0,6 0,8 1 

0,1 2101009,0 −⋅  2101068,0 −⋅  2101381,0 −⋅  2101865,0 −⋅  2101635,0 −⋅  
0,2 - 4106518,0 −⋅  - 4108232,0 −⋅  3105068,0 −⋅  2102181,0 −⋅  2103102,0 −⋅  
0,3 - 2106577,0 −⋅  - 2106848,0 −⋅  - 2106367,0 −⋅  - 2102095,0 −⋅  2105410,0 −⋅  
0,4 - 1106277,0 −⋅  - 1106307,0 −⋅  - 110623,0 −⋅  - 1106732,0 −⋅  1101114,0 −⋅  
0,5 - 1103783,0 ⋅  - 1103769,0 ⋅  - 1103718,0 ⋅  - 1103448,0 ⋅  - 9381,0  
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       Таблица 2.4. 

rU  1,0=ε   10 =l    
η  
ξ  

0,2 0,4 0,6 0,8 1 

0,1 14103668,0 −⋅  14106336,0 −⋅  14106633,0 −⋅  14104325,0 −⋅  14102055,0 −⋅  
0,2 14104106,0 −⋅  14109591,0 −⋅  13101399,0 −⋅  13101377,0 −⋅  13101184,0 −⋅  
0,3 - 14102607,0 −⋅  14105939,0 −⋅  13102273,0 −⋅  13103425,0 −⋅  13103844,0 −⋅  
0,4 - 13103304,0 −⋅  - 13102688,0 −⋅  13101961,0 −⋅  13106901,0 −⋅  13109692,0 −⋅  
0,5 - 12101241,0 −⋅  - 12101443,0 −⋅  - 13104075,0 −⋅  12101038,0 −⋅  12101981,0 −⋅  
0,6 - 12103416,0 −⋅  - 12104572,0 −⋅  - 12102768,0 −⋅  13106091,0 −⋅  12103068,0 −⋅  
0,7 - 12107680,0 −⋅  - 11101123,0 −⋅  - 12109364,0 −⋅  - 12103199,0 −⋅  12102150,0 −⋅  
0,8 - 11101436,0 −⋅  - 11102189,0 −⋅  - 11102351,0 −⋅  - 11101789,0 −⋅  - 12108163,0 −⋅  
0,9 - 11102169,0 −⋅  - 11103131,0 −⋅  - 11104060,0 −⋅  - 11106059,0 −⋅  - 11105753,0 −⋅  
1 - 12108652,0 −⋅  - 13105637,0 −⋅  - 11103513,0 −⋅  10101161,0 −⋅  - 10105697,0 −⋅  
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       Таблица 2.5. 
zσ  1,0=ε   10 =l   20 =λ  

 
η  
ξ  

0,2 0,4 0,6 0,8 1 

0,1 4101791,0 −⋅  4101903,0 −⋅  4101621,0 −⋅  5105658,0 −⋅  - 5108102,0 −⋅  
0,2 4107045,0 −⋅  4107484,0 −⋅  4107274,0 −⋅  4105095,0 −⋅  5107174,0 −⋅  
0,3 3101980,0 −⋅  3102104,0 −⋅  3102168,0 −⋅  3101826,0 −⋅  4107367,0 −⋅  
0,4 3104486,0 −⋅  3104765,0 −⋅  3105149,0 −⋅  3104893,0 −⋅  3102695,0 −⋅  
0,5 3108125,0 −⋅  3108627,0 −⋅  3109881,0 −⋅  2101067,0 −⋅  3107319,0 −⋅  
0,6 2101009,0 −⋅  2101068,0 −⋅  2101381,0 −⋅  2101865,0 −⋅  2101635,0 −⋅  
0,7 - 4106517,0 −⋅  - 4108231,0 −⋅  3105068,0 −⋅  2102181,0 −⋅  2103102,0 −⋅  
0,8 - 2106577,0 −⋅  - 2106848,0 −⋅  - 2106367,0 −⋅  - 2102095,0 −⋅  2105410,0 −⋅  
0,9 - 1106277,0 −⋅  - 1106307,0 −⋅  - 1106443,0 −⋅  - 1106732,0 −⋅  - 1101114,0 −⋅  
1 - 1103783,0 −⋅  - 1103769,0 −⋅  - 1103718,0 −⋅  - 1103448,0 −⋅  - 9380,0  
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022sin =+ kk δδ . Корни уравнения  022sin =+ kk δδ  взяты из  
работы [73].  

Погрешность удовлетворения граничных условий по 
напряжениям не превышает 5%. 

В таблице 2.1 приведены значения rU , zσ  при 
выбранных значениях параметров 0λ , ε , 0l , полученные по 
теории Кирхгофа-Лява. 

В таблицах 2.2-2.5 приведены значения rU , zσ , 
соответствующие решению типа погранслоя. 

На рисунке 9 приведено распределение zσ  по длине 
цилиндра.  

 
3. Кручение сферического пояса усилиями,  
      распределенными по поверхности  
      конического среза  

 
Исследуем пространственное динамическое 

напряженное состояние сферического пояса, когда его 
лицевые поверхности свободны от усилий, а на конических 
срезах jθθ =  ( )2,1=j  заданы следующие граничные условия 
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( ) ( ) ( )θθθ coscos
2
12

2
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kk zkzkk QCPCm  

 Постоянные kC1 , kC2  определим из условия (2.6.4). 
Для этого разложим ( )ρτ  по собственным функциям краевой 
задачи (2.6.5), (2.6.6). 
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Подставляя (3.4) в (3.2), получим   
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 В ряду (3.5) суммирование ведется по корням kz , 
расположенным в верхней полуплоскости. 
 Функция ( )ητ  взята в виде 

( ) ηητ 21 qq +=   
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На рисунках 10-12 приведены кривые зависимости 
напряжений θϕτ  по θ . При этих расчетах полагалась o31 =θ , 

o302 =θ , 
3
1

=ν . 

На приведенном рисунке 10 кривые 2 построены на 
основе трехмерного решения с учетом двух разложения, 
когда 11 =q , 02 =q , 1,0=ε , 5,0=λ , 1=η . Кривые 1 

соответствуют случаю, когда 
ε

λ 1~ , 1,0=ε , 01 =q , 12 =q , 

1−=η  с учетом 10-ти членов разложения. 
На рисунке 11 приведены результаты, полученные для 
5,0=λ , 1,0=ε , 01 =q , 12 =q , 1=η  по прикладной и по 

трехмерной теориям. 
Кривые на рисунке 12 соответствуют случаю 

сверхвысокочастотных колебаний 
ε

λ 1~ , 01,0=ε , 

01 =q , 12 =q , 1=η . 
Численный расчет позволяет установить при различных 

параметрах оболочки вклад каждого решения в напряженное 
состояние. Расчеты показали, что в зависимости от  нагрузки 
добавка погранслоя к решению, получаемому по прикладным 
теориям, достигает значительной величины не только в 
краевой зоне, но и в глубине области.           
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Рис.3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0 π2  

n

θ  

S  

ϕ  



 291

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.4 
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Рис.6 
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Рис.8 
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Рис.9 

zσ  

0.1 

0.2 

-0.2 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 
ξ  

0.3 

0.4 

-0.1 

0.5 

0.6 

0.7 

тр
ех
м.

 т
ео
ри
я 

пр. теория 

295 



 296

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис.10 
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Рис.11 
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