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Miigaddima

Sovetlar ittifagqr dagildigdan sonra miustaqilliva gadom qoy-
mus Azarbaycanda camiyyatimizin bazi sahalorinda oldugu kimi
elm vo tohsil sahasinda do miloyyan ¢otinliklor ortaya ¢ixmigdi.
Olifba sahosinda latin grafikasina kegid zamani latin olifbast ilo
sdabiyyatin olmamasi orta va ali maktablorda tadrisin keyfiyyatini
asagl salirdi. Buna gora do latin grafikal slifba ila dars vasaitlari
va doarsliklarin olmasina boyiik zarurat yarandi. Son ddvrlarda
alimlar va pedagoqlar Azarbaycan dilinds (latin qrafikasi ilo) yeni
darslik va dars vasaitlari yazmapa baslarmsglar. Olkadaki inkisafla
slagadar clm vo tahsilds mitkammal va keyfiyyatli, daha dagiq
desak, inkisafa xidmat edan dors vasaitlarinin meydana gixmasi
talobi do irali stirtilir.

Tagdim olunan kitab universitetlorin riyaziyyat fakiiltala-
rinds tadris olunan funksional analiz fonninin asas hissasi olan
dl¢ii nozoriyyasina hasr olunmusdur. Olgii anlayis1 avvaica haqiqi
doyisonli funksiyalar nazariyyasinds yaranmigdir. Lakin sonratar
malum oldu ki, bu anlayis bu va ya digar formada ehtimal naza-
riyyasinda, funksional analizdo, diferensial tanliklor nozartyyo-
sinda, topoloji cabrda va digor sahalarda genis istifada olunur.

Bu dors vasaitinds tohsitdoki takmillasmo (Boloniya pro-
sesina qosulma, tadris olunan fann programlarinin yenidan isla-
nilmast va s.) amili da nozaro ahnmigdar.

Kitab 9 fasildan ibaratdir. Har faslin sonunda sorh olunan
mévzular atrafinda tapsiriglar verilmisdir.
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Funksional analiz

[ fasilds ¢oxluglar vo funksiyalar nazsriyyasindan lazimi
moalumatlara va faktlara diggat vetirilmisdir.

I1 fasil 8 banddan ibarst olmagla 6l¢ti anlayisimin tayinina
hasr olunmusdur. Bunun ti¢iin cabr vo g-cabr, 6l¢iilon funksiyalar,
miisbat 8lgii, xarici dlgii vo hagigi oxda Lebeq 6lgiisii tayin olun-
musdur. Sonuncu 8-ci bandds miivafig misal va masalalor veril-
misdir.

Il fasilds ol¢u vasitasilo inteqral (Lebeq inteqrall) tayin
olunmus, bu integralin xassalari, inteqral altinda limits kegma
tcoremlari va digar faktlar sorh olunmusgdur. Faslin sonundak: tap-
striglar mévzunu tamamlayir.

IV fasil normalasnmuis fozalarin miihiim hissast olan Lebeq
fazalarinin (L,, 1 < p < o) tayini va tadqiqino hasr olunmusdur.
Bu faslin 4-cli bandinds mévzuya aid tapgimglar verilmisdir.

V ftasilda dlgillan funksiyalar ardicillify {iglin miisyyan yi-
gilma anlayiglar verilmigdir (sanki har yerda y1gilma, L,, manada
yiglma, 6l¢iiya gora yigilma va s.). Burada bu yigilmalar arasinda
slagolar da sarh olunmugdur. Sonda verilen tapsinglar kifayot
gador vacib misal va masalalordan ibaratdir.

V1 fasil élgilan funksiyalar nazoriyyasinin ¢ox mithiim
hissalari olan mahdud variastyalt vo miitlaq kasilmaz funksiyalara
hasr olunmusdur. Bu funksiyalann Lebeq integrallaninin éyranil-
moasinda rolu genis isiglandinimigdir. Sonda tapsinglar alava
olunmusdur.

VII fosilde avvalki fasillords Oyranilon miisbat &l¢iliniin
(aslinds moanfi olmayan 6l¢it) davami olan daha genisg isarali va
kompleks dlgiilar tayin olunmusdur. Bu dlgiiler tigiin ayrihslar,
variasiya, miitlaq kasilmazlik va sinqulyarliq xassalari Gyranil-
migdir. 6-c1 banddo L, (p = 1) fozasinda xatti mohdud funksio-
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nalin Gmumi itadosi tapdmesdir. Fastin sonunda gorh olunan may-

sunu dorinlagdiran wapsiriglar veriimigdir.

VI fasil miioyvon konkret hallarda Sleiilarm qurulmasina
hosr olunmusdur. Burada asas diggat hagigi oxa vinaldilmisdir,
Fyni zamanda g fovasinda xatti mohdud funksionahin timun
sokli tapimusdir, Bu faslin sonuncu bandindd isa mévzuya uygun
tapstriglara ver ayribmisdir.

1X Tasilda dleti nazarivyasindo gox miihtim ver witan 4l-
citlorin hasili tovin olunmus va son naticada Rivazi analizdo uenis
istiludo olunan Fubini teoremi isbat edilmigdir. Son bandda o
mivalig apyinglar veriimisdir.

Kitabda ticpitlali nomralomadan istifada olunur. Masalon.
2206 pomrast 2-¢i fshin 2-¢i paragralinm 6-¢1 bondint gdstarir.
Hor bir 1okl va teoremin isbatimin sonunda *: isarasi goyulur,

Qevd cdok ki bu dars vosaiti 6leli nazariy vasing hifavot go-
dar ahata ediv. Burada har faslin sonunda vertlon tapsinglar asas
mivulanm dvronilmasinda mithiim rol oynayirlur.

Bu kitab mitallifin uzon miiddat Baky Doviat Deisersiteinin
mexaniki-rivasivvat fakiiltosinda oxudugu mithaziralar asisida
varanmrsdir, Miailif kitabr yazarkon dleti nazovisyast Gzrd Klassik
o miasie adobivvatdan geniy istifads ctmiydiv. O, Gid edir ki
bu vasan bir dorslis kimi wounomiiclit ¢ xilsuson adris deiin) ol
bilor.

Mol maatlime cimi rahbari va evni zamunda bu kitabin
bay redaktore akademik C.EoAllahverdiyveva bu kit yazmag
casarali wverdiving vo amokdar elm xadimi prot KoL Xuduver-
diveva hitabm olyazmasi digyatiy oxumasina va aoraklt qeyd-
tarino e Grokdan tagokkir ediv. Miatit prob, S8 Mirzavew.
dos. R.M Babavey va dos. T.B.Qasimova givimatli gevd va tokhif-
larma piira 6z tagakkiirini bildirr, Miiollif prof. NS dseandorova

Litabin bir dorslik kimi noyr olunmusime dastokladiving gdra ona
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Funksional analiz,

xtisusi tagokktr edir. BRDU-nun Funksivalar nozarivyvasi va funk-

stonal analiz katedrasmm smokdaslar. dissertant vo magistrlan
da bu ktabm ortava gixmasinda mistosna rot aynameslar, Miallil
onlara da Oz tagokkiirimtt bildirir, Milathl kitabm olvazmasinm
kompyuter variantimn haarlanmasinda bovik rob ovnanmy ma-
eistrant Mahirs Qarayevaya va tolabast gone alim Misir vatondasi
bi-Sabravy Saad Rasada 6z minnotdarligint bildarir,

Bu kitabdan ali maktob xlabalart. magistrlar. doktorantlar

va mumivyotia, rivazivvaler mitoxassislor istifada eda bilorlar,
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Coxluglar nazorivyasing giris

I. Bazi coxluqlar

1.1.1. Rivazivvatda miixwolif niv goxluglara rast palirik.
Bazi coxluglarr onlarnm elementlarina nazoron tavin cimak olur,
Masolan. [xq, x5, 1} ¢oxlugunun clementiorn xq, xo, 0, Xy -
dirlar. {x} coxlugu isa token x elementindon ibaratdir. Adaton
coxluglar miayyon xassolora gdrd tavin olunurlar. Masalon, {x, P}
simvolu caxlugun Poxassosine mahk x clementiarindan tagkil
ofundugunu postorir. @ simvolu bos coxlugun isarosidir. Ailo.
sistem v kil (kitlhvvaty sozlart goxlug sdztniin sinonimlor
olaraq gobul edilir,

x-in A caxlugunun elementi olmas: x € A kinu vazilir, OKs
haldae » EA (vo va x € A). £ goxlugunun A coxlugunun alt
coxlugu olmast. voni Vx € B sartindan x € A oldugunun alimmas
B ¢ Asaklinds vazilir, Eyni zamanda B < Ava A © BiaA=15
gabul editin. B C Ao A # Bisa B coxluguna A goxtugunun diiz-
ciin alt goxlugu deyilir. Queyd cdok ki, hor hir A goxlugu diglin
@ < A gabul cdilir.

AUB vo ANB uygun olarag A vo B caxtughimm bir-
lasmasi va kasigmasidir,

A\B = {x:x € A, x € B}

coxlugu A vo B ¢oxtuglarmum torq adlanir.

A va B coxluglanmn simmetrik Torgi dedikdo

AAB = (A\B)U(B\A)




Funksional analiz.

coxlugu basa distlir.
Tutaq ki X har hansy ¢oxlug vo A < X-dir. Bu zaman X\A

forgina A alt ¢oxlugunun X asas ¢oxluguna tamamlanmas: deviliy
vd hazan
AC = X\A
ki 1sara edihir,
(oxtuglar nazarivvast vo onun tothiglorinda kil prinsip
adlandimfan asagidaks mtnasibattor (e Morgan disturlan) mi-
hiim roi oyvnavirtar:

Io Birlasmonin tamamlanmast tamamianmalane Kosismo-

) =
[24

Ly

s baraboardir:
20 Koasismonm tamambanmast tamamlanmalarn birlasmo-

(4] =
24

(%4

sind harabordir

Ay, Ay, o, Ay coxluglarnmn
Ay XAy X x Ay,
Dekart hasilt bir oxiug kimi nosavda a; € A clementorinin
nizamlannus sistemidir, vont
(ay, ty, Uy ) EA XAy XX A,
g €A, =12, n.
Lagigi ox B (R vava Ry-1aisaro edifin). Eyni zamanda
R =R XRx .. xR
Geniglonmis hogigi adadlor sistemi B-0 = va v stmvoilar
atavs edilan sistemdir, —w0 < a < b < w0 Geiin {g, B) interval

dedikda
{a,b) ={x:u < x <b}
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coxtugu. ja, b| pargast (seqmenti) dedikda 1sd
la, b| = {x:a < x < b}

goxlugu nazorda tutnlur,

|a, b) va (a, b] varm intervallar uygun olarag
la.b) = {xra < x < b},
(a,b] = {x:a < x < b}
coxtuglar ila ifada olunurlar.
Mc|—m, 7] va M =0 isa. onun |—oo, r}-da on higik
vuxart sarhadi (sup M) vo on hoviik agadr sarhadi (inf M} vardmr
supM c M (infM c M) oldugda supM (int M} avaszing

max M (min M) isarasindon isitfada olunur.
2. Funksiyalar va miinasibotlor

£.2.1. Putag kic X va Y hor hanst goxtuglurdur
[:X =Y

sinvolu X -dan Yoo tasir edan funksiva (vo va inikas. yaxud da
cevirmay adlanir. Basqa sizda, f hor bir x © X clementing bir
f{(x) € Y elementint garyt qovan inikasdrr.

ACX o B oY isaf vasitasity A goxlugunun obhrasr vo B8
coxlugunun proobrazt uyiun olarag

[ ={yy=/[x)x €A}
FHBY = {x: f(x) ¢ B}

ki tsarn ofunuarlar.

Qevd edak kio f7H(B) coxlugu. hata B = @ oldugda da
bos ola bilor.

A goxiuguna / funksivasimn tayin oblast dexilir vo dom .
vaxud da D(f) Kimi tsara olunur. f-in givmatiar coxlugu J(A)-
dir. f(AY = B oldugda. deyirlor kic f tunksivast A e hitiin B

conluguna inikas ediv va gusaca ona syurehtin inikas deyalin,
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Funksional analiz.

Ixtivarm miistalif x, va x, € A clementlart dgtn y, = f(x,) va
v, = f{x,) obrazian da mixwhildirlorsa, f tunksivasma mvekiy
tnikas devirior,

Svurcktiv vo ek tiv olan mikasa bivektiv nikas deyvili
Yoni bela inthas A vo B coxluglan arasmda qars:ligh birgiymothi
mikasdir,

Hor biry € Y ticiin f Yy} ovarinn £ (y) isarasini gobul
edivik, Demoli, fogarsihigh birgivimotli intkasdrsa, onda hor bir
y €Y clementt diciin £ 71 (y) an ¢oxu bir clementdan tharat olur
va £ Vinikasy toyin oblast

dom [~ = f(X)
vo givnatlar ¢oxtugu X goxiugu olan funksivadr.

[ X ==, 2] va McX isa sup f(M)  oavozinn
SUPyenr /() Isarnsindon istifada olunar,

X Y vo gV - Z mikaslan dctin go [1 X = Z Kom-
poZIsivast (superpozisivast) fglin

(g2 )0 = g(/()) (xe X)
ditsturu qoabul olunur.

A < X ¢oxlugu igiin

Xp(x) = {

funksivasing A goxtugunun xarakweristk Tunksivasr tindikator

1, 0g0or x & A,
0,0gor x € A

tunksivasn devihir,

.22, A4 va B goxduyglar arasmda bivekuv imtkas varsa, on-
lara eyval glielt coxtuglar devitir vo har biv bela ¢oxluglarn gi-
cini bir simvolla sars edirloricard (A), card (). Oear A sonlu
coxlug s voni {1, 2, n} n-savda nawwal adadlor coxtugu ilo
biveksivin a maliksa, onun giicti

card (A) = n
gobul olunur.
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Buradu n {1,2,---,n} tam adadlor ¢oxlugunun clementia-

rinin savidir. Masalon, no = 100 152 A goxlugunun gici
card (A} = 100
alur,

Verilmis A coxlugu N natural adadlar ¢oxtugu ifa cyni giico
maliksa. ona hesabi coxlug deyvitir. Masaton, biitiin tam adadlar
coxiugu ila N gaxtugu arasmda

0,-1,1,—

XA

1,2,3,4
i

ivektiv inikas yaratmag olur. Yom

'

[l r 1

guargi goymag qayvdasinda
biitiin tam adadlar goxlugu hesabidir,

Sonsuy hesabi A coxlugunun némralonmast dedikda N natu-
ral adadiar coxtugunun A goxluguna f bivektiv inthast navonda tu-
wilur. Belatikla, A-m namraladikdan sonra alman ¢oxlug ela {a,, }
ardhcrihgudr ki

)y harbira, € AL
AT |
by ixtivari nonomrast dglin A goslupunun har bir
clementt a,, soklindadiv: @, = f(n).

Avdindir ki, hesabi coxtugun hor hanst alt goxlugu dn goNu
hesabidir (va sontudur. ya da hesabi).

1.2.3. Taklif. Iki hesabt A va B goxtugiar dgiin

a) AU B hesabidir,

h) A x £ Dekart hasili hesabidir,

a) hokminit isbat edak. Tutag ki A va B sonsur hesabt cox-
luglardsr. Farz edak ki f A goxlugung ndmraloyon funksivia, g iso
B conlugunu nomralayon funksiyudir. Onda

(m,n) — (/'(m),g(n))




L T T T e e R e e mm e s e ey
intkast N x N hastiindon A x £ hasiling bivektiv imikasdir. Buna
pora okhifin by hissasinin tam ishau Geiin N x N-do némraloma
gaydasimi vermosk lazomdir, Bunun Geiin
N - NxN
nomratoma mtkasm: asagrdaks sxemls vermok kifwotdin
(1L1) = (1,2) » (2, 1) - {3,1) =~ (2,2) - (1,3) = (1,4)
— (2,3) »—> (3,2}

Yant ik olarag indekslarin comi 2 olan clitdi 2-¢i addimda
mdeksiorin comi 3 olan cttlor vo sonra indeksiorn artan coming
abra A X B coxlugunun digar elementiarini nomralamis olurug.

1.2.4. 1yni giiclit coxluglara ekvivalent coxtuglar devilir,
Masalon. A v B ¢oxtuglan ekvivalendiriarsa, bu miinasi-
bat A~ ki postarihy.
:‘Ui.\'ulhtr
staniloan sondu fa, b va o, d] parcalan ckvivalentdirlar,
Dngz'mlun da
clh—x) +d(x —a)

[ = -

mikast Ja, b)) vo e, df pargalar arasinda bivektv inikasdrr.
20 Genslonmiy komplehs miistavinin bitin noqolar
coxlugn Ruman Kirasino chvivalendir,

3000, 1) mtervalvun bintdin nogtalarn ¢oxlugu diz xottin
biitin nagialarr coxtuguna chvivalentdir, Dogrudan da
, 1 1
f(x) = ;m clty X + 5
intkatst (0; 1) = (=00, ) hivekuy inikasdn
Cmumivyatia, gistarmak olar ki har bir sonsus voxluy
dziniin miayyon alt ¢oxluguma ckvivalentdir tishat ctmali).

£.2.5. Tokdif lagigi adadlar ¢oxiugn hesabi coxluyg toskil

clnr,
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Toklilin isbat Gicin avvalea péstarok ki, a= [0; 1] pargas:

gevri-hesabi goxlugdur. Oksini fory cdok. Yoni A hesabi ¢oxlug
olsun. Onda A pargasinin nogtoloring

leX?_' 'x”J
kimi némralomok olar. A purgamm ii¢ barabor hissova bolok:

)

Bu hissalardon x,-1 dd\lllm almavan parcalardan bivini A -

o isara cdok. A -i yena o ¢ borabor hissays bolok. Bu
hissalardon x,-ni daxiting almuyan hissonn A, 115 isara cdok. Bu
prosesi sonsuz olaraq davam etdirsok.

A*IDAZD - DA”D e
bir-birini daxilina alan gapat scgmentlor ardieith@mr almig olang,

Burada har bir A, pargasi x,, clementini daxtlimo almuy,
. Lo ; ;
Ay -nin uzunlugu pet oldugundan. n artdiqda sifira yaxinla-

sir. Onda Kantorun moalum teoreming asason {A,} scgmentior
ardictlligmm  hor bir seqgmentina daxil olan x nigtasi (adadt)
vardir. Bu ndgo A segmenting daxildir.

Ancaq qurmava goro x ndgtast {x;, } ardictlligma daxil de-
vildir, Bela olmasaydt x ndgqost A, segqmentlorindan heg olmazsa
hirinog daxil olardr. Bu isa aks farzivonin dogru olmadifin gos-
tarir.

Yoni A= |0; 1] seqmenti hesabt coxtug deyildir,

Gostarmok olar ki. istonilan interval. seqment va yarim-
interval geyri-hesabi goxluglardir,

f(x) =tg (2x — l)T—zr funksivast haqigi oxla (0; 1) intervals
arasinda bivektiv inikasdir. {0; 1) imervalr ila [0; 1] pargasinm
ckvivalentlivini (isbat ctmali) nazora alsag. toklift ishat cimiy

olurug. iz
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[0; 1] par¢ast o ckvivalent har bir ¢oxluga Kontinuum
picll coxtug devitir,

1.2.6. X x X Dckart hasilinim moavyvon clitlon arasmdaks
daga (va yva baghhg) bir manasibotdir. Mosolon, bundan avvol
biz"~" simvolu ila 1saro edilon ckvivalent coxluglardan dantsmis-
dig. Yoni evni eliclit goxluglara ckvivatent coxtuglar demisdik.

X gaxiugunun clementlant arasinda asagrdaky sortlori 5dayvon
"~" miinasiboting ckvivalentlik mimastbati devilie:

a) x~x {refleksiviiky,
by x~y = y~x (simmetrikhik).
C) X~y y~z == x~z (tranzitiviik).

Yuxarida ¢oxluglanm eval glea malik olmasy (vani ¢kvi-
valent olmalary) minasiboti ckvivalenthik miinasibotidir.

Hor hanst bir coxtugda tovin olunan ckvivalentiik mina-
sibott honuin goxlugu kasigmoyan siniflara (ali caxluglara) avin,

1.2.7. X ¢oxlugunun bazi clementlori arasmda usagidak:
sortlor &dovan " miinasibating gismoan nizamlana devilir:

a) g a (refleksiviik),

byawb bea = a = b (antisimmetriklik),

Aagb bec = agc (tranzitivlik),

Qismon nizamlama mitnasiboting adoton " < " kimi da isar
cdirfor. Ba halda deyvirlor kic a b-dan bavitk devildir vo va a cle-
mentt b clementindan ovval golir, Yaxud da a clement b ele-
menting tabedir.

Qismon nizamlama miinastbatino malik ¢oxluga yismon
nizamlanmis ¢oxlug devihir,

Ogor X ¢oxlagunun istonilon x, y clementlart ya x Sy .
vaxud da y < x gtsmon nizamlama minasibati ilo bagh olarsa.
ona ottt nizamlanmy ¢oxlug deyiliv. R hogigh oxunda ™ < " mir-

nasiboti xatti nizamlama mimasibotidir, X coxlupu an axn iki

14
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h,muuﬂ mdhk otdugda, onun P{X) bintn alt gmiuql‘u sisten

“daxil olma minasiboting nazaron (yoni A, B € P(X) Uglin
A c B gismon nizamlama minasibatidir. Bu miinasibot xott
nizamiama miinasiboti deyvildir.

Tutag ki. X 7= 7 gismon nizamlama minasibating mualik
coxlugdur, X -do zoncir dedikdo ¢la Z € X alt ¢oxiugu nazordo
witulur ki x, y € Z oldugda va x < y. yaxud day < x olur,

A < X alt coxlugunun istonilon y clement {iglin miioyyan
x € X clementi y < x sortint ddavarsa. x-2 A ¢oxlugunun yuxan
sarhadi devilir. A coxlufunun asagr sorhodi oxsar gavdada oyin
alunur. x € X clementing géra istonilon ¥y € X clementi {glin
x <y sortindan x = y almarsa. x-» maksimad clement deyilir.
Basga sizlo. X ¢oxlugunda x clementindon hivitk clement vox-
dur.

Xoatti nizamlanpus X goxlugunun istonilon bos olmayan alt
¢oxlugu an kigik clementa malikso, (voni hor bir bog olmavan
A < X alt ¢oxlugu A-ya daxil olan asagr sorboada maliksa) ona
tamam nizamlannug ¢oxlug deyilir.

Tamam nizamlanmis ¢oxluglar giicloring gdra miigayviso
oluna bitandirlor. Buradan bela bir sual meydana ¢ivir: {stonilan
coxlugu tamam nizamlamag olarmi? Bu suabu cavabnmun misbot
olmasi istonilon gitclarin milqayiso oluna bilmosi naticosino go-
tirth ¢ixanr.

Bu istiqamatds asagidaks tcorem marag dogurur.

Sermelo teoremi. Istonilon ¢oxlufu tamam nizamiamag
olar,

Bu teorem asagidaks lakta osasianm.

Seema aksiomu. ‘Tutaq ki, /miloyvan a indekslor goxlugu-
dur vo hor bir @ € 7indeksina gora M,, ¢oxlugu verilmisdir. Onda
/indekslor coxlugunda toyin olunmus vo har bir « € /indeksina
15




Funksional analiz.

milavyvon m, € M, clementini qarsi govan @ funksivast tapmag

olar,

(evd olunan Scrmelo teoremi. segma aksiomu va bu sahaya
aid digor faktlar alimlor arasmda miioyyon mitbahisalor dogurmugy
va rivaziyvaun indi istifada etdivimiz osas saholorinin inkisafinda
xitsust rol oynavirlar. Maraghdir kic bu faktlar bir-birino ck-
vivalentdirlor. Bu taklitlardan birint da gqevd edok.

Sorn lemmast. Qismon nizamlannus X ¢oxlugunun hor biy
soncirt X-do vuxarnt sorhado maliksa, X goxlugu maksimal cle-
menty malikdir.

Scemo akstiomunun kémoayitla hagigt oxda istontlon agw]
goxtugun strukturunu toyin ctmok olur.

£,2.8. Teorem. Hogigi oxun istontlon agiq goxlugu on goxu
hesabi savda ¢sonlu va va hesabt) clit-ciit kasigmoyan mtervallarim
birlosmasindan tharatdtr,

Ishatr. Tulag ki G < R astivari agg coxlugdur, G-nin nig-
wlari arasmda cekvivalentiik minasiboti toyin edok. Mitovyvan
(e, f) < & intervall Ggtn x, v € (@, ) olarsa. x~y gobul cdo-
covik. Bu minasibat dogrudan da chkvivalentlik miinasiboatidir,
Moasalon, tranvzitivlik xassasini gdstorak., x~y vo ¥~z 150, clo
{a, 3) va (y, &) itervallar vardu ki

x,yel(a,pfycGvo(yz) €(y,d) cd.
Bu halda y < B, (a,8) © G vo x, 2z € (&, d). Demodli. G

coxlugu kostgmoayan Uy sinifloring ayrilr

6=\ v
T

Burada hor U, sinilinin nogiatari bir-birino ckvivalentdiriar.
U, sinft (a, b) soklinda intervaldir, a = infU; . b = sup U,
U, < (a,b) olmas) askardir. Digor torotdon. x, v € U/ 180

U, sinlinin Lyvinino pora (x, y) < Up. Up-nm a-va sagdan vaximn

16
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[
va b-va soldan vaxin nogolorinin varlign siibha dogurmur. Bu da
o demokdir ki, uclars (a, b)-va daxil olan istonilon (a',b") in-
rervalt Up-va daxildiv, Demalic Uy = (@, b). Bu ciir clit-ciit kosiy-

movon intervallann sayt on ¢oxu hesabidir. Dogrudan da segmo
aksiomunu tothiq ctsak. bu intervallarla rasional adadlor ¢oxlugu-

pun miayyan alt coxlugu arasimda bivektiv inikas qura bilorik. o

3. Tapstriglar

1. Cit adadlar coxlugu ila ok adadior goxtugunun kasismosi boy

coxlug tagkil edir.

2. Asagidaki coxluglarin ckvivalentliymi gdstorin:
a) Natural adodiar coxlugu biitin ciit adadlor goxluguna
ckvivatentdir:
by Natural adoadlar ¢oxlugu biitin tam odadiar ¢oxhiguna
ckvivalentdir.
¢) la, b} seqment |¢, df segmentina ckvivalentdir.
3. Rasional adodlar ¢oxlugu hesabidir,

4. Cabri adadlor ¢oxlugu hesabidir.

N

Otintin maxsusi alt coxtuguna ckvivalent sonlu ¢oxluq var-

mt?

6. Gostorin ki, hogiqi adadior coxlugu hesabi ¢oxlug togkil
ctyir.

7. Gostorin ki, hagiqi oxda ixtivari segment, intervai. vanm
intervatlar kontinuum gico malikdirlor,

8 lIshat cdin ki, hesabi ¢oxtugun bitén alt ¢oxluglar sistemi
kontinuum gixeo malikdir,

9. isbat cdin ki. natural adadlarin istonilon alt goxluglar sistem

kontinuum glcd malikdir.

i7

24550




10. [sbat edin ki. biittin vigilan va dagilan qiivvot siralar coxiugu

11

Funksional analiz. -

Kontinuum giieli ¢oxlugdur.

lsbat cdin ki. hagigi oxda har bir mohdud gapalt F goxlugu ya
segmentdir. vasud da mioyvon seqgmentdon uclan F-» daxil
olan va kasigmoyon on goxu hesabi sayda intervallart atmagla

alinan ¢oxlugdur.
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_——:.-'-m_-r--—m*—

[1 Fasil

Olgiilor
1. Cabr va o-cabr

2.1.1. Torif. Tutaq ki. X ixtiyari ¢oxlugdur. X-in mtiayyon
alt coxluglarindan ibarot A sistems

ay X € A,

byvA € A=A = X\A € A.

¢) ixtiyari sonju sayda Ay, Ay, -, Ay, € A oldugda ==

n
Jacen
[=1

sartiarini 6doyirsa. A sisteming X-do cobr devilir,
Buasqa stzla. A cobri goxluglarnm tamamianmasi va istonilan

sonlu savda birlasmasing nazaron qapah sistemdir. Digor taratdan.

n n ¢
(=Y
1==1 i=1
miinasibatina nazaran A cobri istonilon sonlu savda ¢oxluglann
kasismasing nozaron do qapahdw. Yoni ¢} sartinda U 7 simvolunu
“n 7 simvolu ilo da ovaz etmok olar,
Asanca gdrmak olar kt. § € AL
2.1.2. Torif. X coxlugunda tayin olumug A cabri ¢) soru
aVozZInD
¢y Hesabi savda ixtivari A, (i =1,2,-) € A oldugda
= U, A € A sorti dogrudursa, A sistemna X -do ¢ -cobr

deyilir,
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Funkysional nnaliz,

Asanca gdstormok olar kic A a-cobri eyni zamanda cabr
amdla eativir. Dogrudan da. har bir sonlu Ay, A,, -, A, sisteming
Ay iy, A AL AL v Vil e ofdugundan
Ay Ay, 0,0, kimi do baxmag olar.

g -cabrin tarling pira A sistemi amamlama, sonsuy

{hesabi) birlagmaya navaran qapahliq xassasing malikdir.

o ¢} [&

ﬂ A= U A7l (De Moran disturu)

i {1
miinasibating asason g-cobrin tarifinds “U “ simvolunu "0 7 sim-
volu ila da avaz etmok olar. Digar taraldon A sistemi bos olma-
digda, cabr vo g-cabrin tartfinda a) sorti avtomatik ddanir,

A sistemi g-cabr oldugda X-o oleiilon fhza, har bir 4 € A

¢oxluguna isa ¢letlon goxlug deyilir. Tutaq ki ¥ topoloji lazast
va fr X = ¥ funksivasy verilmigdir, Istonilan V € Y agig coxlugu

lgiin /' (V) € A olarsa. f funksivasma dl¢iilon funksiva devilir,

Misallur

&

X har hansi goxlug. A is3 onun biitin alt coxiuglarmdan

iharat sisten isa. A g-cabr toskil edir.

b. A = {X, 8} oldugda. ¢ g-cabrdir,

¢ X sonsuz goxluq. A isa X-in biitiin soniu ¢oxluglanmdan
ibarat alt ¢oxluglar sistemidir. A cabr (hom da a-cabr) taskil
elmir.

d. X sonsus goxlug A isa X-in clo A4 alt coxluglarmdan toskil
olunmusdur &i. A4 vo va A sonlu coxtugdur. Onda A sistemi
cobrdir. lakin g-cobr toskil ctmir.

¢ X geyri-hesabi goxluqdur. o4 X-in biitiin sonlu v va hesabi

alt coxluglarindan ibarat sistemdir. A coabr tagkil ctmir.
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[ X hor hansi coxlug. oA iso X-in ¢l A coxluglarindan togkil
olunmusdur ki. va A. yaxud da A hesabidir, Onda A o -
cobrdir.

2.1.3. Taklif, Tuaq Ki. X hor hanst ¢oxlugdur. X-da tavin
olunmus biitin boy olmayan o -cabrlor ailasinin kosigmasi @ -
eobrdir.

Isbat. Tutag ki, F X-in bog olmayan a-cobrloy atlasidir. T
{ia bu o -cobrlarin kasiymosini iyara cdok. X goxlugu bittiin o -
cabrlora daxil oldugundan T sistemind do daxildir. Ixtivari A €T
coxlugu T sisteminin (OyINInd dsason evni camanda hiitin o -
cabrlara daxil oldupundan A¢-do homin g -cobriora daxiidir. De-
mali, AC € 1. Ogar hesabi savda Ay, Ao Ay coxluglan
cistemina daxildirlarsa. biitiin ¢ -cabrlora da daxildirlor. Onda 7
hiitiin g-cabrlarin kasismasi oldugundan Ui, A; € 7. Yani. T sis-
temi X-da a-cabr toskil edir. ¢

2.1.4. Natica. Tutaq ki, X hor hanst ¢oxlug. M 1sd X-m
miovyan alt ¢oxluglar sistemidir. Onda X -do M sistemin da-
<ilina alan an kigik T g-cobry vardir.

Qevd edok ki on kigik 7 o -cobn dedikdo onu noazorda
witurtg ki M sisteming daxiling alan hor bir g-cabr eynt zamanda
7 g-cobrini do daxilino alir.

Fsbatr. M -i daxilina alan g-cobriorin kiillisini P il iyara
cdak, P ailasi bos devil, ¢lnki bu sistem X-m biitlin att coxluglar
istemini &7 daxilina alir. P-vo daxil olan biitiin o-cabrlarin
kasismasi 2. 1.3 klifina asason g-colir tagkil edir. Aydindir ki 7
a-cobri M sistemini do daxilina alir.

Bu naticads tayin olunan 7 @ -cabring M sisteminin do-
gurdugu a-cabir devilir,

2.1.5. Borel ¢coxtuglar. Tutag ki X topolojt fazadir, 2010 4

pAticasing asason X-da har bir agiq goxlugu daxilind alan on kigik
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B a-cabri vardir. B-nin hor bir clementing X-in Borel ¢oxlugu
devilir. Xisust halda. hor bir qapali ¢coxlug (agiq ¢oxlugun ta-
mamlanmasi) Borel ¢oxtugudur. Demalic hesabi savda qapaly ¢ox-
fuglarm birlagmosi vo hesabi savda agg g¢oxtuglarm kasismosi do
Borel goxluglandir. Sonuncu ikt xassovo malik ¢oxluglar uygun
olaraq Ff; upli va Gy tphi coxluglar adlandirmlar,

Burada o indeksi adoton birlogmani. & indeksi isa kasismom
nozorda tutr.

B sistem g-cabr tagkil ctdivindan X topoloji fazasy dictlon
faza. Loyin olunmug Borel goxluglar iso dletilan ¢oxluglarn ro-
lunu oynayrrlar. B g-cabrint adaton B(X) kimi do isara edirlor,

Indi bazi. lukin ¢ox vacib a-cabriar ailolarini toyin cdak.

Tutag ki. X = R™ R™ -doki agig g¢oxluglarn dogurdugu
Borel ¢oxluglar sistemi. vani o-cobr B(R"},n = 1 oldugda isa
B(R) Kimi isara clunur,

2.1.6. Toklif. Asapadaky goxlugliar ailalorinin har hirt Borel
coxluglarin B(R) g-cabrini dodurur:

ay  R-doki biitiin gapal ¢oxiuglar sistemi:

b R-in (—oo, bl soklinda olan bitin vanmintervallar sis-
temi:

¢} R-in (a, b] soklinda olan bittiin varnmintervallar sistemi

Isbutr. V'urag ki. By, B, va By o-cobrlari uvgun olarag a). b
va o) atlolarinin dogurdugu g-cobriordir. Taklilin dogrulugu ticiin
avalea B(R) © By 2 B, 2 By va sonra iso By D B(R) oldugu-
nu gostarmak kifayatdir, B(R) g-cabri R-doki biittin agiy ¢oxlug-
lart va cvni zamanda onlann temamlanmalarim daxilina aldigin-
dan B(R) 2 B, olur,

oo

cnt=J(o-Le)

n=1
oldugundan B, < By olur. Bundan basqa.
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oM Qhmadov
(a.b] = (—w0,b] 0 (=, af
oldugundan By © B, olur. Digor tarafdon hor bir aguy (a, b)

(a,b) = ﬁ (a, b+ }1}

n--1

oldugundan By-o daxildir. R-da hor bir agig coxlug on ¢oxu he-

intervali

sabi sayda (yoni sonlu vo va hesaby (a, h) saklindoki agiq inter-
vallarin birlosmasi soklinda eostorila bildiyindon (1.2.8. Teoremt)
agrq coxlugtar da By-o daxildirlor. Basqa sizla. B(R) < By. 11
2.1.7. Taklif. Asairdaks ¢oxtuglar aitalarindan hor bin Borel
coxluglarm B(R™) a-cabrini dogurur:
a) R™-daki biitiin gapal goxiuglar sislemi:
hy Mioyyon i indeksi vo b adadt figiin R™-In
{(xy, X, X)X < b
saklinda olan biitiin yanm alt favalar sistem:
¢) R'™-in
((xy, Xy, Xy <x S hi=12 ,n}
soklinda olan biltiin yarim diizbucaqgliar sistemi.
Bu taklifin ishati 2.1.6 toklitinin ishatina oxsar olaraq apa-

rilir.
2. Olciilon funksiya

2.2.1. Teorem Iutaq ki. Y va Z topeloji fozalar. g Y - Z
funksivasy iso kasilmozdir. Onda:

a) X -topoloji faza. f:X - ¥ Kasilmar funksiva isoh =go
flhx) = g(f(x)),x € X} funksiyast X-don Z-a tasir edon ko-

silmov funksivadir:




Fuuksional analiz,

) X-Olgiilon foza. f: X — Yolgilon funksiva isah = go f

funksiyast X-don Z-2 tasir edon élgtilon funksivadir,

Ishat. Tuiaq ki, V < 7 ixtiyari agig goxlugdur. Onda
g7 H{V) Y-da agiq ¢oxlug askil edir. Digar tarafdon.

OEVICRIG)!

Aydmdor ki f koasilmaz funksiva oldugda. h ™ H(V) agg
coxlug tagkil edir. Bu isa a) hekmiintn dogrulugunu péstarir,

[ dlgiilon funksiva oldugda isa h (V) sleiilon ¢oxtug toskil
edir. ¢

2.2.2. Teorem. Tutaq ki X Slgitlon fra. u va v oisa X -do
oyin olunmay hagigi Slgiilon funksiyalardir. Olava farz edak ki g
haqigi mistovidon Y tapoloji hzasma inikas edan kasilmoyz [unk-
stvadir, Tor bir x € X ¢clementi digiin

i(x) = g(ux),v(x))

tavin etsak. bu lunksiva X-don ¥-5 tasir edon élgiilon funksivadir,

Isban. [{x) = (u(x), v{x)) tsars cdok. Avdmdir ki. har bir
X € X Ggiin f(x) hogiqi R? milstavisinda bir ndqtodiv. h = go f
oldufundan onun Gleiilanlivini gostarmoak fgiin 2. 2. 1 woremina
asason f-in dleilanliy inn gostormak kifayotdir,

Tutag Ki. P tarallori koordinat oxlarma paralel agiq diz-
hucaghrdir. Basqa sozla.

P=16LXx/
iki /; vo hseqmentlorinin Dekart hasilindon ibaratdir. Avdindir ki
[P = w ()N ()

vo w, v funksiyalar olgiilon olduglarmdan f71(P) ¢oxlugu da
dletitandir,

Digar torafdan miistovinin har bir agig ¢oxlugu bela Py diiz-
bucaglilariin an goxu hesabi savda birlasmasi soklinda gostorila
bildivindon (bu takis ishat ctmoli) va




O.M.Ol nmdnv

[ —f‘(UP) = UJ'I(P

oldugundan f7H(V) dlgiilan (,u\luqdu: Dun"‘h JiX = R* Glei-

lan funksivadir. o
2.2.3 indi 2.2.1 va 2.2.2 rcoremlorinin bavi naticalarini
qevd edak.
ay wva v hagigh funkstvalan X -do sleitlon Tunksivalar isd
f = u+ iv kompleks funksiyast X-do dlgiitondir,
Bu hokm 2.2.2 teoreminda f(x) = z gabul ctmakla ishat
olunur.
by f = u+ (v X-do kompleks Slglilan 1unksiva 180 1, ¥ Vo
|£1 funksivaian da X-do haqiqi dliilan funksiyvalurdir,
Bu hokm 2.2.1 woreminda g(z) = Re 7, Iz va 7] gobul
ctmoaklo ishat olur,
¢) f vo o X-do kompleks dleiilan funksivalar isa f + @ o
[+ Tunksivatan da dlgtitondirlor,
Bu natica [ vo o hagig lunksivalar oldugda 2.2.2 teo-
renindo
gis, ) =s+tvogls t)=s-t
gabul ctmakia isbat olur. Kompleks haliiso gy va by bandisrindon
alur.

dy E-bl¢iilon ¢oxlugunun

X (x)—{

surakteristik funksivast édgiilon funksiyadir,

g x €8
0, 0gorx &It

2.2.4. Teorem. Tutay ki. A X Glgtilon coxlugunda a-cobrva
Y topotoii bzadir. Farz edok ki £ X — ¥ funksiyadir. Onda

W= {EEcY, [ HE) €A} Y-dao-cabe taskit edir

by f dlgiilan funksiva vo F € Y Boxcl goxiudu isd

B e,

25




Fuuksional analiz.

¢) Y = [~o0, 0| va hor bir hagiqi « adadi ficiin
J (o ) € A

1sa foletilon funksivadir,

Ishate. ay hokminin dogrulugu

S =X, TTINA) = X0\

[HAUAU ) = P ADUS T (AU -

mitinastbotlarindoan alinir

b)-nin ishat iiglin 2-m a) hokmiindaki kimi gobul cdak. /-
in Olctilonlivi Vein bitin agig ¢oxtuglarmm Q-va daxi] oldugunu
gosterir, L2 g-cabr oldugundan Y-in Borel goxluglarnn da daxiling
ahr.

Indi da ¢) bandini ishat edak.

= {E ] < |—w, |, [ HE) € A

(obul edak. £ [—on, oo} -da a-cabr taskil ctdivindon va istanilan «

hagigi adadi Gigiin (a, o} € 2 vldugundan

[F4]

1 1
I—w,a.):l H—oo,(c*w}zl I((rv—,m‘
n / nto
-

nel
varmmintervalh vo
(a, 1) = [ )N (a, oo
itervall da Q-va daxiidiviar, Digar taratdan geniglonmis | —co, oo
hogigi oxunda hor bir agig ¢oxlug hesabi suvda vuxaridak tup
coxluglann birioymosindon iharat oldugundan € sistemi 4Ly
coxluglar da 67 daxiling alir.
Demoit. £ dletilon tunksivadir, «
22080 2272 weoremlaring gira X Sleiiion ¢oxlugu va A o-
cabri {igiin
fiX =R
funksiyasmim dletlonlivi dedikda har bir hagigi a adadi Gigiin
A ={x € X, f(x) > a)
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¢oxlugunun A o- cobrina daxit olmas husu dusiiidr.
Asagidaky femma f-in Gletitanlivinin tavint figlin A, goxlu-

gu mozina digar ckvivalent coxiuglardan istifadonin miimkinit-

viing gostorir.

2.2.5. Lemma. [+ X — R funksivas) Getin asagmdaky tokhiflar

ckvivelentdirior:
a) hor bir ¢ € R iin
Ay ={xx € X, [{x) >ay€A:

h) har bir ¢ € R Ogiin

B, = {x:f{x)€ateJ:

yhorbira € R L’zgi’m

C,={x:f(x) 2 atcA;
é¢) har bir ¢ € R Gglin

P, ={xf(x)<al €.

Isbatt. B, vo A, goxluglar Dir-birinin wmamianmast oldug-
Larindan @) hakmii by hakmina ckvin Alentdir. Buna oxsar o) vad)
hakmiart do ekvivalentdivior,

Tutaq ki, @) hikmit degrudur. Onda har 7 némrast Ggtin

Ay 1yn E A olur Diear taratdan

4(( ﬂ/‘ i1/

oldugundan
¢, CA.
Demoll. ay=)
ire)
/l{( = ‘ I(Jrr+[l,’nj
=1
oldugundan c)=»a)
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Fuuksional analiz,

2.2.6. Misallur.

a) Sabtt funksiva dlcilandir.
Dogrudan da istonilon x € X digiin f(x) = ¢ (const) isd

@ = ¢ olduygda

xixeX f(x)>a} =0
olur. @ < ¢ isa

xxeX f(x)>al=X.

D)X = Rvo A = B(R) Borel ¢oxluglar sistemi isa> har bir
Kastlmaz /2 X — X funksivas: Borel manada dletilondir. Bu halda
f Tunksivasma Borel funksivast da devilir.

X =R vaA =B(R) iictn har bir monoton funksivi Bo-
reb monada olgiilandir. Masalan. £ monoton artan funksivachrsa.
yonix < x’oldugda f(x) > f(x) isn

{xix € R, f(x) > a}
coxtugu miinyyon b adadi digiin va
{x:x € R, x> b},

vaxud da
{xix e R x>b}.
saklindadir.
22270 £ X = R lunksivas: tgiin
frlxe) = supl{f(x), 0},
f o) = —min{f{x),0} = sup{—/(x).0}

Kimi tovin olunmus manti olmavan /' va f funksivalarma ba-

na sy f-in manti (neqgativ) hissasi devilir, Avdindir ki,
Fmf = salfi= ey

Buradan da
f'= T}U” + /).
o A .
f = E(I” - /).

Rt
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2.2.3. teoreming gird £ ' vo f 7 funksivajarmmn dlgilonliyi f-

in 6leiilantiying ckvivalentdir.
Bazon baxilan f: X — R funksivasium sonsuz qivmat al-
masint da gabul edacoyik. Belo funksivanin dlgtilonliyi
A={xx€eX, f(x)= +w}

B={xxeX, f(x)=—ow}
coxtuglarinim A o-cabrina daxil olmast vo haqgiys
(x),x € AUB
filx) = IE) ,)x € AUB
funksivastmn dl¢iilanliyina ckvivalentdir,
indi tutaq ki, {a,} € j—o0, o]
by = suplay, @y, h=1,2,..)

£ = inf{by, by, -}

B-yva u, ardicdhigmm vuxart iimit deyibir va

p= Ai_n; SUp a, (va ya imcl a“)
Kimi yvazilir,

Avdmdir ki by 2 by = - va by = (k= ).

tvnl zamanda  clo {an[_} < {a,} ait ardwealltfn var ki
ay,, = B i — o0) vo [ bu xassoyo maltk an boyiik adaddir.

Ardiciiligm asagr limit oxsar tayin olunur. Agagi Jhmt

Ny, oo infay, (VO ya limy, e @) Kimi isard edirlar. Qeyd cdok
ki.

lim infa, = — lim sup(—a,).

n--+o00 H-e0

{t, } yigalan ardicilig tsa.
lim supa, = lim infa, = hm (y, -

n—oo Pl =D
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Funksional anali;,

it
Indi wetag ki. {f,} genistonmis (yoni sonsuz giymotior ala

bilon)  hoqign funksivalar  ardicilhigndr. Onda sup,, f,, o

lim,,_., sup f,, funksivalan X-do asagidaky kimi tavin alunurlar:
(s0p ) () = sup(/())
it H

(lim sup fﬁ) (x) = Hm sup(f;,(x)).
oo 10
f(x) =liny, .. fr(x) ,x € X is>
f-o i} ardicidhgimim ndgtovi imiti deyilir.
2.2.8. Teorem. [, X — |-, 0] (n = 1,2,...) lunksivalan
Oletilon va

g =supf,, h=lmsupf,
o

nxl
150 g vo h lunksiyalan da éleiilondirlor,
fshatt. Aydindir ki,

w
9 Mo =| (@),
n=1

2.2.5. teoremina (2} bondi) asason g Ol¢tilon funksivadr, Bu

natico inf sup-la avoz editdikda do dogrudur.
= ot}

oldugundun fi-da dlgtilondir. -

Bazi noticolort gevd edak.

a) Kompleks Gletlon tunksivalar ardiciihgmm limiti da 6l-
clilon funkstyvadir:

by fig:X > -0,  funksivalar olgtilondirlorss,
max{f, g} vo min{f, g} funksiyalar: vo xiisusi halda

[ =max{f,0}vo f~ = — min{f,0}

funksivalan da ol¢tilondirtor.
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3. Sados funksiyalar

2.3.1. Tarif. Sonlu sayda giymatiora malik funksivaya sada
funksiva deyitir.
Tutag ki. X dleilon ra. 51X — [0,c0) sadn  funksiya.
y, 0y, , Ay 150 hu [unksiyanm mixtolif qiymatlaridir.
Ay = {xes(x) = ai
isara edak. Aydindir ki,

1
5= Z &EiX A
i=1
alar. Burada yu, funksivass A; ¢axiugunun varakteristik funk-
sivasidir.

Qevd edak ki, § sada funksiyasimn dlgiilon olmast Glen
soruri va kail sart A, coxluglarmmn dlgtilon olmusidir, Pigyat ct-
mok lazimdir ki. hor bir ¢ adadi dgiin

{x:x € X; xq,(x) > a]
caxlugu ya X. ya 4; , yaxud da O ¢axlugdur.

2.3.2, Teorem. Vulaq ki, f: X — [0, 0] dlgitlon Tunksivadir.
Onda

D0<S <8, < <f.

b) S.(x) = f(x) (n —> ), x €X

xassalaring malik {S,} élgiilon sado funksivalar ardictlhigs
vardir.

Jshatt. n =12, ... voi=1,2,..,n- 2" namrolor d¢lin

i =17 (|Sn)) P = £ ()

coxjuglannt toyin edak.
Axtaritan Sy, funksivalarnn agagidaky kimi toyin cdok.
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Funksional analiz,

124 eorennind dsason £, vo K coxluglan élgtlondirlor.

Asanca postormok olar ki (2) funksivalarn a) sortini Gdo-
virtor.

Indi witay ki. x ¢lo clementdir ki, f(x) < oo . Bu halda §,,-in
tfadasmdon n-m boyik qivmatlorinda

Sn (X) = f()() -2

oldugunu porarik,

S (x) = cooldugda isa §,(x) = n olar. Sonuncu mithakima
teoremmn by sarting sbat ctmiy olur. Onu da gevd edok ki,

[ omohdud funksiva olduyda {5, } ardicithdy [ funksivasina

mintoyom vigthr,
4. Umumt halda 6lciilon funksiyalar

Tutag ki. [ funksivast X olgtilon [arzasmdan Yo dlgiilon
fozasina tosir cdir.

X-doki a-cabri A, ¥-doki g-cabri isa B ilo isara edok.

Ogar istonilon £ € B ¢oxluguna pora fH(E) € A olarsa. f
funksivasina (A, B) dletilon. bovon ¢lo sadaco dlgtilon funksiva
devtiir. Ayvdindr ki olctibon funksivanin avval verdivimiz torili,
vomi Y -topolojt foza. B Y forasindak agiq goxluglar sistemi

aldugda. funksivanin Slgtilonlivinin indiki orifinin xiisust halidir”
5. Miisboat olcii

2.5.1. Tarif. X ¢oxlugunun A o-cobrinds tovin olunmuy vo

qivmatlori {0, o] genislonmis yarim oxuna daxil olan g funksiyas
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hesabi savda istonilan dizyunkl {cit-clit Kostymoyon) A €A

coxluglan Getin

oG

al | :iy(m (1)

11 [
ortini 6dayarsa, ona misbat dlett va ya sadaco olgi devilir,
‘Farilda istanilan i némrasi dgin u(A;) =2 0 oldugundan (1)-m sag
{arafindaki stramin comi ya mioyyon b miishal adod. vaxud da
too-dur. Bu tarifds hee olmazsa, bir i ndmrast tigtin u(A) < o
oldugunu gabul edocayik.

Bundan sonra Olctilon faza dedikda. onun g-cobrinin dlgiifon
coxtuglaninda toyin olunmug mitshat olctiva malik fazam nazarda
tutacagiq. Toyin ctdiyimiz g 6lgbstind hesabi additiv (vo ya -
additiv) dich da adlandirirlar,

Indi bagqa bir ol anlayigim verok. Farz edok Kio A gox-
luglar sisterm X osas coxlupunda cabr togkil cdir {o-coabr olmaya
da bilar). A cabrinds toyin olunmusg vo giymotlort [0, eo| daxil
olan g funksiyast istonilon soniu savda dizyunkt Ay, Ay, -, Ay €

A coxluglan digtin
n

n
) =20 @
i=1 i=1
sortint odoayarsa. ona sonlu additiv 8lcti deyilir. Aydindir ki hor
bir hesabi additiv 8lcit sontu additivdir. Dogrudan da istonilon
sonfu Ay, Ay, -+, Ay ardiathgm >0 nomrolart Gigtin A; = @
gobul etmokid
Ay Ay 140,8.9, .

sonsuy ardiciihiina geniglondirmok olar.

Qevd edak ki. istar soniu additiv. istarsa da hesabi additiv u
olgusi tgin

u(d)=20.
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[shati oxucuyva tapsirthr,
Bu fuktin torst dogru olmava da bilar. Buna misal edstarak,
Tutag ki X = N, vani natural adadlar coxiugudur. A sistemini
agagidaky ki tavin edoak:
A ={AAc X, ya yaxud da A sanlu coxiugdur}
A cobrdir. lukin a-cobr devildir,
oA = |0, 00| funksiyasi A € A iiglin
1, A sonsuz coxluadur,
1) = {0 A sonlu goxlugdur .
olsun. Gastorin ki, ¢ sonlu additiv dletdir. Bu éleil hesabi additiv
devildir. Oksini forz edok.
A = {k} gobul etmakla. A sisteminin dogurdugu g-cabrda

i U/lk =u(X) =1
Kkt
Vo
,u(/l,'\-) =0
k=1

oldugunu gérorik.

Ela tosovviir yarana bilor ki. dl¢tniin sonlu additivlivt he-
sabi additivlikdon daha tabiidir. T.akin tatbiq ndqlevi-nazarindan
hesabi additiv 6l¢ii daha ¢ox istifada olunur {mosalon. inteqral na-
zartyyasinda). Bundan sonra biz 6l¢ii dedikda hesabi additiv 61
¢lnd nazarda tutacagiq.

Misallar
L X ixtiyart ¢oxlug olsun. A il bu ¢oxlugda tovin olunmusy
a-cobri isara cdak.
i A = |0, oo funksivasim A € A iiciin
n,ogor A n clementdoan ibaratdirss
Ay = {00, agar A sonsuz coxlugdursa
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kimi toyin edak. p-élgiidtr, Bu dletivo hesabi dlgt devilir,
2 Tutag kil X = . A 1lo X-doki a-cabri isara edok. x, € X
ligin &, A — |0, 00) funksiyastn istontlon 4 € A ¢oxlugu Ggiin

e (1) = |

kimi ovin cdok. &, dletidir. Bu dlctivo x, nigtasinds tomorktiz-

1,agorx, € A
O0,o0gorx, € A

fosmis vahid kitlo devilir.
3. tutaq kio X ixtivart goxlug , A4 1sa X-do hor hanst -
cabrdir. @ A — |0, oo funksivasingixtiyvari A € A {iglin
o, agar A% (3
u(d) = {

0,0gor A=0
kimi tovin edok. w dletdiir.

4. Tutag ki X on azt iki elementdon tbarat ¢oxlugdur. A sts-
temi X -in bitlin alt ¢oxluglarindan ibarat o-cobr olsun. u: A —
|0, o] funksivasins istoniton A4 € A liglin

1,0por A+
ud) = {O,DZDI’A =0
kimi toyin edok. g na hesabi additiviik. na da sonlu additivlik xas-
sasto malik deyildir, Yom g olgli deyvildir, Dogrudan da
Ay 2B A, 20A, A €A vo AANA, =0 s u(A,UA) =1
olur. Lakin
(A +u(dy) = 2.

2.5.2. Teorem Tuaq ki. ¢ A o-cobrinda toyvin olunmug

olcidir. Onda bu dlgu asagidakr xassolora malikdir:
a) u(@) = 0.
b) istonilon sontu savda dizyunkt A, € A (i = 1,2, ..., 1) ¢ox-
Juqtart Gglin

(AU U4 ) = u(Ay) + u(Ay) + -+ w(Ay);
OABEAvIACHIiso u(A) < u(B):
A, eAnN=12.0A=Ug.; A €A vd
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Funksional analiz. B
lim (A,) = u(A)
c) AyeEAMN=12.)A=N7 4, EA, AyDA;-D
Ay D
va milayyan n némrasi Ggiin u(A;) < o0 182
Nim p(Ay) = p(A).
Ishatr. 2) vo b) bandlarinin isbatint avvaicadon vermisik.
¢) bandini ishat edok. B = AU(B\A) vo AN(B\A) = ¢ ot-
dugundan
1(B) = u(A) + p(B\A) = u(A).
d) bandinim 1sbat: {i¢iin
By =A By =M\, (n=2,3,..)
gobul cdok. Aydindir ki,
B,eA,BinB #@,i#],

Ay =B Uu-~UB,vrd= UBi.
i=1
Onda

M(An) = z #(Bz)
i=1

u(A) = iu(&)

olar. Buradan isa siranm c¢ominin torifing ssason d)-nin dogrutu-
gunu alariq.
¢) bandinin isbat. Tutaq ki, #(A,,) < oo Umumiliyi pozma-
dan n = 1 qabul cdak. Hor k ndmroasi {igiin
Cr = A\
¢oxluglarim daxil edok. Aydindr ki.
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Q.M. Olmadov

S —

C,clC,cCyC-y
H(Cy) = ulA) — plAy),
A\A = Uy Gy olar. Onda d) bandina asason
u(A) = p(A) = p(ANAY = timy o 1(C) = (M) =
—limy Lo (Ag). 1
2. 5. 3. Bozi anlayvislar daxit edok.
Tutaq ki, g (X, A) dlgiilon [ozasinda dletidir. u{X) < oo ol-
dugda p-yo sonlu 8¢l deyilir. Bu hatda (X, A, u) ligliviino sonlu

dlgiiva matik foza deyilir.
Ogﬁ]‘/li S rfl,#(/ll) < oo (1 =12 )

X=UA, € A
r=1

isa g oleiisiing o-sonlu dleii deyilir. Bu halda (X, A, 10)-vd o-sontu
oletiva malik toza deyilir,

Qovd edok ki. (X, A, u) o-sonlu digitlan foza isa X A-va
daxil otan hesabi sayda dizvunkt {8} sonlu dlgliva malik coxlug-
larin birlasmasindan ibaratdir. 8; ¢oxluglarm c-seniu dlgiindin

tarifindoki A; coxluglarimin kémoyi ila dizaltmak olar:
i1
By=ay b= an| Ja > D
j=1

(R”,'B(R”)) dleiilon zasinda tayin olunmuy dlgliya Borel
dletisit deyilir, X goxlugu R™-da Borel ¢oxlug vo A o-cobri X
daki biitiin Borel goxluglarn daxiting alirsa. (X, A) -daki Glgiyvo
X-do Borel 8lgiisii deyilir,

ladi farz edak ki (X, A4) istonilon x € X clementi dgtin
{x} € A sortini ddoyan dl¢iilon fozadir.

Sonfu va va a-senlu g dlglisit har bir x € X figlin

u({x}) =0
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Funksional analiz.

olarsa. bu oletivo (X, A) hzasmda Kasilmoz vo mioyvyon hesabi
D < X ¢oxiupu tglin
C j—
u(D) =20
olduqda 1sa i Slgtisting diskret leii devilir,

6. Xarici 6l¢ii

Bu hissada R da Lebeq Olgtisiiniin qurulmasmdan hahs
cdacavik. Ovval imunn hala baxag.
Tutag k1. X hor hanst ¢oxlug. P iso onun biitin alt ¢oxluglar
sistemidir,
Fors cdok kio gt PLX) = |0, oo] Tunksivas: asagidaky xasso-
fara mahikdir:
a) w () = 0.
by A cC B < Xoldugda

w(A) < u(B)

VO

¢y {A,}c X ii¢iin

S0} on

S EDWAS)

nal ni=l
Bu halda ¢7-a X-do xarier élet devilir.

Demolis X-do xarier oleit elo monoton artan va hesabi vanm
additin

P(X) = [0, 0
funksivadu ki, O-da givmoti 0-dir, Qevd edok kil g 6lci olmava

da bilor. X-da oleti tovin oblasu, ancaq P (X) olduada xarict 6lgit
olur.

Bazi misallara baxaq.

1. X axtivar ¢coxlug vo A € P(X ) tigiin
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Q.M. Olvmadov

e —

0,agorA=19
J«A —
) {l,ngor/lst@

xarici gletidtr. 4
2 X ixtivari coxlug vo A € P(X) tigiin
. 0, agor A hesahi coxlug
W= {1 ,ogar A qeyri — hesahi ¢oxiug
xarici oleudur.
3. X-ixtivan sonsuz goxlug. A € P(X) tctin
0 (A) = {O,ngm'/l sonhu goxlug

1, azar A sonsuz ¢oxlug
funksivas hesabi yanm additiviik xassasina malik devildir, Basaa
sozlo pt xariei oleti deyitdir,
4. R hagiqi oxunda lebeq dlglisi asagidakr kimi toyin olu-
nur, Hoar A © R alt coxlugu Ggtin Fy cla besabi savda

pohdud agrg intervallardan ibarat goxtuglar ailosi olsun ki

Ac U(u!—,b,).
i1

Onda
A(A) = inf Z(bi —a):{la, bt e Fy
i

funksisast R hogigi oxunda xariet dlgiidir va bu ol¢iivo hoagiqg!
oxda Lebeq xariet dlgUst deyihr,

Gastarmoak alar ki, R hagigh oxunda Febeq xarict olglist hor
hir mahdud intervala onun uzunbugunu qargs goyvur.

Misal 4-da toyin olunmug Lebeq Nariel dlglistnil R' faza-
sina dmumilosdirsok. alinan 6lgt hor n-0letiti

P = {x; X = (‘51»{2' u‘f]l)Jai < 61 < ﬁi . airﬁl eRr, Lrpf[;ﬁi
€Ri=12..n}

paralelopipeding anun hacmini garst qovdugunu gorark.

RE.




Funksional analiz,

- T —

7. R-do Lebeq dlgiisii

Ovvolea 20 6. L misalinda R hogigi oxunda tovin olunan
Lebeq xariet Sletistindin bozi mihtim xassalarini gevd edok.

2.7.1. Teorem. R-doki A* xarict dletisii asafidaks xassalarn
malikdir:

A cCBisad(A) <A (B).

b) Tor bir hesabi ¢oxlugun xaricl ¢lgiisii sifirder.

) A(@) = 0.

d) A% xarict 6lelisé verdoyismaya nazaron invariantdir. Bag-
ga siizla, har bir xy € R ndqlasi vao A < R {igiin

A(A + x) = A (A),
burada
A+xyg={x:x=a+x,a€ ),
¢) A7 hesabi varnm additivdir.
£y hor bir I < R tervalt digiin
A =1U1).

burada [ /intervalmin { agiq, gapah. varimagig) woanlugudur.

Isban.

a)-mn ishat trivialdir.

p)-n1 1sbat edak. Tutaq ki.

A= {x,:k €N}

fhesabi goxtugdur, Tutag kice > 0 vo {g,} ¢ln miisbat adadi ardr-
athqdir ki

o
— &
Ep = = .
2

k=
o0
AcC U(xk — & X, +ogy)
ko1
oldugundan

10




QM. Olimadov

A(A) S«
Bu da o demokdir ki. A7(A) = 0. yoni b) hokmil dogrudur.
¢)-nin ishatt a) vo by hikmilarindan ¢ir.

A coxlugunun agig intervallarka ortivit A + x goxlugu lglin
cvni uzunluga malik agig mtervallarm drtitviint dogurdugundan
A A+ x,) € 2(A) (1)
olur.
Pigor toratdon A coxlugu A + xg-goxlugunun yerdayigmosi
oldugundan
A(A) £ A (A+ x) (2)
olur. (1) va (2) d)-nin dogrulugunu gidstorir,
Ay € R (i=1,2,--- ) ¢oxluglan Gigiin
. |
AT(A) = w0
i1
oldugda ¢)-nin isbat trivialdiy,

l'ory edok ki,
Z 1(A) <o

i=1
Tutag ki, € > 0 Ondu hor biv i ndmrost figlin o {/,'} acig

mitervallar ardscilhgr vardir ki

3
A g[ |/;,
=
o

Z H10) < X (A) +EL,
K
Indi farz edak ki, {l,\‘} iniindeksh ela agwg intervallar

ardierlhgrdir ki
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F unAsnmn[ rmah'

o

U

[ =1 k-

ZZE!,\)<Z( A Zﬂ (A) + .

l)m nli. AU /1 DS YT AA) e £ >0 axtyvan
aldugundan ¢)-ni ishat ctmis nlu:uq.

D1 ishat cimak {igiin avvolea 7= [a, b] hahina baxag. Yo
sonlu a va b adadlart dgiin |a, b} gapalt vo mahdud goxlugdur.
&> 0 va {g,} elo mishat adadi ardicillig olsun ki,

£ = 71
Jeaa
{a, bl < (a, b)U(a — . Q +&A)U(h ~ g b+ )

Je
Al <sh—a+ ¢ nldugunddn

Ay < ¢
oldugunu virartk. {43 ardieidhiar Ani 6rton agiq intervallar olsun.
/ kompaht oldugundan bu drtitkdan sanfu Grtik segmak olar.
Umumilivi pozmadan {/.} ardicithgmdan oo {J;01 S i< n} in-
wervallarnu seeo bilarik ki
a € fy=(a, b)) by €, = (a,, by},

by € 4 = (g, b)), by € f, = (g, by)
vaob, b <h,.

Buradan 1sa

h—a<bh, —uy= ) h—=b.)+ b —u)<




1) ‘lvl (Jlmmdm -

Zcb a)+(b1~a1JﬁZf’U)<z€(/k)

olur. I)Lmnll._

(1) <A ().
= |a, b] scqmenti Gelin D) hiskmi isbat elundu.
Indi tutaq ki 7= (a, b) acig va mohdud intervaldir, Onda
vuxarudakina oxsar olarag
A () < (1)
VO C) vo b) xassalorims ssasan
b—a=2A"ab|< A'((a, b)) + ({a}) + A" ({b}) =
=1 {((a,b)).
Demali.
vy <A (7).

Yarim agiq intervallar Getin isbat oxsardir.

Indi tutaq ki. /sonsuz intervaldir (aeng. gapali va va varm
acrg mmterval). M > 0 adady Getinela J € /mahdud mtervaly vardr
Ki.

A=+ =
Buradan iso
Ay =20y =M
olur.
M > 0 ixtivari oldugundan
A1) = oo = #(1)
olur,

2.7.2. Indi R-do ¢oxtugun f.cheg manada oletilonlinvg vo
Lebeq slgtisti aniavishanm verak.

tHor bir A € R coxlugu Gelin

A D) =AANE)+ A (ANnEY)




Funksional analiz.

miinasibati 6donarsa. £ € R goxluguna f.ebeg monada digiilon

¢oxlug devilir.

Avdindir ki,

A SAUANEY+ A (ANES) (1)
haraharsilivi xarici dlgtmiin yanm additivliiyindon almur. Tebeq
monada letilanlivin yoxlanlmast Ggtin vuxardaki (1) barabar-
sizlivinin oks borabarsizliyinin gostarilmosi kifayotdir,

I coxlugu A ¢oxlugunu iki dizyunkt AN E 2 ANES his-
solarina avirr. Farifa gira E goxlugunun §.ebeq monada algiilon-
fiv bu coxlugun istanilon A goxlugunu el hissolara bitmasidir ki
bu goxlugun xarici dlelisit hissalorinin xarici dlgiilorinin Coming
barabar obsun. Bu paraqrafin galan hissosinds har hans: ¢oxlugun
dlgiilanlivi dedikds onun Tebeg moanada lgiilonlivin nazorda
tutacagiy.

2.7.3. Teorem. Oicitlon goxiuglar agagidaky xassalora malik-
dirlor:

a) (2 goxlug vo R dlgdlondivlor.

by I olettiandirsa, E¢-do algtilondir,

ey (E) = 01sa. F Gletilandir,

Gy £, ova B lgtilondirtorsa,

B K, v B0 E, coxluglan da olgGlondivtor.

o) I blgiibandirsa. £+ xyy goxtugu da lgilondir. x, € K.

fsbatr. 23, by vo ¢ bondlarinin isbat asando. d-nim asbat
ticin A € 17 olsun.

Quead edok ki

AN, NE)=UNnE)UANE NE).

e Morgan dissturuna va xariel letntin varim additiviiyina

IRASIN
M =2(ANE)+2(ANED) =4 {ANE)+
FAANFEI NE)Y+2ANE NnES) =
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> (AN (Ey UE)) + (AN (F, urz) )
Demoli. £, U E; dl¢tlon goxlugdur.
E, N E, = (ESUEYS oldugundan £ N E, goxlugu da
dlgilandir,

¢)-ni ishat cdok. A € R goxlugu gilin
A= ANE)+ A (ANnEY) =
=2 ((ANEY +xp) + A ((ANE) + x) =
= 2 ((A+x) N (E+x)) + A ((A+x) N (£ + x0)¢ ).
Buradan is2
(A = (A —xo) = A (AN (E +x)) +
+A (AN (E +x0))
oldugundan E + xg goxlugu sl¢iifondir. .
2.7 4. Natica. tor bir interval slgilondir.
Esbat oxucuya tapsirlir.
2.7.5. Tearem. {E;} 6l¢iilon ¢oxluglar ardicillign isa
U, £ va N2, E; goxluglar da olgtifoandirlar,
Isbati. E = U7, E; olsun,
n--1

G =y, Gy = En\U Fi(n = 2)

gobul edak. {G,} dizyunkt & Quhn L,O\luqlcu ardicilhigudir vo

F= ' I G
va hor bir n némrasi tiglin

FCc (U Gi)

i=1
oldugundan istoniton A4 € R ¢oxfugu t¢tin




Funksional analiz,

Hi

by (um N (;1)) =A{Aan (U (;E) =

=1

i
Ny

= A (ANG)
il
oldugundan (niva?)

H n 3
2(A) = i /m(U GI) iyt /m( G;) >
i1

=1
1"
> Z X(ANG)+ 2 (AN ES)
]

olur.

Buradan iso
[eal

2(A) = A(A+G)+ A (ANED

i=1

ANk = U(/] NG
=1

oldugundan hesabi varim additiviik xassasing asason

oldugunu gérorik.

AANE)+A{ANE) < Z A(ANG) +
i1
+A(ANE) < A7(A)
Va demali, £ Glgtilon ¢oxlugdur.

el L 5

Ae=(e)

1=1 i=1
oldugundan N2, £; coxlugu da élgitlondir. 1)
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2.7.6. Natica. lstonilon {£;} dizxyunkt digtlon ¢oxluglan

ligiin

(22l B \'X'?.‘
T U 1] = Zu(h’,) )
=1 L= 1

Isbati oxucuya tapsirilir.

2.7.7. Natica. Hagiqi oxda agig vo gapal goxluglar dlglilon-
dirior.

Isbati askardir.

Belo tasovviir varana bilor kil istanilon ¢oxlug dlgitlon gox-
lug olmalidir. Lakin bu hamisa dogru devildir, Olgiilmayan ¢oxlu-
gun varhgimm isbat telin segmo aksiomu mithiim rol oynayr,

2.7.8. Tearem. 1agiqi oxda dl¢ilmayon ¢oxlug vardir.

fshatt. R-da x vo y-in fargi. voni x — y rasional adad ol-
duada. devacovik ki x va y bir-biri ilo baghdirlar, yoni x~y. Bu
miinastbat ekvivalentlik minasibatidir. Malumdur ki, ekvivalent-
11k miinasiboti R-1 koasismoyan sinillors avirnr. Bu haida hor sinif
har bir x tigtin @ + x saklinda olur,

Burada @ € R rasional adadior ¢oxiugudur. [lor bir bela
sinif }0; 1] intervalr il kostsdiyindon segmo aksiomunun komo-
vita [0, 1]-in elo £ alt ¢oxtugunu diizalimak olar ki, dztindo har si-
nitdan bir néqo saxlavar. Gostaracovik ki £ ¢oxiugu Gleiiion
devildir.

[-1,1] imervahindaki rasional adadlar goxtugunu {r,}-1o
isard cdok. Tor n néimrast iiglin £, = £ + r; ¢oxiuguna haxag.

{F,} ¢axluglar asagrdaks xassoators malikdir:

a) {F,} ¢oxluglan dizyunkidurlar.

b) U;nﬂEn = I_'],Z] )

¢) [0,1]cUny £y

E,0OFE, # 0iso, clae e €F clementlori vardir ki,
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o ; o
e+r,=¢ +r,. vonie~e vodemoli.e =¢' von=m. Bu

da a)-nm dogrulugunu gdstorir.

b)-nin  dogrulugu  {r,} < [0, 1} vo K < [0,1] mi-
nasibatlarindan ¢rar.

Indi ¢) xassosini isbat edok. Tutag ki. x € |0, 1] ixtivari
adaddir vo e € £ clo clementdir ki x~e¢. Onda x — ¢ rasional
adoddir vo [—=1, 1] intervalina daxildir (vada salaq ki. x vo e
adadlori [0, 1] intervalindandirlar). Demosli, miovyvon n némras
Uglin x € £, vo ¢) bandt dogrudur. E,, = £ + nr,, ¢coxlugu da 6lgi-
[ondir. &) bandindoki xassadon 1stitada etsok,

[.a] [¥e]
H | ’h” = E u(ky)
n=1 n=1
oldugunu alang.

u(ky) = p(E)

|o;1|gUrz,tg|~1;2|
n=1

oldugundan

[.0]

v<ul | A :iu(m:iu(m=3.

nl ne=l n=1

Bu iso mamkiin devil (no Ggan?). Demole. £ ¢oxlugu &lgii-
lon devildir.

Cmumiyyatla. isbat ctmok olar ki, har bir miishat slgiili
A C R goxlugu dlglilmayon alt ¢oxluga mahkdir.

Indi ¢ox maragh bir misala baxaq. Ovvalca bazt mithiim
anlayislan verok.

E € R ¢oxlugu hor bir nogtast hmit noglasi olmaqgla qapali

150 ona mitkommal goxlug deyilir.
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O oo R
E c R coxlugunun £ gapanmast hee bir agig intervala

malik deyilsa. ona heg yerda six olmayan goxlug deyilir,

Gostarmak olar ki. har bir bos olmayan mitkammol goxlug
qeyri-hesabidir (isbat edin!). £ qapah goxlugisa =M UH kimi
(M -miikommat va H hesabi ¢oxlugun birlogimasi saklinda) pos-
tormoak olar.

Misal {igiin

X =[0;1\Q ( @ rasional adadbor g¢oxlugudur) ¢oxlugu
(0, 1) intervalindaky irrasional adadlor ¢oxlugudur,

p(X) = 1 oldugundan clo K € X gapah gaxiugu tapmagq

olar ki

u(K) > l
2

K =M uH (M mikommal, // isa hesabi goxlugdur) kimi
varzsaq. gorarik kKi. M rasional adadiora malik olmavan mikommol
caxluydur. M caxlugu qapalr olmagla heg bir rasional adadlaro
malik olmadigindan. heg yerda six deyildir.

2.7.9. Kantor ¢oxlugu

Indi daha mithiim misata baxaq.

Ko = |0; 1] pargasina baxaq. Bu pargam iig barabor hissaya
bolok vo orta hissoni ataq.

o =3l

olsun. Indi bu yeni par¢alarin har birini vena g barabor hissayo
halmokla orta hissalari ataq. Alman goxlugu K, horfl ilo igars

K lol] [2 BjU()?}UlBl
.Y = - U —_ - _— — -,
: 1 R X R CXC I R C

Bu proscst davam erdirsok. p-¢i addimda hor birinin uzun-
lugu 37™ olan 2™ sayda ciit-ciit kosigmoyan (dizyunkt) gapalt in-

cdok. yoni

tervallar alariq.
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Ky belo gapaly intervallar birlogmosi soklindadir, K, -1 qurmag

tgtin K-t toskil edon hor bir intervali ¢ harabar hissova héliib
orta hissoni atmaq lazimdir, Bu proscsi sonsuz davam ctdirsok.
hor sonrakt svvalkina daxil olan qapah {£,} intervallar ardiciliig
almis olang. Ayvdindir ki K, ¢oxluglarr kompakt ¢oxtuglardir va

2”
=k,
[

(K, = e
isaro edak. Avdindir ki, K # 0. qapabidir v

2. "
#(K) = lim p(K,;) = lim (i) =10,
N—un n-o \3

Digar taratdon K, -0 daxil olan pargalarin uc néglolori K-va
daxildirlar. K ¢oxiugunu Kantor goxlugu adlandiniriar,

2.7.10. Tearem. K Kantor ¢oxlugu bos olmavan, mitkom-
mol hee yerdo six olmayan aigiisii sifir olan ¢oxlugdur.

Isban. u(K) = 0 oldugundan K coxlugu heg bir intervala
malik deyildir, Demoli. K heg verdo six deyvildir. K-min makam-
mol ¢oxlug olduguny géstormok tiglin K-mn hor bir néqosinin
limit ndqtosi oldugunu gdstarmok kifayatdir.

Tutag ki, x € K vo § > 0. »# némrosini ¢l seeak ki
37" < 6 olsun. x € K {iglin vzunlugu 37" olan ¢la gapah /inter-
valy vardir ki,

xelckK,.

/pargasinin uc ndgtalorindon birini @ ila isaro cdok. Av-
dindir ki, e € K. x # a vo 0 < |x —al < &. Demoli. x nogtasi K
coxlugunun [imit ndqtasidir, 1

K ¢oxlugunun strukturuna baxag. Avdindir ki

121278
Ol335555
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noqtalort attlan ntervallarm uce noqlalori kimi K-va daxildirior,

Lakin K ¢oxluguna tokea bu ndgtnlor daxil devildirior. Dogrudan
da. |0; 1] pargasimin K-va daxil olan noqualorini asagidaki kimi
xarakterizo etmok olar.
Hor bir x (0 < x < 1) odadini tigliik sistemda vazaq:
a;, a,
Burada a,-lor 0. 1 va 2 qrvmoatlorint ala bilor. Onlug kosr-

lorda oldugu kimi bu ciir adadlor 1ki etir géstorila bilar. Moasalon.

1 1+ 0 P 0
—— — — 4 e,
3 3 3¢ 3n
1 U+ : + - +oet : +
3 3 3/ 33 3

Gostormok olar ki, K ¢oxluguna elo x (0 < x < 1) ndqto-
tori daxildir ki, heg olmarsa bir G¢lik kosrlo gastorilo bilsin vo
dq,dy, =, ay, - ardicillhiginda 1 rogomi olmasin,

Belaliklo. bor bir x € K niqlosing

Ay, o, Uy, e (1}
ardicithgr qarst qovulur va burada a,, va sifir. va da 2-dir. Belo ar-
dictlhglar ¢oxlugu kontinuum giclit ¢oxlugdur. 13unun tGetn (1)
ardlcll.hgma

by, by, by, (2)
(a, = 0 oldugda b,, = 0 vo a, = 2 olduqda b,, = 1) ardicilligint
gars1 qoymag kifayatdir.

(2) ardictlligina miioyyan y € |0; 1] adadinin ikilik kosrinin
tfadosi kimi baxmaq olar.

Belalikla, K ¢oxlugunun biitiin {0, 1] par¢asina birgivmothi
intkasmt tovin ctimis olurug. Bu intkas garsihgh birgiymatle de-
yildir. Clinki cyni bir adad mixtobit kaselorla gdstorilo bilar. Onda
K ¢oxlugunun giicti kontinuum giicdan kigik deyildir. K < [0; 1]




Funksional analiz,

e e e
oldugundan onun giicii kontinuum  gicdon  biviik  deyildir,
Demoali. K kontinuum glica malik ¢oxluqdur.

Digor maraglt fakt bundan ibaratdiv ki, audan intervallann
uzunluglarr comi

1+2+4+ 1
39 27 o

2.7.t1. Ol¢iiniin tamligr va requlyarhii

Ovvalea dlelisi sifir olan ¢oxluglarm oynadiin mihiim rotu
qevd edok.

Tutaq ki. (X, A, w) dlgitlon fozass verilmisdir. Biz avvailor
(X,A) cltiing do olgiilon loza demigdik. Lakin osas X ¢oxlugun-
da konkret A o-cobri malum oldugda vo mitayyon xassalarin is-
batinda ancaq A g-cobrindon istifada cdirdiksa. tmumiliy1 poz-
madan X ¢oxlugunu olgilan fo7a adlandinrdig. Indiki halda alava
olaraq g 6l¢iisii 1oyin olunubsa, bu halda da #-cobr vo 8l¢i tayin
olunmuslarsa. sadolik xatirina X-in Oziino dlgiilon faza deyocoyik.

Qcyd edok ki, hor hanst x € X noqtasi mioyyon P xassasing
malik ola da bilar. olmaya da bilar.

Masalon. P xassasi verilmis £ funksivast Gean™ f(x) > 0
Dpar u A o-cabrindo toyin olunmug dl¢ii va B € A 155 7P xassasi
B ¢oxlugunda sanki hor yerds ddoniy™ 1oklift (qisaca P xassos1 B
coxlugunda s. 4. ddonir) gostarir ki, 3B, € A ¢oxlugu vardrr ki,
By € B, u(By) = 0 va P xassost B\By coxlugunun hor bir nig-
tosindo ddontr.

Aydindir ki, s. A anlayisr ancaq ¢ dlgiistindan asilidhr,

Masolon, f vo g dlgllan funksivalar vo

ulx: f(x) £ g} = 0
iso deyocovik ki, s A f(x) = g(x) vova f~g ..

Olbatta. bu miinasibot ckvivalentlik miinasibotidir. Tranzi-

tivlik xassasi ( f~g vo g~h minasibotindon f~h ahmr) olgiisi
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siftr olan iki coxiugun birlagmosinin dlgistindn stiir olmast
faktindan ¢ixir.

Lo tasovviir varana bilor ki, dlgtsd stir olan ¢oxlugun is-
taniton alt coxlugunun dlgiisit do sifir olur. Bu hamisa dodru de-
vil. (linki élgilon. yoni A g-cabrindon olan ¢oxtupun istonilon
alt coxlugu sletilmoayan ola bilor. yoni A a-cabrina daxil olmaya
da bilar.

{ akin A o-cobrini cla genislondirmak olar ki. yent g-cobrda
tavin olunan ol¢il yuxanda geyd olunan gisura malik olmasmn.

2.7.12. Teorem (Olciiniin lameamlanmast).
Tutaq ki, (X, A, @) olgiilan fazadur. Onda
. (ErEc X 3ABeAANC EFcBuv
2 = u(B\A) = 0
by A(F) = u(A) gabul ctsok. 4 A -da dlgudir.
Qeyd. A dlglistt g Olglistinin A o-cobrindon A° a-cobrind

a) } X -dn a-cobrdir.

davamidir. Avdmdir ki. A dlgtsi tam dleiidir. voant Olglisit sihr
olan coxlufiun (bu halda A Slgisting nazaran) istanmilon alt ¢oxiugu
sletitondir (buradan isa alt goxlugun dletistiniin sifir olmasi gixir).

Isbatt. A° ailasinin a-cobr oimasini godstarok,
1) X € A oldupundan X € A" olur.
Y A c E e Boldupundan BC © £ ¢ AY vo AN\BC = B\A olur.

vani E € A" isa EY € A7

Indi for7 edok ki.
ACE CBLA=U2 ALE =UR Eva B = UL B
Onda Ac FcBvaB\AC U (BAAD .
Buradan

a(BAA) =0 (i =1,2,)
oldugda.
w(B\A) =0

olur.




Funksional analiz.

fndi wostorok ki A(E) = p(A) kimi toyin olunan A 8leiisi
A" a-cobrinda korrekt tovin olunmusdur.
Dogrudan da.
AcEcB, Ak cByvou(B\A) = u(B\1,)isd
AMA, © BAA,

Vo
f(MA) < p(BA\A) =0,
yoni
p(MA) =0
olur. Evni qavdada géstormoak olar ki.
HANA) = 0.
Demoli.

p(A) = p(Ay 0 A) = u(A,).

A Olglistiniin LA™ g-cobrinds hesabi additivliik  xassasinag
malik olmasini postarmak oxucuya tapsirihir, « .

Indi bozi misallara baxaq.

Tutaq ki X' = R vo u* xarici dletidiir. A, p*-lgtilon. yvoni
clo B c R ¢oxluglar killist olsun ki, istonilon 4 < R ¢oxlugu
Ugiln

pA) =@ (ANBY+u (AnkEY)
olsun. Gastormoak olar ki.
a) Ay, o-cabrdir,
by u«* xarici Slclsiniin Ay o-eabring daralmasy A - -do
dlelidir.

Bu halda A,--nun har bir clementi X-do 1.cbeg manada
dlgtilon ¢oxlug ofur,

2.7.13. Teorem. R-do hor bir Borel goxlugu Leheg monada
Sletilondir,

Ishatr, Ovvalea pistarak ki, bor bir {(—oo, b) inervah 1.ebeq
monada olglilondir. B = (oo, b) isara cdok. Bunun iciin
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WA= AnB)+ u (AN BY)
postarmak kifayordir. Burada @ (A) < oo gobul edirik. Tutag Ki.
A belo coxlugdur, & > 0 ixtiyari adadi diglin orz edok ki
{(a,, by )3} agiq intervallar ardiciihig A coxlugunu Sridir vo

Z(an.m <Ay +e.
Tl:'l

Har bir # nomrasi detin (@, B5,) N B vo (dy, hy) N B¢
coxlugiar dizyunkt imtervallurdir. Onda clo (¢, dy) vo (e, fi)
intervallart seeo bilortk ki

(ay, b)) N B < (6 d),
(a,, b)) N B (e fu)

dy —Cp+ fro—en <by—ant o
Demoali.  {(¢y,, dn)} agig  intervallar ardicithiys ANE
coxtuguny {(ey, i)} ardicilhg isa A N BY goxlugunu dridir.

Demolis
,u,(/l N B) < Z(dn - Cn)
n
o
nu”(/l NRBY) < Z(j” - en) :
n

B3u iki manasibatdan

L(AOB) F (A0 B < Z(bn Ca) e << @ (A) + 2e
n

oldugunu poririk.
¢ ixtivari oldugundan sonuncy barabarsizlik B ¢oxlugunun
|.cheq monada dlgiilonliyint gostorir. oA, o-cobri (—co, b) kinmt

tervatlan daxiling aldigindan B(R) ailost avvallar postorildivi

n
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kimi bu intervallan daxiling alan an kigik o-cabrdir, Basca sozlo.
B(R)c A, .1
2. 7. 14. Teorem. (R,J{u-) Gledlon fhzasimim Lebey dleiist
(R,’B(R})-dnki [.cbeq ol¢lsiintin tamamlanmasidir,
Bu teoremin isbatim vermok diglin avvalea veni bir anlavis verak.
Tutag ki A R -dy Lebey monada blgiilon coxlugdur. Onda
gdstarmok olar ki.
a) A(A) = inflp(U): U aqiq coxlugdur, 4 < {7}
VO
b) A(A) = sup{u(K): K kompakt coxtugdur, K A}

o dletistt bu xassolors malik olduguna géra ona requlvar et
devilir,

indi 2. 7. 14. teoremini isbat cdah.

Ishatr. Dvval farzedak ki A © R olettlon coxiugdur va
AlA) < wo. Olctinin requlyvarh@ma asasoan hor bir » nomrosi {icin

cto K, kompakt ¢oxlugu tapmaq olar ki. K,cA.
1
A(A) - - = AK)
va elaagig U, coxlugu tapmag olar ki,
1
Acl, AUy) £2(A) +—.
n
F=Ui K vk = N1 Uy
olsun, Onda Evo FEB(RYvoECc ACF. Homginin istonilon »
tiglin
o 2
ACKNE) < 21U, — K,) = 2(L\A) + AAN\K,) < -
otur. Demati, A(A) < o halinda
AFNEY=0(1)
Indi A ixtivari 1.ebeg manada dletitan ¢oxluy isa onu Lebeg
dledlari sonlu olan {A,} coxluglarmin birlasmasi saklinda wostor-
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mok olar { bunu isbat ctmoli). Buradan da () miinasibotini
imumi halda ishat ctmis olurug.

(ndi A (R, B(R))—doki Lebeq dlgiisti. A 2 dletisiintin amam-
lanmast vo 4, isa (R,Jlﬂ—)-daki [.ebeg Oleiist olsun. Avdmdir ki
Ay- o-cobri g 6leiisiing nazoron B(R) o-cabrina daxildir va A
is0 fl-niin A+ o-cobring daralmasidir. Gastarok ki, B(R) -in
tamamlanmasina daxil olan har bir A4 ¢oxlugu « Sleiisiing navaran
i.cbeq monada dleilon ¢oxlugdur. Bely A coxlugu tigiin elo Bared
£ vo F goxluglart vardir ki,

FcAcCF

va
H{F\E) = 0.
ANE C F\E

Vo

Am(FNE) = A(F\E) =0
oldugundan A, -da Tebeq olgiisinin tamhgindan MNE € Ay
ofdugu almir, Demali,

A=MNE)uEeA, .

2.7.19. Indi ¢ox maragly bir faku gdstarak. Yoni R-do ¢l
¢onlug vardir ki Lebeq monada oletlondir, lakin Borel monada
olgiilon devildir.

Bunun d¢iin avval daxi! cudivimiz Kantor voxlugunu vada
salag. Bunun Ggiin Ky = [0; 1] va har bir n némrasi tigiin kompakt
K coxlugunu dziindon ovvalki K, coxlugunu ¢ barabor his-
say0 bolib orta agig hissani (intervaln atmagla ovin etdik. Alnan
kompakt ¢oxluglarin kasismoasini Kantor voxlugu adlandimirlar:

K:ﬂk”_

n=1

h
-




Kantor goxlugu il nlaq:\dm olarag Kantor funksiyasim
tovin cdok.
toar n nomrast Gelin £, 10
(lo; ll\Kn) U {0. l}
coxlufunun gapanmasint mard cdak, Fy coxlugu 2n — 1 savda

qapalt goxluglardar ibaratdir. indi f funksivasim toyin edok.
Har bir x € G%) ficiin f(x) =1/2.Youni f [0; 1] par¢u-
sindan Ky coxlugunu toyin edorkon atban 1/3 uwzunluglu orta

intervatin har bir nogasinds tayin olunmusdur. Sonra K, gox-

y . 1 .
lugunu tayin edarkan K -dan atslan N uzanluglu intervalin hor

niqlosinda f(x) = i abul edok.

Yoni x € (%,%) igiin f(x) = 1/4‘ o X E G,%) Gpiin
flx)y = 3/4. gobul edok. Bu prosest davam ctdirarak. K, coxlu-
aunu tovin cdarkon K,y -don atlan intervaliarda f-in qiy-
moatlorim

1/2” '3/2]1 '5/2”
kimi tovin edak. Qevd edak ki, f tunksivass

[0: TI\NK ag1q goxlugunda toyin olumusdur:
by avzalmavan funksivadir
¢} givmotlar goxlugu {0; TI\K -y daxildir.
3o funksivam f(0) =0vax € K (x # 0} oldugda
fFix) = sup{f(t):t € |0; T\K vot < x}

qabul ctmoakla biitin [0 1] pargasma davam ctdirok, Davanidan
sonra ahinan funksivan: vena do f-lo isara cdok. Asanca urmok
olar ki, f azalimayan. kosilmoz.

fy=0vof(1)=1
wassalaring matik funksivadir. Onda riyasi analizdon molum olan

orta giymoat haggmdaky teorema dsasan har bir y € [0; 1] iigiin an

8
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az bir x € [0; 1] vardic ki. f(x) = y. Buna gira do g:{0; 1] =
10; 1] vo g(v) = inf{x:x € [0; 1}, f(x) = y} kimi toyin olunmug
g Tunksivasint tovin eds bilorik. f-m kasilmaziiyving goro ixtivar
y €10; 1} igtin f"((q(}/)) = y olur.

Yani g invektiv inikasdir. g funksiyasimn biitiin givmatior
K Kantor ¢oxluguna daxildir.

f avzalmayvan funksiya oldugundan g o azalmayandir,
Buradan isa f-in Borel manada olgiilanliyi alimr. Dogrudan da.
agar /C R milayyon interval (agi va ya qapalt) vo f: /= R hor
hanst azalmayan funksiva isa onda. har bir ¢ adadi Gigtin

{x:x € R, f(x) <t}

Bore! coxlugudur. Bu ¢oxiug bog. hor hans mterval. vaxud
da bir noqiodan iharat ola bilar,

2.7.20. Teorem. R hagigi oxunda {.cbeq manada dletilon. la-
kin Borel manada élgiilmayan ¢oxluq vardir.

fshat. Tutaq ki. g vuxanda tovin olunmuy funksiya. A 1D
[0, 1] parcasimin Lebeq manada dletlmoyan alt coxlugudur.
B = g(A)isard> ¢dok. Onda B Kantor coxlugunun alt goxtugudur
va [ebeg monada dlgtilondir. Yada salag ki, A(K} = G va Lebey
monada dleiilon ¢oxluglarm a-cobrinda toyin elunmug Lebeyg 6l-
¢hsii tam dlgiidir. B Borel goxlugu isa g H(B)-da Borel goxlugu-
dur (bunu avvallor pdstarmisik). Bununla birlikds g-nin myvektiy
almast g~ '(B) = A oldugunu gostorir ki bu da onun I cbey mo-
nada Gleiilmavan vo eyni zamanda Borel ¢oxlugu olmamasimi
postorir. Demali. Lebeq monada dlgtilon B ¢ox lugu Borel coxtugu
devildir. @

2.7.21. Indi R-da tovin olunmus hagigi kosihnaz funksiya-
Farla 1.ebeq monada dlgiilon Tunksivalar arasindaks alugont aray-

Jdirag.




Funksional analiz.

Tutay 2\1 £ < R ol¢itlon goxlugu vo f: E — R funksivasi
verilmisdir.
Avdindir ki, f 6leilon funksivadirsa. onun

f1(x) = max{f (x), 0}

f7{x) = max{-—f(x), 0}
miisbat vo monfti hissoalori da élctilondirlar;
[=fr=r

EynthGkm |f| = f7 4 f7 funksivas i¢iin do dogrudur.

Biz avvallar gostormisdik kic f > 0 olgiilan funksivas
fgiin. ona f-do noqovi mgdan S, 2 0 sado funksivalar ardicillig
vardir. feyni zamanda mohdud iss hamin yigilma £-do miin-
ozom olur,

[ oixtivart tgarali lgtilon hagigi funksiva oldugda enun vu-
xanda gostarilon £ > 0 va £ funksiyalan vasitosila ifadasing
2o geyd otunan yigihma xassalort bu halda da dogru olacagdar.

Indi fumksivammn kasilmozlivi ila olefilonlivi arasimdaki bir
alagont verak. Bunu avvalea dlgiilon sado funksivalar Geiin gis-
tarak.

2.7.22 Lermma. Tutag kil 8 (a, b) — R sado siciilan funk-
sivadir. Onda istontlan ¢ > 0 adadi digiin cla qapals

£ < (a, b) coxlugu vardir ki. §f;; ( § funksivasmim £ qapals
coxtuguna daraimasntunksivas £ ¢oxlugunda koasilmordir va

Ma, bN\E) < ¢.

Ishatr. 1= (a,b) isars cdok vo
H

S = Z € Xq,

i-1
S sado funkstvasmim kunonik eéstorilisi olsun. Hlar § ném-

rast Gigtin elo qupah £, € A, coxludu scemak olar ki,
¢ b i i & L
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Q.M. Ohnaadov

&
AANE;) < o

olar (bunu isbat ¢din). Lyni zamanda cla qapalt
Fre1 < I\ UL, 4; ¢oxluglar segmok ofar ki,

A((/\Um)\ﬁm) <3

i=1
olar. Aydmdur ki,

1
£ = U Fi
i=1
coxlugu qapahdir vo
A(I\E) <&

Indi x € £ clementi digiin j indeksini ¢lo seeok ki x € £
olsun. F; goxlugtart gapali vo dizyunkt olduglarmdan ¢lo agiq M
interval vardr ki. .

MNE = MNE

S funksivass MNE coxlugunda sabitdir vo demal. S
[unksivast x ndqlosinda kasilmorzdir. x € £ ixtivari oldugundan
S |15- funksiyast £ ¢oxlugunda kasilmozdir. @

2.7.23. Lemma. Tutag ki. f: (a, b) — R ol¢iilon funksiyadir.
Onda istonilon &€ > 0 adadinog gdra clo qapali I € (a, b) ¢oxlugu
vardir ki, f |,; funksiyasi F-do kosilimorzdir vo

A{a, bI\F) < ¢

Isbat. Molumdur ki. (g, b) intervalinda -5 noqtavi yigilan
{S,} sado funksivatar ardicithiga vardir. Tutaq ki, € > 0. Hor »
némrosi fictin bundan  avvolki lemmaya osason clo gapah
E, < (a,b) coxlugu vardir ki. S, |,..;n funksivas: E,, -do kasil-

mazdir vo
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&
2n+1

Ala, DINER) <
E =Ny, Fy olsun, Aydindir ki,

AW \E) < z A b)\E,) < Z z_&” - %

n=1 n=1
Yeno do giistarmok olar ki. clo gapalt M < £ ¢oxlu@u vardu ki

&
2(EF) <5

vo ardicilhign Foeaxlugunda £ funksivasina mintozom yigihr va

[511 .'-'}
A(a, INF) < 2{(a, DINE) + A(E\F) < ¢

S,/ p F-da kasilnmoz olmagla mintozom yipildigimdan f/, limit

funksivast F-da kositmordir. © .

2.7.24. Luziu teoremi. Tutag ki, f: R - Rilgiilon funksi-
vadir, Onda istanilon £ > 0 adadino gdrd cla gapah F goxlugu vo
g: R — R kosilmoy tunksivast vardir ki

ARNF) < ¢
vo istanilon x € £ G¢tin
f(x) = g(x)

Ishat. Tutaq ki. {/,} (p,p + 1) soklinds olan agiq inter-
vallar ardicilhifudir. Burada p misbat tam odaddir. € > 0 ododi
getin bundan avealki lemmava asason hor 7 némrosino gora cla
F, © 7, qapah ¢oxlugu vardir ki f/, lunksivas: F, -do kosil-
mozdir va

A(]n\Fn) < 8/2
F o= 7., F olsun, Fogapal ¢oxlugdur.

ne=1
/—{(R\}") < Z A(]n\Fn) < Zé% = ¢

el n=1
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vo f 1 funksivast #-da kasilmozdir. f funksivasmn kasiimoz

olarag bitin R-»> kositmoz davam ctdirmak olar. Bu davam g
funksivas olacaq. ©;

F-1 timumiliyl pozmadan hogtqi oxun har iki istigamotinds
(miisbat vo manfi) geyri-mohdud gotirmok olar. Bela olmasa
X > sup F Gg¢iin

[(x) = f(sup )
va x < infF {giin
f(x) = f(infF)

gobul etmak olar, Tutaq ki. {(a,, b,,)} clo agiq intervallardir ki,

me = | b

n=1

Horbirx € F tigtin g(x) = f(x) vox € (a,, b,) l¢iin

o) = L0 (ke

(abul ctsok teoremi ishat ctmis olarig. 1.

Luizin tecoremim asag:daks kimi do ifudo edirlor.

2.7.25. Luizin teoremi. Tutaq Ki. f: I — R Ol¢tilon funksi-
vadir. Onda 1stantlon £ > 0 adading gora ¢lo dlgibon /< F ¢ox-
lugu vardir ki.

AENIT) <&

va f/y tunksivast /] coxlugunda kasilmordir,
8. Tapsiriglar
I. R hogiql oxunda biitiin bir négtalt ¢oxluglardan ibarat
atlonin dogurdugu g-cabri tapin.
2. B(R) o-cobrini sag ucu r rasional adadlarindan tharat

(—o0, r| yanmintervatlar ailasinin dogurdugunu gdstorin,
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3. Tutaq ki. A mitovyan ¢oxluglarn taskil ctdivi cobrdir.
Olava forz edak ki, A4, EA A, NA, =0 (n#FExmnm=
1, 2 - olduqda. 2A4n€EA Gostorin Kl 7 g-cabrdir.

4 R-th R-i daxilinds saxlayan ¢la sonsuz alt goxluglar
sistemi tapin ki hesabi birlagmoya vo hesabi kasismayo nozoran
qapalt olmagla barabor g-cobr 1o5kil ctmosin.

5. R-da no F, . no do Gy olmavan alt ¢oxluglara misal
2GSLorIn.

Tutag ki. f: R = R hor hansi funkstya vo L biittin ¢l nivyto-
tor coxlugudur ki. hamin nogolorda f kastlmov funksiyadir. L-in
G tipli goxlug oldupunu gdstorin.

6. Gostorin Ki.

[¥e)
1 1
la, b] = a——,b+—].
7 n
n=1
Demali. R hagigi oxun biitiin intervallanm daxiima alan alt

coxluglarnm togkil ctdiyi g-cabr biitin seqmentlorini do daxiling

(a,b) = CJ

n=1
oldugundan bitiin seqmentlori daxiling alan o-cobr intervaliart da

abr. Homigimn

1 1
a+—,b—-~}
n n

daxilino alir.

7. Gastarin ki. R hagigi oxun B(R) Borel ¢oxluglar sistemi.
voni Borel g-cobri R-do olan biltlin la, b| scqmentiorinin dogur-
dugu o-cobrdir.

Eyni zamanda B{R) a-cabrim blitin (a, b} varimintervallan
da dogurur. B{R) a-cabrini doguran digar coxluglar sistemi biitin
varimgtialar {x:x e R , x > a,a € R} atlasidir.

8. Gostorin ki, X coxlugunun o-cabrlorinin birtogsmast o-
cobr toskil ctmaya da bilor.
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9. R-in sonsuz sayda elo alt ¢oxtuglar sistemini tapin ki, R-i
daxilind almagqla borabor hesabi savda birlasmava nazoran vo he-
sabi sayda kosismoyo nazoron gapah olsun. lakin o-cabr taskil ct-
mosin.

10. N natural adodlor ¢oxtugunda biitin e-cabrlari toyin
cdin,

11, La élgtitmayon £ X - R funksivast apm ki, |f], f?
tunksiyalan él¢tlon olsunlar.

12. f tunksivas) (X, A) dlgiilan fozasinda tovin olunmus
kompleks qiymotli funksiyadir. f funksiyasimn Glctilon olmasi
liglin zorurt va kafi sort istonilon «. . ¢ va of hoqiqi adadlort Gigiin

{xixeXa<Ref(x)<bc<Imf(x)<d}eA
olmasidir. Bagqa sézlo. f-in ol¢iilon olmasi Ggiin zoruri vo kafi
sort kompleks miistovinin istonilon agiq G ¢oxlupu fictin

flGyea
olmasdir,

13. Géstorin ki, dletlon kompleks {unkstvalar ardicilligmin
limiti élgiilandir.

14, Tutag ki, o (X, A) dl¢tilon fazasinda oleiidiir. Gostarin ki,
a) Ixtiyan A, B € A ¢oxluglart ligiin

(AU B) = u(A) + u(B) — u(AnB)
byixtiyvart A, B va € € A ¢oxluglan iigiin
pAVBUC) = p(A) + u(B) + u(C) —u(AnB) -
—pwANC)—uBnC)—uAnBnC).
b) bondindaki ditsturu » sayda Slgiilon ¢oxluglar figiin tmumilos-
dirin.

15. (R,B(R)) dletilon fozasinda A ¢oxlugunun  élgiistini

asagtdak: kimi toyin edok:
u(A) = {A ¢oxlugundaki rasional adadlorin sayi} .
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Avdmdir ki. A sonsuz goxlug oldugda p(A4) = <o olur. Gos-
torin ki, g olgiisii g-sonhue dletdir.

16. Tutaq ki. A atlasi N natural adadlor goxlugunun biitiin
att coxluglarmm tagkil ctdivt o-cobrdir. p burada hesabi dleii ol
sun. A ailasindan clo monoton azatan {A,} coxtugiar ardicilhd
seein ki

f ﬂ A | # lim p(Ay).
K

Yoni 2.5.2. tcoreminin ¢)bandindoki olgiiniin senlulugu
sartini atmag olmar.

17. Gastoarin ki, p(9) = 0.

18. Tutag ki. (X, A) olgiilon ozavox,y € X .

Gostorin ki. 8, va &, vahid kinlolort { bax 2.5 2, misalt) x
va y clementiari ancag vo ancaq cyni ¢oxlufia daxil oldugda bora-
bordirlor.

19, Tutag ki. (X, A) dlgtilon fozadir. Gostorin ki

a) {un} ardicih@y (X, A)-da artan lgiilar ardierth@ 1ss

(yoni istonilon A € 4 va hor bir s nomrast figlin
11, (A) < 1 {A)).
w(A) = tim 1, (1)
]
disturu (X, A)-da 6t¢l toyin edir.
by {u, } ixtivari slgitior ardicilhgy tigiin
p(A) = 7 1, {A) (X, A)-da digidir.

20. Tutag ki, {x,} hoqigi adadior ardicith@idir. Onda
t=2n 0y, (R,B{R))—do dictidiir. Gostorin ki g olglisit R ho-
aigi oxun mahdud alt intervailarinda ancag va ancaq

ATl =
oldugda sonlu giymatlor ahr.

Asagida baxitan ¢oxluglar R hogiqi oxunda yerlogirlor.
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20 Twag ki, g(F) = 0.
[sbat edin ki, u(x*:x € E) = 0.
22, Tutaq ki, A vo B élgtibon ¢oxluglardir.
[sbat edin ki.
H(AUB) + pu(ANB) = u(A) + u(B).
23 Tutaq ki, f: R — R funksivas: veribmisdir.
U= { xx €R, ]
/ funksiyasi x nogtosinda kosilmaozdir
caxlugunun G4 tiph ¢oxlug aldugunu pédstorin.
Ishatr. Dogrudanda ixtivari u € U vo iz ndmrosi tigiin ¢la §¥
adadi vardir kil [x — u| < 6} olduqda.

_ 1
|f(x) — f)] < -
olar. Ilor bir # {i¢tin

V, = U{x:lx——ul < BY

ueli

A={w

n=1
coxluglarina baxaq. V, ¢oxluglarinin hor birt agrg oldugundan A

Va

coxlupu Gg tipli ¢oxlugdur. Isbati axira ¢atdirmay tgiin A = U
oldugunu gdstorok.

[lor bir # némrost Gglin U € ¥, oldugundan U € A. Tutag
ki.a € A. A € U oldugunu gostormoak Giglin f-in a néqtasindo ka-
siimaz. aldugunu gastormok kifayotdir. ¢ > 0 ixtivari adadi Gglin
p tam adadini eld segok ki, l/p < é-‘/2 olsun, A-nin tovining asa-
soma €V, .

Bu a demokdir ki, mioyvon u € U ii¢iin

a E{x:lx—ul <d)';,‘}.
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ot oo et O O ey~

Bu ¢oxluqg agiq oldugundan
{x:|x—al <8} & {x: |x —ul < c‘)‘f,‘}.

|x — al < & oldugda
: : : . ‘ 1 1
If () = fl@l <1 () = f] + 1f () — f(a)] <StoTe
Demoli. £ a noglasinda kosilmozdir, voni a € U Bagqa

stzlo, A€ U o
24. Tutaq ki. u(l) < co. Gostorin ki, clo A4 < £ Olgiilon

coxlugu vardur ki.
1
Ay = Zu(ﬁ) :
25. Tutag ki. {A,} € |, b] Sl¢ilon ¢oxtuglar ardicillifichr.

Asagidakn ¢oxluglan daxil edok:

lim sup 4, = | H IAk,
N
lim infA, = l Il |Ak.
N o0

Esbat edin ki,

u(lim, .o infd,) < :i‘_.r& infu(Ap) < limy, s sup p(d,) < <
Mimzn—cosupAn.

26. tutag ki. £ 2.7.8-da toyin otunmus Slglilmoayan ¢oxlug-
dur. Ishat edin ki, £ ¢oxiugunun istonilon élgtidon alt goxlugunun
oleisii seirdir.

27. A vo B goxluglart arasinda

d(A,B) =inf{la —bl:a € A b € B}
masafasint tayin cdok. Futaq ki. A vo B ixtiyari ¢oxluglardir vo
d{A,B) > 0.
{sbat edin ki.
w(AVB) =u (A +wi(B).
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28. B(R} c-cobrinin (Borel ¢oxluglar sisteminin) sifir nég-
tastnda tomorkdizlosan vahid kiitlava ( dlgiiya) nazoran tamam-
lanmasim tapm,

290 Tutaq ki g vo v (X, A) Glgtilon fhzasinda sonlu 6lgii-
landirlar, Iila misal gostorin ki, A, vo A, a-cabrlari bir-birindon
farqli olsunlar.

30. Gostarin ki, R? milstovisinin ¢la 1.ebeg manada dlgiilon
coxtugu vardir ki, o coxlugun R haqiqi oxuna

(x,¥) = x
proyeksivast Lebeq monada dlgiilon olmava da bilor.

31 Tutaq ki X hor hanst bir ¢coxlug. {A;} iso X-in alt cox-

luqlar ardiailhgidir.

[64]

B:Uﬂ/lk ’C:ﬂUAk

n=1 ke n-tn=k
coxluglar: tigiin
@) dimy, Lo infy, = xp
Vo
by lim,, e SUpP X, = Xc
oldugunu gdstorin. Burada liminf lim-asag limiti, imsup lim-
vuxary limitin bagqa clir isaraloridir. y, 150 A ¢oxlugunun xa-
rakteristik funksivasider,
320 f:R - R funksivast R-da hor verds diferensiallanandir-
sa.onun £ rantast Borel monada dleilondir (isbat edin).
33, Tutaq ki. f vo g R-do haqigi kasilmoz funksivalardn. 2
dlglisina nozaran f3* g isa f = g olur.
3 f vo g R - R funkstvalan asagidaks Kimi ovin olun-
muslar:
f(x) = {l,ngnr X € Q(rasi_ona] adadlor (;uxlug:gu) |
0,0gor x ¢ Q(rasional adadlor coxtugu) |
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1 p

—,agar x = —, pvo g sada odadlorvag > 0
g0 ={q"™" g P

0,agorx = 0Qvovax & ¢

Gostorin kil f funksiyas heg bir ndgiada kasilmayz deyildir.
g funksivast isa A dlgiisting nozoran sanki hor verda kasilmozdir,

35, Tutag ki. D dlgitlon ¢oxiug. fL1FE = Rva DD R -do six
coxlugdur. Gastorin ki f-in élglilon olmas tigtin zoruri vo kah
sartistonilon t € D adad: Geiin

fx:x € E, f(x) >t}
dleiilon oimassdir.

36. Tuwg ki, f: £ — R dlclion funkstvadir. Ishat cdin ki,
har ¢ adadi Ggdn

[xix €K, f(x) =1t}
coxtugu oieiibon goxlugdur. Bu faktn orsi do dogrudurmu’

37. Tutaq ki. /2R = R monoton funksiva vo ¢:ff = R
oleiilan tunksivadir. dsbat edin ki, f o g funksiyast dletilandir.

38. Tutag ki. /2 R — R hor hansi koasiimoz funksivadir. lshat
edin ki f vd x(p.w lunksiyalarr K-do sapkt hor verda borabor
devildirlor. f(0) =avoa = % olsun. f 0-da kasilmar oldugundan
clo & > 0 adadi vardir ki,

x € (—6,8) tglin f(x) > % Onda hiitiin x € (=4, 0) Ggin

1
Yoow (X} =0 < 3< f(x)

Demoti )L{x: xek, f(x) # )(((j,m)} >d6a <% hah  tglin

oxsar olarag isbat alunur.
39, 1shat edin ki. Luzin wcoreminin torsi do dogrudur,
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11T Foasil

integrallar

1. Sad» dl¢iiton funksiyanmn integrah

Bu fasilda biz ovvolea moanlt olmayan sads funksiyalar,
sonra iso ixtivart manfi olmayan genistanmiy hagigr giymotl
(vani +oo givmoatini do ala bilon) digliton funksiyvalar figlin
integral anlayisim daxil edacayvik. Biz avvalki fasilds sadalik fi¢lin
“monfi olmavan™ ifadasi ovozing “misbat” tadosing 1slodirdik.

R hagigi oxunun genistanmosini R ila isara edak. X ¢oxlugu
lictin o -cobr A olsun. A -da tayin olunmuy dletnii g il igarn
edacavik. Fasil bayvu dlctilon favza dedikda (X, A, p) Gelityiind no-
sarda twmacagyg. A o -cabrindan R -a tasir edan biitim 6l¢idon
funksivalar coxlupunu M(X,A), A -dan R -2 Losir edon hiitén
monfi olmavan dlgtiton funksivalar goxlugunu 1o

Mt = MT(X,A) tlo isara edok. M "-dan olan hor hir funk-
styamin inteqralin g dledsting nazaran tovin edacayik.

Biz avvalki fasilda monfl oimavan di¢tilon sado funkstyam
tavin ctmisdik. Lakin bu tarifi hagigi givmatii életilon sado funk-
stvalar Ggtin do vermoak olar. Burada

¢ogt_g
avrilisidan isifado eda bilorik.

3.1.1. Torif. 11aqigi givmoath dleiilon funksiva soniu sayda
givmatlar alarsa. ona sada digitlon funkstya devilir,

Bu halda S sada funksivas: a,, a,, -, @,, givmatlorin uygun

olaraq dlgiilon F; coxluglannda alirsa.
1n

S:Z”f}ﬁ:i (1)

=1
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gastorilisi alimr. Burada a, adadlort sanlu adodlordir va muni-
livi pozmadan onlar maxtalif qobul edirik. Bozan (1) ttadasino §
sada funksivasimn standart gastorilisi do deyirlar.
Qevd edok ki.
Er={xS(x)=ql}(i=12,n)
oleiilon coxluglan dizvunktdurlar vo

n
X = U Ei
i=1

3.1.2. Tarif. Tutaq ki s € M7 (X, A) sado funksivast {1
postoriliging malikdir. £ € A ¢oxlugu Gzro 5§ funksiyvasimin g
alelisiing navoron integrall dedikds agagidaky genislonmiy adadi
nozorda tutacagig.

n

f sdu = Z au{Enl) (2)

E i1

Qevd. Biz burada 0+ oo = 0 gobul edirik. Umumiyyvatla, du-
ha @muntt hallarn ahato ctimak Getin baxilan funkstyalarm ce (iv-
notint da ala bitocovint istisna ctmirik. Bu halda asagidak: omol-
lori qobul edirik.
0<a<wigina+o =w+4a=001\vd
o, ogor 0 < u< oo

0,ngora=10

0 - oo = 0 abul cimavimiz qevri-adi gdrimir, akin asanca
edrmok olar ki genislonmis vanmoxda kommutativiik, assasia-
tivlik va distributivliik xassalori 6donir. Ancaq novorda tutag ki
a+ b = a+ ¢ minasibotindon b = ¢ olmasr ancaq a <o 2
ab = ac minasibatindon & = ¢ oldugunu atmaq ancegq 0 < a <
oo olduyda mimkindiir,

(2) miinasibotila tavin olunan tortfds ola bilor ki, mioyyon
nomrosi ligiin a; = 0 vo p(F N E;) = o olsun.

Qcyd cdok ki s € M*sado funksivasy Gglin yuxarida tovin
olunan inteqral no s-ing; (i = 1,2,--, n) giymatlorindan. na da
bu givmotlort aldigy £; € A (i = 1,2,---, 1) goxluglarmdan asili
devildir. Bu integral ancaq s funksivasidan asitrdir.

a-oo:m-a:{
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Dogrudan da lorz cdok ki, s € M™ funksivast (1) kanonik

eostortlisindon bagga
5 = Z bxn,

avrihisina da malikdir. Burada b > 0,B; € A o

B, = {x.s(x) = bJ,} (G = S,m),
BnB =0(=*

n m
L] IR

p Oleiisiiniin additiviik xassosini va £y 0 E; # @ oldugda a; = b

Avdindir ki.

nldugunu mmm alsaq.

za,u([ nf)—Xthu (1 nB]m!)

=1 el

SSS ba((hn)ng) -

i=1 =1
m

= z b]r,u(B,- N [*f).

j=1
Demali, f sdy inteqrab (2) gosiariligindon asiiy devildir,
s € M* sada funksiyast figlin vuxarida tovin olunmus in-
teqrahin bazi xassalorint qevd edok.
3.1.3. Teorem. Tutaq ki. (X, A, p) Slgiiton fava s, U € M*
Onda
a) istonilon a = 0 adadi lgiin

f asdp = « [ sdp,

L A

T3
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f(s + t)du = [ sdu + f tdu,
A B

C) S <t iso.

b}

fsdpS[tdy
I I
VO
dy
fsd,u :j,yf__-sd,u.
# X

Isbate. Tutag ki. s funksivasimmn qiviatlori ¢ = 0 va
Fe={xs(x)=a}. E0E=00=#/). k=12 n
va ¢ funksiyasmin givmatlori by = 0 va
B ={x:it{x)=b;] BNBeF=@GFEI) . k=1,2,-m

Avdmdir ki
[l m
| Jr=x= L)
=1 :

Teoremin 4y va by bandlarinin hokmlari  asagidak
hesablamalardan alimr,

H n

[ adu = z aa,u(l,NE) = az ap(E, NE),
I [=1 11
j(s + )l —ZZ(& +b,),u (l ﬂB)ﬂl)
=1 j=1
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it m n

= XZ a;u ((E[- N Bf-) N E) +ZZ bip ((!:'[- N Bf) N I:‘) =

i~1j=1 i=1 j-1

= f sd;,w—f tcdpe .

I A
fndi tutaq ki. s(x) € t(x) . x EX. Ondat — s € Mt va o)
bandinin dogrufugu

f tdy = I(s + (¢ — s))d,u = f sdp + !(t - $)du = J sdj

I E

miinasibatindon ahimr.

d) xassasinin ishan bilavasita x;; xarakieristih funksiyasimn
taritindon almir. o

Teoremin &) xassast gdstorir ki hor hanst £ € A coxlugu
{izra tavin olunan inteqral ¢la asas goxlug olan X dizra do tovin
ctmok olar.

3.1.4. Teorem. Yulag ki. s € M7 sada lunksivi va {s.} €
M* azalmavan sado funksivalar ardicrth@idir va

lim s,(x) = s(x) ,x €X.

[ Eiat )
Onda
f sdy = lim f Spd p
e
X X

Ishat, Bundan avyolkl teorema asason (C) NSSOST

JS] dy < f Sodpy < < f sdp
X

X X
vo demali limy, o fx Spdp var vo

lim | s,dy < f sdpu (4)

- 00

X X
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Funksionanl analiz,

Indi (4)-iin tarsini ishat edak. Ils azalmayan {£,} © M "ardicillign

sceok ki, hor bir n némrasi tigiin ¢, < s, vo istonilon 0 < & < 1
adadr Gi¢tin

lim [ bdie = (1 - &) J sdp
oo
X

X

olsun,

jt“ d,ugjs“ dye

X X
oldugundan

(1- &')Isd,u < lim js” dyt
et
3

X
vo b <& < 1 ixtivar oldugundan

f};d,u < lim | s, du (5)
7o

X X
mimastbatin almey olary.

Indi {t,} ardicilh@im quraq. s funksivasimn givinatiori
a, +0.i=1,2,-,nolsun vo
E={as(x)=a}.ENnE =0,i+],

n

5 = Z i X,r.:[ .

=1
Har bir mr va ¢ nomralar Gigiin

Elm, i) ={xx €K 5, = (1 —&)u,}
coxluglarmy tavin edok. Avdinder ki. biitiin m va i némralori tictin
F{n,i)e A.

Digar torafdon hoar bir { ndémrasi Getin {£(m, )}, azal-
mayan ¢oxluglar ardicihpidir vo

Eo= U E(m,i).
m
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(2_’1/1 Smadov

K
tm = Z(l — &} X €M
=1
Vo
bn = S

Onda 6lgtintin azalamavan ol¢idon goxluglar ardictlhguun
dlctitarinin Himitinin o goxluglarin birlogmosinin dlglisiiniin fimi-
tino barabar olmast xassasino gdrd

K
Jim f t,dy = lim Z(l - e)aiy(ﬁ'(m.i)) =
m—oo

m—on

X i=1

Kk
= - auE) = (1 - e>f sdu .0
(=1 X

2. Ol¢iilon funksivamn inteqrali (iimumi hal)

indi X-in A o-cobrinda tavin olunmus vo |0, +oo] giymothi
dlelilon £ funksiyast di¢lin inteqral anlaytgim verok.

3.2.1. Tarif. f:A — |0, 00| [unksiyasimin hor hans1 £ € A
dlglilon goxlugu tizro inteqral dedikdo

f fdu = sup{f sdurs € MY s < [}
5 A

adadini basa diigocoyik.

Aydindir ki. f xiisusi halda M™-don olan manii olmayan sa-
da funksiya olduqda inteqral dgiin yuxarda verdivimiz torif indiki
tarifla fist-Usto disdir.

{ndi yeni daxil ctdilmis inteqralm bozi xassolorini qeyd
edok.

Ovvalea 3. 1. 4 tcoreminin bir iimumilagmoasini verak.

3.2.2. Teorem. Tutaq ki, (X, A, ) dlgiilon foza vo f: A —
[0, 00] Gletilan funksiyadir, Olavo forz edok ki. {s,} € M" sado
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Funksional analiz.

-
azalmavan funksivalar ardic:lligt hor bir x € X niqtasinds [ funk-
sivasina viihr.

lm;Jr Sp(x) = f(x).

lEmJ’S,Tdu:J'fdu.
1-=un

X X

Onda

Isbat. Avdindir ki,

J’sldu<J’52du§-"SJ’sdu

X X X

lim J’ s,du
Ji—= 00

X

Vo

var. Onda

lim J Sn d,u<J’f'd,u (6)
100
X

X
Indi (6) barabarsizhyinin tarsin tshat cdok.

fx fdp integralimim tovining 2ora bunu s < f va

J sdp < limJ' s, du

X X

sortlarini Gdovon Vs € M7 funksivas Gigiin gdstormok kitayatdir.
Onda inf{s,s,} € M* vo bu ardicilliq azalmavandir. flamginin
limy, e if{s, 5} = 5 vo

lim J’ inf'{s,sn}du:fsdy,
n--»00

X X
J inf{s, sptdu SJ’ Spdp
¥ X
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oldugundan
fsd,u < lim j S, dit
oo
X

X
olur ki, bu da {6) baraborsizlivi 1lo birlikdo teoremi isbat ctimis
olur . ¢
[ndi 3.1.3 teoreminin analoqunu f: A — [0,00] dlciilon
funksivalars iiglin do verak.
3.2.3. Teorem. Tutagq ki, (X, A p) dlgiilon foza. f va
g: A — |0,0] dlglilon funksivalar vo a = 0. Onda asagidaki

xassalor dogrudur.
a}
f afdy = a [ fdu,
i i

[+ @an= | ran+ [ gan.

I I

¢y f £ gisd

f fdu < j gdu
I

I

d)

f fdu = f e fdu.

I X
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Fonksional analiz.

fsbati. Ovvalar isbat etmisik ki, £ = 0 élgiitan funksivast
G¢iin ona viglan azalmayan sado {s,,} € M*funksiyvalar ardralligs
vardu:
tm s =
EFani tokhit g = 0 funksivast tictin do dogrudur. Yoni clo
fsn} © M*' sado azalmayan ardicilh@n vardir ki
lims, =g.
Onda {as, } € MY vols, + 54} ©€ M azalmayan ardicilliglardir,
lim as, = uf

H—os
Vo
lim (s, +sp) =/ +g.

Onda 3.1.3. tcoremindan istfada edorok mteqralin biremslik
va additivlik xassasing géro @) va b) xassalorinin dagrulugunu
gdstormis olurug.

¢r-nin ishat Ggiin £ < g aldugundan h € M* va h < f sor-
tini ddavan A funksivalar sintfi A € M* vo h < g sartini ddavan
funksivalar sintfina daxtldir. Buradan da ¢) bandint isbat ctmiy
olurug. dy bandinim ishat agkardir.

3.2.4. Indi witaq ki, f: A - |00, cof dlgiilon funksivadir va
fE frdu va fl f~du (F € A) mtegrallart sonludurlar. Burada
f = f*— f7. Onda deyacoyik ki, f tunksivast F olgiilon ¢oxlugu
tizra integrallanandir (vaxud g -integralanandrr, vaxud da com-
lonandir) va onun integral olarag

ffdwff*du—ffdu

tfadasi gobul olunur.
wgor

J, frduva [, fdu

inteqrallarmdan heg olmarsa birt sonlu 180 f’ fdpmtegralin
varligr gobul edilir. Ovvol daxil edilon integrallarda oldugu kimi
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ff@zfxwﬂw

E .4

xassast dogrudur.
X =R va ya R" oldugda tovin edilon inteqratlar .cheq
inteqrallan adlandintlir. X = R halinda integrah adoton

I f(x)dx

kimi do vazirlar.

3.2.5. Teorem. Tutag ki, (X, A, u) olgtilon fora. f vo
g: A — [—o0, 0] vo a ixtivart hoqigi adaddir, Onda
a) af vo f + g ineqralanandriar.

b)
[ ardn =« Xf fi,

X
¢)

f(f*“g)d,u = f fdﬂ-%fgd,u
X X

X

d)f <giso

fﬂwagw-
X

X
Isbant. & = 0 oldugqda a) xassosinin isbatr trivialdir. indi
tutag ki. @ > 0. Onda
(af Yt =aftvo(af) =af”.
Buna gora do (af)?, (@f)” vo demoli. af funksivalart in-
teyrallanandirlar vo
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Funksional analiz.

f afdp = f (af)* du - f (af) dy =

—crff d,u_aff d,u—crffdﬂ

olur. Ogor a < O iso. (af )" = m-af va(af) =-—af".
Bu halda yena da

[afd,u = aj fdu

Indi /4 g funksiyasima baxaq. Qcyd cdok ki. (f + g)*t <

ffHgivo(f+g) <f +g .
{Onda

olur,

f(fﬂtg)*dugff'*d,u+jg*'du<oo
X X

e

¥a

[rrorans |1 aws[g duse
X

olur. Basqa sozlo. f + g integrallanandir.

frg=(U+g) —(f+g) =f"+g - +g)

oldugundan

[+ oau=[ 1+ gndu [ +gau
X X

vo eynl zamanda
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f(f+g)du = f fdu+fgdu
X X X
olur.
f(x) < g(x) (x € X) oldugundan g — f monii olmayan
inteqralianan tunksiyadir vo demoli .

f(g - Pdu =0,

Buradan s

f gdp — f fdu =f(y — )du =0

X X

olur. ¢

3.2.6. Teorem. Tutaq ki. (X, A, p) digiilon foza vo 1A -
[—o0, 0], Onda f funksiyast ancaq vo ancaq |f| funksiyast inteq-
rallanan olduqda inteqrallanandir. f vo |f] funksivalars mteqralla-
nandirlarsa.

deu SJ!f'ldu-

Isban. Torifa gora f funksivast ancaq vo ancaq f* vo f~
funksivalar integratlanan oldugda inteqrallanandir. Digar toraf-
don {f| = f* — f~ oldugundan |f| funksivasinm inteqrallanan
ola bilmosi f 7 vo £~ funksiyalarnin inteqrallanan ota bilmosi ilo
cynigiicliidiir. Demoli. £ va |f| funksiyalarmmn imteqrallanan ola
bilmoalari eyniglicliidiir.

Buradan isa
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Funksional analiz,

[ ffd,u ]fdu<[f*du+f/
- [1f1da

miinasibatini aliig. 1
Qeyd cedak Ki. clo hoqiqi dlgtilmoyon va demoli. integrallan-
mayan funksiva vardir ki. onun miitlag qiymoti inteqrallanandr.
3.2.7. Teorem. Tutaq ki. (X, A, u) olglilon foza vo f vo
g: A — |—oo, 0] dlgiilon funksiyalan sanki hor verds Gst-Usto

diistirlor. Ogor
deu va [gdu

X X
inteqrallarindan biri varsa, onda digori da var vo

ffd#:fgdu

X
Isbati. Ovvalca [ vo g-nin monli olmayan funkstyalar ola-
rag qobul cdok. A = {x:x € X, f(x) # g{x)} coxluguna vd
_ (Foo,9gor X € A
hix) = { 0,0ogor x € A
funksivasina baxaq.
3.2.2. tcoremini h,, = ny, funksiyalarina totbiq ctsok.

[hd,u:O
X

ofar. f < g + h miinasibotini vo 3. 2. 3 teoremini nozorod alsaq.

ffd#Sf gdu+fhdu=Jgdu
X
X X

X
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Funksional analiz,

sartini ddovan biitiin kompleks Glgtilon f funksivalar goxlugunu
Lyilo isara cdok. Qevd edak ki f-in dlgtilontivindon | f]-in 61-
ciilanlivt alinr, Yoni yuxandaks inteqralin monasy var. £;-in ¢le-
mentlaring hagigi tunksivalar halinda oldugu kimi f.cbeg monada
integratlanan (u dlglisiing pazaron) va ya camlonon funksiyalar
deyilir,

3.3.8. Tarif. Tutaq ki. f = u+ iv,u vo v hoagigi dlcilon
funksivalar vo f € £, isa istonilan £ € A ¢oxiudu dgiin

fjdﬂ --fu d,u—fu d,u+tfv d,u—tfv du  (20)
I 4 f £

h\m edak.

Burada v =u' —y . v=v'—v . (20)nn sag tora-
findoki dord integral algiilondirlor, hagigidirlor va monit de-
vildirlar. Demoli, (20)-nin sug toralindokt integrallar vardir va

u' < ul < Iff.vt <jv| < |f]
oldugundan bu integrallar sonludurlar. Buna gora da (20)-nin sol
oraft timumivyatla, givimoti kompleks odad olan inteqral tayvin
edir.

3.3.9. Teorem. Tulaq ki. f vo g € Ly vo a vo [ kompleks
sdadiordir. Onda af + f g € £y vo

fuw+ﬁww_affw+ﬁfdu 21)
X
Isbutr. af +[)’q -nin dletlanliyt agkardir '\/1’1]1“ olmavan

funksivanin integralimn xasoloring vo siralarnn integrallanmast
hagqindakr teorema asason

SIUMWH+MWWM#ﬁ
X

X
Demali. af + fg € L.
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lim L@#-fﬂw

Indi tutaq ki. (14), (]5 ) va (]6) sortlori X-do sanki har yerdo
odonir. Qeyd edok ki.

fgd,u<oo

sotrlarindan (16) sartinin sa)l(iki hor verds ddonmast almir.

N ilo A o -cobrinin tcoremin sartlorindon heg olmarsa
birinin 6donmadivi ndqtolor ¢oxlufunu isara edak vo u(N) = 0
olsun. N¢ = X\N ol¢iilon ¢oxlugunu isaro edok. Onda fyy,

{anN } ardictih@r teoremin  isbatimin birtnet  hissasindoki
t,‘nll'm ddayir vo buna goro do

hm f faxn du = j [xn, du (19)

faxn, Tunksiyast har n ndémrast {igiin sanki har verds f,
funksivast ito va fyy_funksivas: sanki hor yerdo f funksiyast i
sanki hor verdo {ist-iisto digdiiytindon (19) miinasibatt vo 3. 3. 2
tcoremindon

lim f frdy = f fdu
T X
oldugusnu ahirig. 1
3.3.7. Indi kompleks gtvmoth (qusaca kompleks) dlgiilon
tunksivalar G¢lin inteqral anlayisr verok.
Torif. Tutag ki. (X, A, p) dlgtilon fozadr.

[1f1du <
’
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Funksional analiz.

Tutaq ki. (X, A, u) olgiilon foza vo g: A — {0, 00| intey-
rallanan funksivadir. Olavo farz edok ki.  f.fi, fo, o P A =
[—00, 00| lgtilon funksivaiardir va sanki hor bir x € X iigiin

lim £, (x) = [ (x) (14)

Vo
lfi(H € g(x) (n=1.2,..) (15)
Onda f vo f, (n = 1,2, ...) lunksivalar integrallunandilar

Vo

li_mjf;!d,u:ffdu.
X

X
Isbat. fvo f, (n=1,2,...) funksivalarimin integrallanan
olmatar g funksiyvasimn inteqraltanmasindan alir (bax 3. 2.6

-

tearemi. 3. 2. 7 teoremi vo 3. 2. 3 teorminin ¢) bandi).
Ovvalea farz edok kil (1), (13) sartlori va
gx) <o (16)
sartt hor bir x € X iiglin odonir. Avdmdir ki, ( g+ f): A —
10, o] dletilan funksivalardir vo
lim (g + f) () = (g + )(x) (x € X).
Onda Fate lemmasina g

j(g + [)dp < fim inf j (g + fi)du.
X X

Buradun iso
f fdu < lim in]'f fadp (17)
=
X X

oldugunu gériirik.

fndi oxsar mithakimoani {g — f,.} ardicidhifn Geiin aparsag.

lim sup f fudi < f fdu (18)
n-om
X X
vo (17} ila (18)-don ahirig Ki.
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o(F) = f Fdu (F € A) . (11)

I
Onda @ A -da dleiidiir vo har dlcilon g: X — |0, o0
funksivas tiglin

Jgdqo = J gfdu. (12)

X X
Ishan, Tutaq ki, £; (j = 1,2, -+ ) dizyunkt dlgiilan coxluglar

)
F o U E, .
)= 1
Avdindir ki.
XI:'[ = Z XI:'j' f
j=1
Vo
p(F) = [ X fdp ,(p(E,') = J X{:‘j/d#-
X X
Onda B. Levi teoreming giira
p(F) = z ¢(£) (13)
j=t
@(@) = 0 oldugundan (13) minastbatl pdsiorir ki @ Glgli-
dir.

Nohavot. (1 1) gostorir ki (12) minasibott miinvyon £ € A
vo g = xp funksivase fictin doprudur. Demalis (02) har bir sada
dletilan g funksivast iigiin do dogrudur, Umumi halm ishatt mo-
noton vigilma teoremindon abimr.

3.3.6. Teorem (lLehegin majorant  vigidma  haggmda
feareind)

ot




Funksional analiz.

s~ fit [
Onda 3. 1. 3 teoremt vo 3. 2. 3 tcoreming asasan

-

f Oy + )t = f fudye + f o (8)

Indi g,, = ]1 +fy+ o+ o qabul cd*}}\ Hor m ugun Am
funksivalar dlgtlondirtar vo d/dhl‘ld}dll archeithg amala gotirir vo
dim g =1

Buna gira da f olgtilon funksivadir.
Rivari induksiva tsulunu (8)-0 tothig ctsok. alariq:
?‘l‘l

fqmw fmmr

X H
Monoton vigilma teoremini venidon  tothig ctsok. (7)

mimasibatinin dogrulugunu gdstormis olang.
3.3.4. Teorem (Futuy lemmasy. Tulag kio f: X — [0, 00]
funksivalar har hir n noémeasi tigiin dleiilondirlor. Onda

[ (lim inf [;i) dup < Him inj"f];ld,u (9)
e X IEE

) X X

Ishan.

gr(x) = i_nj{’/l (x) {(k=1,2,..; x €EX).

Avdindir ki gy < fr Vo

f gy dp < f fedu (k=1,2,..) (10)
e

i funksivatan olctlondirlar. 0 < g, € g, < ---va
,\!”“f gil(x) = ,ili_:_’xlwinj'f;l(x) .

Monoton vigitma hagymdaks teorema ssuson (10)-un sl
tarafl k — o0 oldugda (V1-un sol tarafing vaximlagir. Buna pora do
(9) miinasibat (10}-dan abinr.

3.3.5. Teorem. Tutag ki, [ X — [0, 00| dlgtiiondir va

90




QM. Ohmadoy

J fudu = f fndp = LIJ. sdp (n=1,2,..). (3)

(3) miinasibauindaki axirner integrata 3.3.1 teoremini tatbig
edak vo Bletintin azalmayvan di¢tilon coxluglar hagindakr xassasin-
don istifads edorok n — oo gabul edok. Onda

a > c‘f sdu (4)
X
olar.
(4) barabarsiztivi istanilan ¢ <1 adadr dgiin dogru
otdugundan

o= J. sdit . {(5)
X
Burada (5) borabarsizhivt istonilon dletilon vo 0 € s < f
sartim édavon s sada funksiyvast Ggtin dogru ofdugundan

a>ffdu (6)

olar. Teoremin hokmi (1), (’} v (6 minasibotiarindon aliner,
3.3.3. Tulsiin (Beppo Levi).
Tulag ki [0 X = |0, 0] (n=1,2,--) oletlon funksiva-
lardir va

[o.0)

[x) =) filx) (x€X).
Onda "
fdu = frtdu (7)
[ra=¥]

Ishat. Qevd &.dnl\ ki. /1 vo f, olgiilon tunksivalart G¢tin
malum teorema asason cla sada manfi olmayun Glgiilon 57 vo s/’
funksivalart vardir ki, ;" = fyvas,” = f, s, =5, + 5/ isa.
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Fanksional analiz.

S —

) Hx) € frlx) S0 xEX,

bylim,,_ o fr (x) = f(x), x €X.
Onda f slgtilondir vo

llm andu = j fdu

Ishati. | funksivas nln,ulan fa !unkm_\alarmm nogtav limits
oldugundan digiilondir.

j fodit < f fandu
X X

oldugundan cla @ € |0, oo| vardir ki,

lmr j fndu = (1)

[, < f oldugundan hor bir n ugun (1)-2 asason

a < j fdu (2)
X
olur,

Indi tutag ki, s € M* sado funksivast ¢ V- Ki, s < f .
0 < ¢ < 1 sartini ddovan ¢ sabitl Gglin
E, = (x f(0) > es(0)} (n = 1,2,
coxluglar toyin edok.
£, soxluglart dlgalondirior,
FLckyc--Cclk,c

X:UEH.

n=t

F(x) =0 olduqda x € Ey vo f(x) >0 iso es{x) < f(x)
olar. Burada ¢ < 1 oldugunu nazars almigig. Demoli. mioyyon n
nomrosi digiin x € £,. Homginin
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S R

3. Limit teoremlori

Bu hissado intcqral nozoriyvoasinin asas linit teoremlarins
(asason inteqral altinda limito kegmok teoremlorini) isbat edoco-
vik. Bu teoremior Lebeg integrali nozoriyyasinin mithiimitytnti
2OSLTIr.

Ovvolea ¢ox vacib bir teoremi ishat edok.

3.3.1. Tearem, Tutaq ki. (X, A, p) oigtlon tazadir va
§ € M* sado funksivase verilmisdir. Onda istonilon 1 € A gox-
lugu Getin

@(E) = f sdu
4
A-da tovin olunmus Giglid{ir.
Ishan. Avdmdir ki, : A = [0, 00] va (@) = 0.
Farz edok ki Eq By, 0 F A sisteminin dizvunkt clemention
(X -1n Gigtlon ¢oxlugtan) va

LT

= U ETH .

m=1
s -in givmatlarini ¢; (i = 1,2,--,n) o isard edok. A =
{x:s(x) = a;} gobul edok.
p Olgtisii hesabi additiv oldugundan
n

p(E) = Za“u(/l- NE) =

Za, Z(A Nk, = Z Za,,u(/l Nk, = Z OLEL) .

=1 m=1i-
l)gmnh. @A — [0, 0] tunksnym hesahi dd!ll\ nluidm. o

3.3.2. Tearem ( Monoton yifnima hagqginda Lebeg teoremi ),
Tutag ki, (X, A, i) dlgilon fara vo fn A = |0, 0| (n =
1. 2 - oletitan funksivatar ardheilligidir, Olava Iorz edak ki,




Funksional analiz.

X
isa f funksiyast sanki har yerda sifir funksiyadir. Qisaca.
f‘s,ho
Iybate. 3. 2. 8 teoremint | f] funksivasina totbig etsok, hor bir
n dgtin

1
,u({x:x X f(x)] = ;}) < nfiflciu ={
X
olur.

{x:x € X,f(x)+0}= U[x:x € X, |f(xN 2%}

n
vo i Glglistindin hesabi adduiiviy

p={xxecX flx)=0}) =0
oldugunu gastorir. Demati. 10 .
3.2.10. Natica. Tutaq ki, (X, A, @) 6iciilon fova va [2 A —
| —oo, | funksivas intcqratlanandir. Onda sanki har bir x € X
ligtin |/ (x)] < oo olur.
fsbati. Noticonin isbau

, , 1 .
u(ixx € X, [f(x)] = n}) <§j |fldu
X

Vo

u({:x e X, [f()] =) < p{xix €X /() =Znh)

1 .
g—fmcw
It
X

minasibatiarindon ahinir.
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oldugunu gorordik. Oxgar olaraq gostormok olar ki

f.gdu < f fdu

X X
va buradan da
ffd,uz f gdu .
X X

indi agor f vo g ixtivari isarolt funksivalar iso. f = f% —
f~vo g =g — g~ aynlislan tcoremi tam ishat cunig olur. ©
3.2.8. Teorem. lTutaq ki, (X, A, u) dlgiilon foza vo fr A -
{0, oo Gletilon funksivadir. ¢ > 0 adadi glin
Ay ={xixeX, f(x)=1}
coxlugunu tavin edok. Onda A, € A vo

n( A < ffcm ffdu

Isha 0 <t y, <f- )(,1 </ munasllnu va 3.2.3 teore-
munun ¢) bondindon

ftxﬂtdu< ffdugffd,u
A X

X
oldugunu alarg.

ft)(ﬂ,dﬂ = tu(A)
X
otdugundan avvalk miinasibat teoremin dogrulugunu géstorir. -
3.2.9. Notica. "Tutaq ki. (X, A, i) 6lciilon toza va f. A —
| =0, co| dl¢tilon funksiyadir,
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{21)-1 ishat ctmok ti¢lin kifayotdir ki,

f(f + g)du :ff'd,w f gdu
X X

X
va

j(af)d,u = af;[ fdu

oldugunu géstarok. Axirinct miinasibatlori f. g hagiqi giymatli vo
a haqigi adad olduglart halda ovvallor gastormisdik. Indi tutug ki.
a=ivof =u+iv. Onda

f(if)a’,u = j(iu ~ v)du

= j(wv)d,u + if udj = Aj vdu +
X

X X

+ijud,u:i jud,u+ij vdy =iffd,u.[1
X

X X X
3.3.10. Teorem. [ € Ly 150

[ raul < [ i1
y J

Isbati. 7 = fx [ du isars cdok. z kompieks adad oldugun-
dan clo @ kompleks adodi vardir ki. |a| =1 vo az = |z u =
Re(af) olsun. Onda

u<laf| = Ifl

Vo

J{fdﬁl *—“ajfd,uZIafd,u:jud,uﬁjlfld,u

X X X X
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olur. Sonuncu miinastboun Gglinet boaraborliyi

[ o

X
integralimn hagiqn olmasindan ahnrr.

3.3.11 Indi komplcks funksivalar t¢tin Lebegin majorant
teoremint verak.
Tearem. Tuiaq ki, | f,} dletlon kompleks funksivalar
ardictihgy X-da toym olunmusdur va
lim £, () = f(x) (x € X).
Olavo forz edok ki, g elo tunksivadi kio g € £,

(0 < glx) (n=1,2,..)
Onda
Jim f [f = fldu =0 (22)
X

VO

lim | f,du= f fdu . (23)
n-+o0

) X X

Isban. Avdmdir ki, f dlgiilondir vo |f] < g oldugundan

f e L. Digor torafdon |f,, — f1 < 2g oldugu Ggiin Fatu lemma-
st 2g — {f, — f| tunksivasina tatbig ctsok.

f’éydu < lm mff(Z.q “Af - fDdu = f 2gdu +
X

X X

MO0

+ lim inf “Jlfn — [ldu
X

= [ g jim sup [ 1f, - fld
X

X
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O D

olar. fx 2gdy integerall sonlu oldugundan sonuncu minasibot-
dan

lim supj lfy — fldu =0
ne-1on
X

olur. Bu sonuncu vo 3. 3. 10 tearemi havzirki teoremi tam isbat
etmis olur. 1

3.3.12. Teorem. Twaq ki f, (n = 1,2, ...) olgtilon kompleks
funksivalart X-do sanki hor yerdo toyin olunmugdur. Ogoar

iifvundu<m (24)

-1y

=) fulx) (25)

n-1
sirast sanki hoar bir x € X Diglin vigihr, f € Ly vo

fﬂw=ifnmt (26)
:

n=1x
Isban. f, tunksivasuun tayin olundugu ¢oxlugu S, ils igarn
cdok. Onda u(S,) = 0. ilorbirx € § = N5, igin
o

0() = ) Gl
n=1

Avdmdir ki, u(5¢) = 0.
(24) sorti vo haqigi halda siramin inteqrallanmast hagqindak:
LCOTCIMD 35u50n

f¢W<m (27)

5

olur. indi agor E = {x: x € §, p(x) < w}isa (27)-don u(E) =0
oldugu alimr, (25) swast hor bir x € E ii¢lin toyin olunmusdur,
|f (x)] € @(x) (x € ) oldugundan (27)-y» asasan f € L, olur.
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T

Ogar g=fi+f,++f, isa !tgnl <@ . gplx) =
f(x)(x € FE)vo 3 3 11 teoremina osason (26) minasibati X
avazing £ ¢oxiugu diglin dogru olur. Bu 1sa {26)-nin X ¢oxlugu
ligtin do dogru oldugunu gostortr, ¢linki p(£°) = 0.

Qeyd edok ki, isbat etdiyimiz tcoremda f, funksiyalars X -in.
hotta hor bir nigtosinds toyin olunsalar da (25) strasmun. ancagq
sanki har yerda vigitmast haqaqinda hokm etmok olur,

3.3.13. Tearem.
a) Tutag ki, f: X — [0, oof Glctlon funksiva, F € A va

! fdu =0

Onda [0 (x € F).
b Tutag ki [ € £y voixtivari £ € A lgiin

J’ fdu =20
I
Onda /570 (x € X).

Isbatr.
a)

1
A, = {x:x e L flx)> ;}n = 1,2, ..
onda

;{#(An) < ffduSdeu =0,

An E
buradan iso u(A,,) = 0 otur.
{x:xek f(x)>0}=04,

olmast a)-mn dogrulugunu gostorir.
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[ e

by f=u+ivvoE ={xu(x) = 0}olsun. Onda fﬁ fdu -

nin haqiqi hissasi fl ut dy olur,

ju'* du =20

E
va buradan a) hokmina goro ut #80 . Oxsar ofaraq sanki hor
verdo

Demoali.

u =v'=v" =0
olur. Bu da o demoakdir ki, sankt hor verdo
f=u+iv ut—u +i(v"'—v7)=0.0

4, Riman inteqral ils
Lebeq integralinin miigayisasi

Biz bu hissods 1.ebeq integralt il asason rivazi anatizda 6y-
ranilon Riman inteqralr arasmdaki oslagoni vo miigayisoni verd-
covik.

Ovvaleo Riman integralinn torifinn vada salag.

[a, b] € R pargasini sonlu {a;}}_y hoqiqi adoadlari (néqto-
Iori) vasitosita hissalora bilok:

a=dy <y <0 =D

Ogor {a,}i_ vo {b:}]_, [a, b] pargasinin bilgtlori va birinci
bolgiiniin hadlort ikinci bdlgiiniin hadlori i¢arisinda olarsa, (b},
béiptsiing {a;}¥_, bolgiisting novoran daha kigik bolet deyilir.

Ilor hansi bolpiini ya . yaxud da Py, ils isara edacaytk.

indi tutaq ki. f funksivast |a, b] parcasinda hoqigr funk-
sivadir. P |a, b| pargasimn {a;}f_ bolgiisti. m; = inf{ f(x):x €
[ai_1,a;]} vo M, =sup{ f(x):x €fa;1, |} (i=12.k)
oldugda, f vo P-yd novoron

a) asadr com dedikdo
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[
1P = ) (e~ ay)
i=1
ifadasini .
b} yuxari com dedikdo

ke
W(f,P) = ) M e =)

ifadasini nozorda tutacagag.
Asanca yoxlamaq olar ki, agor P |, b] parcasinin ixtivari
bilgisii s
I(f,P) <ulf.P)
va Pyvo P, |a, bl parcasimun bilgiilori olmagla P, bélgiisii Py
bélgisiing nozoron kigik bolgt iso
(. P) < L[, P,)
Vo
u(f,P) < u(f.Py)
olur. Homginin Pyva Py [a, b pargasinin ixtivan bélgiilari isa
L P < ulf.Py)

Ayvdmndir ki, f funksiyasimn biitin asagr comiari goxlugu
vuxaridan mohduddur (aslinda f funksivasimin hor bir vuxart comi
1l mohduddur).

Bu ¢oxtugun yuxarr saorhading f (unkstyasinin |a, b| pargas
{izro asapr integral: devilir vo

b b
ff(x)dx voya jf

kimi isard edilir. Asagr integral hor bir u(f, P) vuxar comi diglin

b
[r<us»

barabarsizlivini édoyir. Onda bu baraborsizlik biitiin yuxart com-
lor goxlugunun dogiq asagi sorhadi ti¢tin do dogrudur. Bu dogiy
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N,
asafn sarhoda f funksiyasmun |a, b pargas: fizra yuxar inteqral
devilir va

b b
ff(x)dx Vo ya J’f

kimi isaro edilir.
Avdindir ki.

I

[r<[r

b . b . . . .
fu [ = fa f oldugda f funksivasina Riman monada mileg-
rallanan funksiva devilir. Bu halda asag vo va yuxarn inteqrattarn
hor hanst birinin giymating f funksivasimim Riman integraly devi-
ir va bu qiymat

ff(x)dx Vo ya f]'

kinu igsara edir.

Gistarmok olar ki, [a, b| pargasinda tavin olunmus mahdud
f funksivas) ancaq va ancaq istonilon € > 0 adadina pora [a, bi
PArgasinn

u(f,P) - l(f.P)<ce¢
sartini édayan P bélgiisti oldugda Riman monada integrallanan-
dir.

Indi tutaq ki. f funksivast [, b] pargusinda kasilnozdir va
demali. mohduddur, Eyni zamanda mintazom kasilmazdir. Yoni
istanilan £ > 0 adading piva & > 0 adadi vardir kis [x —y| <
& (x,y € [a, b]) oldugda

Iy —fnl<e
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N
olur. Ogor bu clir ¢ va § adadlori tiglin P |a, b parcasinin ¢la bol-
giistidiirso. har bolgl par¢asimin uzunlugu 6-dan kigik olarsa.
ulf,P)— l{f,P)<e(b—a)

olur. Basqa sézla, g, b| par¢asmda toyin olunmus hor hir ko-
stimaz funksiya Riman monada integrallanand:r.

Misal. [0, 1] = R lunksivast [0, 1] par¢asinda olan rasio-
nal adadlor ¢oxtugunun xarakieristik funksivas: olsun. Avdindir
ki. f Lebeq manada integrallanandir vo

fIUJf fdA = 0.

Buna baxmayarag, f lunksiyasinin hor bir asag comi sifira
va hor bir vuxan comi isa vahida borabordir, Demoli. / funksivas
Riman manada inteqrallanan deyildir,

341 Teorem. Twag ki. f:|a, b] - (—o,0) mohdud funk-
styvadir. Onda

a) f tunksivasi |a, b| pargasmda sanki hor verdo kasitmaz
oldugda Riman monada integrallanandir.

by f tfunksiyvasr Riman monada integrallanan isa 1.cheq ma-
nada da integrallanandir va f funksivasimm Riman vo Lebey
mteqrallars Gst-tisto disiror.

Ishat. Vuaq Ki. f Riman monada mtegratlanandir. Onda
hor n nomrast Getin [a, b| pargasmin c¢la P, bilglisiinit seemoak
olar ki

) u(f,P) = I(f,P) < 1y

Umamilivi pormadan forz ctmok olar ki. hor n admrasi
tigiin P, bolaiisit B, bilgiisiina nazaran kigik baleidiir. g, v
fie clo funksivalar olsun ki [a, b]-do toyin olunsunlar. f, (a) =
gnla) = [f(a) vo B, bolglstiniin hor bir la,_,,«,| hissasinda
sabit olsunlar.

Aydmndir ki.

inf{flx)ra._,<x<a;}

sup{f(x):ai_y <x < a}
sdadlary vardir.
Onda | g,.} ardictthign g, < f vo har bir n figiin
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[ gz =12
|a.bi
minasibatint 6davon artan sada Borel funksivalar ardiailligudir, f
mohdud oldugundan §{g,,} ardicilhgn da mahduddur.
Ogar {hy, ) ardic:hgs by, = f va hor birnlictin

h,d A =u(f.P,)
la, b
miinasibatini ddavarsa. o azalan sads Borel funksiyalar ardicil-
hptdir. £ mohdud oldugundan {f, } ardicilhgr da mohduddur,
g = lim g,
H s
h = lim h,
H-
funksivalarin tayin edak.
Onda g vo h lunksivalars Borel monada dltlandirlor vo
majorant yigtdma hagqmdaki leorema asasan

b

f gdd = lim I(f,P,) = J' hd A = lim u(f,P,) “ff dA.
n-*c0 o
e, r] ja.b] a
Dembali.
f (h—g)dA=10.
|a.b|
h — g = 0oldugundan

g(x)Sth(xy , x € la, bl (1)

(1) mimasibatinin ki mithtim noticasi varder.

Qevd edak ki. apar x € [a, b ndquost P, bolglsiindaki bal-
gii nigtalarinin heg birt o dst-lista dismirsa va flx)y=glx)isa
£ hamin nigtada kasilmazdir. Demoli. (1) aistartr kic f tunksiyvasy
sanki har yerda kasilmazdir. Bununla a) bondinin ilk vansimt shat
etmis olurug. g < f < h oldugundan (1)-0 pora f*hg.
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e
Bu da onu gostarir kic f Lebeg moanada Slgilon va Lebey
monada mteqraltanandir( bax 3. 2. 7 teoremt).
Demoli. f funksivasimin Riman vo lLebey inteqrallan cyni-
dirloar ki. bu da b) bandinin dogrulugunu gostarir.
Indi a) bandinin ikinei vansun isbat edak.
Tutag ki. [ |, b parcasinda sanki har yerda kasilmandir,
Olava forz edok ki, har bir n Gglin P, bolgtst |a, b par-
casimi cyni uzunluga malik 27 hissoloro bolir. Bu bdlglivo no-
zoran isbatin avvalinds otdugu kinn g, vo h,, funksivalarm tavin
edak.
Avdmdir ki,
f(x) = lim gn(x) = lim h, (x)
n-»00 n—rae
minastbatlart f-in kastlmaz oldugu biitin x € la, b} négtatorinda
vo demali. [, bi pargasiin sanki biitiin négtolarinda ddonir.
Demali. sanki hor verda
lim(h, —g,) =0,

n oo

f gad A= 1), R)

la b}

f hpd A = u(f, 7))
fa.nl
oldugundan majorant vigulma hagqqimdak: f.ebeg weoreming ssason
lim (u(/,R) = (£, ) = 0

Demoali. ¢ > 0 adading gisra [a, b pargasimin ¢la P bidlelisi

vardir ki,
u(f’_‘Pn) - [(fJ‘P”) <e.

Bu da o demokdir kit f Riman marada integrallanandir.

Qeyd edak ki qeyvri-mohdud hagigi funksiya Riman monada
meqrallanan olmasa da 1.cbeq moanada integrallanan ola bilar.

Xtsusi halda. f{x) = 0 funksivasmm hor bir £ > 0 odad:
{¢iin
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HENS
Riman integralt varsa va & > 0 oldugda limiti & — 0 sonlu-

dursa. f funksivasi {a, b| par¢asmda Lebeq manada integrallanan-
dir va

ffd/l = lim ff(-’f)dx.

la.b) a+e

b
i [ 1okt = o

oA

li fe
lim f fd 2

et t £y
qevri-maxsust inteqrall Lebeg manada yoxdur, Ciinki f funksivas
caomlanan oldugda malum xassava asason | f]-da camlanon olma-
hidir.

oldtgda

Moasaton,
1

1 1
f—sm—dr
X X

0

mteqrall sorti yigtlan gevri-moaxsusi Riman integral kimi var.
N R : ‘

lakin =sin = funksivast J0. 1] pargasinda [cheg moanada integral-

X X -
knan deyvildir,

Ogoar funksiva biltiin oxda (vo va varimoxda) 1ovin olun-
musgsa. onun Roman inteqralt, ancag geyri-maxsusi manada ola
bilor. Yeno da ogar bela funkstyvanm qeyvri-maxsust Riman inleg-
raly miitlag vigihrsa, onda uygun Lebeg integraly da var va har iki
integralm gqiviatlari barabardir. Mosalon.
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sinx

dx = oo

X

(o g]
- sinx . . .o .
oldugundan — funksivast hagigi oxda Febeg monada integral-
X

lanan deyildir. Buna baxmayarag

Ls gl
sinx
dx
X

qevri-maxsusi Riman inteqral vardsr vo  adading barabordir
5. Tapsiriglar

1. Ela Lebeg monada mtegrallanmayan [ R — K funksi as
oGstorin ki. £ funksivas: integratlanan ofsun.

(Gostoris. . Miovyvon A va B € B(R) ¢oxtuglart  dglin
= x4 — xpaobul edin)

20X, A, ) dlgiiton faza va f oA - [0, 0] Blgiilon tunk-
sivast {gln gostorin ki

a) £ -in givmatlarh va manfi olmayan tam adadlor. vaxud da

405 isn
ffdu - Zu({x TOEE

hy f-m L]I\mwlhn |( 00] -da istonilon adadlor va g Glgiist
sontuisa [ {unl\sl\.m aneag v o aneay

me S AOIEL)

sirast valdigda imu]mllmmm]u.

Tutay ki. X = N (natural adadior goxlugu). N ailost N-in
biitiin alt coxluglarindan tagkil olunmus g-cabr. jeisy huradu he-
sabi dleidir. Ogor fr N — |0, 00| funksivaisa. f € M (N, N
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ki —

j Falye = Z £

n=t
4, Tutaq ki, X = 'R{ B burada Borel ¢oxluglar sistemi va

AB-day Lebeq Sletsidir fr = Yiony 150 1 ful ardiciihgr f =
X100} funksivasina artaraq yaxinlagir. FHomemin b ardialligy 1-

la (vahidla) mintazom mohduddur vo fr-1arin hunust sonlu qiy-
niothi funksivalardir. Digar torafdan

dex-oo

Burada monoton \wtlnm haqyinda teoremi tatbig ctmok
olarmu?

Tutaq ki. X = R, B Borel ¢oxluglar sistemi va AB-da le-
beq dleiisiidir. Onda f, = ! - L moneton azalan ardiel-
& " n sl
li@r miintozam olarag f = 0 funksivasima vigr vo

J]dﬁ¢hmJ fidd = 4o

6. fr,=( /n) Yo ¥ f = O funksiyalanna baxag,
Gastarin kic 1 £} ardiclhgr f Lunksivasina mintazam

vigilir ancag
dei = lim J foid A
e

Bu fakt monoton vigihma e xqqmdalu teoremls ziddivvat
toskil edirmi?
7.0 =NX 1 2.4 = 0 olsun.

J gdi =+ limj gnda .
=

Gostorin ki
*

gyt ardierllign g funksivasima mintazam vigrlirmi?
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. lwagki. X = |a,b|c R a, b < co.

X-don olan biittin Borel ¢oxluglar atlosini B ila isara cdak.
A B-da tayin olunmug Lebeq dlgtisii olsun. £ B-da manli olmavan
tfunksiva 1so

b
fj'di = ff(x)dx
la.b| 17
oldugunu gistarin. Burada sag taraldaki integral Riman
integrahdir,
i 1 y
9 f = (_;)XIOJTI olsun. Onda | f,} ardicillign [0, co]-da

f =0 lunksiyasma miintazam yvigthr. Digar tarafdan.

ff,;dzzml, f/'d).zo

[0,00) [0.07)
va demali.

iim inf f fdd=—-1<0= f fd A

N —+ix
10,20} ]O,(x:)
. Comunt.
yoni f, = 0 va f, — f olduguna baxmavaraq Fatu lemmasimn

hokmil bu ardicilhy dicin dogiru devildir.
10 Tutaq ki, f € MY (X, A ) va

f fdu < 4o,
X

Onda
xix € X, f(x) = +oo} =0
(Géstariy. By, = {x: f(x) 2 n}isany, < f)
. Forz edok kil f, € M* (X, A).
lim f = f

Vo
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w———-

f fdp = lim f fdu < +oo.
n-—oao
X
Isbat ¢tmali ki, istonilon £ E A liglin

ffd,u = lim f fndu
=300
I I

lim f fudp < +oo

n—om

Giddstarin ki,

sarti ddonmoadikdo \/U\dllddkl borabarlik dogru olmaya da bilor.
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IV Foasil

Lebeq fozalar

Biz bu fhsilda analizda ¢ox miihiim rol oynayan p (= 1) do-
rocadon integrallanan 6lgilon funksivalarn toskil ctdiyi fozalar-

dan séhbot agacafg.
1. Normalasms fazalar

4.1.1. Torif. Tutag ki. £ hogigi xatti (vo va vektor) tozadir.
N:E = |0, c0) birgivmotli funksivas

a) Istanilon x € F clementi Giglin N(x) > 0

by N{x) = 0 borahorhivi? ancaq vo ancaq x = 0 oldugda
olur:

¢) Istonilon x € F clemeni va ixtivari @ hogiqi adadi ticiin
N(ax) = |la|N(x):

dy Istanilon x,y € E clementlor Gglin
Nix+y) <N+ N ()

sortlorini ddoyorso, ona x elementinin normass devilir. N(x) nor-

mast adoton ||x|| kimi isara cdilir. Tortfdoki b) sorti atilarsa.

N(x)-2 E lozasmda varmmunorma va yva psevdonorma devilir,

Bu hallura uviun olaraq F normalasmis (mormahy fora,
psevdonormalasmes foza adlamr.
Misallar
1. Odadin mittlog qtymoati R-d» normadr.
2. RM-doharbirx = (£,,&,, ..., &, ...) clementi Giglin
Ni(x) = 1§+ 18] + -+ 1€,
Np() = {1E 1 + -+ 16} P p 2 1,
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S, N
Ncn(x) = max{lfl lr T !'fn|} :
tavin edak.
Asanca yoxlamaq olr ki. Ny vo N, R"-do normalardir. Np-
nin a). by va ¢) sartlorin ddomasi agkardir. d) gortinin ddomasi iso
malum Minkovski barabarsizlivinin kdmoayilo isbat ofunur (biz

bunu nivboti paragrafda yerina yetirocoyik).

il%l < o

n=1

3. 1y fozasi yoni

sortini ddayan x = (€1, &,, ..., &,, ... } elementlor ¢oxlugunun toskil

NP () = i £l

n=1
normasima nazoron normalagnuis fozadir.

4. b, (1 £ p <o) fozasmda (x = (&,), i1 16nl” <o)

1
N0 ={ D 16l

n=1

etdivi xatl faza

:

fp

normadir,
5. X ¢oxlugunda toyin olunmus biitiin mahdud hagigi funk-
stvalarin xotti fozasmda
N(f) = sup{if(x)]: x € X}
normadir, Xiisusi halda. X = |, b] parcasinda toyin olunmus ko-
stlmaz [unkstvalarin xatti tozasinda
N'(f) = max{|f(x)|:x € X}.
Indi yanmnormaya malik xotti {azalara misallar gdstorok.
6. R"-da
No(x) = max{|&a], -, [$nl} x = (61,6 60)

i1



Funkxional analiz.

varimnormadir, Burada Ny (x) = 0. ancaq vo ancag

&y == ¢, = 0 oldugqda mitmkiindiir.
7. Cigq) Pozasmda hoyigi f funksiyas: Getin

1
No(f) = max{l[(x)]:() <x < E}

varmmnormadir. Ny(f) = 0 ancaq vo ancag 0 < x < - lglin

[

f(x) = 0 oldugda miimkindiir.
8. |a, bl pargasinda tovin olunmug kosilmoz téromoyn mahik
hagigi funkstyatarn xatti {ozasinda
No(f) = max{|f'()f:a < x < b)
varim normadir, No(f) = 0. ancaq vo ancaq x € [a, b| detin f
sabit oldugda mimkindir.
9. Tuwaq ki, (X, A, ) olglilon tazadwr, Tor bir f integral-

tanan tunksivasy telin

muv=[um#
X

£,-da yarmmnormadir. Yada salaq kic £, X-do integrattanan. yoni

Juwu<w

-~

sartini ddavon dlgiilon funksiyvalar {ozasidir. 3.3.9-da géstormigdik
ki. £; xatn fozadir. Qeyd edok ki N (f) = 0. ancag vo ancay
f 520 oldugda mimkiindir. Yoni normanin tarifinin b) bondi
ddonmir. Bunun ddonmosi G¢tin sanki hor verdo Gist-fisto diigon ki
funkstvam cynilosdirmoak ktfayotdir.

4.1.2, Torif. £,-0 daxil olan iki funksiya g dlglistino nazoron
sanki hor verdo ist-iista diiglirlorso. onlara g dl¢iisiine nozoron
ckvivalent {unksiyalar deyilir. Aydindir ki, funkstyalar arasindak:
bu miinasibat dogrudan da ckvivalentlik miinasibatidir. Buna géra
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W
da tovin edilon bu miinasibat £-i clit-clit kasiymayon §r8y vabu
kimi siniflora baliir. Burada ¢ sinfi f funksiyasina u Olelisting

navaron ckvivalent funksiyalardan ibaroudir.

2. L, I<p<eo, fazalar:

indi biz oleitlon funksivalarin ckvivalent siniflarindan ibarat
digar normalagnus {ozalar tayin edacoyik.
4.2.1. Torif. 1 < p < o olduqda L, = L, (X, A, u) fozast u

iilglisiing nazoron dlgiilon vo

Jw’ <o

sortini 6dayon haqiqi giymatli funksiyalarm ckvivalent sinitlarin-
dan ibarat fzadir. Bu halda iki funksiva p dlgiisting nazaran sanki
har yerda iist-isto diistirsa. onlara ekvivalent funksivalar deyilir.
Bu fozada norma

A
Hf”p = Ifl” du
l

kimi tayin olunur.

p = 1 oldugda ovval daxif ctdiytmiz Ly tozasum almis alurug.

L, fazast hahinda oldugu kimi timumi L, fozasimn xatti foza
oldugunu gostarmak tiglin toplama amolint

{8y = 8reg
va o adading vurma omalini
a: f/' = g(r]'

kimi gabul etmok kifayotdir.
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— VO AR __
Gostoracayik kil (1) Ly-do norma togkil edir vo bu normaya

nazaron tam {ozadir.

Biz 1lam fozanm torifini veracovik. Belo normallagnus -
zalart Banax fozalan adlandinriar,

{1}-in norma oldugunu gostormok G¢lin asagidaks mithiim
borabarsiztiklori geyd edoak.

4.2.2. Hotder barabarsizhiyi. Tutagq ki, f € L, g € L, p > 1

volfp+1/g=10ndafgeLivallfgll < IIfIl, - llgll,
Ishati. Twaq ki, « odadi 0 < @ < 1 sortini ddayon adoddir.
t = 0ii¢in
@(t) = at — t“
funksiyasma baxaq. Asanca gdstormok olar ki, 0 < ¢ < 1 olduqda
@ (t) <0 vot > 1oldugda iso ' (£} > 0 olur. Onda orta givmat
haqqindaki teorema asason () = (1) vo @(t) = @(1) hara-
barsizlivi. ancaq vo ancaq t = 1 oldugda dogrudur.
Buna géro do
t“<at+(l—-a),t=20 (2)
(2) boraborsizlivindo t = a/b (@ = 0,b > 0) qobul cdok vo
onun har torofini b-yo vursaq. alang:
a’h? < g a+(1—-adb. (3)
Sonuncu baraborsizlik, ancaq vo ancaq @ = b olduqda ba-
rabarliya ¢evritir,
Indi tutag ki, 1 < p < o0 v ]/p + 1/q =1

1 : "
a = }-olsun. Onda (3)-don
?

1 1
a]/p : bl/q <—-a+-b

p q
voAd=aPvaB =b'la isara ctsok.
AB < 1AP 4 2R (4)
p q
114



M, Ohm:ﬁ{i‘g v

olar. Sonuncu borabarsizlik istanilon A = 0 va B = 0 adadlon

{igin doprudur vo (4). ancaq vo ancag A7 = B9 oldugda boraborli-
ya gevrilir.

Forz cdok ki. fe€L, va g€L,. Olavo forzr cdok ki
AN, = 0vallgll, # 0.

Avdindir ki, fg hasili 6lgiilon funksivadir va (4)-do

_1f ()] 19|
A= /Hfup-’f— /nguq

gl _IfON | L9l
I lpllglly — plfIG  qllglhy
olar. Sag torofdoki hor iki toplanan integrallanan funksivalar ol-

gobul ctsak.

(5)

dugundan sol tarat do inteqrallanandir. (3)-1 integrallasag.
1 1
gl 1,

Wlllglly — P d
vo bununla da tlélder barabarsizlivini ishat ctmis olurug. U

1

Qcyd cdok ki H5lder barabarsizlivindaki p vo g adadlorino
(vontp > 1 vo ]5 + cl_r =1, vaxud da p + g = pg sortlorini 6doyon
p vo g adadloring} gosma adadlor deyilir. Aydindir ki, p = 2 ol-
duqda g = 2 olur. Bu halda bu adadlara 6z-6-iins qoyma ododlor
deyilir. Demoli, Lo-don olan iki lunksiyamin hasili L;-5 daxildir.
Bagqa bir maraqh cohoti do qeyd edok. L, {ozasinm p oleiisi
hesabi &l¢ti, L, = N (natural ododlor goxlufu), A4 g-cobri N-in
biitlin alt ¢oxluqlarindan ibarot oldugda 1, {(p = 1) ardicilhglar
fozasin almig oluruq. Bu halda [;-nin hor bir sinifi, ancaq bir
clementdon ibaroat olur.

4.2.3. Kosi-Bunyakovski-Svars barabarsizliyi

Opor fvog€EL,isoonda fg € Ly vo
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[ e

ffgdu Sflfgldu <ifliz - gl
X X

4.2.4. Minkovski barabarsizliyi .
Ogor fvoge€l,p2tlisoondaf +g€Ly,vd
Nf +gll, < Ufllp + llgtly (6)
Isbari. p = 1 hah askardir. Buna gora do p > 1 gobul cdok.
Avdindrr ki. f + g 6letilon tunksiyadur
if +glP < (Zsup{lf1.igID? < 2Psup{lf1”. 19|}
Onda integralin xassalorindon
If +9lP =1f +gllif +gI""' <
SUFIf + gt + 1glhf + g7 (7)
oldugunu gororik.
f+g¢€Ll, oldugundan [f +g|” €L; . homginin p =
(p — 1)g oldugunu novora alsaq.
|f + glP™" € L, Holder baraborsizliyini totbiq edorak
1/q

f”“f+mwumsnﬂu fV+gW1mdﬂ -
X X

=Ifll, - If +gliv’e.

Eyni ciir ist (7)-nin ikinei toplanam {i¢lin ctsok, (7)-dan
I+ gll% < NI+ gU % + llglillf + ghh/d =
= {If1, + Mgl Hif +glh’ (8)

oldugunu gorarik. JIf + gll = 0 iso (6) miinasibott  trivialdir.
Hf + gll # 0 iso (8)-don Minkovski boraborsizliyinin  isbatim
bitiririk. Burada p — 5 =p (l - %) =p- i = 1 oldugu norzord
alinmigdir. 0
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Avdindir ki. L, xotti tozadir va (1) bu fozada normadir.
Burada trivial olmavan normanm sonuncu aksiomudur. Bu da
Minkovski boraborsizliyvindan bilavasito alnur.

4.2.5. Tarif. Twaq ki. {f,} € Lyhor hanst ardieilhgdir, is-
tonilon & > 0 adading gora ela M(&) varsa ki. m, n = M (&) liglin

i = full <
olarsa. {f,} ardicithgma Ly, tozasinda fundamental vo va Kogst
ardicilhgn deyilir. & > 0 adadina gird cho ng(€) ndmrasi varsa ki
n = n,(e) tigtin
b= fll, <&
olarsa. onda devirlar ki, {f,} ardicilhigs L, tozasinda f lunksi-
vasma vigihr va
im f, = f
n—o0
kimi vazilr.

Normalasnus tozada istonilon Kogi ardicilhi@y vigilarsa.
hamin [azava tam fhza deyilir, Cox vaxt tam normalagnuy [azan
Banax {5zast adlandirlar,

4.2.6. Lemma. {f,} avdicilhgr L, fozasinda f-5 vigilirsa, bu
ardicilliq Kogi ardicilligidr.

Ishuti. n > n, (;) alsun. Onda

_ _ e &
“jm "j“ <Tz' r”ﬂl_f” <§
olur.

Demoli.

I = fally < WV = Fllp + 1 = fllp <.

Indi géistorak ki. L, fozasmdu ixtivari Kogt ardicithigr L,-nin
milovyon ¢lementina yigthr.

4.2.7. Ly,-da tamiiq feoremi.

I<p<wisnl,
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i, = fvw
X

norntasing nozaron tam normalasmis toza taskil edir,

Ishate. Ovvol eostarmisik ki, L, normalagsmuy (bzadr. L, -
nin tamlifnm edstarmok GgGn bu forzada ixtiyari {f;,} Kogi ardi-
cilliia baxag. Torifa gora. istonilon € > 0 digtin clo M{g) adodi

vardir kt. 1, m > M{(&) olduqda

1= hlPdu< =Rl <e? )
X

olur. Avdindr ki ¢lo {g,.} < {f,} alt ardicilhign vardir ki. hor bir
k € N figiin
Ngrer — gilly < 2k

g lunksiyvasin tovin edok:
i

900 = g, + )
k=1
Aydindir ki, g(x) dlgtilon funksiyadirva g{x) =2 0. x € X.

Grerr (X)) — gp ()] (10)

[Fatu lemmasina gors

[lyl”u‘,u < lim inff
. 17w

X X
Minkovski barabarsizlivini (113-a tathig etsak alarg:

i
i.%l'*‘Zian _ﬁ}kl'”}d#- {(11)
ko1

p n
f!glvdu < lim infjl!g]ilp + Xilgm - gkilpl =
X k=1
= ”gl ”;) + 1.
Buna pérodo F={x:x € X, g(x) <oo}isak € A vd
u(X\F) = 0.
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Demoli. (10) sirast sanki hor yerda yrpilirvo g - Xy € Ly,
Indi X-do f funkstyasim toyin edok.
FOO) = g1 + 571 (G () = g (3)) . X EE
5
f(x)=0,x&F.
s.h
lge! = ZT:J{LU}'H - gj| Sgvage—f
oldugundan majorant yifalma hagqmdakr teorema asason felL,.
\f = gil” < 2Pg"
oldugundan mojarant yigilma hagqgmdaki teorema asason
lim llge = f1l, = 0.

(9)-a asason m = M (&) va K kifayat ¢adar boyiik adad iso

J’ U;n - gklpd.t-‘l < &l
5

olur.
Iatu femmasini totbiy etsok, m = M (&) Gictn

J’Um — gxlPdu < lim ian' fn = gicl P < &7
o0
X X

Yoni {f,} ardieilhii L, normasina nozoran f funksivasma

vigihr,
3. L., forass
L, tazalar ila alagoli bir tozani da gevd edok.
4.3.1. Torif Ly, = Lo (X, A, ) torast dlgifan vo sank! hor

verda mohdud haqigi tunksiyalarn toskil etdiyt hiitim chvivalent

siniflardan ibarat (hradir. Burada ikt funksiva g éiglisting nazoran
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L~~~ -
sanki hor verds dist-tisto disiirlorsa. onlar ckvivalent oturlar va

cynt smifo daxil edilirlor.
[ € Ly . E€Avau(E)=0is
S(E) = sup{|f(x)|:x & E}

tovin edok.
Hfllow = Inf{S(E):F € A, u(E) =0} (12)

olsun.

Lo, - un hor brr clementing mithiim miohdud funksiva deyilir,

3.2. Tearem. (12) disturuna nozoron L, tam normalasmis
foza taskil odir,

Ishatr. Avdindir ki, L, xotti fozadir. Bundan basqa
Wl 2 0. 1100l = O valleflle = la| - I/l
i1l = 01sa.clo By € A dlgiilan coxtuglary vardir ki.
u(EL Yy = 0.belo kil [f(x0)] < % x €EGE = U2, Ey olsun. Onda
FeA ulE)y=0valf(x)I=0.
x & E. Demoli. sanki hittin x-lor tictin f(x) = 0.
f.9 €L,wsoch ELE, €A vardir ki,
u(F) = u(Fy) = 0. belo ki,

FOO < M lloox & Ey,
gl < llglw x & £,
Buna géra do
FO+ gl < liflle + llghe . x & (E U E,).
Buradan iso
If + gl < liflln + llgh

olur.

Indi gostarok ki, L, tamdir. Tutag ki. {f,,} Leo-da ixtivari
Kost ardierihindr.

Forz edok ki. M € A ¢la ¢oxlugdur ki, g(M) = 0. bela ki
x & M {iglin

UnG < lfllw.n =12,

120




O M. Ohmadov

Vo
100 + L < M — il

xeM . mn=12 .. Onda {f,,} ardicallige X\M ¢oxlugunda
mintozom vig.

f(x)=limf,(x),x &M
Vo

f(x)=0,xeM

gobul ctsak. gorarik kio folgilondir va

1fi = fllw = 0 {n - o).

Basqa séza. L, fozasi (12) normasina nozoron tamdr.
4. Tapswrqlar

1. 10,1 parcasinda tovin olunmug kostlmoy funksiyalann
xatth tozasinda hoar bir f funksivasi dgiin Ny (f) = [£(0)]
varim norma tavin edir. Bunu gostonn.
2 Tapsing 1-doki xotti fazada
N (f) = f[; VOOV dx (Riman imegralis
varnm normadar.

Indi n > 1 tigiin
0,0<x<(1-1/n)/2

1,-<x <1

N —

fulx) =
1
xatti funkstyadir, (1 - 1/n)/2 < x < 5
tavin edok. Gastarin ki, {f5} Kosi ardiciligidir, Bu ardiaillig N,
varn: normasina nazoaron heg bir kasilmas funksivaya yi@ilm,
3. fE€ Ly va £>0 adadino goro clo sada Sigiilon ¢
funksivast vardir ki, [|f = ]| < €.
Bu naticont L, {1 < p < o0} figiin da isbat edin.
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Bu fakt L, tozas Geiin da dogrudurmu?

dfel,l <p<wisn

F={xx e X |f(x)] =0}
coxtugu g-sonludur.

S.ofel,l<p<awv
Fo={cxeX |f(x) =n}

Gaostorin ki p{F,) = 0 (n - w),

6. Tuwtad k1. X = N vo u N-doki o-cobrda hesabi dlgadiir.

, 1
f(n) =~
n
gobul ctsok. f € Ly. Lakin 1 < p < oo Giglin f € Ly,
7. Tutag k1. X = N. A N-dokt o-cobrda A(n) = :":7 olan Glgii-

diir. daha dogig desok.

ACEY =) {1/112 n e f} .
Gostorin ki, A(X) < oo,
fndi tutag ki.
f(n) =~n
Gostorm ki [ € L, ancag vouncay 1 < p < 2 (iciin dogrudur,
8. Tutaq ki {X, A, w0} dlgtilon foza vo u(X) < wo. Olava frs
edok ki. f algtilon funksiyadir va
Fp={cxeX (n—1)<|fx) <n}.
Gostarin ki f € L. ancag va ancag

e

Z{ nu(k,) < w

el
oldugda mtimkdndir.
Daha Gmumi haldw. f € L, (1 < p < 0}, ancaq va ancay

[ea]

Z nPulk,) <

el
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oldugda miimktindir.
9. X = N vou hesabi olgli olsun. f € L, isd
fEL, 1T <p<s<ovd
1L < 1AL -
10. X = (0,00) va u X-do l.cbeq dlgtisii olsun.
F(x) = x"V2(1 + [logx])7" funksiyast Gglin [ € L. ancaq 1o
ancag p = 2 oldugda mimkindiir.
1. Tutag ki, (X, o4, @) Slgtilon lozaval < py < p, <o
igtin [ €L, vo [ EL,, . [shat cdin ki, p; < p < py
sortint ddavon p {iclin f € L.
2./ el,1<p<ovag€lLl,isafg el
gl < IUFl - Hgllen.
13, Lo (X, A, ) © L(X, 2, @) miinasiboli. ancag Vo an-
caq u(X) < o olduqda miumkiindir, g(X) = 1vo [ € L,

150
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V Foasil
Yigilmalar
1. Bozi mithiim yigilmalar

Biz indivo kin élgtiton funksivalar ardicilhglan iigiin bir
nega yigrhmava rast goldik vo miovvon anfurda onlardan istifado
ctdik. Indi daha iki mithiim vigiimava da baxacagiq vo ardicithigm
miixtoht vigiimalary arasindaks alagalari vermoava ¢aligacugrg.

Bu fosilds biz, ancag miavyvon (X, A, ¢) 6lcitlon fhzasmda
tavin olunmus hogigi givmatli {sadoea hagiqi) funksivalara diqgot
vetraeoyik.

Asanlig figtin avvaldon bildivimiz bazi vigilmalan vada
salag.

Tutag ki, {f,, } ardicilh@r va £ funksivass veriimisdir.

Y Istonilon ¢ > 0 adadi Gigiin mioyyon N (&) natural adadi-
nim varligmdan n = N(&) va x € X iin

I, (0) = f ()] < &
olarsa. f funksivasma { £, } ardicilli@ginia miintozom limiti devilir.
Bu cir vigiimanm

lim £,(0) 2 £(x)
kimi da isara edirlor.

27 Istonitan & > 0 adadi va x € X clementi itclin mioavyon
N (&, x) natural adadinin varhigindan n = N(&, x) iiciin

oGO = F(0)] < &

olursa, f tunksivasina {f,, } ardicilh@imm néglavt imiti deyilir,
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30 igtanilon & > 0 adadi Gigiin p(£) = 0 sortini Bdoyan
mitoyyon E € X ¢oxtugunun vo N(g,x) natural ododinin varhgin-
dan ixtivari x € X\E von = N(& x) Ugiin
() — fladl <«
alarsa. f-2 {f,} ardictdh@inm sanki hor verda limiti devilir. Basqa
séizla.
ulxx e x, lim f,00) # feaf=0

olarsa. onda deyirlor ki, {£,} ardicilli@n f funksivasina sanki hor
yerda yigihir,

Adaton bu vigiimam simvolik olarag

lim () = £(0) (5.h) (x € X)

kumi do isara edirlor.

Qeyd edok ki, ardicilligin 67 Hmitind miintozom vidtimasin-
dan hamin limity noqtovi vigilmast. niglovi yirmasmdan 150
sanki hor yerdo yigiimast bilavasito almy. [.akin bu dedikiorimi-
zin torsi homisa dogru deyildir.

Lakin X sonlu coxluq isa (yoni sonlu sayda ndqtalordon 1ba-
rat isa). ndgtovi yigiimadan mimntozom yigima alimr. X-do ancaqg
leiisii sifir goxlug, ancaq bos ¢oxlug 1so sanki hor verda wifid-
madan noglovi yigihna alumr,

indi cox vacib daha bir nego y1@rimalart toyin cdok.

4% Tutaq ki, (i} € Ly (X, A ) (p= 1) vo f €Ly, Isto-
pilon ¢ > 0 ododi dictin miloyyon N(g) adodinin varhgindan

n = N(¢) Ugiin
. , e
= il = ([ V= £ i) <
olarsa, f lunksiyasina {£.} ardialligimin Ly, monada limitl deyilir.

Bovzon do devirtor ki, {f,} ardicalligr f-0 p-doracadon orta yigihr.
p = 1 oldugda iso sadocd "orta monada yigihr” ifadosi igtonilir.




Funksional unaliz.

Tutag ki {£,} dletilon hogiqi funksivalar ardicilhiyn va f

-
5
hogigi dlgtilon funksivast (X, A, @) di¢iiton fozasinda verilmisdir.
V o > ( adadi ligiin

Jim pleix € X 1fi(x) - f(D)] =0} =0

oldugda [ funksivasina {f,} ardiclhiginn siciiva (0 oleiisiing)
eoro limiti deyihir vo
rllll'rolr fa(x) = fx) (polgisiineg géra) (x € X)

kimi isaro edilir.

Ayvdindir ki {3 ardictlh@y -5 miintazom yigilirsa,

x:x € X1~ F(0)] = o}

coxlugu miioyyon (boyiik) n némrasi tigiin bos ¢oxlug taskil edir.
Yani mintozam yvigilmadan 6l¢lya gdro vigiima ¢ixir.

Onu da qgevd edok ki, {f,,} ardicilltgmin L,-daf €L, funk-
stvasma mintazom (va demoali. néqlovi vo s, h.) yvigilmasindan L,
monada yigiimast cixmava da bilor,

Indi yuxarida verilon vigilmalant ayrica va dlagalt analiz
cdok, Bir torif da bizo tazim olacaqdir.

6", istanilon & > 0 adadi ticin w(F) = 0 sortint 6dayon
miloyyon £ < X ¢oxlugunun vo N (g, x) natural adadin varhigin-
dan ixtiyart x € X\F van,m < N(g, x) fgtn [f,,(x) — £, (x)] <
& olarsa. {f;,} ardicilhi@ina Glctiyo poro Kosi va va dlciive gora

fundamental ardicithq deyilir,
2. Sanki har yerdo yigilma
S.2.1. Teorem. {f,(x)} dlgtilon funkstyalar ardicithidn f(x)
lunksiyasma sanki hor verdo yigilirsa, f(x) funksivas: da 8l¢ii-

tondir.
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_ . L
Isban. Tutag ki, A clo dlgiilon goxlugdur ki, istonilon x € A

ugin
lim () = f(x).

Sorto eéra u(X\A) = 0. Avdindir ki f(x) funkstyasi A
coxlugunda dlgtilondir, Digor taraldan. dletist sifir olan ¢oxlugda
tstonilan hogiqi funksiva él¢iilon oldugundan f(x) funksivas: da
X\A ¢oxlugunda élgiilon olacagdir, Buradan isa /' (x)-in biitiin X-
da slellanityi ¢ixir, 1

Misal. f,,(x) = (—x)" funksivalar [0, 1} pargasinda toyin
olunmus 6l¢lilon funksivalardir. Bununla birlikdo bu ardiciilig
A=10,1) yanm intervalinda sifira wvigie. [0; T]\A = {1}
coxlugunda iso bu ardictlhg vigsinur £, (1) = (~=1)" .

Demeli,

s.it.
fulx) — 0
VO
#(10, INA) = p{1} =0

3.L, (p > 1) monada y18ilma

5.3.1. Tarif. {f,} c L, ardicilligs istonilon &£ > 0 adadi Giglin

N(&) natural adadinin varligindan m, n = N{¢) tgiin
1/p

kfon — fully = jlfm(x) — f(x)|Pdu < g
X

sortini §doyarsa, ona L,-do Kogi (va ya fundamental) ardictihif

deyilir.




Funkyional analic.

2.2, Tearem. Tulaq ki, p(X) < o va {f,} € L, mintozon
olaraq X-do f lunksivasina yr@ihr. Onda f € L, vo {f, } ardicillig
f-a L, monada yigihr,

Ishar. Tuaq ki, £ > Ova N(&) clo natural adadlir ki.

fx)—f)l<e(nzN(e)xeX)n>=N(e)iso
1/p 1/p

. — " ) ) P —
Vo= iy = [ 1) = FePanf <[ vanp =
X X
1
= eur(X),
yoni { £ }ardiedh@y Ly, -monada f-o yifithie. Avdmdir ki, f € L, 0
Ola bilor ki. {f,} © L, néqtovi alaraq (cyni zamanda sanki
hor verday f € L, funksivasina yigilsm, fakin g (X) < oo olsa da
bela L, -monada yigrmasimn.
Asagidaks teorem marag) kosh edir.
5.3.2 Teorem. Tutaq ki, {f,} € L, ardwaalhpy [ Glgiilon
funksivasma sanki hor verdo yigalir,
Ogor miloyyon g € [, lunkstyast ligiin
) <glx) xeX neN (1)
olarsa. f € L, vo {f,} ardicilhgr f-5 Ly-moanada yigalir.
Ishati. (1) boraborsizlivina pora |f(x)| < g{x) sanki har
verda dogrudur. g € Ly, oldugundan f € L, olur. Digar 1araldon.

sanki har verds biiliin x € X figiin

(X))~ fLOIP < 2PgP(x). (2)

(2)-vo osuson
; 2 - s5.h
im Un (x) - f(x)[p ;:O
00
va 2P gP € Ly oldugundan 1.ebeqin majorant yigilma haggindaka

teoreimd g6rd
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O )i A —
lim fifn — flPdu=0.
n—ow
X

Demoli, {£,} ardiciihifn Ly, monada f-o yighr. @

2.4. Natica. Tutag ki, u(X) <o va {f;} © L, ardictlifn
sanki hor verdo f funksiyasma yigihr.

Ogor miioyyan K sabit odadi tigiin

<K . xeEX nEN,

olarsa. onda f € Ly, vo {f,} ardichgr f funksiyasma L, monada
ytgthr.

Isban. u(X) < oo oldugundan sabit funksiyalar,
g(x) = K(= const), L, fozasina daxildirlor. =

Belo digtinmok olar ki, L, monada yigitmadan sanki hor
yerda yigthma alimir. Lakin bu dogru olmaya da bilor.

5.3.3. Misal. X = [0;1] . A ag-cobri bu ¢oxlugda Borel ¢ox-
luglar sistemi vo A burada lcbeq élglisi olsun. Asagidaki
par¢alara baxaq.

oo o] ] 2
o A o o]

f, 110 n-ci par¢amin xarakteristik [unksiyasmu isara cdok. f
cyniliklo sifir funksiyast olsun.
m(m + 1)
Rz (= 14244 m)
is0 f funksiyast dlglisit on goxu — olan parganm xarakteristik
funksiyast olacaqdrr.
Onda
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e e e e e
. . , 1
=11 = [if=rrar= [ippar= [ rars’
[0 [0,1) [o01]

oldugundan {f,} ardicithgs L, monada -5 vigihir. Indi tutaq ki
x € 10; 1] hor hanst ndqtadir. Onda {£,(x)}-in ¢lo alt ardicilhg
vardir ki hodlori ancaq vahid. digor alt ardicithgn vardir ki,

hodlori ancaq sifivdir. Yoni {f,} ardictllia: [0; 1] pargasiun heg
bir néqtosindy yigilmur, (Lakin {f,}-dm ¢la {fnk} alt ardictlhign
scgmoak olar ki.

lim o, () = f(x),x € X).

4. ()l(;iiyo gora yigilma

5.4.1. Torif: {f,} Olgiilon hoqiqi funksivalar ardicilhg;
istontlon o > 0 adadi iigtin
Him ,u({'x:x € X, Iﬁn(x) - fn(x)i >0g})=0

mmn—o
olarsa. bu ardicilhiga dlgtivo pdrs Kosi (fundamental) ardicithig
devilir,

Gostormok olar ki. ardicillgim ndqtovi vigilmasmdan (eyvni
vamanda sanki hor yerdo vifulmasindan) élgliya géra yipihmas
mimkiin olmayva da bilar. Lakin L, monada vigilma dlgiiya g
yigilman dogurur. Dogrudan da

En(o) = {x:x € X,/ (x) = f(X)| = 0}

150

f o)) ~ fiPdy > f fal) = FPdg > 0¥ ().
X

fplo)
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mokdir ki, u(En(J)) S 0{(n—o0) . voni {f,} ardiallidy f
funksivasima dlgiiva gora yifahr.

5.3.3, misahnda gostordik ki, funksivalar ardicillign 67 h-
miting dleiys pora yiiilmasina baxmayaraq. heg bir nogtada
vigilmaya da bilor. Buna baxmayaraq I Riss isbat cumisdir ki
{f,,} ardicilligy f -0 olgliys pdro yidilirsa. ondan [ funksivasia
sanki har yerda vafitan alt ardicilligq segmak ofar. B3iv. bundan daha
dmumi bir fakt ishat edocoyik.

5.4.3. Teorem. Tutaq ki. {f,,} 6l¢itlan hogiqi funksivalar ar-
dicihn dlgiiya gora Kosi ardietlligidir. Onda bu ardicithgm olgi-
lon haqiqi f funksivasma sanki har yerda vo dletya gors vigitan
alt ardicithgr vardir.,

Isbat. {f,}-don cla {gg} alt ardicillify segak Ki.

e = (X0 x € X, | gre (X)) — gi(0)| = 278}

coxlugu figin
.u(Ek) < Z—R
olsun.

Tutaq ki,

o
i=k

cta coxlugdur ki. £y, € A vop(F) < 2o k=),
Ogori =j = kvox & Fiso
|g:0x) — 9,00] € 19:00) = giaa O+ + [ () = g; (0|

1 1
+ ot —< (3)

zi—l 2J 2;'71

=<

olur.
F=0y F,FeEAvou(F)=0
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. Jmonaanans 0
qobul edak.

Aydmdir ki. {gj—} ardhellign X\F -da vigihr. f-1 asagidak
kimi toyin cdak.

lim g,(x) ,ogor x ¢ F
fGo) = {r*w .

Tayining géra

jf,i_{g 9;(x) = f(x) (s.h)

(3)-da § — oo limito kegok. j =k vo x € F, oldugunu nozors

0,0gorx€eF

alsaq.
1 1

F0) =g, S 55 < oy )

Bu da onu péstarir ki. {g‘,-} ardrcilligs f-0 F-min tamam-

lanmasinda mtntozom yigthr.

Indi gostarok ki, {g,—} ardicithgr £ funksivasina dlgliva gors
yiglir. Tutaq ki, € vo o miisbat adadlardir. k némrosini ¢lo boyiik
scgak ki.

p(F) < 27% D < inf(o, ¢)
olsun.

J 2 kiso (4) qiymatlandirilmasi géstarir ki.

exex|fl)-g;)|=0}c
S{xxeX|fx)- gi(x)|=2"%Vrcp

Demal,

U ({{x:x €Xf(x)—g;(0)| =2 U}) SR <e,j>k
yoni {g}} ardictlhgr f-o 8leitya géro yigihe. o
5.4.4. Natica. Tutag ki, {f,} dl¢iiva gora Kosi ardicillign
toskil edon &lgiilon haqgiqi funksiyalar ardicilligidir. Onda c¢la
oleiilon hoqiqi f funksiyast vardir ki, {£,} ardicilhifn f -0 6lgiivo
gora yigihr. f Iimit funksiyast sanki hor verdo veganodir.
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N 1 Gl =t L ——
Isbat. Biz bundan ovval gdstordik ki, f-o dlgliva goro
vipgilan {fnk} alt ardictlhpr vardir. {f,} ardicttligin Slgliys gora
vigilmasiny gostorok.

() = fu 0TS O = fi (O] 4 U (00 = a (0]
miinastbatindan
{x.x€X|f(x)- L) 20} &

c {x:x € X1 — [, (D] = E} U
U {xix € X ]f (0~ hi(0] 2 2}

oldugunu goriirik. Buradan iso {f,} ardicilligiom [ tunkstyasima
Glgtivo pora yigldigr abmr.
indi farz cdok ki, {f,,} ardicallign iki f vo g funksiyalarma
Gletiva gora yitler,
()= g < 1f () = L+ /() — gl
mitnasibatindon
fxxeX |f(x)—gl=zal &

c {xix € K11 (0) — fu(0 2 S}V
U frx € X1 — g (] 2 3

miimasibati alintr ki. buradan da tstonilon @ tgiin
p{xix € X, |f(x) — f](X)| >0} =0
olur. o = I\n,n € N gabul ctsak. f ¥ g .

5.4.5. Teorem. Tutag ki, {f;} © Lp iunksi_\_‘u]m' addcilhgr f
funksivasina olgtya gira vigihr va g € L, clo funksivadir ki.
sanki hor yerdo

| (] < g(x)
olur. Onda f € L, vo {f;,} ardicilis f funksivasima L, manada

vigrhr.
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Isbatr. Ogor {f,} ardicilhif L, monada [ funksivasima

vijalomrsa, {f; }-inelo { g, } alt ardicilhgr va e > 0 vardir ki
Hg.f( 71('“1) = E'k CN. [\5)

{g.} ardiallipy {f.} -in alt ardiallizn oldugundan {g,}
ardhicilhpy f-o olgtivo oro vigihr, Onda 5.4, 3 eoreming g
{gi} -nm el {h} alt ardiallhign vardir ki. mioyvon bhir A
funksiyvasma sankt hor verdo va dlglya goro vigtln.

344 noticastng goro A5 £ £k, ) ardicilhipn £ funksivasina
sanki hor verdo vigildigindan va g lunksivast bu ardicilhg tGgtin
majorant oldugundan 5.3, 2, tcoremina gora

”hr—f”p _)U(T_)OO)

Bu1sa (3) miinasibatinn 21ddir.
5. Sanki miintdzom y1gilma

3450 woremindy geyd olundu ki, Koyt ardiaillién taskil
cdon hor bir olgilon hoqigi funksivalar ardicihigmdan cla ah
ardiailhg seemok olar kic bu sonuncu ardicilhg olgtistt kitas ot
godar kigik milayyon  coxlugun tamamlanmasmda miintozon
vigtlar, Bela gdriing bilar ki. miintozom vigilma élgtist sihr olan
coxtuqgdan konarda bag vern hilor. lakin bu hamisa dogru devildir,

5500 Tarifs Tultaq ki. {f,} életilon hogigi funksiyalar ar-
dicilhigr va f dletian funksivadir. Ogor har bir ¢ > 9 adadi Ggiin
clo Ey € A coxlugu varsa ki. p(Es) < 8 oldugda {f,,} ardicilligs
[ funksivasina X\ Fys coxlugunda mintozam  vigihirsa, onda
devirlor kio {f, }ardicidhi@r f funksivasina sanki miintozom vigihr,

Qgor har bir ¢ > 0 adadi ligtin ¢lo £y € A coxlufu varsa k1.
u(Es) <& oldugda, {f,} ardicith@gr X\Es coxlugunda mimtazom
vigthirsa, {f,,} ardiclligina sanki miintozom Kosi (va va lun-

damentaly ardicsIhigr devilir,
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5.5.1. Lemma. Tutaq ki. {f,} sanki mintozom Kogi ardi-
cilligidir. Onda elo f dlglilon funksivas vardir kic {f,} ardicillifn
[ funksivasma sanki miintazoam va sankt hor yerda vigihr.

Isbatt. k ndmras: iiclin £, c¢lo dlgiilon ¢oxtug olsun ki
p(Es) < 27K Varz cdok ki {f,} ardweilige X\E, ¢oxlugunda
miintozom yrfulr, Tutag ki

Fo = U B B € Avap(F) <27
Qcevd edok ki {f,, )} ardicrlligr X\F, © X\F, L;o,\lugundu
miintozom vifihr, g, funksivasint asagidaks kimi toyin cdok.
Bm f, (x) . ogor x € Fy
g () = fre
0,0gor x €F,

Avdindo kic {F,} ardiadhgn azalandir va Fo= N5 g s

FeAvoullr)=20.
h<lk,g,(x)=g.(x). (x€l,).

Demali. {g,} ardicllidgn biitiin X -do miayyon Slgiilan f

funksivasma dlgliva gora vrgihir x € 1, isa
[(x) = g, (x) = lim f,(x)
i

Basqga sozlo.

lim f,(x) = f{x), x € X\I.
n--von

Y oni

lim £, (x) (X))

Indi tutag ki. & > 0va k ¢la bovitk nomradir ki, g %1 <
£ Onda w(F,) < e vodemalic {f, ) ardicilhign g, = f funksiyasia
X\F, voxlugunda mintozom yvigihr,

5.5.2. Teorem. {f,} ardicithign f lunksivasina sanki miinto-
com vipihirsa, homin limite dlgiiva gora da vigthe. farsma. {h,}
ardicilli@r b funksivasia olgiva gora vigihisa, bu ardiailhgdan
ela ait ardicithy segmak olar kio b funksivasima sanki miintazom

vigilar.
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Isbart. Tutag ki. {f,} ardicillig) £ funksiyasina sanki miin-
tazom wigihir. Fory edok kio o vo & misbhot adodlordir. Onda ¢la
ke € A coxlugu vardir ki, u(£,) < & va {f,,} ardicithgr f funk-
siyastna X\ £, ¢oxlufuna miintozom yigithr. Demolic n kilayval
qodor boyiik natural adod isa {x: x € X, |f,(x) — f(x)| = o} cox-
lugu £, ¢oxluguna daxil olmalidir. Bu iso o demakdir ki. {f,,}
ardicilligr f funksivasina oletiva edra vigihr.

‘torstna, fors edok ki {A,, } ardicilhi@s b funksivasima élgiivo
eoro vigthr. 543 1eoremino giro {Ay,}-in clo {g,} aliardiclhig
vardir kK1 g funksivasina 6l¢lyva géro vigithr va 3. 4. 3. teoreminin
isbatl gastordi k1. bu viftlma sanki miintozom vigilmadir. {g,}
archerlhpn dlgtivo pora h va g funksivalanna vigildigimdan 5. 4. 4
naticasing gora b 57 g

Demalic {hy,} ardicilligm {g,} altardicilhigs A funksivasima
sankt mintozom vigihr, ¢

Qeyd edak k1o 3520 reoreming gord har hansi bir ardicillig
L, monada vigiliesa, onda onun ¢lo ahardicilltgr vardir ki homin
fmito sanki mintozom vigilir,

Onun torsic hamiga dogru deyildir. Yoni sanki miintazom
vigiima L, monada vigilma dogurmava da bitar. Ogar ardicilliq
L, funksivast ila mahduddursa. onda bu hal miimknd(ir.

33010 lemmasimim bir hokmi do budur ki sanki miintazom
vidilma sanki hor verds vi@ihmany doguerur. Lakin bunun torsi
honuso dogru devildir,

Agagrdak fakt maraq kasb cdir.

5.5.3. Yegorov teoremi. Tulaq ki, p(X) < oo va {f,} oleiilon
hogtgi funksivalar ardicilligr 8lgilon hoqigi £ funksivasma sanki
hor verda vigihir. Onda {f,,} ardictihign /7 funksivasma hom sanki

miintazom va ham do dleiiyo gora vipihr,
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Isban. Umumiliyi pozmadan forz edok ki. {f,, } ardscslhgs X-
in hor bir ndgtosinda vigihr,

m,n € N némrolari (iclin

o

. : . 1
Eatm) = | {xex € X100 - FG01 = =
k=1
coxluglanm toyin edok. B, (m) € A va E (m) € £,(m) .
fi(x) = f(x) (n = o, x € X) oldugundan

ﬂﬁn(rn) =0,

net

u(X) < oo sortindon 133 y(!:'”(;{)) =0 (n—ow) ol
8 > 0isa k-1 claseeok ki

i (B, (m)) <8/

olsun.

Es = Uin-y By, (m) ¢oxluguna baxaq. Onada Ey € s v
u(ls) < & olur

x & Egiso.x € B, (m)vademali.

fo(x) = FOO] = i—l > ke

Demoli. {fi} ardieilhgn Fg-nim tamambanmasmda miintazom

vigihr. o
3. Tapsiriglar
Asagrdakr tapsinglarda (R, B(R), ) dletilon fazast R haqig

oxunun B(R) Borel ¢oxluglar sisteminda A febeq dlelisit 10yin
olumus thzad. Bundan basqa 1 < p < oo,
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e e e e e e .,

1.

i

0.

Jutag ki f, = Tt‘””}(lml. Bu ardicilhdm sifir funksivasima

mintozom  vigildifime, lakin L, (R, B(R), 4) monada Vil

madiiimm gdstarin.

Tutag KiL f,, = n}(llgl, Bu ardicligm sifir funksivasima sanki
nnl

hor yverda yvididdidne Jakin L, (R, B(R), A) manada yil-

madifm gdstorin,

Gostorin kio 1 va 2-daki ardietiglanm har birt 67 limitlarins

dlgiiva pdra vigihrlar,

Tutaq ki {f,} dletilon hoagigi funksivalar ardicsilidn miiavyvon

[ tunksivasina sanki hor verds vigthr, Gistorin ki, {f,, } ards-

cilligmin g(x) olgllon hagigr Tunksivasma sanki hoar verda

vigilmast tigiin zoruri vo kafi sart £ g olmasichr,

Isbat edin ki 4 tapymir dletiva eora vigilma hal Geiin do

dogrudur.

{1 ardicttlion £ funksivasma vo bu ardialligim har bir

ahardiailhipr g Tunksivasina sanki har verda vigihirlarsa,

[l

Tutag k. fy, = nyjgn - Gostorin ki Yegorov teorenmimdoaki

asas X goxtugunun p{X) < oo sartini atmaq olmay,

Gastorm K Fatn lemmasinda sanki hor verdo vigilmam 61-

¢lyvo worp vigma ilo avar ctimok olar,

Gaostorin ki Lebegim majorant yigilma haggindaky tearemin-

do sanki hor verda vigitmam dletiva eédra vigima 1la avoar et

arak olar,

CTutag Kb (X, A ) dlgtlon Taza v p(X) < oo f Olgiilon

funksivasy tein

A i/l
d(f) = | ———=du
|
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tsara cdok. Gostarin kil {f;, } dl¢tlon haqiqi funksivalar ardicil-
Liginn £ funksivasina dleiiya girs vigiimast figtin zorurt va kali

sarl

d(f, — f) = 0(n — o)

olmastdir.

1. Futag ki {f;,} 6lgtlon hagigt funksivalar ardicithgs £ 6lgtlon
funksivasina sanki har yerda vigihr vo @ R — R Kasilmov
funksivadir.

Onda {@°f,,} ardicihi@r @°f Tunksivasma sanki har yerds vi-
gilir.

CGostorin ki 1T tapsir@da @ funksivasunn Kastlmoazlivin
miintazom kasilmoazlikla va { £, ardicdhginm sanki har yerda
vigiinasing sanki mitntazom va éleiya eiro yigilmalarla avar

ctmoak olar.
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VI Fosil

Mohdud variasiyah
va miitlaq kasilmoaz funksivalar

Bua fositda rivarzi analiz kursundan malum olan agsagidak:
mithiim baraborliklarin Lebeq manada comianan funksivalar Ggiin

dogru olub olmamasint arasdiracapq:
X

fi"(t)dt = f{x)— Fla) vVt € [a, b], (1)

d - , B .
» f FOdt = f(x) . (2)

Burada f funksivas: {a, b] par¢asinda kosilmor, F iso hu
pargada Kositmaz téramosi olan funksivadir.

Coumivyatla,

X
o) = [ fW0de @)
[#

Lebeg integrahnm bir funksiva kimi vuxan sorhads gora
xassalorint Syronmok Gigin bir vacib hah qeyvd edak. Foarz edak ki
fola, bl — [0,90). Avdindir ki. bu halda ¢ (x) azalmavan tunk-
siva olacagdir. Digar tarafdon har bir comlonon funksiya iki manfi
olmayan comionon lunksivammn targi soklinda gostarila bildivin-
don. yoni f = f* — f7 oldugundan (3) imegrali ki azalmayvan
funkstyamn forgi soklinda gostoritir. Bu da o demoakdir ki, Lebeg
inteqralimmn bir funksiva kimi yuxan sorhada nazoaron tadgiyi

avazindg bu tip monoton fumksivamm Gyronilmasi kifavat ota bilar.
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1. Monoton funksiyalar

6.1.1. Torif. |a, b| pargasinda tovin olunmus f funksivas

istonilon x; < x, {iglin
flx) < fxy)

olarsa, ona azalmayan (monoton azalmavan) tenksiva deyilir.

Indi tutag ki, £ hagiqi oxda tayin olunmus funksiyvadir. Ogar
asafidakr limit

hlh?)"{ flxo+h)(h—- 0" = h>0vah - 0)
varsa, ona f funksiyastmin xp nogtosinds sag limit deyilir va
f(xy + 0) kimi isaro edilir, Yoni
flx, +0) = hl_ifz;L f(xo + h).

Analoji olaraq f funkstyasumn x nogtosinda f(xg — 0) sol

limitt tovin edilir:
f(xg—0) = hli%%)_ f(x,—-h).
f(xg —0) = f(x, + h) miinasibati f funkstyasmmn x, ndglasinda
va kosilntozlivini, ya da aradan qaldinfa bilon kosilonliys malik
oldugunu gostarir. Sag vo sol hmitlorin varhigr sartilo
flxg—0) # f(x, +0)

olduqda. x; noqtasino  1-¢i cins  kositmo  ndqtosi  deyilir.
f(xg—0)— f(xg + 0) lorqind iso f [unksivasmin xq néqasinda
sigravist devilir. f(xy) = f(xy — 0) otarsa. [ lunksivasina x;
noqtasinds saldan kostlmoz, f(xy) = f(x, + 0) oldugda iso bu
funksiyaya xg ndqlosinds sagdan kasilmor {unksiya deyilir.

Monoton funksiyanm bazi asas xassolarini qeyd edok. Umu-
miltyi pozmadan azalmayan funksiyaya digqot yetirocoyik.

141



Funksional analiz,

6.1.2, Teorem. |, b| par¢asinda oyin olunmusy hor bir azal-

mavan f funksivast dlgiifon vo mabdud funksivadir. Bagqa sizl.
bu ciir funksiva comtonondir.

Isbati. £ azalmayan funksiya oldugundan

flay < fx) < f(b).
Bundan basqa, ixtivan ¢ sabit adodi iigin
A. = {x: f(x) < ¢}

coxlufiu va parga. ya vanm interval olur (bog coxlug da ola
bilar). Tutaq ki. A, # @ vo d = sup A.. Onda A, va ta, d] pargasy.
vaxud da ja, d) vanm intervah olacagdir.

6.1.3. Teorenm. Monoton funkstyva. ancay 1-ci cins kasihmo
nogtatoring mahik ola bilor,

Isbatr. Tulaq ki. xy € @, D] vox,, = Xo . X, < x5. Onda

fla) < f(x,) < f(h)

(imumilivi pormadan f-t azalmayan gabul ctonsik), Yont {f(x,)}
ardictllign asagidan vo vuxandan mohduddur. Buna gora do by
ardicillig hee olmazsa bir limit négtasino mabikdir. Digor toraldon
monoton ardicithigm bir nega limit négtasing malik olmast mam-
kiin devil. Demolis f(xg — 0) vardir. livni qayda tzro gostoriliv
Ki. f(xp + 0) sag limit do vardar. o

6.1.4. Teorem. Monoton funksivanin kosilmo noqtalor an
¢oxu besabi ¢oxlug taskil edir.

~Jsbatr. Dogrudan da f monoton funksivanin |a, b| parcasin-

da istonilon sonlu savda sigrayislarmm comi f (a) — f (b} ododini
asmir. Demoli. istanilon n adadi Ggtin giymoti %-dnn bévitk olan
sicrayislarin sayt sontudur. Onda sigrayislarin Gmumi sayr sonlu
vd va hesabi olacagdir.

6.1.5. Tarif. Tutag ki. x,, € la,b] (n = 1,2, ...) vo hor bir x,,

noQLasing
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Zh” < o (4)

sortint &davan h,, > 0 adadi cavab verir. |a, b pargasimda tayin

olunmus

h(x) = Z h,

XX
funksivasina sigrayrs funksiyast devilir. Bu funksivanin bozi
xassolorini qeyd edok.
1" h(x) monoton azalmayan funksivadir.
2% h(x) hor bir x € |a, b] néatasinda soldan kasilmazdir.
1" xassosi askardir. 27 xassosinin dogru aldugunu gostarak.
Qevd edok kil A funksivasing
h(x) = z hn
XnSX
kimi tovin ctsak. o sagdan kasilmaz funksiya olacaqdir,
Indi (4) sorti ila tayin alunmug A(x) (unksivasim arasdirsag.
h(x —0) = Jijﬂ Alx — &) = Iim Z hy, (5)
X <X —E
oldugunu gorarnk.
Digor torafdon x,, < x isa kifayvot godar kigik & > 0 adadi
Uglin x, < x — ¢ miinasiboti do ddonacokdir, Buna gira do (3)
miinasibating gors
h(x - 0) = lim Z h, = h(x)
xn<x
olacagdir. Bu tsa 2" xassosinin dogrulugunu géstorir. OJgear x ndg-
tast x, noquolorindon biri ilo Gst-iista diigorso, masalan, x = x,,

olarsa,
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h(xnﬂ + 0) = lim h(x + &) = .!“R Z Ry, =

£-0*

<Xy, tE

= #, (6)

XpSX
{3) v (0)-ya giro
h(xn“ + 0) - h,(xnu - O) = Ry, .

Bu axirmer iso o demakdir ki. A{x) funkstvasinm koasilmo
noguolari goxlugu {x,} goxlugu ilo Gst-tisto diigiir vo x;, négtasinda
onun sigravist A,-d barabordir.

Avdmdir ki. istonilon n némwosi figlin x # x,, olarsa. x
noqrasinda h sigrayis funksiyast kasilmazdir (isbat edin).

Bazi misallara baxaq.

a) Kasilma noqtalorini xy < xp < -+ < X, < kimi diizdiikds,
bu kosilmo nogtatoring malik pillovari funksiya sigrayig tunk-
sivasidir,

) Tutaqg ki. {x,,} ¢oxlugu fa, b] pargasindak: biittin rastonal

nogtotorindon iharotdir. f, = l/zn oldugda

1
A = ) o (7)

Xp<x
funksivast sierayts funksivasidir. Gostormok elar ki, bu funksiva
rasional noqualarda kasilon. irrasional nogtotorda isa kasilmazdur.
Bir mithiim teoremi geyvd edok.

6.1.6. Teorem. Soldan kosilmaz hor bir monoton {azaima-
van) funksivam kosilmoz monoton funksiva va (soldan kasilmoz)
sicravis funksiyasmm comi soklinds gdstormok olar. Bu ayvrihg
vepanadir.

isbati. Tutaq ki, f soldan kosilmoz azalmayan (unksiyi
Xi,Xg, .., %, .. bu funksiyamn  kosilmo  ndqtalort - wva

1/

hq, hz, e, h?

.+ - onun bu niqialards sigrayislandir.
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H(x) = Z h,

Xn<x
olsun. Aydindir ki. ¢ = f ~ I azalmayan kosilmoz funkstyadir.
Dogrudan da, x < x" figiin
") —@(x)=1f(x") = f(xD)] = HIx") = 1D

Bu ifadonin sag toroli {x,x | pargasinda f funksivasmmn

tam artimu ko onun bu pargadaky sigrayistarinin cominin forgindan
ibaratdir. Bu ifado moanh deyildir, yont
p(x") —@x) = 0.
Basqa sozla, ¢ {unksiyast azalmayandir. Indi tatag ki, x ix-
tivari ndgtadir. Onda

PG —0) = f(x~0) = Ix = 0) = f(x=0) = > hy,
@(x+0) = flx +0) — H(x+0) = f(x +0) — Z By

X <X
Demoli,

px+0)—@px—0)=fx+0) - f(x)-h =0.

Burada h adadi /f funksivasiun x nogasinda sigravissdir. f
va H soldan kasilmoz olduglarindan (6) miinasibati ¢ funksiya-
smin kosilmazlivini gdstorir. ¢

2 . Monoton funksiyanin diferensiallanmasi

Monoton funksivamn téromasinin varbgim aragdiraq. Bu-

nun figitn bazi mithiim anlayiglart tavin edok.
Molumdur ki, f funksiyasinin x; noqtosinds  18romosi

X — xq oldugda
f Q) = fx)

X — X

(1)
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nisbatimin limitt ilo tayin olunur. Bu limit olmaya da bilar. Ancag

asagidakt kimt toyin olunan 4 komiyvotin hamisa monas: vardir.
Bu komiyyotlor sonsuz givmotlor do ala biloslor,
6.2.1. Torif. Tutaq ki. f:|a, bl — R.
(V) — flxy) .
{Ly—mf—m(—:xo <y<xy+d
Y= Xy

adadma (yvuxart fimite) £ funksiyasimm xy € |a, b} nigtosinda

D f(xy) = lim sup

S0’

VUXar: sag toromosi.

D, f(xy) = lim inf
(5 1

—{)

fO) = flxe) \
{—y—_x—()—.x0<y<xg+(‘)]

adadima (agagr imito) iso £ funksiyasinm asapr sag téromosi deyi-
lir. Oxsar olaraq. yvuxarn sol vo asagr sol Gromolari do tavin

olunur.
D f(xp) = lim sup {M:xn —d<y< x} ,
840" yY—X
D_f(xy) = lim inf{M:xo —0 <y < x}
§-0! Y Xy

adadloring iso f funksivasmn x nigtosinda (xy € |a, b)) uygun
ularaq yuxart sof toromasi vo asagr sol tromosi deyilir.
Oxucuya funksiyanin bir tarolli toramolari malumdur.,
+ — -
D" f(xg) =D, fxp)
oldugda f funksivasmin xy ndqasindo sa@ téromosi vardir. Bu da
aydindir ki, funksivanin hor hansi bir niqtads bir tarafli téramo-
lorinin varh@mdan onun bu nigtada diferenstallanan olmast ¢1x-
mir, Masalon. f(x) = |x| funksiyas: x; = 0 noqtasinda diferen-
siallanan deyil. Takin
fO-0)=~1,f0+0)=1.
(1

xsin ,ogor x #= 0

F(X) — ( /X) g‘

funksiyasina baxaq.
O,agorx =0
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L
Burada x, =0 . D" F(0) =1 . D F(0)=—1 v hor bir x

tgtin

D.Fx) <D Fx),

D_Fx) <D F(x).
Indi asas magsodimizi ifada edan teoremi gevd edok.
6.2.2. Teorem (lLcheg). ja, b
azalmayan f funksiyasimin bu pargada sanki hor yerda sonlu téra-

parcasinda toyin olunmus

masi vardir.

Bu tcoremin isbati Vitali lemmasi adlandinlan bir lemmava
asaslanir. Ovvolea bir anlavis daxil edak.

6.2.3. Tarif. Twaq ki, £ € R vo J mioyyvon intervallardan
ibarat ailodir. Hor bir x € £ vo £ > 0 {igin

p(l) < ¢
va x €1 sortlorini odoyon } € 7 intervali varsa. 7 ailasing £
¢oxlugunun Vitali ortlivi deyilir,

6.2.4. Lemma (Viiali ovtinan hagguda). Tatag ki, E € R va
#(E) < oo Jailost E goxlugunun Vitali drtividiirsa, onda hor bir
£ > 0 d¢in 7 ailosindo elo sonlu savda dizyunkt {111 < k < n}
intervallar kiillisi vardir ki.

n

o (E\ U Ik) <e.
fe=-1

Olava 7 atlasinda clo {L} (dizyunkt) intervallar ardretlhg

,u‘(E\OIk):U,
P

Isbatr. Umumiliyi pozmadan 7 ailasinin hor bir | clementini

vardir ki,

gapali va dlglsii sonlu olan clo agiq V ¢oxlugunun varhgmt gobul
ctmok ofar ki, I © V olsun,
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Tutaq Ki. I, byl €7 vo Innly=0m#n . £<

UF_, I olarsa, lcoremi isbat olunmus hesab cimoak olar. Belo

fin:{l:le,ln( lk):(b},
U

a, = sup{u(D:1 € 7y}

olmasa.

gobul cdok.

U I qapah ¢oxlug oldugundan. 7, # @ vo demoli
a, > 0.1, €7, clasecak kicp(hy41) > @, /2 olsun. Bu prosest
davam ctdirak. Bu halda ya miloyyan n nomroasi iigiin

n
EgUIk
k=1

olacaqdir ki. bu da teoremin isbatt demakdir. Yaxud da 7 ailosinin
dizyunkt pargalardan ibarat {I} ardicilhigmn toyin cdocoyik. Bu
halda

Z plly) = p (U Ik) <uV) <o
i1 k=1
oldugundan
Jim (1) = 0

vo mioyyon n ndmrost l¢iin

> )<z (>0
k=rn-+1
olacagdir.
A= E\ U¥_; | isara edak. Gostorok ki u7(A) < e llor bir
k > n tcin 7, tlo pargasimin morkozi il Ust-Usto diison vo
1(7,) = 5u(l,) (burada p parganin uzunlugudur) ofan pargani
isara edok. Onda
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H CJ I | = i u(d) = i S5u(ly) < e

k=n+1 k.om+1 k=n+1
L.emimarun isbatr iglin

e

AgU]k

et 1
oldugunu gdstormok kifayvotdir.

Tutaq ki. x € A7 aitlost E ¢oxlugu dgtin Vitali Ortlivi
oldugundan clo 1, € 7 parcast vardir ki x € 1,. Miayyon k > n
Ggln I, N1, # @. Dogrudan da belo olmasa hittin k& némralon
tciin e, = u(l,) olacagdmr ki. bu da

0 < lima, < hm 2ull, ) =0

k—wo

faktina z1ddir.
Tutag ki. m cla kigik némradir ki. I, N1, #0vom>n.

I, € 7,,_; oldugundan

Ju(lx) Qp—q < Z#(!m)
¢ |, par¢asimin morkozi 180

|X - CI < M(lr) + 0. 5#(]1)1) < 2 5#(!)”)

olur. Bu da o demakdir ki, x € 7,,,. Bu iso lemmann ilk hékmi-
niin dogrulugunu gdstorir.

Yuxaridaki mithakimaya gora

n e

k=1 k-mn+i
oldugundan
o
u F\Ulk <H( U e | < Z Hey
k=41 o+
olur. Sonuncu munaslhm istonilon n noémrost Gelin dogrudur.
RLv g

v (7)) sirast viglddigimdan N URL 1 goxiugunun 6lglsi st-

fir olacagdrr. Bununla da teorem isbat olundu. .
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Indi Vitali ortivit hagqindaks  lemmamn kémokliyt s
vuxarida geyd etdivimiz Lebeq woremini isbat eda bilarik.

Bunun ticlin asagidaki lemmant da 1sbat edok.

6.2.5. Lemma. Tutag ki, f |a, b] pargasinda azalmayan
funksivadir. Onda |a, b] pargasinda sanki hor yerds biitin dérd
D (), D.f(x)va D f(x), D fx) téramalori vardar,

Isban. Qevd olunan téramalor monfi olmadiglarndan sanki
hor verda {a, b| pargasinda Df(x) < wvaD fx) <0 oldufunu
postormok kifayotdir. Bunun {iglin D' f toromosing baxacagig. Di-
cor hallanm isbati buna oxsardir. Tutaq ki,

A={x:x€lab)yD f(x) =0}
vau Ay =a >0

M > 0 adadini clasegak ki. M €/, > f(b) — f(a) olsun.

Hor bir x € A figiin cls azalan {y*] ardiathgr vardir ki
Vi = X (n - v

fy) — 0
Y, X
olur, Asanca pormoak olar ki
{Jx.y:hx € A,n > 0 tam adadlordir}

> M(¥n)

kiillisi A goxlugunun Vitalt ortiiyvidir. Onda Vitali oty hag-
qindakt temmayva asason elo dizvunkt {{x;, y |1 1 <1 < nj pargular
kitisi vardir ki,

n
Z(y: - x;) > “/2 .

f.akin onda
n

n
Z (Fv) - fx)) = Z M(y = x)) > M- %y >> f(b)~ f(a)
i1 i1
olcagdir ki, bu da ziddivot tagkit edir. Demoali, pr (A} = 0.

Indi Lebeg teoremint ishat eda bilarik.
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S el ot
6.2.2. Lebeq teoreminin ishati. Aydmdir ki, f funksiyasimn

diferensiallanan ola bilmast iigiin geyd olunan dird 16ramo sonlu
v borabor olmahidir, Bunun Ggiin avvalki lemmaya asasan bu
dord toramonin sanki hor yerda borabar olmasm gdstormok
kilavotdir, Biv gdstaracovik ki.
A={x:x € (a,b),D,f(x) <D'f(x)}
coxlugunun dleisit sifirdir. Digor romalorin uygun kombinasi-
valary figiin isbat oxsardir. Tutag ki. g7 (A) > 0. Onda clap oy
rasional adoadlart vardir ki,
B={xx€AD,f(x)<p<qg<D'f(x)}

coxtugunun xarict dlgisii, voni @ (B) = § > 0 olacagdir. Tutay
ki. e > 0. Onda elo V € (a, b) agtg ¢oxtugu vardir ki, B € V va
(VY < g+ € (isbat ediny. flor bir x € B va n némrasi digiin ¢lo
vivardir ki, x <yr < x+1/no |y €V

flvi) — 1)

— L <p

yi = x
Avdindir ki {|x,y2]: x € B,n > 0} kiillisi B ¢oxlugu figiin

Vitali ortiiviidiie. Vitali ortlivit haggmdaky lemmaya asason bu ciir

parcalarm ela dizyunkt {!xi,y}|: 1 < i<} killisi vardir ki

tr
w (H\ U[x,,y(]) <e.
i
Buradan 1%

m n

Z (/'(y() - f'(x,-)) < IJZ(y, —x) <puV) <p(f+¢)
tod i1
olur,
Tutag ki, € = B0 (UM (x, v,.)) vo geyd edak ki g (£) >
[ — & Horbir u &€ € va n ndmrast Geitn elo vy vardir ki, mitoyyon
{ némrast tgiin
u< vl <u+1/n,|u vt C (x,v)
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e e e e ]

Vo

fon) —f(w)
uo__ > q
v —u
alur.
flu,v;ue C,n>0} kathsi € ¢oxlugunun  Vitali
orilividdiie. Vitah ortiivii hagqgmdakr femmaya osason bu cli
intervallann ¢lo dizyunkt {qur v, ;1 < j < n}kiiilisi vardir ki

Z(v () —«

olur. Bu halda

Z [[(v}) - f(u,-)) > QZ(U[ —u;) > qu(C) — &) >

> q(f — 2¢).
Hor bir 1 <i<m tdigin m = {j: i, v;] © (x,y,)} isard

cdak. f azalmavan funksiva oldugundan

q(f —2¢) < i (f(vj) — [(uj)) -
z > (r) - 1) <

=1 jET;

< Z(i () = F(x)) < pB +¢)
i1
olur. & > 0 ixtivart oldugundan gf < pf olur ki bu da p <y
sartino ziddiv. Teorem isbat olundu. 1
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e
3 . Mohdud variasiyali funksiyalar

Ovvallar qevd etdivimiz kimi Lebey mtegralimm yuxars sar-
hada gdra diferensiallanmast monoton funksivalarm forgi yoklinds
gostarilan funksiyalar sinifinin Gyranilmasina gatirntb ¢ixany, Indi
bu funksivatar sinifini monotonlug  anlayiga asaslanmadan
dvranacoyik.

6.3.1 Tarif. Tuaq ki. f lunksivast |a, b] pargasinda toyin
olunmusdur. |a, b| par¢astm

a=cyp<dy<e <dy . <oy <d,=b

nogualart ilo no ciir baltinmoasindan asili oImayuray
.
D) - el <c 0
k.21

borabarsizlivini 6davon € adadi varsa. f funksivasia mahdud
variasivall (mahdud dayigon) tunksiva deyilir,

Avdindir ki. monoton funksiva mahdud variasiyvahidr. Clin-
ki (1)-in sol tarali bélmonin segimindan asile devildir va f(b} -
f(a) -va borabardir. Ilomginin mahdud variasivali funksiya
mohduddur.

6.3.2. Tarif. Tutaq ki. f/ mohdud variasiyah funkstyadir,
{a, b) pargasumn biitiin miimkiin sonlu bélinmalart trzra (1) coami-
nin dagiq vuxar sorhading f funksivasiin tam variasiyvas) (tam

dovismasi) deyilir vo
V(f da,bl) = supd Y If (d) = £(€)
k=1

kimi igars olunur. Xiisusi halda. f funksivast bitiin hayigi oxda
tavin olunmussa. {V(f, |a, b))} Kiillisi mahdud oldugda / funksi-

vastna mahdud variasival funksiya devilir va



I unl\\mmn’ tennaliz.

Jim V{f la b)) =V (f,(—o0,00))

h Ve

adodmo f funksivasimn (—oo, oo)-da tam variasivas: devilir, Tam

vartasivalt funksivamn bazi xassalorini qevd edok.

6.3.3. |a, b] parcasida tovin olunmus [ funksiyasimm tam
variasivast asagldaki xassalara malikdir:

1) 1stontlon @ sabit odadi figiin

V(af, la, b)) = alV(f, ]a b]).

2) £ vo g tunksivalan mohdud variasivah 1so f + g funk-

stvatart da mohdud variasivelidn va
Vi + g labl) < VL bl) + Vg la bl)
Ja<c<bis
V(fila c)) + V(e bl) =V(g |a bl).

Hv(x) = V({/, [a, x]) funksivast monoton azalmavandir.

S}/ funksivast xy noglasinda soldan kasthmor iso v
funksivast da hamin nagtada soldan kositmazdir.

D)-inisban bilavasita V(f, fa, b])-nin tarifindan alimer,

2) xassasinin ishat [a, b] pargasmun hor bir bolglsit fictn
dogru alan

ZJ/(d}) +H(df) 7[((:5) - g((-‘a)i =

< DU = [l + ) lg(d) = g(e)

!
miinasibatindon va

sup(A + 8) < supA+ suphB
barabarsizlivindon afmir.
1} va 23 xassolart gostortr Ki. monoeton funksivalardan forgli
olaraq mohdud variasival funksivalar coxlugue xatti [aza wskil edir
3 xassasini ishat ctmak Gictn ovvaica farz edak Kb ¢ nodglasi
la, b} parcasimin boigli négolarindan biridir. masalon. ¢, = ¢
Onda
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D) = fleal = D 1) = flepl+
i—1 i—1
+ O ) = [N < V(Lo e +V(edD. ()
1=r+1

[ndi {a, b} par¢asimn ixtivart sonlu bélgiisting baxag. Ax-
dindir ki, bilgii nigtalaring daha bir bolgl ndgtasinin dlavo olun-
mast (1) comininn artmasinma sabab ola bilar. Buna gdro do (2) bora-
barsizlivi |a, b| parcasinm ixtiyari bélptistt tctin ds dogrudur.
Yom

Vif labl) SV(filacl) + V(e bl (3)

Digar torafdon. istonilon & > 0 adadi tgtin |a,¢] o, bl

par¢alarimin ¢lo batpilort vardir k.

D) = 1 > viptaeh —5
D) = s = vigaenn -
!

olacagdir. Bu ki béleiint birlasdirsok. {a, b] par¢usmun yeni bol-

plistint alarig ki

> iftd - freat =) |f(d) = re)j+
i—1 {
+Zif‘(ci;') —f(¢ Y >V hac+ Ve bl) —¢

olar. € > 0 ixtivart oldugundan
V(flabl) 2V lacD+ VI icbh) (%)
elar. (3) va (4) 3) xassasini isbat ctmis olur.
[xtivari parcada istonifan funksivamn tam variasiyas: manfi

olmadigindan 3) xassosindon 4) xassasi alinir,
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[ndi 5) xassosini isbat edok. Tutaq ki€ > 0.6 > 0 ¢lo se-
¢ok ki, xy — & < x € xp oldugda

) = F0) < 5

olsun. [a, xy| parcasimin ela bdlgisiing baxag ki,

n
. , ‘ £
Vil = D If@) — f@l <5 (5)
i=1
ofsun. Burada xy — ¢, < & gobul cdo bilortk (oks halda héleiiva
bir négia da artira bilorik kil bu da (3} miinasibatinin sol tarofin-

doki torgl. ancaq azalda bilor). Buna giiro do
. &
|f(x0) - f({:n)l < _2-

olar. Demol,
n-1

V(e = Y 1) = fledl < e
[
Buradan isa
VI la xg) =V la o) <&

olur. Bu isa

V(xo) - V(Cn) < €
demokdir. V monoton azalmayan funksiva ofdugundan ¢, € x <
xg sortini ddoyan bitin x-lor Gglin

V(x,) — Vix) <e
demokdir, Basga sozdo. Vo funksivast xp noglosmds soldan ko-
stlmazdir,

f xq ndgtosinda sagdan kositmoz 1o analoji olarag gdstor-
mok olar ki, ¥V funksivas: da bu nigtodo safdan kosiimozdir
Umumivyotla. /|, b| parcasimm hor hansi ndgtasinda (yvaxud bii-
tin [a, bi-da) kosilmorz iso V funksivast da bu clir kasilmazdir.

Asagidaks tearem do maraq dogurur.
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6.3.4. Teorem. Mahdud variasivali hor bir funksiya ki mo-
noton azalmayan funksiyanm forgi yoklinda géstarilir,

fshatr. Tutaq ki f |a, b} pargasinda ixtiyari mahdud variasi-
val funksiva va v onun |, x| par¢asmdaki tam variasivasidir.,

g=v—f
funksiyasina baxag. Bu funksiya azalmayan funksiyadir. Dogru-
danda. x < x'iso
Pp(x") —p(x) = [vx") = v = [f (") - f(x)] (6)
olur. Digar torafdon
) = OO < vy —wlx) = V(L ]x.x D)

oldugundan (6)-mn sag tarafi va buna piro da sol tarafy monh
deyildir. Yoni f = v — ¢ . v vo @ funksiyalan azalmayan funksi-
valardir.

Bunun tarsi da dogrudur. Dogrudan da iki monoton funksi-
vamm torgi soklinda gostorilon hor bir funksiya mohdud varia-
siyahdir. Demoli, ovvalki paraqratda dyrondiyimiz iki monoton
funksiyamn forgi yoklinda gdstorilon funksiyalar sinifi mohdud
variasiyah (unksiyalar sinifi ilo tist-Usto digiir.

6.3.4. tecoremindan vo monoton funksiyamn téromasimn
varhigr haggqindaki Lebeq teoremindon bilavasito asapidaki tearem
ahnir,

6.3.5. Teorem. Mohdud variasivali hor bir tunksiya sanki

har verda sonlu téromoayo malikdir.

4 . Téromasina gora funksiyanin tayini Miitloq
kasilmaz funksiyalar

Bundan avvalki mithakimalor bu fasilin ovvalindo garstya
qovdugumuz iki masalodon biri, yoni istonilon comlanon funksiya
iiglin |a, b] par¢asinda
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cd ;
Ef FO)dt = f(x) (sanki hor yerda)
w

barabarlivi isbat olundu.
[ndi clementar analizdan kasilmoaz diferensiatlanan funksi-
valar delin motum fundamental Nyuton-Levbnis disturunun [Le-

beq integraby hatina timumilosmast o moasgul ofag:
X

F(x) = F(a) + f F(t)dt. (1)
a

Aydimdir ki sanki hor verdo dilerenstallanan F funksiva-
larmdan istifads ctmoliyik (glinki, oks halda (1)-in manasi olmus).
Bu da molumdur ki. mohdud variasivale funksivalar belo funk-
stvalardandir. Digor tarafdon. (1)-in sag toratinds duran funksiva
mohdud vartasivalidir. Buna gora do daha genis siniflara baxa bil-
morik. Mahdud variasivah hor bir funksiva 1ki azalmavan funk-
sivamm orgr soklimdo gostorildivindon diggati monoton  [unk-
sivalara yonoldocovik. [akin (1) baraboarlivi istonilon monoton
funksiva G¢lin dogru olmaya da bilar. Ancaq asagidak: tcorem

marag kosb cdir.
6.4.1. Tearen. Monoton azalmayan F funksivasimin # Gro-

masi comlanandir va
b

fﬁ'dx < F(b)—F(a). (2)
. 4]
Isbat, Tortfd péro. ¥ funksivasinm x ndglosinda tiramoasi
0, (0) = F(x+ h;1 F(x) (3)
nisbotinin A — 0 oldugda limitidir. Aydindir ki, 77(x + h) -m
monast olmast Gglin x > b oldugda F(x)=F(b) vo x<a

oldugda isa F(x) = F(a) gobul ctmak Jazimdir.
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f-in monotonlugundan onun comlonon olmast ahmir. Demoii, @,
funksivast da hor bir A Ugin comlonondir. Buna gora do (3)
haraboarlivini integratlamag olar.

b b b
1 1
f ¢, (x) dx = EJ F{x+ h)dx — ﬁj fldx =

L+h Wt+h
1 1
= EJ Fx)dx —HJ Flx)dx.
h a

Sonuncu barabarlivin sag taraft A — 0 olduyda F(b) —
F(a + 0) adadina yaxinlagir (bunu gostorm) .

Fatu lemmasimi tatbiq cisok. £ -in inteqrabmn varhgms vo
b

h
fF‘(x) dx < lim f @ (Odx = F(by — Fla+0) << F(b) - Fa)
ofdugunu gérartk. o

Misal gostormok olar ki. (2) barabarsizliyi ciddi borabor-
sizlivo gevrila bilor.
Misal.

0,0gor 0 < x <

1 —1 < x =<

,Agor TS X =
iq/} 2

1

F(x) = 2,
1

Qeyd edok ki, (2) baraborsizliyini cidd barabarsizliva ge-
viran kasilmoz monoton funksivalar da var (Kantor ptllokant).

(1) baraborlivini tomin edon f funksiyalar sinilini tovin
edak.

6.4.2. Tarif. Vulaq ki. f funksivast |a, b} par¢asinda toyin
olunmusdur. istanilon & > 0 adoding gora clo & > 0 adodi varsa
ki. |@, b] pargastnin ciit-clit kastgmoyan va
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Z(df ) <6

i—1
sortint 6dovon (¢, d;) intervaltar tigiin
n
D@ = fey<e
o

olarsa. f lunkstyasia miitlag kosilmaz funksiva devilir.

Aydmdir ki. mohdud variasivah funksiva mohdud va miitlag
kosilmoz funksiva miintozom kasilmoazdir. Bu taktlarn tarsi dogru
olmaya da bilor. |0; 1] pargasinda Q rasional adadlor coxluguna
baxaq. Bu ¢oxlugun X, xarakteristik funksiyasmn aragdirag.

Qeyd cdok ki. ¥, mohduddur. lakin mohdud vartasivah de-

yildir. Dogrudan da hor bir n nomrasi ticiin (ﬁ%) mtervalindan
irrasional «, adadini gevd edok. Onda hor bir ¥ miishat tam adadi
ligtlin

N 1 N
Z XU (E) ”X(\)(an) = Z 1=N

n—\ n—1
olacaqdir. Aydindir ki,

V(XQJ [0; l]) = @0,
indi |0; 1] parcasmda
F(x) = xsin(ir/x) (x # 0)

va F(0) = 0 gortlorini ¢dayon F tunksiyasima baxaq. Bu funksiva

[0; 1] par¢asinda miintozom kasilmazdir (voxlavin!).
. T _ 2 , _ 2
Hor bir n némroast ligtin a,, = /4n LV b, = /471 gobul

cdak. Tutaq ki,
N

1
M<N,-M~<dvaZan>l
n=M
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olsun. Onda {[a,, b,|: M < n < N}ailosi ciit-clit kosismayan ¢la

!V
Z (bn - an) <é.
n—M

N

N
IF(by) — Fla)l = Y a,>1.
2 )

n—M
Bu da onu gostorir ki, F funksivast |0; 1] parsasinda miitlog

parcalar kilhsidir ki,

Ancaq

kosilmoz deyildir.

Qeyd edok kio miitlag koasilmoz funksivanin torifindoki bél-
gl intervallarmi hom sonltu. ham do hesabi savda da estiirmok
olar,

Indi mitlaq kasilmaz funksivamn baszi xassalorini gevd
edok.

6.4.2. Teorem.

1) Hor bir miitlog kosilmarz funksiya mohdud variasivahdir.

2) Miitloq kosilmaz funksiyalarit comi vo har belo funksi-
yamn adodo hastfi mitlog kastlmozdir.

3) Hlor bir miitlog kasilmoz funksiva tki azalmavan miitloq
kosilmaz funksiyamn forqgi soklindo gostorila bilir.

Ishan. f funksiyasi [a, b| parcasinda miitlog kosilmoz oldu-
gundan istonilon € > 0 adadi tigiin clo § > 0 adadi vardir ki.
uzunlugu §-dan kigik hor bir pargada funksivanin tam variasiyasi
g-dan boydk olmaz. [q, b] pargas) uzunluglart §-dan ki¢ik sonlu
pargalara béliino bildiyindon f-in |a, b{-d> tam variasiyast sonlu
olacaydir. Bu da 1) xassoasinin dogrulugunu géstarir. 2) xassasinin
isbatt oxsardir. 1) vo 2) xassalori miitlog kasilmaz funksiyalarn
mohdud variasiyah {unksiyalarin xotti fozasinda xotti alt loza
(xotti goxobrazlt) taskil ctdivini géstorir.
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indi 3) xassasinin dogrulugunu gostorak. Hor bir miitlag
kasilmaz funksiva 1) xassasino goro mohdud variasivalr funksiya
oldugundan
f=v—g
soklinda gdstorito bilir. Burada
v(x) =V({f.lax])
va
glx) = v(x) = f(x)
azalmayan funksivalardir. Bu funksiyalann miitlhq  kasilmor
funksivalar oldugunu postorok. Aydindir ki. bunu v funkstyass
lictin gostarmoak kifayatdir. Tutag ki, € > 0. Miitlog kasilmozliyin
tarifina uvpun & = &§(&) > 0 adodini sceok. Uzunluglart comi 6-
dan kicik otan (¢, d;) (i = 1,2, ..., ) bolgil intervaliarina baxaq.
Avdmdr ki

no ™M
z(v(d)Jv(c -supZZIf “ f(cu)| (4)
i=1j=1
Burada sup (¢, dy), ..., (¢ dy)  intervalarmm - bltiin
mimkiin

=0, <dy <o <dyg <o <oy <dyg, = dy,

C; = Cpq <y <y <dpg <o < opgn, < dyp, = dy,

Cp = Cpy <ty <tpy <dpz < < Copyy, Klhyim, = d,
bélgiilor tivzro gotiiriilir. (H)-iin sag toralindoki comdoki (¢; . d; ;)
intervallarin uzunluglan comi § > 0 odadindon boyiik olmadi-
gindan (6)-nin sa@ taralindoki hor bir com &-dan boyiik deyildir.

Biitiin xassalor isbat olundu.
Biz aruq analizdon molum Fundamental teoremin Lebeg

inteqralt halina iimumiloymosi ilo moaggul ola bilarik. Riman
inteqral halinda bu fakt belo deyilir:
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fiia, b] = R lunksivast [, b]-do integrallanan va
X
F(x)= jf(t)dt {(x € la, b))
(4

153 F kostlmozdir (aslinda mutlag kostimozdir) va f-mn kasiimor

oldugu noqtalords F' = £ (sanki biitin x € [a, | tigin F = f).
Bu tearem l.ebeq inteqral habinda da dogrudur.
6.4.3. Teorem. Tutaq ki. f:[a, b] = R nohdud dlgiilan

tunksiyvadir. Har bir x € [a, b| (i¢in
X

F(x) = jf(t)dt
a
1sa I |a, b]-da miitlag kostlmoaz funksivadir va [a, b] parcasinm
sanki biitiin ndgtalorinda F = f.

Isban. Tutaq ki. ot < M, x e |a b]. f mohdud aldugun-
dan. asanca péstormak olar ki. FF {a, b] parcasida mitiog kosil-
maz v demoli. bu pargada sanki hor yerds diferenstallanandir.
x > b tigtin F(x) = F(b) gobul etmoakla £-t davam etdirak va

f, {0 =mn

funksiyasina baxaq. Aydmdir ki, {f }ardieilligs [a, b} pargasinda

1
F (x + E) — F(x)J (n natural adaddir)

sanki har verda F -2 yigilir va

x+% “_r_lz
[fn(x)[znffSnszM
X X

oldugundan [a, b]-do miintazom mohduddur. Onda integral altmda
fimito kegmok haqqindakr Lebeq teoremin (Yeqorov tearemindoan
wistifado ctimoklo) totbiq etsok, atarig ki,
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e S HHASIORG QR
X

b

fF'——— limffn x € |a,b].
n-—oo

o

43
Fla,b| -do kosilmor oldufundan analizin Fundamental

(COTCmInNg 2s4san

1
x ** X

_ d ,
F{x) :—fF = lim n [ I"—rf]" i

dx n-—wo

a [¢] u
Noticada har bir x € {a, b| lictin
*ty x aty @
F(x) = limn fF—JF — Jimn fF—[F =

1—oo n—ow

a 23 a {1l

1
X+
H X
=limn J F—f}" =
n-—oa
ats a
Tt
X 1 X x
~ limn ”F(H—)—F(t)dr} = imff _fF'.
n—un n N0 n=
a 4 i1

Pemah.
X

f(F'—f)=fF'—ff:F(x)—F(x):U

¢4
va I = f sanki hor yerda biitiin x € fa, b . )
6.4.4. Tutaq ki. f:]a, b] = R Lebeq monada integrallanan
funksiyadir, lor bir x € [a, b| Ggiin
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e e
X

reo= [ 1

isa F |a, b| par¢asinda mitlaq kasilmozdir vo {a, b|-da sanki har
verdo F = f.

Bu teoremi isbat cunok iglin avvaleo asagidakn teoremt is-
bat ¢dok.

6.4.5 Teorem (lLeheqg inteqraltmm miitlog  kasilmazliyi).
fila, b - R Lebeq monada inteqrallanan iso tstonifon & > 0 gir
cla & > 0 adadi vardir ki, g(E) < & sartini édayan har bir ¢leiilon
F < [a, b] ¢oxlugu tigiin

[ ifl<e.
i

Isban. f mohdud oldugda isbat asandir. Tutaq ki, [ geyri-
mohdud funksivadir.
s={xxelfn<|f(x)l<n+ 1}

v
i\i
By =| J A v = By
n—10
A=UioAn AN A= @,0i= v fA L[ (x0)]dp Gl oldu-
gundan
[i/(xnd,u Z [1rcondu
n0 4,
olur,

N-icla scg:ak ki.

fif(x)mu - [|f(x)ldu <

n— N+1
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s ekt et
¢

Tutag ki. 0 < & <-
2{N+1)

vou(k)} < 4. Onda

ff(X)du < Jlf(x)idu: J +
;

I FrBy  HACK

Sagdaky 1-c1 inteqral E/Z—d.wn boviik deyildir. 2-ci inteqral

da £/, -don hoyiik deyildir (B N Cy © C,). Yoni

flf"(x)ldu < &.0
-

6.4.4. Teoreminin ishati. Ovvalki weoremds gostordik kil F
miitlag kasilmaz tunksivadir. Sanki hor verda F = f oldugunu
séstarmok tiglin ovvalea f = 0 gabul edak. Bu halda F azalmayan
funksivadic va F > 0. 1or bir n natural adadi d¢lin £ (0) =
min{f(x),n} gobul cdok. Aydindir ki, [f”} azalmayan ardicil-
gdir va lim, o, f () = f(x). f = [, = 0 oldugundan

X X
Flx) -~ J'fn - jU - f)
o «
la, bl-da azalmayan funksivadir. Yoni bu funksiyanm monit
olmayan ramasi vardir. Onda 6. 4. 3 tcoremina asason bu funk-
sivamnn toramoasi (sanky hor verds) Fix)= f, 00) olacagdir. Bagyga

56713, sanki har verds biitiin x € [, b] tgiin F — f,=0. Buhor

bir n iigtin oldugundan
I b

f(F'/') = jJF' —ff < F(b) _F(a)—jfz 0.

a et
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Demali, £ = f (sanki har verdo). Indi agar £ ixtivari comla-

F(X)=ff+—ff_

oldugundan sanki har verds biitiin x € [a, b| tigiin

F) =/ ()~ f (x)=f(x)

olur. Teorem isbat olundu. O

nan funksiva s

Isbat edilan tcorema asiasan I miitlag kosilimaz funksiva iso
F(x)—F(a)vo f: I sanki har verda bitiin x € [a, b] Gi¢iin ¢yvni
toramava malik olmagla x = a négasinda barabardirlar. Buradan
demak olarmu ki. onlar biitiin x-{or G¢iin borabardirlar. Bagga cir
desak. agor har hanst funksivamn téromoasi sanki har verda biitiin
x € |a, b] tglin silicdirsa, homin funksiva sabitdirmi?

Mioyvan F funksivasmm toromasi {a, b| parcasinda sanki
har verda sifir, voni F'(x) = 0 isa ona sinqubvar funksiva deyilir.
Orta givmat teorenind asason |a, bi pargasimin hor bir nodgtasinds
toromast s olan funksiva sabitdir. Takin ixtivart sinqulvar
funksiva bu xassoyva malik olmava da bilar. Belo bir smgulvar
funksivan gevd edak.

Kantor funksivasi. Yada salaq ki [0; 1] par¢asinda Kantor
coxlugu asagidakr kimi tovin olunur. Ovvaleo asagrdak ¢oxlug-

lara baxag.

1 2
K, = l(},3 U 3«,1],
1 2 3 67 8
“:hﬂubguwﬂub%f
) 1] [2 3 6 7 8 9
"*:]”'ﬁ v ﬁ'ﬁ}ulﬁ'iﬁlu'ﬁ'ﬁ]u

107



Funksional analiz.
18 19 20 21 24 25 26
TR A EE T
2727 2727 27 27 27
Hor bir K,, ¢axlugu 2" sayda ciit-ciit kasismoyon uzuntugu

37" olan gapah par¢alarm hirlosmoasindon ibaratdir vo u(K,) =

I
2 /3”. (9]
¢ = ﬂ K,

n=1
coxluguna Kantor ¢oxlugu devibir. € # @, gqapah vo dlgiiniin
molum Nassasing asason
H(C) = Hm pw(K,) =0
o0

vo miikommoal goxluq taskil edir,

indi yuxarida gevd etdivimiz sinquivar funksivant qurag.

Har bir n némrast Getin /), 110 (10; 1\K,,) U {0, 1} coxlugu-

nun qapanmasint isard edok. Deha dogrusu

12
£, ={0}u li jlum

i e

flor bir niigtin f 115 [0, 1] pargasinda kasilmoyon. azalma-
van vo asadidaks Kinn tavin olunmus funksivani isara edok:

a) f,(0)=0,f (1) =1:

by f,, tunksiyast £, -in har bir alt hissosindo sabit va uygun
olaraq artma 1stigamotinds ditziilmiis

1 2 (2" -1)

gqiymotloring alir:

¢y [, lunksivasy £, -in tamamlanmasint gkil edon qapals
pargalarda xotty funksivadir. Qevd edok ki, biitiin m > n tigin

f.0=f).xck,
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va E,-o daxil olan pargalarda f funksivas sabitdir,
£ = limy, ., f,, funksiyasina Kantor tunksivase devilir,

6.4.6. Tearem. [ funksivas |0; 1] pargasindua azalmayan ko-
silmas Tunksivadir. Bundan olava f funksivast [0; T\C goxlu-
sunun har bir pargasinda sabitdir vo f(C) = [0: 1] .

Isbati. Aydindir ki. biittin n nsmeolari va har bir x € [0; 1]
{i¢tin

I/-nJrl(x) o fn(x)l < 27” ’

Bu isa o demokdir ki {fn} ardicillin £ tunksivasima minto-
som vigtiir. Buradan isa teoremin hokminin dogra oldugu almr. o

Asanca pormoak olar ki. f Kantor funksivast sinqulyar funk-
sivadir vo Wromoasi [0; 1] par¢asinda sanki har verda sifirdir. La-
hin qurmaya gora sabit funksiva deyildir. Lokin (it kasil-
maz) funksivanm Gromasinin s, h. stfir olmast onun sabit funk-
siva olmasim tamin edir.

6.4.7. Tearem. Tutay ki. F:la, b = R mitlag kosilmos
funksivadir. F |a, b| pargusinda sanki hor verda sifir isa 0. {a, hi-
da sabitdir.

Fsbatr. Teorcmin isbat dictin istonilan ¢ € {a, ] liglin
Fle) = F{a) oldugunu gostarmok kifayvotdir. Tulag ki ¢ €
(e, b E = {x € (a,0)F(x)= O} va oe,n >0 olsun. Fomitlay
kosilmaz oldugundan elo & > 0 adadi vardir ki bir-birint érino-

von (Kasismoyon).
1

Z(d,- —¢)<a

i—1

sartini Bdoyon sonlu savda {|¢;, d,]: 1 < 1 < nj parcalarn

Z;md.-) — Fle)i <&

i~1

sartini Bdavir.
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F(y)— F(x)
J= U{Ix,yl:x <y <, FO) ZFx) <&
¥
¢oxluguna baxaq. Asanca gérmak olar ki, J coxlugu £-ni daxiling

Xl
alir. J-yo bazan Vitali ortiivi do devilir. Bu clo ortikdar ki, J
coxlugu mitoyyon [x, y| pargalarindan ibaratdir vo ¢lo dizvunkt
{|x,—,yi|:l <i<njcJ

T (FI\ leiJY!‘]) <4§.

Umumulivi pozmadan [ar/ cdabilarik ki.
A<Xx; <Y <Xy, <Y, <<y, ;<x, <y, <cC.
Onda

- X

ststemi vardir ki,

af won] Jrowl <o
i1

olacaqdir. Biz burada

,u((ct, f.')\!i') = ()

il wor = ol = —ay+
=1

1
+Z(xi - yi—]) + (C - yn)
=2

oldugunu nozora admistq. Onda
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n
F() = F@)l £ ) 1P(y) = Fee)] + 1F ) = P+
=1
1" n
F S E) = By, |+ IR = F ) <n ) (v, = x) +
[ i1
+e<nlc—a)+e.
¢e,n > 0 ixtivari olduqlarndan F(c¢) = F(a) olur. Teorem isbat
olundu.
6.4.8. Tearem. F:|a,b] — R funksivas: [a,b] pargasmda
miitlaq kasilmay isa F toromasi {a, b| pargasinda Febeq monada

inteqraltanandir vo hor x € |a, b} tigiin
X
J Fo=F(x)—F(a).
i

Ishati. 6. 4. 6 lcoreming goro
.

G(x) = f &

44
(a0, b] parcasimda miitlag kosilmoazdir va la, b]-do sanki hor verdo
G = F . 1" va 6 (unksivalan mittlog kasilmoaz olduglarmdan 6, 4.7
teoreming gora F = G + p olur. Burada p = const. Asanca gor-

mok olar ki. p = F(a). ¢inki G{a) = 0. Demoali.

X

f F=Fx)—F(a),x €labl.0
4
616 va 6.4.8 teoremlorindon bilavasity asafidaky teorem

alimir.

6.4.9. Tearem. Tutay ki, F:|a,b]— R . la,b] pargasinda
sunki har verda I = f sartini ddayon miitlag hoasilmoaz [ la, b} —
R funksivamn varhgr £ funksivasinm [ebeg monuda inteqrallanan

olmast iigiin zoruri vo kali sortdir.
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5. Tapsiniglar

1. Tutaq ki. I:{a, b| - R funksivasi |a, b| parcasinda dilc-
rensiallenandir. Olavo forz edak kic ¥ |a, b| -do mahduddur,
Gastorin kil F7 a, b]-do mutlag kostlmozdir.

20 Twtaq kic FO0O = x?sin(/), G{x) = x4 sin (rr/xz) (x +
g vo FO=6G0=0 Gistortn ki /7 07 pargasinda miitlog kasiimar
funksiva, lakin G bu pargada mitlag kosilmar deviidir.

3. Gostorin ki, Kantor funksivas: [0, 1] par¢asinda miitlag
kosilmoz devildir,

4.5 funksivasimm mitlag kastImozlivinin tarifindoki sortlari
asagrdaks kin do vermok olar:

a) £ boraborsizlivin

'Z(F(d,) ~ )| < ¢
[

Vo v

1n
D Virfe.dh<e
1
boraborsizlivt ila ovaz cuimok ofar. ‘
b) soniu savda intervallar avazino hesabi savda intervallar
da gotlirmok ofar.
5. Mohdud variasivah 1ki funksivamn kompovzisivast (su-
perpozisivast) mohdud variasivalt obmava da bilar.
0. Mitlag Kosilmoz ikt lunksivanin komporisivast miitlag
kosilmoz olmava da bilar,
(5 vo O tapsmiglarinin vering yetirilmasi glin gOstorty.
F(x) =y funksivast =1, 1] pargasinda. G (x) = x?sin("/y)
(x #0) vo G(0) = 0 kimi tovin ohman G(x) lunksivast |0; 1]
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parcasinda mohdud variasivah [unksivalardir. Lakin F°G funk-
sivast {0; 1] pargasinda mahdud variasiyal deyildir. f(x) = Vx
funksivasr va g(x) = [x?sin("/, )| (x # 0) vo g(0) =0 kimi
tavin olunan g{(x) funksiyast [0; 1} par¢asinda miitlog kosilmoz-
dirlar. Lakin f°g |0; 1] par¢asinda miitlog kosilmoz deyildir.)

7. Artan mitlog kasilmoz funksivammn torsi miitlog kosil-
mozdirmi?

8. Muntozom vigilan miitlaq kastlmoaz funksiyalar ardecrl-
ltginin Himiti mitag kastlmazdirmi?

9. Tutaq ki. {Fy} mitlog kosilmaz funksiyalar ardictihi
[, b} par¢asinda toyin olummugdur. Iorz edok ki Yo Frla) va
Yo V(F. la, b)) siralann yifilirlar. [sabat cdin ki, F =37, F
funksiyast |a, b par¢asinda matlag kosilmozdir.

10. Tutaq ki, F:fa,b| — R funksiyast fa, b] par¢asinda Le-
beq moanada inteqrallanandir vo hor bir x € [«, b} lglin

F(x)sz.

Olava [orz edok ki, f funksivast ¢ € [a, b] ndgtosindo kosil-
mozdir. Isbat edin ki. F (¢) = f(¢) .

1. [sbat edin ki, hor bir azalmavan funksiya mitlog
kasilmaz va sinqulyar {unksiyainin comindan ibaratdir.

12. Tutaq ki. F:la, b} — R {a, b| pargasinda kasilmaz va
mahdud variasiyali funksiyvadir. Olava forz edok ki, hor bir
¢ € {(a, b) tigiin F tunksiyast |a, ¢| pargasinda miitlaq kasiimozdir.
isbat edin ki. FF |a, b]-do miitlag kailmardir.

13. Tutaq ki, F:la, bl = R |a, b| par¢asinda mohdud va-
riasivah funksiyadir. G funksiyasin o, b] parcasinda agafidak:
kimi toyin edok:

Glay=0,
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S bbb debchlo i bblelckishlec

G{x)=V(F,[a.x]),x € {ab].
Mavo forz edak kic F e € [a, b] noguosinda kasilmordir,

[sbat edin ki. G funksivast ¢ nogtasinda koasitmordir.

14, Tutaq ki. F:[a, b] = R funksivast |a, b] pargasinda miit-
log kosilmazdir. 6 funksivasim [a, b] par¢asinda asagidaky Kimi
1ovin edok:

Gla) =0,
Glx) =V(F, |ax]),x € (abl.

Isbat edin ki,

X
G(x) = J|f[ x € |a,bl|.
[

Xisusi halda, € {a, b|-do miitlag Kosilimazdiv vo {a, bl -do

sanki hor yverdo G = ’f |
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VII Fosil

Olciilorin ayrilis

Biz indivs kimi asason miishat (oslinds monfi olmayan) §l-
¢llardon istifads edirdik. Lakin ovvalki Dsillards dtor olsa da ho-
q1qi va kompleks éleiilorini da geyd etmisdik.

1. Isarali vo kompleks dlciilor

741 Tutag ki (X, A) olgtilon fozast verilmiydir, Burada X
asas coxluq. A isa bu coxlugda g-cobrdir. 2: A4 — [—oo, | [unk-
siyast A-ya daxil olan har bir {AJ2, dizyunkt ardici 1) tigtin

(1) i

minastbotint ddayorsa, A- -ya hesabt additiv slei devilir. 1lesabi
additiv haqigi qiymoath A sleiisi A(@) = 0 sortini Gdoyorsa, A- va
isaroti (ingitisco charge. rusca zaryad) élcii devilir.

Biz bu fasilda isarali vo kompicks dlciintin miishat Oled il
baghltgint da arasdiracagiq.

Forz edoak ki. A (X, JI) dleilon fozasinda isaroti oletidir,
Hor bir 4 € A {iciin

A(A) + A(A9) = A(X)
olmahdir. Burada (+c0) + (=) vo ya (—e0) + (+00) com for-

malarina baxilmir. Buna gérn da A(A) = (vd va —o) iso.
A(X) = o0 ( —0) (A € A) gobul edilir. Belalikla. tyarali 6lgil +o0
vd —oo giymotlarindon ancaq birini aia bilar. Oxsar mithakimoayo
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R e _
pora B € A liglin A(B) sonlu 10 A € A va AcC B ugiin do A(A)
sonlu olmahdir.

Bir misala baxaq. Tutag ki (X, A, 1) dlgiilon fozadir (aslin-

da otcliva malik faza). Burada misbat Oteiidiir. Hagigt dlgalan f

[unksivasi va A € A liglin

v(A) = J fu

inteqrahinm xaniliyind vo mojarant yigima haggindaki teorema
asasan v (X, A)-da isarali oleidir. Qeyd edok ki, bu ciir tavin

olunmus v lgtisti ikt

y(A) = |
I

Va

vp(A) = f Fdy
A

miisbat Olgiitarin fargindan ibaratdir. Umumiyyatla. vy va vy 0l-
ciilan (X, A) fazasinda heg almazsa bir sonlu olan musbat Olgii-
Jardirsa. vy — vy (X, A) fozasmda isaroli dl¢tidiir.

Asafidaky lemmamn ishatt miishat olefi hahindakr uvgun
1ok lifin isbatina oxsar oldufundan biz onun ishatini oxucuya kL
cdirsk.

7 1.2, Lemma, Tutaq ki, (X, A} dlcliion faza va A igarali 6l-

clidir.
1) {A,} € Aartan dictilon ¢oxluglar ardictthign iso
A UAR = }Eim A
k=1
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2 {A ) € A avalan dlgilon  goxluglar ardicithar  vo

mioyyon 1 ndémrast ticln A(A,,) sonluisa
O

A ﬂ/lk :Ilim A(AL).

k=1
2 . Hahn avrilisi

7.2.1 Tarif. Tutaq kio 4 (X, A) dlgiilon tozasinda isarali 6l-
glidir. A € A gaxlugu vo har bir dlgiilon £ < A ¢oxlugu igiin
AL} = 0 150 A ¢oxluguna A Slgiistine nozaron miishot ¢oxlug vo
tarsino A(E} < 0 olduyda isa A ¢oxluguna A dleiisiing novzaran
monli ¢oxiug deythr. M € oA ¢oxlupunun istonilon 7 € oA alt ¢ax-
lugu Ggln A(E) = 0 olarsa. M ¢oxluguna A isarali 6lgtsing no-
zoran sifir gaxlug deyilir,

Gostormok ofar ki, miisbot ¢oxlugun dlglilan alt ¢oxlugu
miisbot va 1ki miisbot goxiugun birfosmosi vena do miisbot gox-
luqdur.

7.2.2. Haltn teoremi (6lciiniin ayridise hagyida),

A A-da igaroll 6lgl isa ¢lo P € A mishot va N € A manfi
coxlugiari vardirki. X = PUN PN N = 0.

Isban. Biitin miisbot ¢oxluglar ailasini P ila isara edok. Bu
aifa @ bos ¢oxiugunu daxiling aldigindan dzi bos devildir.

a = sup{A(A): A € P}
igara edok. Tutaq ki, {A,} < P elo ardicilhydir ki,
lim A(A,) = a.

— o0
[F ]
p=Un
n=1
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olsun. ki miisbat ¢caxlugun birlagmosinin mishat oldugunu nazord

alsaq. {4, } ardicilh@in monoton artan sego bilorik. Farz edak ki

bu se¢im edilnuigdir.

MENP) = A(E N DA”) = A(O(E N AH}) =

n=1 n=1

= lm AENA,) =0

N

aldugundan P goxlugu da miishot goxlugdur. Bundan basya.
a = Hm A(A,) = A(P) < o

e

Gostorak ki. N = X\ P monli ¢oxlugdur. Belo elmasa clo
E o N oleiilon ¢oxlugu vardir ki. A(E) > 0. Ancaq £ misbat
¢oxlug ola bilmaz ¢linki AP N £) > « olardr. Bu is3 ¢ odadinin
tovinino ziddir. Demah, F-nin daxilinds monfi ¢oxluq vardir. Tu-
taq ki. iy ¢lo on kigik ndmradir kil £y € £ E) € A vo A(E) <
~1/p,. indi

AENE) = A(E) — ALE) > A(E)y >0

vo demali. ENE; miisbhat goxlug ola bilmoz, Cinki Py = P U
(E\E,) miishat ¢oxlug vo A(P) > « olardl. Buna gora do E\E,
oz daxtlino montt Gl¢lili ¢oxluglars da alr. Putagq ki ny ¢lo on
kicik nomradir ki E\FE, ¢oxlugu oz daxilinde A(f,) < —‘1/712
sartini ddavon £, ¢oxtugunu saxlayir. Ovvaiki haly uygun olaraq
EN(F, U E,) misbot ¢oxlug deyildir va elo ngy nomrast vardir ki,
EN(EL U E,) coxlugu Gz daxilinda £5 € A coxlufiunu saxlayir va
AlE;) € — 1/713. Bu prosesi tokrar alarag davam etdivsok. {Fy}
dizaunkt slgtlar ¢oxluglar ardiathgn alarg ki, A(E,) < — 1/”;\»
olur. F = Uy, £y 1sars edok. Avdindir ki.

7

- 1
AF) = Z AE) < —Z— <0
— ng

k=1
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L—+U(;k—~>oo).

My

G < FE\F har hanst dlgtilon ¢oxlug vo 2(G) < 0 isa Kilavot

gador boviik & ndimroast lgtin

MO)<*1&mp~H
olardi. Bu iso ny -nin oveolks se¢iming zidd olardi. Yo ny,
NOMrasinin scgimina  gor E\(Uf:l !;i) goxlugu Gz daxilinds
isarol élciisit — ?—ll;—dan kicik olan ¢oxlug saxlavir,

Demolic EAF ¢oxlugunun istonilon dlciilon & alt ¢oxlugunun
dlgiistt monfi olmamalidir, yoni A(G') = 0. Buradan da 4 Slgiisiing
nazoran F\F miishot ¢oxlug aldugu alinie. Noticado

ACENF) = A(E) = A(F) >0
olur ki. bu da P U (F\F}-in miishot ¢oxlug va
 MPUENR) Za
aldugunu gostarir. Bu 1sa forziyvoamizo ziddir.

Belalikla, N = X\ P ¢axlugu monh ¢oxlugdur. Bu 1sa 1co-
remin ishatin tamamlayir, ¢

Teoremds qeyd olhunan PN Glgtilon ¢oxluglan hagqmda
deyilir ki, bu clit X ¢oxlugunun Hahn aynhsin toyin edir. Bu ay-
rilis ancaq vegano devitdir. Clinki, P2 vo N A-va novoron Ilahn
avrilig iso. A-va nozoron M osilir goxlugu Ggtin P UM, N\M o
PAM, N U M ciitlori do A-ya nozoran 1lahn ayribislan olacagdir.

Buna baxmayaraqg asagidaks lemma marag Kasb edir.

7.2.3. Lemma. P, N, va P,, N, A-va navzoron [lahn ciitlon
iso istontlon £ € A liciin

AEN P =AENP,)
Vo

AE NN = AENN,).
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Ishatt.
Fn(PA\P) P,
va
En(PA\P) C N,
oldugundan
AE N (PAP)) =0
olur,
Dempoli.

AMENP) =2(EnPNP,)
oxsar olarag,
AFENP)Y=2EnP NP,).
Bu 1sa o demakdir ki, .
AENP) =2(ENP,).
Lemmanin Ny va N, coxluglart Giglin hokmii evmlo isbat

olunur.
3. Olgiiniin variasivast Jordan ayrilisi

7.3. 1 Tutag kic A A g-cobrinda isaroh 6igit P vo N 150 A-ya
nozoron Hahn ciitiidiir. £ € A {ciin
ATE)Y=AFENP), A (F)=—-A{ENN)
sonlu 6letiloring A-nmin milsbot vo monii variasivalan devilir,
IAE) = AT {E) + A7 (E)
oletisting 180 A dlclistiniin tam varasiyast deyilir,

7.2.3. lemmasma gora> misbat vo moanli vanasivalar korrekt
toyin olunmuslar vo Hahn ayrthisindan asils devildiclor. Bu da ay-
dindir ki.

AME)Y=AMENP)+ AM{ENN)=AT(F)—- A7 {(E)
7.3.2. Jordan teoremi (Glciinin ayvrilist haggmmda).
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Tutaq ki. A A g-cabrinda isarali dlgtidiir. Onda 4 1ki sonlu
sletiniin forgl soklindadir, Xiisusi halda, A =47 — A7 Bundan
alava mioyvan santu g va v dlgitlarinin fargindan ibarotdirsa.
A= p—v.oistmilon £ © A ligtin
wEYy=zA%(E) vy =21 (F).

Ishati. 2 = A ' — A7 aynhsmt avvalda gostarmigtk. ptva v

moanti olmavan givmatior atdiglarma gora
ATEY=AENP)=w(EnP) —v(EnP)<u(EN P <
< u(k).

A (E) < v(F) borabarsizlivi oxsar isbat olunur.

Avdindir ki f funksiyast g dlglisind nazoron A -da -

tegratianan iso har bir £ € U Glgiilon coxtugu tgtin

AME) = f fdu
4
Kimi tovin olunan A dlglist iyarali Slgudir,
Asapidaky teorem marag kasb edir.
7.3.3. Teorem. { € L, (X, A, p) voharbir I/ € A ligiin
AE) = J fdu
A

kimi tovin olunmugsa.

AY(E) = J [fdu, A (E)= f | odp,
i i

I(E) = jtf‘ldu

olur.
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Pr={xxeX f(x)>0}

Ny ={xix € X, f(x) <0}
coxluglanna baxag. Onda
Vo
PN =0
olar. £ € A isa.
MEAP)=0

A(EnN) <0
ofar. Bu 1sa o demakdir ki P va N, coxluglar A dctin Hahn
avrihgidir,
Teoremdo qevd olunan A = 4 7 — 2 7 aynibisina Jordan avii-
st devilirs Avdimdir KiListonilan If € A liclin
AU < 1215
{X, A} dletilon fora vo A kompleks Gleti iso har bir k€ A
dgtin A = A"+ iA" kimi gostorila hilar. Burada A7 va 47 sonlu
igaralt dletitondir Onda Jordan teoreming 26ra har bir 2 kompleks
B¢ st
A=Ay = Ay +idy — 04,
soklinda yanla bilor. Burada Ay, A5, Ayva A, (X, A J-da sonla dlci-
fordir. Bela ayreihya da Jordan ayrihgt devilir, Burada 47 = 4, —
Ay vo A7 = A3 — A, lordan avreihislandir.
A
Lor bir £ € A Gltilan goxlupu lgiin

n n
[AIE) = supZM(/l}-)] LA = UA}-,
Af jel j=1

E82

Indi 4 kompicks dlgiisiinin variasivasina diggat edok.
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A, N A =01 # jgobul edok.

Burada supremum A-nin yuxarida apstarilon biitlin belo ay-
rihiglart lizro gotiriili.

Asagidaky kliflort qeyd edok.

7.3.4. Tutag ki. (X, A) dlgiilon Tozac A 150 bu fazada kom-
pleks dlgiidiir. Onda A-ya nazoran LA variasivast {X, A Y-da sonlu
aletidir.

ishate. |A1(®) = 0 olmasi askardir. Avdindir Ki 1A| -mun
sontu additivlivini iki coxlug tigiin gdstormok kitayotdir. Tutaq Ki.
B, B, € Avo By N B, =0 Gistorak INB

|A1(B, U B,y) = 1A1(By) + [AH(B,) .

'arz edok ki
B,Ub, = UA‘, ANA =00 F
i
Onda

> ) < PSR > (a0 n)| <
IER 1l gt

< B + 14105, ).

{Al(5, U B,) bu barabarsizlivin sal taralindaki adadlarin
supremumu oldugundan
1218y U B,) < 1B + 12108
Oxgar mithakima ila postarihir ki
A1) + 1A S JAB U B,
Sonuncy iki miinasibatdan [A]-nm sonlu addniy oldugu gds-
torilir.
A=A — A, +idy —idy
Jordan avrihisi oldugda istanilon £ € A Ugan

ACEY < A, (F) = A,(E) + A (B) = 2,(£) . (1)
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A; dciilari sonlu olduglanndan [A} variasivast da sonludur,

Digar tarafdan {F,,} azalan A -dlgiiton (voni A, € A) ¢oxluglar
ardictthigr olmagla N, E, = @ oy (F,) =0k = 1.2, ) ola-
caqgdir, (1)-2 asason

im |2](F,)} = 0

olur. Bu isa |4 hesabi addithy oldufunu gostarir (hunu ishat
edin). ¢

Asanca pdstormoak ofar Kio A (X, ) -da kompleks éleii isa.
|A] istontlon /€ A vo

AR £ v(E)
sortini édoyon miishat v dletilorinin doqiy asagr sarhadi olacagdir
(bunu gdstarmn). Qevd edak kiv 4 sonlu isarali Slgl olacagdir. A
kompieks ¢loliniin tam varasivas

A1l = [A1(x)
kuni tavin olunur,

Futag ki (X, A) Sleiilan fozadir. M (X, A, R) 1la biitlin ha-
gt givmoth sonlu saralt dletilor ¢oxlugunu, M(X, A, C) isa bii-
tin kompleks dlgtilor goxtugunu isara cdok. Gastarmak olar ki,

Iy M(X, A, R) va M(X, A, C) ¢oxtuglar xotti aza toskil
edirlor:

DAl =

3y hu normaya nozaran qeyd olunan hralar Banax faralan

A

(X) ifadast bu Tozalarda norma tavin edir:
taskil edirfar.
4 . Olgiiniin miitlog kasilmoazlivi

7.4.1. Tarif. A g-cobrinda tovim olunmus ki A vo e dlgiidori
veriinusdir, g(F) = 0 sortint ddayon hor bir F € A coxlugu figiin
ACE ) = 0 olarsa. A dlgtisiing g dlgiisiing nazaron miitlag kasilmar-
dir devilirs Bu xasso A << p kimi dsars ediliv A va g isarali algi-
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lwrmm Al va i,u( variasivalarr devilon xassavo malik olarlarsa,

devirlor ki A isarali dleisit g isarnli Slydsiing nozoran miitloq ka-

stimoazdir.

Asagidaks femma bu anfayryr mitayyoan manada izah edir.

7.4.1. Lemma. Tutag ki A vo g A-da tovin olunmuy sonlu
oletlardir. 2 << polmast digiin zorun va Kati sort istontlan & > 0
ficiin el 8(e) > 0 adadinin olmasidw ki, hor bir 7€ o va
((EY < 6(e) sartindan A(E) < ¢ olsun.

Isbat. Bu sort odomirsa va u(E) =0 isa. A(lD) <
e (Ve > 0) olur. Yoni A(F) = 0.

Tarsing, barz edak kicclo e > 0 adadivo I, € A vardir ki,

u(k, )y <2 "
oldugda A(FE,) = ¢ olur. |
Fary cdok l-;i

Ay Uu Pl <2710 va AR >

{F,} al'/.nlan ol¢ilon ¢oxluglar ardicilhigr oldugundan

u(ﬂ o) = hmop(l,) =0,
oo

n=1

[ ]

/()

el
Bu da o demakdir ki. A dlgisii jeva nazoron miithog ka-

Il

lint A(F,) = ¢
W

sthmos deviddir. o
7.4.2. Radon-Nikadin teoremi. 1utag kio A vo g A g-cob-
rindd tovin olunmus - sonlu Glgtitardir va 2 6l¢lsit g dlglisiing

nazaran miitlaq kasitmazdiv. Onda cla f € M7(X, A) Tunksivasi

vardir ki, istonilon [7 € o1 Gglin
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AME) = j fdu. (1)
Z
[ tunksivast o olglisiine nozarony sanki hor verds yeeans
tovin olunmusdur (grsaca g-sankt hor verda).
Isbat. Teoremi ovvalea 2 va pusonle dlgiilar oldugda ishat
cdok.
Tuteg kic e > 0 adadi Ggtin P(c), N(c)} X-in A — cpisandli

dletistna nazoron Halm ayvmihisichr. & natural adodi Ggiin

'
Ay = M) A = NG+ DN 4
pol

dletilor coxluguna baxag.
Avidmdir ko A, (= 1,2, .0) coxluglan disvunkdurlar va

ONU{,‘) = U/l', .
fo1 1

k-1 k-1
Ap = N{kO\ U N(ke) = N{ke) ﬂ ﬂ P(jo)
j=t FE

oldugunu alarg.

Buradan

Fogoxiugu Ay -in Gletlon alt goxlugu oldugundan £ €
N(kcyvall @ Pk — 'l)(:) otur ki. bu da

(k= 1cu(E) < A(E) < kepdl) (2)
demokdir,

Asaddaky coxluga baxag.

B = X\UA, = ﬂP(;‘c').
Jo feel
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L I S R

Bela ki bitin & nomralori Ggiin B € P(ke). Buradan isa

Vi ndmroasi Gglin
O < keu(B) < AB) < A(X) <w
vo u(B)Y = 0 olur. 4 « w oldugundan A(B) = 0 oldugunu g6ri-
ritk.
Agaprdaky funksivam daxil edak.
: k—1)c,x €A,
ﬂﬁ%ﬁ( mlcy .
Foixtivart olgtlon ¢oxiug oldugda, bu coxlug £0 5 v
EnA, (k=12 .)dizyunkt ¢oxtuglarmm birlagmasindan iba-

rotdir. Onda (7. 2)-don atarg ki

ff(du</1([)<J(f +()d,u<f/1d;z+(u()()

{ndl c=2"4qn lhllll!‘l] adaddin L]"l'\LlI cdak, Onda f, avo-

sina £ -1a tovin olunmus Tunksivalar ardradiems alarg, Demoli
n . ¥ A =

f L S ALE) < f o2 ). (3)

m 2 n yobul edak. Onda

J fodp = A(E) < f fodit + 270X
E I7

fﬁﬂué&@)éjﬂﬂu+zhdﬂ

I3
olur ki. bu da biitiin # € A coxluglar Ggin

j(fu - fm)dl’-t < 2 “[J(X)
e

demokdir.




Funk smmn’ umu'.”

indi fors edok ki, £ ¢lo ¢oxlugdur ki, mtegralalti funksiva

monil vo onlarin kombinasinasivast soklinda wostorils

miishat.
bilir. Onda m > n igln

f o = fuldu < 2 (X))

Denali, {f”} ardicithdr orta manada -0 vl

oldugundan /¢ M7 olur. Bundan basga.

[ = [ rasf < [1h = aw= [ 11 pian
I A i I
Onda (3)-don

ALY = l1m jfnd;a = j fdu (F € A)

A
Jdugunu eirartk, Bu isa weorenun varhie haggmdaks hokmiiniin 4

r{fulc M’

va u aletlorinin sonlu olduglare halida isbat demokdir,

Qevd edak Kic f funksivasy go-y0 novzoran dletisd sifn
coxtuglar dagiglivi ila vegana yvin otunur. Dogrudan da f A €

M*Y v bittiin 17 € A ligiin

ALY = J fdu = J hed .

i
= {x: f(x) > hf x}} 15 = {x: f(x) < h(x)}

'Ligi’m sonuncu Hadant yarsag. von

j(f ~ R)dp =0, f(h — dp =0

h—feM! oldugundnn f = ht p-sunki hor

coxlugian

f—hEM'

verdn) oldugunu gorarth.
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Indi tutaq ki. 4 vo g g-sonlu dlgtilor vo {A,} € A artan ¢l ar-
dicrthgder ki

AlA,) < oo, u(A,) <w.
avval virlitdiiviimilz mithakimoni aparsag. ¢lo by, € M™ funksiva-
s tapa bitartk ki. x € A, oldugda h, (x) = 0 olar vo £ € A4,

dletlon goxlug tsa

A(R) = j h, dut
E
olar. h, -nin veganalivindon m > n dglin bitiin p-sanki x € Ay
clementlarina nazaran kA, (x) = hy,(x) olur,
Tutagg ki, £, = sup{hy, o iy vo {f} € M1 ardiertlign mo-
lim f, olsun. E € A 150

i

noten azalandm. f

AGE 0 A = | fuda
I

E n A,} artan coxluglar ardietiigr va
! ] g

I = U(E n A,

n=1
oldugundan misbat dlglinin malum xassasi vo monoton vigima
haggindak: Lebeq teoremina asasan

H— o

AE) = lim A(F 0 A,) = lim J}‘;idu = J fdu
1 on
E 28

olacagdir. f-in p-vegana oldugunu avval isbat cimigik. o
Teoremda varlign géstorilon f funksivasma adaton 4 Olgii-
siiniin g 8letisiing nazoran Radon-Nikodim téramasi deyilir, Qevd
cdok ki. bu funksiva integrallanan clmaya da bilar. Oslinda f-in
(p-0lgiisiima noazaron ckvivalent) olglilon olmast {igiin zorurt va

kall sort A-nm sonlu 6lgii olmasidir,
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. Ol¢iiniin sinqulyarhg: Lebeq ayrilisi

o eoriino bilar ki ¢letisting nozoron mitlag kasilmaz 4
Slglisti w Olglist Kigik olan ¢oxiuglar Getin bu xassoni saxiavir,
vani bela goxiuglarm A 6lgtst do kigik olmahidie. Lakin bu mtu-
tv hokmiin, imumivyatly, dogru olmadifim gostoran yeni anlayey
verok.

7.5.1. Tarif. 4 g-cobrinds tovin alunmus ki 4 vo g 6lgiiton
uctin A, 8 € A dizvunkt ¢oxtuglartnm varhigimdan

X=AUBRB
va A(A) = p{B) = 0 olarsa. bu dl¢tilora qarsthgh sinquivar 6i-
cllor devilir. Bu halda smquivarh@r 4 L g kimy vazrlar, Avdindir
ki A vo u dlgtibormin smquivarhigs simmetrik anlavisdir. Bazon
devtrior ki. A ol¢lsit g Glglisting nozaron sinqulvardiy.

7.5.2. Lebeqgin ayrihy teoremi. Tutaq ki A vo y A a-cab-
rindo oyvin olunmus g-sontu dletlordir, Onda g 6lelisting nazoron
siqulvar el Ay dletisti va g Slgtisiing navoron miitlog kosilmoy
ela 4, alglsti vardr ki, A Olgiist 4 = A + A, ayvrihsma malikdir
A vo A, dletlart veganadirlar,

Ishatr. Tutag ki, v = A+ g vo v g-sonlu dletdiir. 4 va u
Oletilort v Glgiisiing nozoron mitlag kosilmor olduglarindan Ra-
don-Nikodin teoreming asason elo f, g € M7 (X, A) funksivalan
vardir ki, butin £ € A coxluglan digiin

A(E) = [ fdv,u(k)y = f gdv
Z
Tutag kic A= {x:g{x) =0} B ={x:g(x) >0} . Onda
ANB =0 vo X =AU B.F € A liglin asagidaky dlgtlori tovin
edok.
ME)=AENA) AL(F)=AFnB).
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(A) = 0 oldugundan A, L .
pistormak tigtin g(F) = 0 oldugda

f gdv =0

5
oldugunu gostormak kifayotdir. Clinki bu halda v-sanki x € £

Digar taraldon. 4, < g oldugunu

fictin g(x) = 0 olur. Buna goro dav(E N B) = 0. 4 < v mina-
sibatindan
ALEY=2{EnNB)=10
oldugunu goririk. Buradan isa
A=A+ 4

oldugunu goriiriik.

Avriligin yeganaliyi 1so har hans) « dlglistintin @ << g va
a L posartlorindan @ = 0 almas: noticasindon alnir. 1

Teoremda gostarilan 2 = A, + A, aynhisina Lebeg ayrihs

devilir.

6.L, (p = 1) fozasinda xotti mohdud funksionalin

iimumi ifadasi

Ovvalea xatti va mohdud funksionalim tariflorini vada salag.
Bunu L, = L, (X, A, 1} (p = 1) Pozas Ugtin ctsok daha mogsada
uygun olar.

7.6.1. Tarif. L: L, — R (hogigi ox) intkasi istanilon a,ff ER
vo f, g € L, Uglin

Llaf + Bg) = al(f) + fL(g)
sartini édoyarsa, ona xoui tunksional deyilir. Ogar biittin f € L,
clementlart {igiin

ILOOT < K
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sortint ddayon K sabii adadi varsa. L funksionalina mohdud

funksional deyilir.
Bu halda. L xotti moahdud funksionalin normas:
Ll = sup{iL(Hlf e L lIfll, < 1) (4)
kimi toyin olunur,
Integrabim xottiliving va Holder barabarsiziivini novzara alsaq.
geL, tg=cw _  dgor p=1vao g=p/(p-1) oks halda)

funksivas Giglin

L) = | fadu (s)

¢evirmosi L, tozasimda xoud mahdud funksionaldirva

Ll < llglly
olur. Oslinds
L1 = Hlgll, Cisbatedin!).

Riss gastormigdir ki £, fazasinda xotti mohdud funksional
(33 sokiindadir. Bunun Geln aveoleo asagidak: femmam isbat
cdok.

7.6.2. Lemma. Tutaq kil L, DHrasinda xotii va mohdud L
funkstonali oy olunmugdur. Onda hitin f € 1, funksivalan
igtin elo LY vo L7 misbat mohdud xotti funksionaliary vardir ki,

| L) = L) = L7 ().

Isbat. { = 0 oldugda

L(f) = sup{Lllp)p el 0<gp<fl.

Avdindir ki, ¢ 2 0 vo f 2 0 {igiin

L (ef) = el (f).
0<g, <fi{j=12)0ldugda
L) + L(gy) = Ly + @) < L(fi + £5).
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Biitiin bu ciir ¢; € L, clemenlort Grsra sonuncu boraboar-

sizlikda sup-da onu ddavacakdir, yoni
L'(f)+ L (f) LM+ f2) (6)

Tarsino, 0 < ¢ < f, + £, olduyda. @, = sup(y — f,,0) va
@, = inf(y, f,) gobul cdok. Onda ¢y + @, =P vo 0 <@, < f;
(j =1,2) olur.

Demoli. L(y) = L) + L{@,) <L)+ L7 (@2) . So-
nuncu horabarsizlik biitin p € L, clementina gora 6dondivindan
f, =08 f €L, (j=12) iglin

L(fi + LY S L) + L7 () (7)

(6) v (7)-dan LT fumksionaliin

L(f)+ L () =L (i + 1),

f; = 0. f, € L, oldugunu pororik. Yoni L' tunksionah xotti
funksionaldir, L -un tayvinindan onun mahdudlugu bilavasita ali-
nir.

[ndi ixtivari /€ L), clementi digiin

LYy =L"(f") =L ()
ovinedok. Burada f = /1 — 7.
Indi f € L, tgiin L7 funksionahim toyin edok.
L=(f) = L"(f) = L(f).

Asanca gdstarmak alar ki, L7 xouti mohdud misbat funk-

stonaldir va
L=L"—-1L" .o

7.6.3. Tearem (L, fozust vigtin Risy gostoriliyi). Tuag ki,
(X, A, u) o-sonlu dlgiilon fora v L bu fazada xoti mohdud
funksionaldir. Onda elo g € L, (X, A, u} elementi vardir ki (5)
ifadosi istonilon /€ L, dglin dogrudur. Bundan basqa [|[Ll] =
lglle, vo g = 0 oldugda L miisbat xouti funksionaldir.
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Ishbat, Ovvales forz edok ki. p(X) < oo vo L mishat
funksionaldir. A: A — R dlgtsiintt A(E) = L{x,) (F € A} kini
tavin cdok. Avdindir ki, A(@) = 0. Tutaq ki. {£,} € A artan

Gletilon ardicithgdr vo = U E,L onda {Xr-.‘,[} ardicilh@r nogtovi

olaraq y;; funksivasima vigihie. Qevd edok ki y, funksivasi £
coxlugunun xarakicristik funksivasidir. p(X) < @ oldugundan bu
ardicillig £ fazasinda yp funksivasina yigihr.
0 < Ak = 2(E) = L0 — Llx,) = L0 = xe,) <

LIt ||X.':' - XI-.'HH
oldugundan A dl¢lidir. Bundan basga. A € A vo pu(A) =0 iso
A(AY = 0 olur ki, bu da A <« g demakdir.

Radon-Nikodin tecoremini tathig ctsok. bitiin £/ € A ¢ox-

<

fuglar Gglin elo manit olmayan g: A4 — R [unksivasimn lapmag
ofar ki.
Lx) = A(E) —jxf;gdu-

olar. Buradan iso istanilon A-6l¢lilon @ sada funksivas diglin

Llg) = Jqogdu-
otdugu ahmir.
indi tutag ki. £ Ly-do monfi obmayan funksivadsr.
Fors cdok ki. {@,} artan sado lunksivalar ardicilhgr sanki
hor verda Ly -do f-o vigihr. L mohdud oldugundan (voni ¢yni
samanda koasilmordin

L(f) = lim L{g,).
Bundan basgu. monoton yigiima haggimdaks teoremd asason
Lg) = ?gi{gjq)n.qdu = Jfgdu-
Ixtivari f € L; funksivasi Gglin bu miinasibot xottilikdon

alimr.
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Indi o -sonlu hala baxaq. f, c F, - c F, < -+ soniu
cletlii goxluglar Geiin X = U k5, isa avvalki mithakimava asasan
cla g, = 0 tunksivalan vardir ki. vf € L,

L(fxe,) = J Sxp, gndi .

m < noisa sanki biltlin x € I, Ggln g, (x) = ¢,(x). Bu
yolla L-i toyin edan g funksivasnm almis olurug).

Indi L £;-da tayin olunmus ixtivari xatti mahdud funksional
olsa, 7.6.2 lemmasina asason L = L' ~ 17 saklindo eistorilisi va-
za bilorik. Burada L7 va L™ mohdud mishat xatti funksionaliardir,
Ovvolkt mithakimoni bu funkstonallara tatbiq ctsak. onlan tavin
edon g' vo g~ funksivalarini alms olang. g = gt — g~ yobul

ctsok, biitiin £ € Ly tigiin

L(f) = f fgdy
Ll

adasint gostormis olurug. Teoremin = gl hékmimniin is-
bati oxucuya tapsirtlir. 1

7.6.4. Teorem (L, fozusi diginn Risy wostorilisi), Tutag ki
(X, A, u) olciilan foza. L isa Ly(X, A, 1) (1 < p < o) tazasmda
tavin - ofunmus  xatti mohdud  funkstonalde, Onda ¢la g €
Lo(X. A1) (g =p/p—1) funksivast vardir ki, bitdin fel,

tigiin
L(f) :Jj‘gdiu
itadast dogrodur. Bundan basqa. ||IL|] = lTgliy-
Ishan. p(X) < oo halinda teoremin ishatr avvalki teoremin
isbatmin kigik doyismosi hesabina géstarilir. Yoni cla g € Ly
F=1llgli, vo L(f) = | fgdu minasibati

funksiyast vardir ki. ||L
dogrudur,
indi tutaq ki. {£,} Ly ardicilhigy [If, ]l = 1 vo
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1
L) = (1=~
yni zamanda clo X €A 0 -sonlu ¢oxlugu vardir ki
x € X\ X, oldugqda f,,(x) = O olur. Tutag ki. £ € AN Xy = 0.
Onda

1,
. . /p
”fn i tX.'z‘”p = (l + Ipﬂ([)) ! ({ 2 0)
Olava olaraq.
L{fn) = L{ktn) < [L(fy & tre)]
oldugundan ixtivari n natural adadi Gigtin

ool < (1 + oue) 7 - (1-2).

n — oo sartila sonuncu baraboarsizlivin hor tarafini £(> 0)-

va bilsak.

Pul | iy -

10t < 1 S 2L

olar. Buradan isa & — 0 sartila Lopital qavdisim otbig etsak. X,
a-sonlu dlgiilon ¢oxlugun tamamlanmasinda yerlogon har I € A
coxlupu digiin L{yy) = 0 olacagdir. Demali. Vf € L, funksivas
ficiin X, N {x: f(x) # 0} = @ olacaqdir ki. bu da L(f) =10 de-
mokdir, Belalikla. avvalki mithakimani tatbig etsok. Xy-da toyin
olunmus g funksivasim tapmis olang ki. o da L funksionalim
tovin edor. g funksivasiny Xg-dan konarda sifir gabul ctmakla enu

biitiin X-a davam cidirsak, tcoremi isbat ctnus olurug.
7. Tapsiriglar

I Tutag ki, A (X, A) olgiilon fozasinda isarsh vo va
kompleks dlgiidiir. Gostorin ki istonilon £ € A coxlugu diglin

) |A|(F) = 0 miinasibati hor bir A-6lgtilan G © £ goxlugu
detin A(G) = 0 miinasibotilo ey glicludir:
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by A(F) = 0 minasibatindan |A[(F) = 0 olmast hamigo
alimmava da bilar.

2. Tutaq ki A (X, A) fazasmda dsaralt dlgli. vy va vy 180
(X, A)-da cla mishat dlgtilordir ki. 4 = vy — v, Gostorin ki
vi(EY= AT (EYvawv,(F) 2 A (F). FeA

3. Tutaq kic Ay va Ay (X, A) dlgtilan fazasinda sonlu igaral
oleiitardir. (X, A)-da asagidaky tsarali dlgtlari tayin cdok:

A VvA, =4+ (4, —4;)",
AAL =2 (4 =4,

a) Gostarin ki. Ay v A, blitin £ € A goxiuglan Ggtin
v(E) = A,(E) vo v(E) = A4,(E) sartarini édovon sonlu isarah v
Slgtilarinin on kigividir:

by analoji olaragq 4 A A, dlgiisiing xarakterizo edin.

4. Tutag ki. A (X, o) -da dsaroli vo va Kompleks dletudir,
'arz edak ki v (X, A) hzasinda istontlon £ € A Ggtin

|ACEY < v(A)
sartini ddavan mishat dletidir. Gostarin ki istonilon £ € A Giglin
[A|(E)Y < v(E).

S Tutag KA va Ay A, (XA -da sontu dsarall v va

kompleks oleiitardir. Gostonn ki,

lim ||4,, — All = 0.

n—on
mitnasthati. ancaq va ancaq {4,(A)} ardiciihgy 2(A) -va A -ya
(A € A) nazoron milntazom vigibdiqda mimkindir.

6. lutag ki P goxlugn 2 isaralt dleisting nozoran miisbat
coxlugdur. £ € A (g-cobry va P oisos £ ogoxlugu da A-ya
nazoron missbat goxlugdur.

7. Tutag ki. Py va P, goxluglart A isarali Slglisiing nazoran
mishat ¢oxiugdur. Onda Py U P,-do A-va nozoron midishat ¢ox-

tugiarder.
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8. M € A coxtupu A tsarli dllisting nazaran sifir ¢oxiug
olmast dciin zaruri vo kalt sart [A[(M) = 0 olmasidir.
9. A A-da ovin olunmuy isarolt olglh iso A-nm givmatlor
coxlugu mahduddur va
AYEY = supfA(F e F S EF e AL,
A(EYy = —=int{A(F ). F € EF ¢ A},
10. gty & g, minasibatindon g, << gy oldugu homiso dog-
rudurmu’
P Tutag kic (X, A) -do i, (X)) < 1 sortind 6dovan e}
oletlan ardrerthor verthsdir, £ € A ligiin

MEY = ) 27 ()

=l
Kimi tovin olunan A-mm dlett va biltdin e nomralart Gglin g, <« A
oldugunu gostorin.

120 Tutag ki A dsarali alel vo e (X, A y-olglilon fhrasmda
Oletdinr, A << piso, A1 47 va |4 ] e oletisting nazoron miitlag
Kastimazdirlar,

13, Gastarin ki 70 40 T lemmasy g, hata sonsuy 8led
oldugda da dogrudur. Takm A sensuz 6lgt oldugda bu lemmanm
hokmi dogru olmava da bilor. (Dogrudan da. A-hesaby 6lgt vo N
natural adadlar coxlugunun bitiin alt coxtuglarmdan tharat A o-

cobrindon olun istontlon /7 goxltugu igin

w(fy = Z 27

nl:
4, g 8 tepsingimdake Slgl olsun. £ © N figlin A-m
Ay =0 0gar £ =0
Ay = oo, 0por £ # 0
Kimi tovin cdok. Géstorin kil g A ag-cabrinda soniu dlet vo 4 1so

sonsuy sletidin, Bundan buagqu A << prvo i <4,
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IS Tutaq ki. gosonlu dleit vo 4 << . Olava larz edak ki B,

vo 0, coxtuglart A — np dicin Hahn avedisidir P =18, 10
O = U 0, olsun. Géstarin ki @ ¢oxiugu biitiin A-lar Gelin a-sonlu
va F C P E € Aoldugdava A(F) = 0, vaxud da A{F) = +eo.
16. Tutaq ki. X geyri-hesabi goxluq vo A X -in clo K
coxluglarindan toskit ohunmugdur ki ya £ yvaxud da XAL hesabi

conlugdur. g va A-nr asagrdaks kini tavin edok.

clementlorin sayi, £ sonlu goxtug
u(l) = o F Sonsurc
. £ sonsuz ¢oxlug
AE) = { ‘ (]1,,‘:‘ hgsabi gf)xlgq '
+oo, F geyri — hesabi ¢oxiug

Onda A <« g, Lakin Radon-Nikodin tcoreminin hikmit dog-
ruolmay acaqdir.

17. Futag kic X =10, 1] vo oA X -in Borel goxluglarmdan
ihurnt g-cobrdir. i oA-da hesabi Sl vo A A-da Lebeyg lgust 150
A sontu dleadir. Lakin Radon-Nikodin teoremi dogru olmayacuay-
i

18, Tutag ki A va e (X, A)-da g-sonlu dlgilor. A << g

dA
=00

Onda g € MT(X,A) isd

fgc!ﬁ = [;}f'd,u.

(Gostarts: Ovvalea sada funksivava baxilsim va monoton
vigtlma haggmda teorem tatbig ojunsum).
10, Tutaq kic A, v (X, A) a-sonlu dlgtilondir v <A va
A < piso p-sanki hor yerda
dv dv dA

A dA du
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e
oldugunu gostarin. Tomginin A; << (j = 1,2) 150 ge-sanki har

verda

(Ml d A,
—(/11 + Ay) = i ”’r“&:{‘
olacaqdir.
200 A vo e o-sontu Olglilar, A << pvo <« A iso sank hor
verdo
dA 1
dp du/dr
2L Avopdleilor. A «puvad Lpisnd =0,
22 Aisaroli Olgil va e dlelt 1sa A L peoldugda A1, A7 va A
g Bletisiing nazoran singulvardirlar.

23 (X, A)-daky biitiin 1sarah olgiilar coxtugu
(cp)(F) = cu(l),
(A+)E = AE) + 1(F)
anwlisring nazaran xatt faza skl edir. Bu fhrada

el = feel (A)
normadir va bu normava nazaran Banax fozasi taghil edir,
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VI Fasil

Ol¢iiniin qurulmas

Ovvatki Dasillorda oleiiniin tavin va {unumi haliarda onun
quralmast masalalaring toxunmugdug. Bu fastida R haq it oxunda
mntervalin wzunlugu faktindan istifada comakis febeq dlgiisiing
qurmagla mosgul alacagiq.

Tabiidir ki, @ va b hagigi adadlari Getin (@ B] varim
intervahinm uzumugunu b — @ v

(—wo, b = {x € R x < b},

(a, +w) = {x ¢ R1a < x}
va (—om,o0) conluglanmn waunlugunu iso oo gobul cimok fa-
sumdir, Uzunluge ita tsars edok.

Sonlu sayda dizy unkt (cit-ciit kastgmayan) intervallarm bir-
Lasmasinin uzunluge olaraq onu togkil edoan intervatlarm uzunlug-
larr comi gabul edilmalidir. Demali, tagkiledici intervadlar hosis-

nrirlarsa.

H
I l(“w brl
il
coxlugunun uzunlugu olarag
H
|
2 (b, —a,)
B

adadi gobud edilin.
1o gorting bifor kis biv oleini

(a,b|, (=, bj, (¢ +w), (—w, w®){])
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(sonlu va sonsus) intervallarin sonlu birlasmoasindan tharat bitin
coxluglann tagkil etdivt Foailosinda tovin cumis olurug. Lakin by
halda I a-cobr tagkil etmir. Asanca gérmak olar ki /-don olan

coxluglarm hesabi savda birlasmasi F-a daxil olmasa di bilor.
1 . Hoaqiqgi oxda dlgii

ODvealen bozt tardflart vada salag.

8. 1.1 Tarif. X goxlugunun o4 alt coxiuglar sistemi

ho.XeA,.

DFEEA s B =X\ c A, .

SVELT, B C Ul isa U B €A,

sortlarint Sdovorsa, ona cobr devildir,

8. 1 20 A, X goxtugunun har hanst cabri isa. Ay -da Gigl
dedikda Ay-dictovin olunan vo

p(@) = 0.

DVE €A letn w(F) = 0.

) Hesabtsavda divvankt ) € Ay coxtuglarmm

Uni-y 5, € A oldugda

¥ \ o
al | )= uin
o e
mitnasibotiorim Gdavon pogenislonmis (vonl —w va v 4w
givmatlorit do alicbilar) haqiq funksivasing novarda tutacag.
8.0.3. Lemma, (1) sokiinda olan coxluglarn sonlu savda
birloymalorindan tharat I oaitost B -in alt ¢oxtuglanndin taskil
olunmusy cabr v uzanluyg F-da Gleitdir.
Fsban. Avdimdir ki Focabrdiv, [ ila wsonlug funksivasim go-

bul ctsok. 810 2 tartfindok? 1) vo 29 sartiort ddoantriar. 3y sortini
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voxlavaq. Bunu (@, b] yarim intervaly diglin edacoy ik, Digar hal-
larin isbati oxucuya tapsiilr.
Tutag ki.

e

(a,b] = U(af,hl-l (2)

-1
D (a,‘ bji intervatlars dizvunkdurtar. Soniu savda

a<a, <b €a, < <b,  Sa,<b,<h
sortini 6doyon

(ay, byl Cay, byl (@, by

varm mntervallarna baxag.

Onda
n n
z { ((af,b,]) = Z(b{,- - uj") =b,—a,+hy, —w,+ -
5o j-1
b=

a, <b,—u, <b—a= i((({,b])
n ixtivart oldugundan

1

Z[((tzf,h}]) <,{((a‘.’)}). (3
fo1
Indi aks barabarsizlivi isbat edak.

lutag ki. ¢ > 0 ixtiyari adad o {e:}} XU E <& yortim
ddovan mishat adadi ardicthadir. Cmumilivi pormadan a, = «
gabul edok (bunu némralamoant davigmak hesabing cimak olar)

Asadidak agig intervallary baxag.

Iy =(a, —¢, by + &)

I, = (u{,,bj + z.'f),j =2
(2) miinasibatindan edrtiritk ki {IJ,[ = 1,2, } coxluglar

le, b kompakt intervahnm agiq Srtitvidir. Onda fa, ff-ni 6rton
sontu by, b, o]

i Ortiy G vardir, Yens amumilivt posmadan

a=a,<Sa, <b +& <<y, <b,  te, =
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Funksional analiz,

< b < by, +ey
gabul cuimak olar. Bu barabarsizliklordon

223
b—a<(b,+e,)—a < Zl(bj + a';) — a;—] <

j=1
m o)
v 1
< Z(b[ — uj) +&< z(b,— — a;) + &
I =1

oldugun gororik. € xtiyari oldugundan

!((u, [)I) < Z i ((ai, !J;-D

olur. (3) vo sonuncu barabarsiziikdon [ ususniug funksivasimm /-

da hesabi additiv oldugunu gostormis olurug.
2. Ol¢iilorin davam

[ndi dlgiiniin cabrdan g-cabra davam haggmda daha imumi
haltara baxag. Bunun Getin avvalki fasillardon malum elan bosi
anlavs vo fakttan vada salug.

9.2.1. Tutaq ki, X hor hans goxlug. A, orada eobr va e isa

oletdiir. B < X ixtivart ¢oxlugu gln

@n

iR = inf‘Z u(r)

1
tovin edok. Burada mbinium

B e U r,
i1

sartini &davan biitiin {I:';} C A, oxluglar {izrn gotariltr. Adaton

(7 -u o dlgtisiindn dogurdugu xarici dlgi adiandirelar.
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Axvdindir ki g7, dmumiyyatla, dlel devildir, lakin asagidake
xassalorn malikdir.
9.2.2. Lempra. 921 torifinds toyin olunan g7 funksivas
asagidaky xassalora malikdir:
Ay (@)=0
MBS Xisa. ' (B)=0
C)AC Biso, u(A) < (B)
dyB € A, isa, 1 (B) = u(B)

cH{B,} © X iso
u (U Bn) < Z (B,

n=1 n.1
¢} xassasing gt xarfet dlgiintn hesabi yarm additiviik xassosi
devilir,
9.2.3. Torif. I X goxiugu vo biittin A < X ¢oxluglan figtin
W (A) = (ANE) + i (A\E) (4)
olarsa. £ coxtuguna g"- digtiton ¢oxlug devilir. Butlin g”-olgiilon
coxiuglar sistemini A o isaro edok.
9.2.4. Davam hugqinda Karateodori tearemt.
Bitiin g~ -¢lciilan coxtuglann Ay sistemi A y-1 daxiling alan
g-cabrdir, V{E, } © A} dizyunkt coxluglar ardicithgr Ggiin

I (D 1?11) = i (k) (5)
Ny

n=1

Isbat. Avdindir ki, @ vo X ¢oxduglan p° -dlgtilondirlor.
Digor toraldon £ € Ay iso. X\E € A .

indi gostorak ki, A5 kosismaya nazaron yapalihr, Tutaq ki.
EF vo F oy -sletlondirlor. Onda ixtivan A © X va k€ Ay gox-
lugtar dgtin

WANF) =@ (AnFnE)+u ((AnFINE). (6)

F € Ap oldugundan
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Fuonksional analiz,

() = (AN F) (A\/) (7)
B = A\(F N §) olsun. ()ndd
BNF =(AnFN\E

Vo
B\F = A\I".
F € Aj oldugundan
w(ANE N F)) = @ (AN FNE) + @ (A\F). (8)
(6). (7) va(8) minastbotlormdon alimg ki
WM =pAnENE) + ,u’“(/l\(lf N F))
oldugundan I n F € Ay, A kosigma vo lamamlamaya nazoron
gapalt oldugundan o. cobr tagkil edir,
Indi foary edak ki, F,FF € Ag vo EnF =0 . (h-do A
avozina AN (E U ) gabul etsok.
W(AN(EUR))=p(AnE) +p'(AnF)
olacagdir. A = X oldugda. bu sonuncu miinasibot gidstorir Ki. g
AG-da additiv funksivadir,
indi pastoracavik ki. Ay o -cobr va pu isa A -da hesabi
additiv oletidiir. Tutaq ki. {£} Ag -da dizyunkt ardicilliq vo

1= UY. 1 E. Bundan avvol gistormisdik ki,
n

by = U Fy € Ag .

k-1
Onda vA < X gcoxlupu ficiin
AN = (AN F) +u (A\F) =
T
- Z WA B+t (AVE,)

FCF n]duoumidn. ANE © A\F, von — oo Uglin alang

Z WA ED + pr(A\E) < @ (4)
k=
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QM. Ohniodor

Digar toratdon. 9, 2. 2 (¢) lemmasima gira
RANE) S ) (ANE,
ko1

(D) S p{ANEY+ g (ME).
Sonuncu ti¢ barabarsizhikdan aliriq ki
prA) SptANE)+ W (ANE) =

= Z AN E) + 0 (MNE).
e

Xasusi halda, £ = U7 F, ¢oxlugu pm-olctlondir. A = X
gabul ctsak, (3)-1 gdstormiy oluruq.
Indi postarak kio Ay € A5 . 922 (4 lemmasma gors
E e Ay isoo ) (F) = pu(E) . Lakin biz gostormahivik ki E p”-ol-
¢llon ¢oxlugdur. Tutaq ki A < X ixtivart ¢oxlugdur. 9.2.2 (<)
lemmasina goro
WA < (ANE) 4+ 1 (\E). (9)
Bunun aksini géstormoak d¢lin ixtivart € > 0 adadina géra
clo{f,} © Ay ardictllig: segok ki.

AgUFn

D i) < wia) +e

n=1

VO

olsun.
ANE S UM NE)vaA\E € U(KNA\E) oldugundan 9. 2. 2

(¢) femmasma gdrd

W((ANE) < Z,u(Fn nE),
n=1
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Funksional eaaliz.

ROGED WICAGE
n:=-1
Demoli.
WANEY 4 (AE) € Y [l 0 E) + p(F\E)| =
Hn=1
= Z plh) < p Ay +e.
=1

£ > 0 ixtivart oldugundan sonuncu baraborsizlik vo (9
horabarsizlivi gostorir ki, E € A -

Oerd. Karateodori leoremi pistorir kiv Ay cobrinda toyin
olunmus g olelisiinii A o-cobrinds tovin olunmuyg g° Glelisiing
davam cidirmok olar.

Gostarmak olar ki g7 dlelsi tam sleadiir. Yoo £ € A
Getin W (F)=0vo B}, iso, B C Ay vou (B) =0, Bunu is-
bat ctmoak diciin VA < X coxlugu va 9. 2. 2 {¢) lemmasing 23280

WA= () +up (EYzu(ANB)+ uw {(MB).

Evni camanda 9. 202 () lemmasina g6

w () < (ANB)+ uw (A\B)
oldugundan B g -oletilondir, Demali.
O<p(B)y<u((k)y=0.

Indi gostorok ki, g o-sonlu él¢ii 180 onun AG o-cobrmd w0’
davann veganoadir.

9.2.5. Davam hagqinda Halin teoremi

Tutaq ki. g lunksivast Ag cobrindo g-sonlu dlglidiir. Onda
i Slgtisiiniin A o-cobring vepana davamy vardir,

fshatr. 1" -un Aj-da 6lgt olmas: 9.2.4 teoremindo g hotta
g-sonlu éleii olmadigda da géstorilmisdir. Davamin yvegana oldu-

punu postarmak igiin tutaq ki, ¢ p dletistintin A -a digor dava-
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Q.M. Ohuiadov

oudir. Ovvales Torz edok ki, g va demalis g va ¢ sonlu 6l ¢iitordir.
Tutaq ki. £ < Ag har hansi ¢oxtug vo (£, } © A, cla ardicithgdir

ki.
EcC UE"'

U w Oleiisii vasitosilo tovin olundugundan

I(E) < (O En) < i 9(E,) = i u(E,) .

n=1 n=1 n=1
Demoh,
IE) < w (E) (VE € Ay).

u” vo ¥ additiv olduglarindan
w(E) + 0 (XNE) = () + 9(X\E).

Bu baraboarliyin sag tarafindaki hadlor sonlu va sol torafdaki
uygun hadlordon biviik olmadigindan VE € A7 tcin g (F) =
9(F) olur. Bu iso g sonlu l¢it oldugda davamin yepanalivini gos-
LarIT.

Indi tutaq ki. g o -sonlu slciidir. Olava toarr edak ki
{F.} € Ay el artan ¢oxiuglar ardiathpidir ki, p(F,) < o0 va
X = U F,. Olgiiniin soniu oldugu halinda oldugu kimi postarmak
olar ki, VE € A} Gigiin

wW(ENE)=8(FEnF,).
Demali.
W (E)=limu"(EnE) = lim3I(FEnF)=9E).o
Nn—oa =00

3. Lebeq dlciisii

Indi yuxarida hoyata kegirdivimiz davam masalasini xiisusi
halda X = R (hoqiqi ox) olduqda arasdiraq.
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Funksivaal analiz.

8.1.3 lemmasinda gostortldi ki
(a, b, (—w,b], (4, +0), (==, cw0)

saklinda olan ¢oxtuglarmn biitiin miimkiin sonlu savda birlaymo-
larindon iharat /7 ailasi R-da cobr tagkil edir va L uzunlug funk-
sivast F-do olgiidiir. Davam prosesint L vo /7 liclin hovata kegir-
sok. (R, F*, 1) diciilan thzasmi almuy olang. Bu yolia ahman [ o-
cabrinin har bir clementing (Slgiilon ¢oxluga) Lebeq monada 6l-
ciilon coxlug va F"-da oyin olunan {"-a Lebeq lgiistt dey ihr.

Adaton (R, F*, ") dleiilan frzasmdan istifads edarkon bitdin
hels 7 a-cabriari avazing F-t daxiling alan on kigik g-cobr daha
mogsadouygun sayir.

Avdindir ki, F-i daxiling alan an Kigik g-cobr Borel ¢ox-
luglar sistemi olacagdir. Lebeq dlglisiintin Borel coxluglar hahina
daralmast Borel va va Lebeq életist adlanr.

Bazan intervalm uzunlugu avazing digar xarakieristikalar-
dan da istifads olunur. Bunu izah ctmovo ¢ahisag. Tuwtag ki
g R — R monoton  artan  funkstyadir, voni x <y oldugda
g(x) < g(y) olur. Olavo farz cdak ki. g funksiyast hor bir nog-
tado sagdan Kasilmozdir. belo ki

g(c) = tim g(c+h).
fr- 20+
g moneten vldugundan
lim g(x), lim g(x)
- X +on
vardir vo givmotlori —oo vo ya +oo-da ola hilarior.
Belo funksiva liciin asagidakiian oyin edak.
g ((a,b]) = g(b) — gla),
ty((=e0,b]) = g(b) = hm g(x),

Hg((a, +o0)) = tim g(x) = g(a),
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Ho((=eo,00)) = lim g(x) = lim g(x)

Indi g, -ni yuxanda toyvin ctdivimiz F cabrinda tavin etsok,
o bu cabrda g-sonlu blett olacagdw. Demali. bu Slet vegana da-
vama malikdir ki. biz onu veno da fg KImi isara cdacavik. p, 6l-
clstt F-in bittin Borel ¢oxluglarmm taskil ctdivi cabrdaki 6l-
vidiir. Bu zaman davam naticasinda afiman Slgtive Borel-Stiltves
Sletist deyvilir. Avdindir ki. sonuncu 6let Karateodori teoremina
aira Boret qoxluglarmi daxiling alun o-cobrda tavin olunmus 6i-

¢lyo davam edilir. Sonuncuya Lebeg-Stiltyes Sletisi devilir,

4. Cp,1; Ozasinda xotti mohdud

funksionalin imumi ifadasi

8.4.1. Teorem (Riss gostorilisi). Istanilan £ € C*[0; 1] iiciin
[0; 1] pargasinda oyin olunmus ela mahdud vartasival g funk-
sivast vardir ki, Vx € 0; 1] Gelin
!
f(x)= fxdg (10)
N
v
I/lh=vig) =
= (g — nin [0; 1] — d5 tam variasiyasi) (11)
Qepd. Biz sadolik Getin, ancaq hoagigi givmotli funksivalara
baxiririg.
Tearemin isbafi. Ovvalea sortlagak ki. Riman-Stilives intey-
ralt hagginda bazi. fakin asas malumatiara malikik. Xiisusi halda,

x € Cyg.qj vo g funksiyasi {0; 1]-da mohdud variasivall isa (qusa-

ciL g € BV[0; 1]). Onda moalumdur ki. fu] xdg integrah vardir vo

asagidaky kimi toyin olunur. Tutaq ki.
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Funksional analiz.

U e ]

P=f0=tyty, ...t =1}, tn <ty < <1y
[0;1) pargasiun  ixtiyari  bolglstidir v ¢; € [t;o1.t)
ixtiyari niqtadir. Onda ixtiyari P bolelisiing pira
max(t; — t;- ) (1 i< n)
sifra vaxinlasdigda f[; xdg Riman-Stiltyes integralt var vo
n 1
Z (x(ci)(g(ti) - Q(ti—ﬂ)) - J. xdg .
t=1 0
g € BV[0;1]  vazdiqda [0;1]  pargastnin ixtiyart
{ty, t1, ..., by} bdlgiilori Gzrd

me — gt ) <G (=const.)  (12)
i=1

camlarinin mimtozom mahdudiugu basa disillir. V{(g) ilo g funk-
sivasmin [0; 1] par¢asinda tam variastyasini isaro cdirik. Basqa
sé71a. V(g) (12) comlarinin [0; 1] pargasinm biitiin bilgdlort Gzro
doqiq vuxar sorhodidir. Asanca gostormoak olar ki. BV[0; 1] hor
bir g € BV|0; 1] ligiin
gl = 1g(0)1 +V(g)

normasina nozoran normalasmis foza togkil edir.

Ovvalea Cip.qp-kasilmoz funksivalar fazasina |0; 1]-da toyin
olunmus bittiin mohdud funksiyalarm

fxil = sup |x(t)]

0=1<l
normasina nozaron Mjs.q; Banax {ozasmin alt fozast kimi baxag.

f € C7[0; 1] oldugundan [ahn-Banax tcoreminin molum
noticasing asason f-in Cpp.q-don Mg, 1 -a xotti kosilmor F davam
vardir, Bu davam Yx € Cjq.q) fictin F(x) = f(x) va HEI = I

xassaloring malikdir,
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K(s) ilo |0;s] parcastmin xarakteristik funksiyasmi igaro
cdok. Basqa sizlo. 0 <t < s oldugda K(s)(t) = Tvas <t <1
oldugda isa K(s)(t) = 0.

K(0) ila stfir funksivam isara edok. Buna giira da
K(s) EMyy . 0<s<1.

indi 0 <5 <1 Gicin g(s) = F(K(s)) isaro edok vo hor
hanst P halglisa Ggiin

& = sgn !g(tt) - g(ii - 1)]
gobul edok. Onda

n

Mgt - gte)l =) el F(r0)) = FKE )] =
t=1

=1

=F [Z e(K (L) — Kt 1))l |
d=1 .
Buradan 152
PIORICEI T (1)
i=1

otur. Burada FF = {If Il vo

‘Z}Axm)ﬂkﬁlnuzl

oldugundan istifada edivik. Demali.
g€ BVI0: 1] vaV(g) < IIfI

Bu isd o demoakdir ki har bir x € €4,1) Ggln J-o xdg integ-

vali dogrudan da var vo max, ¢, (& = ¢; 1} kifayal gador kigik

ofdugda istonilon ¢ > 0 ficiin
1 n

jxdy - ZX(tm)l.q(tJ —gle, Dl <e (14)

0 (=1
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Funksionaf analiz.

olur.
Indi ixtivarl x € Cpy,p) tunksiyas: va P bolgiisting gors
n
A0 = ) x(IK() = Kt Dl
=1
pillavari funksivasimi toyin edok. Onda
n
P = ) x(t)lgtd) = gl Dl
=1
Buna géra da
n I
lim F(Zu) = “nlzx('{:)lg(ﬁ) - .qu{vl}! = ( Xd‘(j :
Hoown n 7
i1 0

Digar toratdon. {z,, (£)} ardhcaliign x(t) funksivasma miinto-
som vz, — xfl — 0. F tunksionah kasthmaz oldugundan
F(7) = F(x}.

Demoli.
Fix) = fxd_c]. {15)
0
x € Clp,y bgtin F{x) = f(x) oldugundan
I
flx) = fxd_q. (16)
0

O] < ] ViEg) vo notieada I /)] < V(g) oldugundan vo ¢ani
samanda (131 minasibatindon V (g) < I/ ]| olduguna gorn

Nl =vigs

olur, Bu sa teoremin isbatt demokdir,

Qeyd. 1eoremda quralun g funksivas: yegana devildir, Mo-
salon.
Got)y =gty +a, 0=t <1, a=const
gobul ctsok.
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e .
1 1
flx) = fxdg = J-“igu
0 0

vo Vigy) = V(g) olur ki. bu da f-in teoremda nasorda tutulan
Hadasinin vegana olmadig gostorir. Buna péra do 05 1 qos-
ma tazam BY]0: 1] fazuss i evnilasdir (izometriva dogiglivi ila)
bilmarik.

Bunu aradan quldira bitmak detin BV]0; 1]-dan olan [unks:-
valann iki mithiim  xassasindan istitads edacovik, Tutag ki
g € BV|0; 1] . ilk olarag qeyd edok ki harbir £ € [0; 1] Ggiin

im g(s) = g{t + 0}

sl 4
sad Timith var. Ikincisi g funksiyasium Kasil nagtalovi hesabi
goxlug taskil edir,
Asagidak fazn daxil edak.
FV10:1] = {G: Ge BV, G(0) =0,6{t+1) = (J(I),}
<t
Avdindir ki BY10: 1] coxlugn BVIO: 1] fazasim alt ozasi-
dir va \GI = V(G . Gastarak kio €70 1] gosma  [hzasim
BV10; 11 ila evnilasdira bilorik.
Putag ki £ € C710; 1 va g € B0, 3] eladir Ki. (16) Gdo-
nir Harbir 0 < ¢ < 1 Ggiin G-niclaayin edok ke
GO) = 0,6(1) = g(1) — g{0)
VD
Gt) = gt +)—gl0).
Onda
G(1) = git) - g(0)
kimi toyvin edak, Avdindr kic g(6) 0 <o <1 noglalarinda Kasil-
mazdir. Eyvni zamanda bu da askardr k.
GeBVI0;

AW ]
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Funkyional analiz,

1 1

flx) = jxdg = jxd(} VX € Clyq -
0 0

Hamginin ¢ € BV[0; 1] veganadir. Dogrudan da. mitsyvan
h € BV|0; 1] tgiin

1

flx) = jxdh X € Ol
0
iso h(1) — h(0) = G(1) — G(0) va A(0) = G(0) = 0 oldugun-
dan h(1) = G (1) olur.
Indittag ki, 0 < e < 1va 0 < ¢ <1 igiin
H(t) = G(t) — h(t)
funksivasma buxaq.
Demoali. Vi € g g
1

jxd}! =0,

0
d > 0 odadint cla seeok ki ¢ < ¢ +d < 1 olsun. Agafidaks
fuhksivan toyvin edak.
1,x €10 c]
x(t) = 0,xelc+d;1]
diz xott pargatar, x € (¢; 1) U (¢ + d; 0)

Onda x(t) € Cjp.q| - Hisso-htssa inteqratlasay

ctd c+d
0=1H()+ j xdlf = H(¢) —1(c)— j x (O ()dt
‘ ¢ +d ‘
1
= —fj H)de - 11(c+0) (d - 0+).
¢

Demoli, H{c+ 0) = 0. voni ((c +) = hAc +) va noticada
G(¢) = h(c) otur. Buna gira do G(t) = (L), vE € |0: 1] .
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oA S A———

o
IF1l = V(G) oldugundan C*|0; 1} qosma tozasim BV[0; 1] lavast

il cvnilagdira bifarik.

5. Tapsiriylar

I. Gastorin Kt
(a,b), (=0, b)), (a, +»), (~w, «)
intervallumnm biitiin sontu birfagmalarindan ibarat & ailast R-do
cabr amala eatirmir. Lakin G-nin dopurdugu a-cabr Borel goxlug-
laridan ibarat bir atladir.
2 Gastarin ki agar (@, +09) vanm oxu dizyunkt {(a,, by 1}

ardicithgmm birfagmasindan ibarot is2

o

}: 1((({”,13” ) = +w.

=1
3. Tutag ki X 0 <r <1 gorting 8dayan biittin rasional

sdadlor coxlugudur. A il {r € X ta < r < b} Tyarnmagy -
tervallann™ hitim sontu birfasmolarindan tharat ailant isara edok.
Burada 0 < a < b vaa, b € X . Gostarin ki A-nn har hir boy ol-
mavan goxlugu sonsuz coxiuydur. Bununla birlikdo A -nin
dogurdugu g-cabr X-in bitiin alt coxluglaradan ibaratdir.

4. F < R hesabi goxlug isa onun Lebey dleiist sthrdar,

3. lutag ki. L, =(nn+1n=021+2, .., . .F alt
coxlugu bela 1, -larin sonlu birlagmosindan tharat o, I7(F) <
oo, Iila sletlon E coxtugu gostorin ki biitin n-lor Ggtin I n
>0 oldugda. /#£<oo olur. Ishat edin ki ZCA coxlugunun
I.ebeg monada Slgtiton ohmasy tigtin soruri vo kufl sart har burn
Gelin £ N 1, ¢oxtugunun Lebey manada dlglitan ola bilmostdir.

6. Yutag ki. A © R Lebeq manada dlgliton goxiug vo e > 0.
Gastarin ki 36, agig goxtugu vardir ki, A € G, va

Ay s HG) <A + e
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Funksional analiz.

7. Tutag kio B < R Lebeg monada dlgilon ¢oxlug va
e>0.BCH, =(nn+1)iso 3K, € 1 kompakt ¢oxlugu vardir
ki. '

UK SUBYSU(K) +¢.

8. Tutag ki. A € R Lebeg monada dledilon intivart cox-

lugdur. Gastarin ki
(A) = nf{lI"(G): A € 6,6~ acig coxlug?,

U(A) = supll(K): K © A, A= kompakt coxlug} .

9.4 = {7 ila R-da Teheq dlglistinil isary edok. A 2(A) < oo
olan Tebeg monada Glgtlon coxluyg olsun. ¢ > 0152 ¢l G ugig
coxlugu vardsr ki sonlu savda imtervallaray birlosmasindon iharat-
dir vo

lra = xelly = 1244 = 2(G)] < &
Bundan busqae ¢ > 0 isa elo kostlmoay funksiva vardir ki

o —flis = flm — fldA < e,

T Futag kio A © R Eebeq monada dletilon ¢oxlugdur. On-

da cla Borel manuda dlgtilan B © R coxtuguvardir ki. 4 € B va
(B\A) = 0.

Gostarin ki har bir Leheg manada dletilon ¢oxlug (oyvnt 6l
¢iiva nozoron) Borel coxlugu iia 1ebey Olgiisii sifir olan ¢oxlugun
Pirlosmosindan iharatdir, Buradan géstormak olar ki hor bir | e-
bey monada Glciilon funksiva sankt ho verda Borel monada 61
cllon funksiva ila Gist-Osto diisiir,

Vog € LIRB,A) va e >0 iso clo f kasilmos (unksivas
vardir ki.

lo =11 = 19— f1da <.

12, Tuwg ki B Borel eabrt vo A4 B-do Lebey Sleiisitdi.
Gidstarin Ko

a) hor bir G agig goxlugu tigtin A(G) > 0.
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by har bir K kompakt coxtugu ticlin A(K) < oo |
O VE € Bigiin Alx + E) = A(F) .

Buradax + E ={x+y:1y € F}.

13, Tutaq ki. X hor hansi ¢oxlug. Ay 130 onun alt ¢ox-

lugfarindan ibara cobr vo i Ag-da dletidtr.

' (B) = inf{u(A): B € A€ Ayl
ovin edok. Gastarin ki. VE € Ay p'(E) = p(F) o wiB) <
1/ (B) . Lakin X g oi¢tisti sonfu olan ¢oxluglarm hesabs birlogmo-
sindon iharat iso p7 = '

b4 Tutag kiz X hor hanst goxlug. a: VE © X = R clo funk-
sivadir ki,

0<aEY<aFUlMy<alE)Y+all) FcX.

S={FcXa(Ad)=alAnE) +a(ANE)LAC X} sara edok,
S5 % @ iso. o cabr va @ §-da additiv tunksivadir. § = @ ola da
hilar. Masalan. VE © X dicin ¢ (F) = 1 olarsa. S = @ olur,

15, Tutag ki. X vo oA 3 tapymimda olan kimidirlar. A,y ila
sL-mm dogurdugu o-cobri igura edok. Fory cdok Kby Ay -do
Lvin olunmus hesabt dleil vo g, = 21, Gostarin hin /7€ A ol-
dugda g (B) = p,(F)va | € Ay oldugdaiss

o (F) # ().

l6. Tutag ki. ¢ R-in B Borel coxtuglar ailosinda sonlu dlel
vo har bir x € R Ggtin g(x) = u((ﬂn,xl) C Giostaring ki g mo-
noton artan va saddan kasilmaz funksnadiraa

u((u,bl) = g(b) —gla),—w <a<h <+,
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1X Fasil
Olciilorin hasili

Tutaq ki, X vo Vo ixtivart goxluglardir. Yada salag ki.oas-
tntlon x € X va y € Y clemetlar Ggtin biitin (x, y) cltlart ¢ox-
luguna X vo ¥ coxduglannm Dekart (ditz va va Kartevzian) hasih
devilir vao Z = X xX ¥V kimi isaro cdiliv. Bu tosildo biz avealen
odstoracavik ki 1k (X, A4) va (¥, B) Oletilon fazalarmm (A X-do
a-cobr. B iso Y-do g-cobrdiry diiz hasiling ovvaldon bildivimis
tobii vollarla dlgiilon tovava ¢evirmok olar. Sonda hasil ¢oxlugla
tovin ofunan dl¢iiya nozoron mtegrahn vurug (ozalardaks tokrar

imtegratlatla olagasing géstorocovik.
1. Olgiilon diizbucaghlar

9.4.1. Torif. Tutag K. (X, A) vo (Y, B) dlcilon Hhratardar.
Ae A B eB coxluglantm A x B duz hasiling Gictilon diiz-
bucagh vo va gisaca dtizbucagh deyihy.

Diizbucaghiarm biitiin soniu savda birlasmoalarindan iharat
Kallmi (sistemi) Zy-la wsara cdacovik. Gostarmok olar Kio Ay € A .
B,eB(=1,2,..,m)is

Tl

e, =< 8)

o
coxlugu Z-don olan diizbucaghlunn sonlu savda dizvunkt birlos-
mosindon tbaratdir. Basqa sdzlal Zy-dan olan hor bir ¢oxlug Z-don
olan dizbucagtdann sonlu savda divvunkt birlasmosindon iba-
rotdir.
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painiii R ———— e ———

9.1.2. Lemma. Z, sistemi Z-in alt coxluglanndan ibarot cobr

taskil edir.

fshan. Aydindir ki. Zg-dan olan sonlu sayda ¢oxluglarn bir-
lasmasi yena da Zp-a daxildir. Digor toratdon A, € A Vo B, €
B (j = 1,2) ¢oxluglari Giglin

(A, x BON{(Ay X By) = [(A, 0 A4) X {(B)\B) |V
U [(A:\A,) x By
munasiboting goro Z-don olan diizbucagqlilanmin tamamlanmasi
Z,-a daxildir. De Morgan dissturana gira Zy-dan olan istontilon
coxlufiun tamamlanmast yena da 7Z,-a daxildir. o

9.1.3. Tarif. (X,A) vd (Y,B) ol¢tilon Tovalann  Gelin
F = AxBilo A€ A,B B coxtuglarmm A X 53 diizbucaqhnin
7 = X x Y diiz hasilinds dogurdugu o -¢obri isara cdocovik. F-
dan olan hor bir clementa. yoni Z-in akt coxluguna F-olgtilon vo
ya sadoca olaraq Z-in slgiilon alt coxtugu deyilir.

(X, A, 1y) vo (Y, B, y) dlgiibon iazalan tigin F = A X B-
don olan ol¢ilon goxlugun Slglist dedikda

(A x B) = u, (A) w,(B), AeA BCB
sdadini basa diigacayik. Bu clir toyin olunan ¢ Blelisting gy vo (e
dlgilorinin hasili deyilir {eenislonmis  hagiqr ox halinda O -
{+c0) = 0 gobul cdilir).

9.1.4. Ol¢itlarin hasili hagqmda teorem.

Tutaq ki, (X, A, 13) vd (Y, B, 1) dlgtilon Tozalardir. Onda
bilin A € A, B € B dlglilon goxluglan iigiin F=AxB-do
tovin olunmus

u(A X B) =, (A4) 1a(B) (1)
alelsti vardir. Ogar fy vO Uz g-sonlu dletitor 150 (1) vasitosilo to-
vin olunan p oleiisi yeganadir.

Isban. Tutaq ki. A x B diizbucaghs (A}- X B}-) diizbucaqh-

larinin dizyunkt birlogmosidir. Onda
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A

Xaxp(X,¥) = (3} xp(y) = Z XA,-(X))(B,(}”);

j=1
xeEX, yeV.
» x-tqgevd edok vo sonuncu baraboriivi ty Glelisiing nazoran
micqratlavaq. Fyni zamanda monoton yigima haggmda teoremi
12tbiq etsok. alarig

Xa(x)- Hy(B) = ZXA',(X) Cua(B).

i=1
Yemdon monoton yigina teoremini tbiq cisak.
) w8 = Y (4 ()
=1

oldugunu gorarik .

indi tutaq ki, # € Zy . Umumilivi pozmadan
n

E = U(A,- X 1))
i=1
gobul ¢do bilarik. Burada Ay X By qarsihgh dizyvunkt diizbucag-
Ilardr,

Ovvallar apardigimiz mithakimalora gora

moEY = D i () 1a(8))
j=1

kimi tovin olunan éleit korrekt yvin alunmusdur va Z,-da hesabi
additivdir. Onda dlgiiniin davami hagginda Karatcodori teoremina
asason g Oletinii Zy-m dogurdugu F g-cabrinda tovin olunmuy p
olelisting davam cidirmok olar (¢ hesabi additiv dletidiir).
(X, A, ) vo (Y, B, t,) o-sonlu Sletlon forzalar isa pyg olen-

sl Zg cobrinds o-sonlu dleiidiir va cyni zamanda (1) minasibatila




M. ()hmmﬂl_u_v_

tavin olunan dlglt Hahmm davant haggindakr corenuind asason
vepand olur.

Qeyd. 9.1.4. 1coremind 26rd {AxB:Ae A B e B}dirbu-
caghlarm dogurdugu F g-cabrinda (1) minasibatilo toyin olun-
mus ¢ Olgtisii vardir. Bu dlel hesabi additiv dlgtidir. g leiisiing
1y va o Olgiilarinin hasib deviliv vo o = g, @, ki isary edilir,
Bundan avvalki fasilda davam hagymdaky mihakimo gy vo i, 0-
sonlu oldugda g dlgiistiniin yegana 1oyIn olunmasiy tomin edir.
Lakin g, vo up o-sonlu dlgilor otmadigda onlarn hasili yegand

oyin olmava da bilar,
2 . Kosiklor

9.2.1. Torif. Tulag ki. F € Z (=X XY) har hanst ¢oxlug-
dur. x € X clement liglin
E.={yeY: (x,y) €k}
¢oxluguna £ goxtugunun X kasivi devilin. Oxgar olarag £y
kasivinin torifi verifir. Yoni
Y ={xeY: (x,y) L} (yeEY)
coxtuguna £ goxlugunun y-kastyi devilir.
9.2.2. Torif. 7 — R (genislonmis hagiqgi ox) funksiyast vo
x € X clement tgiin ¥ c;oxl-ugundu yvin olunmus
)y =flxy)(yeY)
f lunksivasimin x-kasivi devihr
Fyni volla y € Y clementi Gigiin X-do tayin olunmus
fr0) = flxy) (x €X)
funksivasina f funksiyasmimn y-kosiyi deyilir.
9.2.3. Lemma. a) £ C Z (=X xY¥) ¢oxlugu oOlgilon 150
Vx € X vaVy € Y clementlort tiglin £ goxlugunun har bir £, vo

223




Funkyional analiz,

£ Kasiklart da dlgiilondir. Qisaca desak. £ € Z ¢oxlusu dleiilan

152 onun istantlon kasivi do éleiilondir.

b) f1Z — R életilon funksiva iso onun har bir kosivi do
olgtilondir. Bagqa sézla. f dlgtilon dso hor bir x € X va y €Y
clementlori digiin £, vo fY kasik funksiyalart da dletilandirlar,

Ishati. a) Tutag ki E = AX B vax € X iso £ ¢oxlugunun
x-kosiyi x € A oldugqda B va agor x € A oldugda isa @ olacaqdhr.
Yoni

= {B x A,
TR ,xe A,

Buna 6o do diivbucaghlar Z-don vlan hor bir x-kosivi
Olgiilon coxluglarm Fy o-cobring daxildirlor. Buradan isa Fe=F
oldugu abnr,

by indi g ki. x € X vo ¢ € R . Onda

yeVifi>al={yev: flxy)>a}=
={y) EX XY f(x,y) > al,

S funksivast F-olgilon iso f B-olgitlon funksivadir, Oxsar
olaraq f7" tunksivas) A-ol¢iiton funksiyadir, 1)

3 . Monoton sinif

9.3.1. Torif. Tutaq ki, X har hanst bir ¢oxlug vo M isa bu
¢oxlugun ait goxluglarmin bos olmavan bir sistemidir. M-in is-
tontbon {£7,} (E; © I, ¢ - c E, ©) monoton artan ardicillign vo
istonilan {F5} (F, 2 F, 2 - 2 F, ) manoton azalan ardicithg

> 4] o
UEn '| I‘Ln
na=1 1

tgtin

n
coxluglan M-o daxil olarlarsa. M-0 monoton sinif devilir.
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Gostormoak olar ki hor bir g-cobr monoton siifdir. Hom-
gimin T X-in alt ¢oxluglarmdan ibarot bos olmavan kiilli isa. onu
daxiling alan an kicik monoton sinif var. Bu kigik monoton sinta
7 kiillisinin dogurdugu monoton sintl deyvilir. Bir maragh xassoni
do geyvd edok. Forz edok kio 7 yena do X-inalt ¢oxluglarmdan iba-
rot bos olmayan bir killidir. Onda t kitllisinin dogurdugu § -
cabrt 7-min dogurdugu M monoton sintfi daxilino ahir. Bundan
dlavo € M C 8§ daxilolma miinasibatiort ciddi do ola bifar,

indi gostorok ki, Teobrisa $ = M .

9.3.2. Monoton sinif raqqinda lennna. T mitoyyon coxluyg-
lardan 1barot cabr 12 - dogurdupu § a-cabri 7-min dogurdugu
M monoton sinfi o Gst-tsta diisiir,

Isbati, Ovval qevd etmisdik ki. M © S . Bumm oksi Geiin
M- ¢cabr ofdugunu gostormok kifavotdir.

Tutag ki. E € M . Asajidaks ¢oxluglar sistemint daxit edok.

M(E) = {(F € M:ENF 0 F,F\E c M}.

Bu sistem cladir ki. igoridokt ¢oxluglarin hamst M-o daxil-
dir. Homginin avdindir ki, @ . £ € M(F) vo M(E) monoton sinif-
dir. Bundan basqa F € M(£) minastbati. ancag  vo ancaq
E € M(F) oldugda mimktndir. Avdindir ki, F 7 cobrino daxil-
dirso. 7 € M(F) . Lakin M r-nu daxilino alan on ki¢ik monoton
sintl oldvgundan hor bir £ € 7 Gglin M(F) = M olmahdir. De-
molLEFervoFeMisoFe M(E). Burudan iso E e tvalFeM
isa F € M(F) olmalidhr ki. bu da hor bir F € M oldugda A €
M(F) otdugunu postorir. M -in minimalh@gindan istifadn etsak.
yentdon gostormis olurug ki, hor bir I € M tigtin M(F) = M. Bu-
na pora do M kasismoya vo nisbi tamamlanmaya pira gapalidir,
Fakin X € M oldugundan M cabrdir. [hipor tarafdon. M monoton

sinif oldugundan o g-cabrdir. -
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Isbat olunan monoton sinif hagqinda lemmaya géro mono-
ton sinil 7 cobrini daxilino alirsa. T-nin dogurdugu g-cabrini do

daxilino alir.

4 . Fubini teoremi

[ndi hasil dl¢lind milayyon kasik ¢oxluglann tayin cidivi
funksivalann Lebeg integral vasitasilo tovin edoak.
9.4.1. Lenmmma. Tutaq ki. (X, A, p1q) vo (Y, B, 1) o-sonlu
oleitlon fozalardir, £ € F = A X B sy
FO0 = 1y (Ey) va g(0) = 1 (E) (1)

funkstyalar dletilondirlor vo

ffdm = pu(F) = j gdit (2)
X Y

Isbati. Ovvales farz edok ki baxilan fyzalar Glgtilori sonlu
olan Tozalardir. M il Temmanin hokmiiniin dogru oldugu bitiin
E € F coxluglar kiillisini isara cdak. Gostoracoyik kic M F, cob-
rini daxilina alan monoton smifdir vo M = F.

Dogrudanda A€ A, BEBvOE =AXB i

fx) = xa(x) - 12(B), g(¥) = xu(y) - 11 (A)

j fdp, = 1 (A) - 1 (B) = f gdi, .
X ¥
Fo-in hoar bir elementi sontu savda dizbucaghitarnn dizyvunkt

birlasmosi oldugundan Fy € M .

Indi gostorok ki M wonoton  sinifdir. Dogrudan  da.
{E,} € M birlogmast £ olan monoton artan ardicithgdir. Buna
pira do

f;l(x) - .uz((En)x) L n(y) = #1((En)y)

funksivalan oigtilondirtor vo
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[ fodiy = p(E,) = f gndits .
X

y
Avdmdir ki. monoton artan { f,} va {g, } ardweilhyglar uygun

olaraq f(x) = wu(Fy) va g(y) = i (£Y) Tunksivalarina vigs-
hirfar.
indi ¢ = p;®u,-niin ol¢i oldufunu nazors alarag monoton

vigiima hagginda teoremi tatbiq etsak,

ffdm = (k) =fgduz

X v
oldugunu gororik. Yont £ € M.

posonlu dlgi oldugundan evnit gqavda trra isbat cunok olar
ki. {F,} € M monoton ardicithg iso 1" =nt, € M. Demali. M
monoton sinifdir va moenoton sinif haggmdakn femmaya dsason
M = F olur.

Olgiiton fazalar o-sonlu oldugda 2 110 u(Z,,) < 4+ sortini
ddovon artan {7, } diizbucaghiarimm lﬁl‘!:ﬁﬁﬂ‘lﬁsini isara edak. bem-
manin ishating sona ¢atdirmag Ggtin avvaikt mithakimant aparmag
vo monoton vigilma hagginda eareni totbig cumoak Kifayotdir.

9.4.2. Tonelli teoremi. Vutaq ki. (X, A, 1) v (Y, B it,) a-
sonlu dletilon (avzalar vo FrZ = X X ¥ — R (genislanmiy hagigi
ox) monlt olmaran Gigitlan funksivadr. Onda X va Y coxlugla-

rinda 2y In ofunan

fx) = f Feduy . gly) = f 1 d iy (3)
v X
tunksivalan olgtlandirlar va

[/d,ﬁq = [ Feu = f gdi, . (4)
X

z Y
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e et e
Basqa sozlo.

J f Fdu, [duy = J Fdp —f J Fdpy |du, . (5)
X

X O\ Z ¥
Ishat. F fupksivast F -don olan hor hanst bir goxlugun

varakieristik funksivast oldugda teoremin hdkmi 9. 4 1 lemma-
aindan almir. Xottilik xassosina géva teoremin hokmil dletilon
sada funksivalar Getin do degrdur. 2 2 - R funksivast ixtivan
monfl olmavan dlgtlon funksiva aldugda malun teorena dsason
ona vigilan monoton artan manlt olmayan dlgilon sady funk-
sivalar ardictihgn vardir, Bu ardiailign {d, J-1o isarn edok.

bl = R, Nim ¢, =T

1o

Asagrdukr Tunksivalar daxil edak.

() = f (D) dits P () = f () ¥du;  (6)
Y

X
Aydindi ki. @, tunksivalarr o dleiilandivlar - va

{p,), (Y n <o gora arnan ardicilhiglardir. Monoton vigilma

haquindakt worema asason {g,,} ardiaillign X -da f - $ar,, }
ardicilhgn isa ¥ -do g -vo wigilirs Monoton yigiima haqqinda

teoremin digar tatbig

jj'd;.zl = !imf fodiy, = limj Prpdu = limf Yndi, =
X X 7 Y

= J gd

‘,.;
miinasibatlarinin dagru oldugunu pdstorir. Yena hamim teorem»

as5asa
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f Fdy = limj P
Z

z
otur ki buradan da (4)-tin dogrulugu ahmr,

Qevd edok ki Tonelli teoreminm hékmit Foaxtivart givmoth
tunksiva oldugda (voni F = 0 olmadwqday vo wy, g, Olgtilort o -
sonht olmadigda dogru olmaya da bilor.

Tonelli teoreminds Z-da toyin olunmug montt olmayan él-
¢llon funksivanin Z Grzra integrah ikt tokrar miegrallarim borabar-
bivinr gosionr, Burada tokrar integrallar senlu va va +oo grvmoatio-
rmnt ala vilarlor.

ndi cla hala baxag ki, baxilan iunksiva manti va miishat
givmatior ala bilar. lakin o miitlag integratlanan olmaludir,

9.4.3. Fubini teoremi. Tutag ki (X, A p ) vo (Y.B ) o-
sonlu Glgtilan fazalar vo g isdo F = A X B g-cobrinda tavim olun-
g hast! dletidin g = w4, Qu, .

7 =X XY - R polglisiino nozoran Glgitlon va inteqgral-

lanan funksiva isa

Fo) = [ Radivo g = | #an, (7
y X
sanki hor verda ovin olunmus genislommis tunksivalar soniu m-

tegrallara mabikdirlor va

fj'd.,u! = J Fdu = f qdit, . (8)
¥

z ¥
Bagqa stz

J f Fdu, | du :f Fdu :f f Fdig 1dw,  (9)

X ¥ z ¥ X
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Ishat. I funksivass g = p;®u, Slgiisiing nozoron intey-

railanan oldugundan onun £ misbot va F' man{i hissalart da -
teqrallanandirlar. Tonelli teoremint F v F7 funksivalarna ot-
big clsok. @ Gelisimd nozaran uygun f' v f7 tunksivalannn
sonlu inteqrallara malik olmalarne gorarik. Buna gord do [t
[ funksivalan g dleiisting nazoran sanki hor verdn sonlu giy-
matlar aldiglanmdan onlarm forgi ofan [ funksivast p-sanki hor
verda toyin olunur va (9)-un birinci hissasinin dogru olmast as-
kardir. Ikinei hisso oxsar isbat olunur,

Qcvd edok ki teoremdoaki funksivamn integrallanmasimdan
(7) ila tovin olmmug funksivalanm. ancaq sanki hor yerds inteq-
rallanmastm sty lomak olur. Misatlar pdstorir kio woremda F

funksiyasmm integrallunma garini atmag olmaz,
5. Tapsurglar

1. futagki. A S Xva BT Y. AN B ¢oxluglarmdan biri boy
o AXB =0  lasing. AXB =010 va A =0, yaxud da
B=0.

2 Tutag koA, X B, €V (f=1.2). Onda A, X By =
Ay X By iso Ay = Auva By =B,

3oTutag ki A, S Xva B, ey (j=1,2) . Onda
(A, X BYU (A, x B,) = [(ANA) x By U (A 0 Ay X x
BIUR20AZ\AIxAZ2 va sag o araddokl goxtuglar - ciit-elt
dizvunkdurlar,

4. Tutag ki, (X, eA) vo (V. B) dlgtlon fazalardir. Ay € A va
B,eB(=12..,m)so

i

| x5)

j'—'—l
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voxlugu Z-don olan sontu savda dizyunkt diizbucaghilanin birloy-
mosi soklinds pastarila bilir,

doTutag ki Ay S X va B, C Y (j=1,2). Onda

(A3 X BON(A X By) = [(A) 0 Ay) X (B\B,)] U
U [(AN\A,) X By,
(A} X B) O (A, X By) = (A, N A) X (By N B,) .

6. Tutaq ki. (R, B) hoqiqi adadlorla birtikda Borel ¢oxlug-
farmdan ibarar 6lgiilon fozadir. Géstorin ki. R X R-in har bir agiq
coxfug B x B-yo daxildir. Oslinds bu g-cabr R X R-in ag1q cox-
luglarmm dogurdugu o-cabrdir. Bagqa sézla. B X B R x R-in Bo-
rel eabridir,

ZoTutag ki fr X = Rvo gi Y — R.Olava fory edak ki, £ A-
Oletlon, g B -dlgilondirlor. Onda R:X XY = R va h(x,y) =
f(x)g(y) kimi toyin olunmus h funksivasi A X B-6lciilan funk-
sivadir.

8. E c R ¢oxlupu dciin

VEY={(x,y) ERXR:x ~y€FE}.

F € B (Borel cobri) isa gdstorin ki, y(F) € B x B. Bundan
istilada edorak ishat edin ki, f: R — R Borel monada &lciilon
funksiya isa Fx,y) = f(x —y) kimi toyin olunan F funkstvas
B x B-yo nozoran dleiilon funksivadir.

9. Tutag ki, E,FcZ=XXY va x€X. Gostarin ki,
(E\F)y = FA\F. Ogor {E,} © Z iss onda

Ue) =Uwo..

10, Tuwtaq ki (X, A, ) X = N natural adadlor goxlugunun
biitlin alt ¢oxluglarinda toyin olunnuy hesabi dlciiva matik 81-
¢ilon fazadir. Olava fors edok ki (Y, B, v) ixtivari élgtlon [o-
sadir. Gostorin ki, £ € Z = X x Y coxlupu F = A x B o -cob-
rno. ancaq va ancaq £ -nin har bir £, kosivi B-nin clement
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ofdugda daxildir. Bu halda yegano y hasit diclisti vardirvo £ € F

tedn

[ o}

YE) = ) v(E).

n=1
fi4 =X XY - R funksiyast. ancag vo ancag har bir f,, ko-
sivi B-dlgiilon olduqda lgiilondir. Bundan basqa. [ funksivass y

Oletsiind nazdran. anca( va anca(

Y [ 11

n=1y
sirast vigidigda integratlanandir. Bu halda

j fdy = Z ff;ldv :j Zﬁl dv .
Z n-1qy y tn-1

1. Tutaq ki, (X, o2, 1) vo (Y, B, v) g-sonlu olgitlan fazatar
va F € A X B Gostarin ki. har bir £ ¢oxlugunun jo-sankt Ko-
sivinin dlgs v dlglislina nazoron sifira borabardirsa. v-sanki hor

bir £¥ kostyvinin dl¢list g 0lglisiino nozoran silira horabordir,

12. Gostorin ki, R™ (: RXxRx..X R) fazasmda hor bir

m
(m — 1) ol¢tilt hipermistovinin m Sletld I.cheg oletist sibira
horabardir. Burada m — 1 6lcitltt hipermiistovi dedikda miayyan

b € R sifirdan torgli (aq, .. @) € R™ figln

x € R’":chcl = b

i

coxlugunu baga distiriik.
13, Tutaq ki. X =Y =[0;1} . A va B sa i0; 1]-da Borcl
cobrlaridir, g ila A-da Lebeg dlgtistnit. v ilo B-do hesahi dlelnt

isara cdok. Gastorin ki
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D ={(x,y):x =y}
Z = X x Y ¢oxlugunun éleiilon ¢oxlugudur. Buna baxmayarag.

f V(D) du(x) = j WDV Ydv(y)

Bu onu gostorir ki. 941 lemmasinm hokmii vuruq aleilori
a-soniu olsalar da bela dogru olmaya da bilor.

14, Ogor F 13 wpsingindaks D ¢oxlugunun xarakteristik
funkstyasi 1so vurug Sledilori (vurug fazalarn o-sonlu olsalar da
bela Tonedli teoreminin htkmil dogru olmaya bilar,

I5. Gostorin ki, 10 tapsmgmdakr misala gora (X, A, 1) 6l-
¢llon fovzast (X = N,y hesabi 6lgii vo A N-in alt ¢oxluglar ¢ox-
lugu) vo ixtivart (Y, B,v) élgilon fozast tetn Tonelli teoremi
dogrudur.

16 Tutaq ki, a,p,, = 0,m,n € N . Onda

IDITHES 3 JE

m=1n=1 n=1m=1
17. Tutaq ki, @y, m,n € N agagidaks Kimi tovin olunmus-

durlaridan, = 1,dy, 40 = —1 vo digor m va n-lor Ggtin .y, = 0.
Gastorin k1.

20 o [*'e] (4

E E Amn =0, § § App = 1.

m=-1n=1 n=1m=1

Yoni I'ubini teoremindo integratlama sortini atmagq olmar.

18. Tutaq ki. f (X, A, 1) fozasinda, g isa (Y, B, v) fHhrzasinda
dlgtilon funksiyalardir. F = A X B-da h(x,y) = f(x)g(¥) lunk-
styasmi oyin edok. ¥y = u & v hast! dlgi iso. gostorin ki, h y-ol-

[hdyz ffdy fgdv

Z X Y

clilondir va
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19, I'arz edok ki (X A, u) va (Y, B, v} o-sonlu tozalar v
EFeAxB. Onda v(E)=v(F) (¥xe€X) olarsa y(E) =
y(F) olacaqdir,

20, Tuag ki f, g1 (R, B) = R Lebeg manada imtegrallanan

funksivalardir.  Onda 10 tapsin@mdan gar ki, {(x,y) —
fx — y)g(y) tunksivast B X B-ya nazoran dlgilondir. A 1o B-

daki Lebeg Gleiisting isars ctsok. Tonellt weoreming va

f I O — ) dAG0) = f o0 ldAG)
e

miinasibating pdrd gostorin Ki.

hix) = f flx = y)g(dAly)

funksivast sanki hor \erw sontudur. Bundan basqa.

ﬁhlfu < fu I(M‘ fmm]

Bu ciir tovin olunmus h funksivasma f vo g tunksivalarimn
biirinmasi (kanvolvusivasn) deyilir va adoton f = g kimi isaro edi-
ir.

21 Tutag ki. X = R, A R-in hiitiin alt goxluglar §i8lemi Vo

0,4 — hesabi coxlug
w() = |

+oo, A — geyri — hesabi coxlug

Riz g oleiistiniin $zi-62tina mix il hasil oletilorin? qurag.

W EEAXA . E=GUHGHEF vo G -nin x-pro-
veksivast hesahi. [ an y-proyeksiyast hesabi oldugda. £-nin y -
hasil dletisiing sitir gobul edok. Digor hallarda y () = oo olsun.
Avdindir ki y F-do ol¢tidiir (hesabi dleil). y(E}y = 0152 [F mis-
tavinin hesabi sayda ditz xatlarinin birlagmasing daxildir. A B €
A isa gostorin ki,

y(Ax B) = u(A)-u(B).
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o A e
Yont y p-niin 67-6z0ina hasilidic. y = u @ 1.

by EEF . E=GUNUK,G I1,K € F,G-nin x-proveh-

stvast, [ y-proveksivast va K-nmm y = x diiz xauing proyek-

sivast hesabi coxluglar otdugda t(£) = 0 gabul edok. Digar hal-
larda (/) = oo olsun. £ F-da (hesabiy éleidir. ¢{F) = 0 obdugda
£ ditz xotlarin hesabt sayda birloymasing daxildir. Géstarin ki.
VA B € A ligiin
tHAXB) = u(A) - u(B) .

Demali, £ dletisit g-niin 67- $xiinog hasilidir ¢t = ¢ @ u.

o) F={(x,y):x+y =0} ¢oxlugu aetin 7 € F oldudunu
gostorm. Burada y (£) = oo olsa da. bela t(£) = 0 olacagdir,

bJ
L
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