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×àñòü I

Ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 1

Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà

Â äàííîé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñîáñòâåííûå êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ òîðñèîííîãî ïðóæèííîãî
îñöèëëÿòîðà, ïîäîáíîãî áàëàíñîâîìó ìåõàíèçìó ìåõàíè÷åñêèõ íàðó÷íûõ èëè êàðìàííûõ ÷àñîâ,
ïîñëå òîãî êàê îí âûâåäåí èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà÷àëüíûì âîçäåéñòâèåì. Ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè
çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè, à òàêæå ôàçîâûå äèàãðàììû äëÿ
íåçàòóõàþùèõ êîëåáàíèé â êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå è äëÿ êîëåáàíèé, çàòóõàþùèõ ïîä äåéñòâèåì
âÿçêîãî òðåíèÿ. Àíàëèçèðóþòñÿ ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè ïðè êîëåáàíèÿõ.

1.1 Òåîðåòè÷åñèå ñâåäåíèÿ

Ñâåäåíèÿ î ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå
Ëèíåéíûé (èëè ãàðìîíè÷åñêèé) îñöèëëÿòîð - ýòî ñèñòåìà, â êîòîðîé ïðè ñìåùåíèè èç
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ âîçíèêàåò âîçâðàùàþùàÿ ñèëà, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ ñìåùåíèþ. Èçìåíåíèå
ñîñòîÿíèÿ òàêîé ñèñòåìû ñî âðåìåíåì îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì.
Ìåõàíè÷åñêèå ïðèìåðû òàêèõ ñèñòåì - ïîäâåøåííûé íà óïðóãîé ïðóæèíå ãðóç, ìàõîâèê
ñî ñïèðàëüíîé ïðóæèíîé, çàêðó÷èâàþùåéñÿ ïðè åãî ïîâîðîòå âîêðóã îñè, êàê ó áàëàíñèðà
êàðìàííûõ èëè íàðó÷íûõ ÷àñîâ. Êîëåáàíèÿ òàêîãî òîðñèîííîãî ïðóæèííîãî îñöèëëÿòîðà è
ìîäåëèðóþòñÿ â äàíî êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììå. Åãî óñëîâíîå èçîáðàæåíèå íà ýêðàíå ìîíèòîðà
ïðèâåäåíî íà ðèñ. 1.1.

Åñëè îñöèëëÿòîð âûâåñòè èçïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êàêèì-ëèáî âíåøíèì âîçäåéñòâèåì è çàòåì
ïðåäîñòàâèòü ñàìîìó ñåáå, òî âîçíèêàþùèå ïîñëå ýòîãî êîëåáàíèÿ âáëèçè ïîëîæåíèÿ óñòîé÷èâîãî
ðàâíîâåñèÿ íàçûâàþòñÿ ñîáñòâåííûìè èëè ñâîáîäíûìè.

Â îòñóòñòâèè òðåíèÿ, ò.å. â êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìå, ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ äîëæíû áûòü
ñòðîãî ïåðèîäè÷åñêèìè, ñ íåèçìåííûì ðàçìàõîì (íåçàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ). Ïðè íàëè÷èè
òðåíèÿ, íåèçáåæíîãî â ëþáîé ðåàëüíîé ñèñòåìå, ïðîèñõîäèò çàòóõàíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé,
îáóñëîâëåííîå äèññèïàöèåé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èçìåíåíèå ìåõàíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ îñöèëëÿòîðà,
ñîâåðøàþùåãî ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, ñëåäóåò èç îñíîâíîãî çàêîíà äèíàìèêè - âòîðîãî çàêîíà
Íüþòîíà. Â ñëó÷àå ãðóçà íà ïðóæèíå âîçâðàùàþùàÿ ñèëà F , äåéñòâóþùàÿ íà ãðóç ñî
ñòîðîíû ïðóæèíû, ïðîïîðöèîíàëüíà ñìåùåíèþ x ãðóçà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ: F = −kx.
Êîýôôèöèåíò k â ýòîì ñîîòíîøåíèè íàçûâàåòñÿ æåñòêîñòüþ ïðóæèíû. Â îòñóòñòâèè äðóãèõ
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Ðèñ. 1.1: Ñõåìàòè÷åñêîå èçîáðàæåíèå îñöèëëÿòîðà íà ýêðàíå

ñèë óðàâíåíèå âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà äàåò

mẍ = −kx

èëè, ïîñëå äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ íà ìàññó m,

ẍ + ω2
0x = 0 (1.1)

ãäå ïî îïðåäåëåíèþ ω2
0 = k/m. Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) - ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ñ

ïðîèçâîëüíûìè àìïëèòóäîé a è íà÷àëüíîé ôàçîé δ:

x(t) = a cos(ω0t + δ) (1.2)

Çíà÷åíèÿ àìïëèòóäû a è íà÷àëüíîé ôàçû δ îïðåäåëÿþòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, ò.å.
ñïîñîáîì âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé. Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0 (êðóãîâàÿ èëè öèêëè÷åñêàÿ ÷àñòîòà)
îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì ïðè x â óðàâíåíèè(1.1) è çàâèñèò òîëüêî îò ñâîéñòâ ñèñòåìû (íî
íå îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé). Ïåðèîä êîëåáàíèé T îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëåí ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå:

T = 2π/ω0 (1.3)

Êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ òîðñèîííîãî îñöèëëÿòîðà, ò.å. ìàõîâèêà íà ñïèðàëüíîé ïðóæèíå
(ðèñ. 1.1), îïèñûâàþòñÿ òàêèì æå äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (1.1), åñëè â êà÷åñòâå
êîîðäèíàòû ðàññìàòðèâàòü óãîë ϕ îòêëîíåíèÿ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â ñàìîì äåëå,
âîçâðàùàþùèé ìîìåíò N ñèëû óïðóãîñòè ïðîïîðöèîíàëåí óãëó ϕ çàêðó÷èâàíèÿ ïðóæèíû:

N = −Dϕ

è óðàâíåíèå îñíîâíîãî çàêîíà äèíàìèêè âðàùåíèÿ âîêðóã ôèêñèðîâàííîé îñè äàåò

Jϕ̈ = −Dϕ, ϕ̈ + ω2
0ϕ = 0 (1.4)
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ãäå J - ìîìåíò èíåðöèè ìàõîâèêà, ω2
0 = D/J . Òàêèì îáðàçîì, ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ω0 òàêîãî

ïðóæèííîãî îñöèëëÿòîðà ðàâíà êâàäðàòíîìó êîðíþ èç îòíîøåíèÿ ìîäóëÿ êðó÷åíèÿ ñïèðàëüíîé
ïðóæèíû D ê ìîìåíòó èíåðöèè J ìàõîâèêà. Íåçàâèñèìîñòü ÷àñòîòû è ïåðèîäà ñîáñòâåííûõ
êîëåáàíèé îò àìïëèòóäû (è îò ýíåðãèè) íàçûâàþò èçîõðîííîñòüþ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà.

Çàòóõàíèå êîëåáàíèé
Ïðè íàëè÷èè ñèëû òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîé ñêîðîñòè (ñèëû âÿçêîãî èëè æèäêîãî òðåíèÿ),
â ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (1.4) Áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü òîðìîçÿùèé ìîìåíò ýòîé ñèëû,
ïðîïîðöèîíàëüíûé óãëîâîé ñêîðîñòè ϕ̇. Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òàêèõ çàòóõàþùèõ
êîëåáàíèé ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå

ϕ̈ + 2γϕ̇ + ω2
0ϕ = 0 (1.5)

ãäå èìåþùóþ ðàçìåðíîñòü ÷àñòîòû (èëè óãëîâîé ñêîðîñòè) âåëè÷èíó γ, õàðàêòåðèçóþùóþ
èíòåíñèâíîñòü âÿçêîãî òðåíèÿ, íàçûâàþò êîýôôèöèåíòîì çàòóõàíèÿ.

Îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.5), îïèñûâàþùåå çàòóõàþùèå ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ, èìååò âèä:

ϕ(t) = A0 exp(−γt) cos(ω1t + δ0) (1.6)

ãäå ÷àñòîòà ω1, ïåðèîäè÷åñêîãî ( ãàðìîíè÷åñêîãî) ñîìíîæèòåëÿ äàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

ω1 =
√

ω2
0 − γ2 (1.7)

Â ñëó÷àå ñëàáîãî çàòóõàíèÿ, êîãäà γ << ω0, ÷àñòîòà ω1 ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ω0:

ω1 = ω0

√
1− (γ/ω0)2 ≈ ω0 − γ2/2ω0

Ïîñòîÿííûå A0 è δ0 (1.6) îïðåäåëÿþòñÿ èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ò.å. çàâèñÿò îò ñïîñîáà
âîçáóæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà. Ãðàôèê çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé ïîêàçàí íà
ðèñ. 1.2.

Âðåìÿ çàòóõàíèÿ
Ìíîæèòåëü A0 exp(−γt), ñòîÿùèé â (1.6) ïåðåä êîñèíóñîì, â ñëó÷àå íå ñëèøêîì ñèëüíîãî
çàòóõàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìåäëåííî óáûâàþùóþ ñî âðåìåíåì àìïëèòóäó êîëåáàíèé.
Çà âðåìÿ τ = 1/γ àìïëèòóäà óáûâàåò â e ≈ 2.72 ðàçà. Âåëè÷èíó τ îáðàòíóþ êîýôôèöèåíòó
çàòóõàíèÿ γ, íàçûâàþò âðåìåíåì çàòóõàíèÿ (èëè âðåìåíåì æèçíè) êîëåáàíèé.

Óñëîâèÿ ñëàáîãî çàòóõàíèÿ γ << ω0 îçíà÷àåò, ÷òî çà âðåìÿ êîëåáàíèÿ τ îñöèëëÿòîð
óñïåâàåò ñîâåðøèòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî êîëåáàíèé: τ >> T . Ïðè îïèñûâàåìîì ôîðìóëîé
(1.6) ýêñïîíåíöèàëüíîì çàòóõàíèè ïîñëåäîâàòåëüíûå ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ óáûâàþò â
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè:

ϕn+1/ϕn = exp(−γT ) ≈ 1− γT (1.8)

Â ñëó÷àå ñëàáîãî çàòóõàíèÿ çíàìåíàòåëü ýòîé óáûâàþùåé ïðîãðåññèè ìåíüøå åäèíèöû íà
âåëè÷èíó γT = T/τ .
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Ðèñ. 1.2: Ãðàôèêè çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé è ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ

Äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ
Äëÿ õàðàêòåðèñòèêè çàòóõàíèÿ èñïîëüçóþò ëîãàðèôìè÷åñêèé êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ,
îïðåäåëÿåìûé êàê ëîãàðèôì îòíîøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé â îäíó
ñòîðîíó:

d = ln(ϕn/ϕn+1) = γT = T/τ (1.9)

Îáðàòíàÿ ëîãàðèôìè÷åñêîìó äåêðåìåíòó âåëè÷èíà 1/d = τ/T äàåò ÷èñëî êîëåáàíèé çà âðåìÿ
çàòóõàíèÿ τ .

Äîáðîòíîñòü
Äðóãàÿ ýêâèâàëåíòíàÿ äåêðåìåíòó õàðàêòåðèñòèêà çàòóõàíèÿ - äîáðîòíîñòü Q îñöèëëÿòîðà -
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

Q = π/d = πτ/T = ω0/2γ (1.10)

Äîáðîòíîñòü, äåëåííàÿ íà π, äàåò ÷èñëî ïîëíûõ êîëåáàíèé, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðûõ ðàçìàõ
êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà óìåíüøàåòñÿ â e ≈ 2, 72 ðàçà. ×èñëî êîëåáàíèé N1/2 íà ïðîòÿæåíèè
êîòîðûõ àìïëèòóäà óáûâàåò âäâîå, âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äîáðîòíîñòü ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì:

N1/2 = (ln 2/π)Q = 0.22Q = Q/4.53 (1.11)

Äîáðîòíîñòü îáû÷íî èñïîëüçóþò äëÿ õàðàêòåðèñòèêè îñöèëëÿòîðà ñî ñëàáûì çàòóõàíèåì. Â
ñëó÷àå ñèëüíîãî òðåíèÿ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ γ.

Àïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå
Ïðè ñèëüíîì çàòóõàíèè (γ ≥ ω0) âîçâðàùåíèå îñöèëëÿòîðà ê ðàâíîâåñèþ èìååò àïåðèîäè÷åñêèé
õàðàêòåð: âûâåäåííûé èç ðàâíîâåñèÿ îñöèëëÿòîð áåç êîëåáàíèé, íå ïåðåñåêàÿ ñðåäíåãî
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ïîëîæåíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêè ïðèáëèæàåòñÿ ê íåìó. Â ñëó÷àå γ = ω0 (òàê íàçûâàåìîå
êðèòè÷åñêîå, èëè áûñòðîå çàòóõàíèå) ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.4) èìååò âèä:

ϕ(t) = (C1t + C2) exp(−γt) (1.12)

ãäå C1 è C2 ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Êðèòè÷åñêîìó çàòóõàíèþ
ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Q = 0.5.

Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
Ìåõàíè÷åñêîå ñîñòîÿíèå îñöèëëÿòîðà â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè îïðåäåëÿåòñÿ äâóìÿ
âåëè÷èíàìè: óãëîì îòêëîíåíèÿ ϕ (îáîáùåííàÿ êîîðäèíàòà) è óãëîâîé ñêîðîñòüþ ϕ̇ (îáîáùåííàÿ
ñêîðîñòü). Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå îá èçìåíåíèè ìåõàíè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ â ïðîöåññå
êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà äàåò ôàçîâàÿ äèàãðàììà, èëè òðàåêòîðèÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ãäå ïî
îñè àáñöèññ îòëîæåíà êîîðäèíàòà, à ïî îñè îðäèíàò - ñêîðîñòü (ðèñ. 1.2). Ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ
êîëåáàíèÿõ îñöèëëÿòîðà òî÷êà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, èçîáðàæàþùàÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, îïèñûâàåò
çàìêíóòóþ êðèâóþ, ïåðåìåùàÿñü ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå. Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñ ( èëè îêðóæíîñòü
- ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ìàñøòàáîâ ). Òî÷êè, ãäå ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåò îñü
ϕ, - òî÷êè ïîâîðîòà - ñîîòâåòñòâóþò ìàêñèìàëüíûì îòêëîíåíèÿì îñöèëëÿòîðà èç ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ. Âñëåäñòâèå èçîõðîííîñòè îñöèëëÿòîðà òî÷êà, èçîáðàæàþùàÿ ñîñòîÿíèå íà ôàçîâîé
ïëîñêîñòè, îáõîäèò ýëëèïñû ðàçíûõ ðàçìåðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçíûì àìïëèòóäàì çà îäíî è
òî æå âðåìÿ.

Ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè
Â òî÷êàõ ïîâîðîòà ñêîðîñòü è êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà îáðàùàþòñÿ â íóëü, òàê ÷òî
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé çàêðó÷åííîé ïðóæèíû. Ñïóñòÿ ÷åòâåðòü
ïåðèîäà êîëåáàíèé îñöèëëÿòîð ïðîõîäèò ÷åðåç ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ãäå ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
îáðàùàåòñÿ â íóëü, òàê ÷òî â ýòîò ìîìåíò ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñîâïàäàåò ñ êèíåòè÷åñêîé. Â
òå÷åíèå ñëåäóþùåé ÷åòâåðòè ïåðèîäà ïðîèñõîäèò îáðàòíîå ïðåâðàùåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â
ïîòåíöèàëüíóþ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ îñöèëëÿòîðà êîëåáàíèÿ äâóõ âèäîâ ýíåðãèè
ïðîèñõîäÿò â ïðîòèâîôàçå äðóã ñ äðóãîì ñ ÷àñòîòîé 2ω0, ò.å. ñ óäâîåííîé ÷àñòîòîé îñöèëëÿòîðà.
Â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ îñòàåòñÿ íåèçìåííîé. Ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ êèíåòè÷åñêîé
è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îäèíàêîâû è ðàâíû ñîõðàíÿþùåìóñÿ ïðè êîëåáàíèÿõ çàïàñó ïîëíîé
ýíåðãèè, ñîîáùåííîé îñöèëëÿòîðó ïðè âîçáóæäåíèè. Ïðè ýòîì ñðåäíèå ïî âðåìåíè çíà÷åíèÿ
êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè òàêæå îäèíàêîâû è ðàâíû ïîëîâèíå ïîëíîé ýíåðãèè.

Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è òðåíèå
Ïðè íàëè÷èè âÿçêîãî òðåíèÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà
ñêðó÷èâàåòñÿ â ñïèðàëü ê ôîêóñó, íàõîäÿùåìóñÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè.
Ýòîò ôîêóñ ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèþ ïîêîÿ â ïîëîæåíèè óñòîé÷èâîãî ðàâíîâåñèÿ. Äèññèïàöèÿ
ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà ïðè êîëåáàíèÿõ ïðîèñõîäèò íåðàâíîìåðíî: ñêîðîñòü ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè
−dE/dt îïðåäåëÿåòñÿ ìîùíîñòüþ ñèëû òðåíèÿ è ïîòîìó ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó óãëîâîé
ñêîðîñòè îñöèëëÿòîðà, ò.å. êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè. Âáëèçè òî÷åê ïîâîðîòà , êîãäà îñöèëëÿòîð
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èçìåíÿåò íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ è åãî ñêîðîñòü îáðàùàåòñÿ â íóëü, äèññèïàöèè ýíåðãèè íå
ïðîèñõîäèò. Íàïðîòèâ, âáëèçè òî÷åê ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîãäà ñêîðîñòü è êèíåòè÷åñêàÿ
ýíåðãèÿ ìàêñèìàëüíû, ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà óáûâàåò íàèáîëåå áûñòðî. Ýòè îñîáåííîñòè
óáûâàíèÿ ýíåðãèè ïðè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ ìîæíî îò÷åòëèâî âèäåòü íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè
ïîëíîé ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà îò âðåìåíè. Ðàñïðîñòðàíåííîå óòâåðæäåíèå îá ýêñïîíåíöèàëüíîì
çàòóõàíèè ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà â äåéñòâèòåëüíîñòè ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ ñðåäíåãî çà ïåðèîä
çíà÷åíèÿ ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà:

〈E(t)〉 = E0 exp(−2γt) = E0 exp(−t/τç) (1.13)

ãäå τç - âðåìÿ çàòóõàíèÿ ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà, âäâîå ìåíüøåå çàòóõàíèÿ àìïëèòóäû êîëåáàíèé:
τç = τ/2. Ýíåðãåòè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿ ïðè çàòóõàþùèõ ïîä äåéñòâèåì âÿçêîãî òðåíèÿ
êîëåáàíèÿõ ïîêàçàíû íà ðèñ. 1.3.

Ðèñ. 1.3: Ïðåâðàùåíèå ýíåðãèè ïðè çàòóõàíèè êîëåáàíèé

Áîëåå ïîäðîáíûé àíàëèç ðàññìîòðåííûõ çäåñü âîïðîñîâ ìîæíî íàéòè â êíèãå Å.È.Áóòèêîâà,
À.Ñ.Êîíäðàòüåâà è À.À.Áûêîâà "Ôèçèêà äëÿ ïîñòóïàþùèõ â âóçû" (Ì., Íàóêà, 1999).

1.2 Î ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè èçó÷àåìîé ôèçè÷åñêîé
ñèñòåìû

Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà, ìîäåëèðóþùàÿ ïîâåäåíèå îñöèëëÿòîðà, âûïîëíÿåò ÷èñëåííîå
èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.5). Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ýòî óðàâíåíèå
ëèíåéíîå è èìååò àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå (1.6), ïðè êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè ýòî ðåøåíèå
íå èñïîëüçóåòñÿ (çà èñêëþ÷åíèåì ëèøü îïðåäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé óãëà îòêëîíåíèÿ è
ñêîðîñòè, íåîáõîäèìûõ äëÿ âûáîðà îïòèìàëüíûõ ìàñøòàáîâ ïðè ïðè ïîñòðîåíèè ãðàôèêîâ).

Ñîâïàäåíèå íàáëþäàåìûõ ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ àíàëèòè÷åñêèìè
ïðåäñêàçàíèÿìè ìîæåò ñëóæèòü äëÿ ïîäòâåðæäåíèÿ êà÷åñòâà èñïîëüçóåìîãî àëãîðèòìà (ìåòîä
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Ðóíãå - Êóòòà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà). Òàêàÿ ïðîâåðêà äåëàåò óáåäèòåëüíûìè ðåçóëüòàòû
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèñòåì â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ äàííîãî ïàêåòà ó÷åáíûõ
ïðîãðàìì. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà âûáèðàåòñÿ åñòåñòâåííàÿ äëÿ
íåãî åäèíèöà âðåìåíè - ïåðèîä ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â îòñóòñòâèè òðåíèÿ T = 2π/ω0. Ïîýòîìó
îñöèëëÿòîð õàðàêòåðèçóåòñÿ åäèíñòâåííûì ôèçè÷åñêèì ïàðàìåòðîì γ/ω0 - áåçðàçìåðíûì
îòíîøåíèåì êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ ê ñîáñòâåííîé ÷àñòîòå, èëè ýêâèâàëåíòíîé îáðàòíî
ïðîïîðöèîíàëüíîé êîýôôèöèåíòó çàòóõàíèÿ õàðàêòåðèñòèêîé - äîáðîòíîñòüþ Q = ω0/2γ.

Óãîë ϕ îòêëîíåíèÿ îò ðàâíîâåñíîãî ïîëîæåíèÿ èçìåðÿåòñÿ â ðàäèàíàõ (íî øêàëà îñöèëëÿòîðà
è ãðàôèêè ϕ(t) äëÿ óäîáñòâà ïðîãðàäóèðîâàíû â óãëîâûõ ãðàäóñàõ), à óãëîâàÿ ñêîðîñòü ϕ̇ -
â åäèíèöàõ ñîáñòâåííîé êðóãîâîé ÷àñòîòû ω0 = 2π/T . Ïðè çàäàíèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé óãîë
íóæíî çàäàâàòü â ãðàäóñàõ, à óãëîâóþ ñêîðîñòü - â åäèíèöàõ ω0.

1.3 Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ôèçè÷åñêèõ ñèñòåì, ê êîòîðûì ïðèìåíèìà ìîäåëü ëèíåéíîãî

îñöèëëÿòîðà. Êàêèìè ôèçè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè õàðàêòåðèçóåòñÿ òîðñèîííûé ïðóæèííûé
îñöèëëÿòîð, êîëåáàíèÿ êîòîðîãî ìîäåëèðóþòñÿ â ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå?

2. Â êàêîì ñëó÷àå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì? Ïðè
êàêèõ óñëîâèÿõ êîëåáàíèÿ ñèñòåìû íàçûâàþò ñîáñòâåííûìè? Êàê ìîæíî âîçáóäèòü
ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ?

3. Êàêîé äîëæíà áûòü çàâèñèìîñòü âîçâðàùàþùåé ñèëû îò âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ
èç ðàâíîâåñèÿ, ÷òîáû â îòñóòñòâèå òðåíèÿ ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ñèñòåìû áûëè
ãàðìîíè÷åñêèìè? Êàê ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ â òàêîé ñèñòåìå çàâèñèò îò âåëè÷èíû
îòêëîíåíèÿ èç ðàâíîâåñèÿ?

4. Íàïèøèòå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà â îòñóòñòâèè òðåíèÿ.
Êàêîâî îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ? Êàê íàéòè çíà÷åíèå ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ â
îáùåì ðåøåíèè, åñëè çàäàíû íà÷àëüíûå óñëîâèÿ?

5. Êàê ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôèçè÷åñêèå ïàðàìåòðû
ñèñòåìû? Çàâèñèò ëè ïåðèîä, ÷àñòîòà è àìïëèòóäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îò
ñïîñîáà âîçáóæäåíèÿ êîëåáàíèé? Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ñâîéñòâî èçîõðîííîñòè ëèíåéíîãî
îñöèëëÿòîðà?

6. ×òî òàêîå ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ? Êàêàÿ êðèâàÿ ñîîòâåòñòâóåò ôàçîâîé òðàåêòîðèè
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà?

7. Â êàêîì íàïðàâëåíèè äâèæåòñÿ âäîëü ôàçîâîé òðàåêòîðèè èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà? Ïî÷åìó
ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çàìêíóòóþ êðèâóþ? Â òå÷åíèå êàêîãî ïðîìåæóòêà âðåìåíè èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà
îáõîäèò ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ? Ìîæåò ëè îäíà è òà æå çàìêíóòàÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
ñîîòâåòñòâîâàòü êîëåáàíèÿì êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà, âîçáóæäàåìûì ïðè ðàçíûõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ?

8. Êàêèå ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè ïðîèñõîäÿò íà ïðîòÿæåíèè îäíîãî öèêëà êîëåáàíèé? Ñ êàêèì
ïåðèîäîì è â êàêèõ ïðåäåëàõ ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèé
êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà? Êàê ýíåðãèÿ êîëåáàíèé ñâÿçàíà ñ àìïëèòóäîé?
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9. Êàê çàâèñèò îò âðåìåíè àìïëèòóäà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, çàòóõàþùèõ ïîä äåéñòâèåì
ñëàáîãî âÿçêîãî òðåíèÿ? Ñ ìàòåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êàêîé âèä ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
îáðàçóþò ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ ïðè çàòóõàþùèõ êîëåáàíèÿõ?

10. Êàêàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ëîãàðèôìè÷åñêèì äåêðåìåíòîì çàòóõàíèÿ? Êàê äîáðîòíîñòü
îñöèëëÿòîðà ñâÿçàíà ñ ëîãàðèôìè÷åñêèì äåêðåìåíòîì è ïîñòîÿííîé çàòóõàíèÿ?

11. Îïèøèòå ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé. Ïî êàêîìó çàêîíó óáûâàþò ðàçìåðû
åå âèòêîâ? Èçìåíÿåòñÿ ëè âðåìÿ îáõîäà îäíîãî âèòêà â ïðîöåññå êîëåáàíèé? Îò êàêèõ
ïàðàìåòðîâ îñöèëëÿòîðà çàâèñèò ýòî âðåìÿ?

12. Êàê óáûâàåò ñî âðåìåíåì ýíåðãèÿ îñöèëëÿòîðà ïðè çàòóõàþùèõ êîëåáàíèÿõ? Â êàêèå
ìîìåíòû âðåìåíè ñêîðîñòü ðàññåÿíèÿ ýíåðãèè íàèáîëüøàÿ, à â êàêèå - íàèìåíüøàÿ?

13. Â êàêîì ñëó÷àå çàòóõàíèå êîëåáàíèé íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêèì? Êàê âåäåò ñåáÿ ïîñëå
âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîð ñ êðèòè÷åñêèì çàòóõàíèåì? Êàêèìè ïàðàìåòðàìè îïðåäåëÿåòñÿ
âðåìÿ ïðèõîäà âîçáóæäåííîãî îñöèëëÿòîðà â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ? Ìîæåò ëè îñöèëëÿòîð
ñ êðèòè÷åñêèì (è ñâåðõêðèòè÷åñêèì) çàòóõàíèå ïåðåñå÷ü ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïîñëå
íà÷àëüíîãî âîçáóæäåíèÿ?

1.4 Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû
Ïðèñòóïàÿ ê ðàáîòå, îçíàêîìüòåñü ñ Ïðèëîæåíèåì (Êàê ðàáîòàòü ñ ïàêåòîì ïðîãðàìì "Ôèçèêà
êîëåáàíèé").

Êîëåáàíèÿ êîíñåðâàòèâíîãî îñöèëëÿòîðà.
1. Âûáåðèòå ðàçäåë "Ãðàôèêè êîëåáàíèé" è îòêðîéòå îêíî ââîäà ïàðàìåòðîâ. Äëÿ ýòîãî

âûáåðèòå ïóíêò "Ââîä äàííûõ" â ñòðîêå ìåíþ èëè íàæìèòå êíîïêó "Ââîä" è ñíèìèòå
"ãàëî÷êó" â áîêñå "Âÿçêîå òðåíèå". Ââåäèòå íåêîòîðîå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå (íàïðèìåð,
90o èëè 180o ãðàäóñîâ) è íóëåâóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü. Çàêðîéòå îêíî ââîäà, íàæàâ
êíîïêó "ÎÊ". Íà÷íèòå ìîäåëèðîâàíèå, íàæàâ êíîïêó "Ïóñê". Íàæìèòå êíîïêó "Óñëîâèÿ
ìîäåëèðîâàíèÿ" è â îòêðûâøåìñÿ îêíå ðåãóëÿòîðîì ñòðîêè "Ìîäåëèðîâàíèå" óñòàíîâèòå
âðåìåííîé ìàñøòàá, óäîáíûé äëÿ íàáëþäåíèÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà âèä ãðàôèêîâ
óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè îò âðåìåíè ïðè âûáðàííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.
Êàêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò êàæäûé èç ãðàôèêîâ? Íåñêîëüêî ðàç
ïðèîñòàíîâèòå ìîäåëèðîâàíèå êíîïêîé "Ïàóçà" â ðàçëè÷íûõ ôàçàõ êîëåáàíèé è ñîïîñòàâüòå
íàáëþäàåìîå îòêëîíåíèå ìàÿòíèêà ñ ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êîé ãðàôèêà óãëà îòêëîíåíèÿ.
Çàðèñóéòå ãðàôèêè, îáðàùàÿ âíèìàíèå íà ñîîòíîøåíèå ôàç êîëåáàíèé óãëà îòêëîíåíèÿ è
óãëîâîé ñêîðîñòè.

2. Äîïóñòèì, ÷òî íóæíî ïîëó÷èòü êîëåáàíèÿ ñ óãëîâîé àìïëèòóäîé 90o. Êàêèì äîëæíî áûòü
íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ϕ(0) = ϕ0 ïðè íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ìàÿòíèêà ϕ̇(0) = 0?
Êàêóþ íà÷àëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü ϕ̇(0) = Ω íóæíî ñîîáùèòü ìàÿòíèêó â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîëåáàíèÿ òîé æå àìïëèòóäû 90o? Íà÷àëüíóþ óãëîâóþ
ñêîðîñòü Ω ïðè ââîäå íóæíî âûðàæàòü â åäèíèöàõ ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû ω0. Ïðîâåðüòå
Âàø ðàñ÷åò ñ ïîìîùüþ ìîäåëèðóþùåãî ýêñïåðèìåíòà íà êîìïüþòåðå.
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3. Êàêóþ íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü ϕ̇(0) = Ω íóæíî ñîîáùèòü ìàÿòíèêó, îòêëîíåííîìó íà óãîë 45o

èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èòü êîëåáàíèÿ òîé æå àìïëèòóäû 90o?

4. Íà êàêîé ìàêñèìàëüíûé óãîë ϕìàêñ îòêëîíèòñÿ îñöèëëÿòîð îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ,
åñëè çàäàòü íà÷àëüíóþ ñêîðîñòü ϕ̇(0) ðàâíîé, íàïðèìåð, 2ω0? Íàéäèòå ýòî ìàêñèìàëüíîå
îòêëîíåíèå ðàñ÷åòîì, îñíîâàííûì íà çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè, è ïðîâåðüòå ïîëó÷åííûé
ðåçóëüòàò ñ ïîìîùüþ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà íà êîìïüþòåðå. Ïîä÷åðêíåì,
÷òî ìîäåëèðóþùàÿ ïðîãðàììà âûïîëíÿåò ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, "íè÷åãî íå çíàÿ" î çàêîíå ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè.

5. Êàêóþ íà÷àëüíóþ óãëîâóþ ñêîðîñòü Ω (â åäèíèöàõ ω0) íóæíî ñîîáùèòü îñöèëëÿòîðó, ÷òîáû
îí îòêëîíèëñÿ èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà óãîë 180o ãðàäóñîâ? Ïðîâåðüòå ðåçóëüòàò
âû÷èñëèòåëüíûì ýêñïåðèìåíòîì.

6. Ïåðåéäèòå â ðàçäåë "Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ". Ñîïîñòàâüòå äâèæåíèå èçîáðàæàþùåé òî÷êè
ïî ôàçîâîé òðàåêòîðèè êîíñåðâàòèâíîãî ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ ãðàôèêàìè çàâèñèìîñòè
óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè îò âðåìåíè. ×òî èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíèõ
íà÷àëüíûõ óñëîâèé ê äðóãèì? Çàâèñèò ëè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé íàïðàâëåíèå äâèæåíèÿ
èçîáðàæàþùåé òî÷êè ïî ôàçîâîé òðàåêòîðèè? Ñ êàêîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ ïîâîðà÷èâàåòñÿ
íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè ðàäèóñ âåêòîð èçîáðàæàþùåé òî÷êè?

7. Ïåðåéäèòå â ðàçäåë "Ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè". Ñîïîñòàâüòå ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ ñ ãðàôèêîì
ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà ïîëîæåíèå òî÷åê ïîâîðîòà
â ïàðàáîëè÷åñêîé ÿìå è íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Ïî÷åìó â ýòèõ òî÷êàõ ïîëíàÿ ýíåðãèÿ
îñöèëëÿòîðà ñîâïàäàåò ñ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèåé ïðóæèíû? ×åìó ðàâíî çíà÷åíèå
ïîòåíöèàëüíîé è êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â òî÷êàõ ïîâîðîòà è â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ ïðè
êîëåáàíèÿõ, âîçáóæäàåìûõ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ϕ(0) = ϕ0, ϕ̇(0) = Ω? ×åìó ðàâíû
çíà÷åíèÿ óãëà îòêëîíåíèÿ ϕìàêñ â òî÷êàõ ïîâîðîòà?

8. Ñðàâíèòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. ×òî
ìîæíî ñêàçàòü î èõ ìàêñèìàëüíûõ è ñðåäíèõ çíà÷åíèÿõ? Ñîïîñòàâüòå ãðàôèêè èçìåíåíèÿ
ýíåðãèè ñ ðàñïîëîæåííûìè íèæå ãðàôèêàìè óãëà îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè. Ñ êàêîé
÷àñòîòîé è â êàêèõ ïðåäåëàõ ïðîèñõîäÿò êîëåáàíèÿ êàæäîãî èç äâóõ âèäîâ ýíåðãèé?

9. Ðàññìîòðèòå êîëåáàíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ, íî ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ
ïîëíîé ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà. ×åì îòëè÷àþòñÿ ãðàôèêè è ôàçîâûå òðàåêòîðèè òàêèõ
êîëåáàíèé?

Çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ îñöèëëÿòîðà.
Â îêíå ââîäà ïàðàìåòðîâ ïîñòàâüòå "ãàëî÷êó" â áîêñå "Âÿçêîå òðåíèå" è ââåäèòå íåêîòîðîå
çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè (5 − 20). Ïåðåéäèòå â ðàçäåë "Ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà". Âûïîëíÿÿ
ìîäåëèðîâàíèå êîëåáàíèé, çàíåñèòå â òàáëèöó ñåðèþ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìàêñèìàëüíûõ
îòêëîíåíèé ìàÿòíèêà â îäíó ñòîðîíó. Óáåäèòåñü â òîì, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ. Ñðàâíèòå ðåçóëüòàò Âàøèõ èçìåðåíèé ñ
òåîðåòè÷åñêèì çíà÷åíèåì îòíîøåíèÿ àìïëèòóä, ðàññ÷èòàííûì äëÿ ââåäåííîé Âàìè äîáðîòíîñòè
(ñì. ôîðìóëó 1.8).
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1. Ðàññ÷èòàéòå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè, ïðè êîòîðîì àìïëèòóäà óáûâàåò âäâîå çà äâà ïîëíûõ
êîëåáàíèÿ (âîñïîëüçóéòåñü ôîðìóëîé 1.11). Ââåäèòå ýòî çíà÷åíèå è ïðîâåðüòå â
âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå ñïðàâåäëèâîñòü ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàêîíîìåðíîñòè
óáûâàíèÿ àìïëèòóäû. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî ýòà çàêîíîìåðíîñòü íå çàâèñèò îò
íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

2. Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ çàòóõàþùèõ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïèðàëü,
ñêðó÷èâàþùóþñÿ ê íà÷àëó êîîðäèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò ñîñòîÿíèå
íåïîäâèæíîãî îñöèëëÿòîðà â ïîëîæåíèè ðàâíîâåñèÿ. Ïî÷åìó âèòêè ýòîé ñïèðàëè
ïîñòåïåííî ñãóùàþòñÿ? Êàê èçìåíÿåòñÿ ðàäèóñ âèòêîâ ïðè ïðèáëèæåíèè ê ôîêóñó?
Èçìåíÿåòñÿ ëè âðåìÿ ïðîõîæäåíèÿ èçîáðàæàþùåé òî÷êè ïî îäíîìó âèòêó ôàçîâîé
òðàåêòîðèè ïî ìåðå óìåíüøåíèÿ ðàçìåðà âèòêîâ?

3. Ñðàâíèòå ýíåðãåòè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿ ïðè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèÿõ îñöèëëÿòîðà â
îòñóòñòâèå òðåíèÿ è ïðè âÿçêîì òðåíèè. Ïðîâåðüòå â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå, ÷òî
ïðè çíà÷åíèè äîáðîòíîñòè Q = 9.1 àìïëèòóäà óáûâàåò âäâîå çà äâà ïîëíûõ êîëåáàíèÿ, à
ïîëíàÿ ýíåðãèÿ - çà îäíî êîëåáàíèå. Ïî÷åìó äèññèïàöèÿ ýíåðãèè íà ïðîòÿæåíèè ïåðèîäà
ïðîèñõîäèò íåðàâíîìåðíî? Êàêèì ìîìåíòàì âðåìåíè ñîîòâåòñòâóåò íàèáîëüøàÿ è êàêèì -
íàèìåíüøàÿ ñêîðîñòü äèññèïàöèè.

Àïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå îñöèëëÿòîðà.
Ïðè ñèëüíîì çàòóõàíèè âîçâðàùåíèå îñöèëëÿòîðà â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ïðîèñõîäèò
àïåðèîäè÷åñêè, áåç êîëåáàíèé.

1. Âûáåðèòå çíà÷åíèå äîáðîòíîñòè Q = 0.5, ñîîòâåòñòâóþùåå êðèòè÷åñêîìó çàòóõàíèþ
(γ = ω0). Êàêèì áóäåò ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îñöèëëÿòîðà, åñëè åìó â ïîëîæåíèè
ðàâíîâåñèÿ ñîîáùèòü óãëîâóþ ñêîðîñòü 6ω0? Íàéäèòå ýòî îòêëîíåíèå ðàñ÷åòîì,
âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé(1.12), è çàòåì ïðîâåðüòå ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ñ ïîìîùüþ
êîìïüþòåðíîãî ýêñïåðèìåíòà. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî îñöèëëÿòîð ïðèáëèæàåòñÿ
ê ïîëîæåíèþ ðàâíîâåñèÿ ñ îäíîé ñòîðîíû, ò.å. íå ïåðåñåêàåò íóëåâîãî äåëåíèÿ.

2. Óáåäèòåñü, ÷òî çíà÷åíèå Q = 0.5 (γ = ω0) äåéñòâèòåëüíî êðèòè÷åñêîå, ò.å. ÷òî ïðè íåñêîëüêî
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ Q ñòðåëêà îñöèëëÿòîðà ïðè ïðèáëèæåíèè ê ðàâíîâåñèþ ñîâåðøàåò
ñèëüíî çàòóõàþùèå êîëåáàíèÿ, ïåðåñåêàÿ íóëåâîå äåëåíèè øêàëû.

3. Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðè Q < 0.5 àïåðèîäè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå îñöèëëÿòîðà ê ðàâíîâåñèþ
ïðîèñõîäèò ìåäëåííåå, ÷åì ïðè êðèòè÷åñêîì çàòóõàíèè. ×åì îòëè÷àþòñÿ ôàçîâûå
òðàåêòîðèè àïåðèîäè÷åñêèõ ðåæèìîâ îò ôàçîâûõ òðàåêòîðèé çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé?

1.5 Ñâîäêà îñíîâíûõ ôîðìóë
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå êîëåáàíèé:

ϕ̈ + 2γϕ̇ + ω2
0ϕ = 0

Ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà è ïåðèîä êîëåáàíèé:

ω0 =
√

D/J , T = 2π/ω0
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Óðàâíåíèå çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé:

ϕ(t) = A0 exp(−γt) cos(ω1t + δ0)

Âðåìÿ çàòóõàíèÿ (âðåìÿ æèçíè) êîëåáàíèé:

τ = 1/γ

Ëîãàðèôìè÷åñêèé äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ:

d = ln(ϕn/ϕn+1) = γT = T/τ = 2πγ/ω0

Äîáðîòíîñòü îñöèëëÿòîðà:

Q = π/d = πτ/T = ω0/2γ

×èñëî êîëåáàíèé, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðûõ àìïëèòóäà óáûâàåò âäâîå:

N1/2 = (ln 2/π)Q = 0.22q = Q/4.53

Óðàâíåíèå àïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ (ïðè γ ≈ ω0):

ϕ(t) = (C1t + C2) exp(−γt)
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 2

Êîëåáàíèÿ ïðóæèííîãî îñöèëëÿòîðà ñ ñóõèì òðåíèåì

Èçó÷àåòñÿ çàòóõàíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé òîðñèîííîãî ïðóæèííîãî îñöèëëÿòîðà, âûçâàííîå
äåéñòâèåì ñóõîãî (êóëîíîâñêîãî) òðåíèÿ. Èñïîëüçóåòñÿ èäåàëèçèðîâàííàÿ ìîäåëü ñóõîãî òðåíèÿ,
îïèñûâàåìàÿ z-õàðàêòåðèñòèêîé (ñèëà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè è ðàâíà
ìàêñèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ). Ñòðîÿòñÿ ãðàôèêè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè óãëà
îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè, à òàêæå ôàçîâûå òðàåêòîðèè. Àíàëèçèðóþòñÿ ïðåâðàùåíèÿ
ýíåðãèè ïðè êîëåáàíèÿõ.

2.1 Òåîðåòè÷åñêàÿ ñïðàâêà
Ñâåäåíèÿ î ôèçè÷åñêîé ñèñòåìå
Òîðñèîííûé îñöèëëÿòîð ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñáàëàíñèðîâàííûé ìàõîâèê (öåíòð ìàññ íàõîäèòñÿ
íà îñè âðàùåíèÿ), ñíàáæåííûé ñïèðàëüíîé ïðóæèíîé ñ íåïîäâèæíî çàêðåïëåííûì âòîðûì
êîíöîì. Ïðè ïîâîðîòå ìàõîâèêà ïðóæèíà çàêðó÷èâàåòñÿ è ñîçäàåò âîññòàíàâëèâàþùèé ìîìåíò
ñèëû, ïðîïîðöèîíàëüíûé óãëó îòêëîíåíèÿ ìàõîâèêà èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ïîâåäåíèå
òàêîé ñèñòåìû ïðè íàëè÷èè âÿçêîãî òðåíèÿ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî ñêîðîñòè, ðàññìîòðåíî â
ðàáîòå "Ñîáñòâåííûå êîëåáàíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà", êîòîðóþ ðåêîìåíäóåòñÿ èçó÷èòü ïåðåä
âûïîëíåíèåì äàííîé ðàáîòû.

Â ñëó÷àå âÿçêîãî òðåíèÿ çàòóõàíèå ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé ïðóæèííîãî îñöèëëÿòîðà
îïèñûâàåòñÿ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì. Àìïëèòóäà òàêèõ êîëåáàíèé óáûâàåò ñî
âðåìåíåì ýêñïîíåíöèàëüíî, òàê ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíûå ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ èç ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ îáðàçóþò óáûâàþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ: êàæäîå ïîñëåäîâàòåëüíîå
îòêëîíåíèå ñîñòàâëÿåò îïðåäåëåííóþ äîëþ îò ïðåäûäóùåãî. Ôîðìàëüíî òàêèå êîëåáàíèÿ
ïðîäîëæàþòñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî. Óñëîâíî äëèòåëüíîñòü ïðîöåññà ýêñïîíåíöèàëüíîãî çàòóõàíèÿ
õàðàêòåðèçóþò âðåìåíåì æèçíè τ , â òå÷åíèå êîòîðîãî àìïëèòóäà óìåíüøàåòñÿ â e = 2.72 ðàçà.

Ýêñïîíåíöèàëüíûé õàðàêòåð çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé ïðè âÿçêîì òðåíèè ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî
âûçûâàþùàÿ ýòî çàòóõàíèå ñèëà òðåíèÿ ïðîïîðöèîíàëüíà ñêîðîñòè. Ïðè äðóãîé çàâèñèìîñòè
ñèëû òðåíèÿ îò ñêîðîñòè çàêîí çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé áóäåò èíûì.

Ïðàêòè÷åñêè î÷åíü âàæåí ñëó÷àé ñóõîãî (êóëîíîâñêîãî) òðåíèÿ, êîãäà îò ñêîðîñòè çàâèñèò
òîëüêî íàïðàâëåíèå ñèëû òðåíèÿ, à åå âåëè÷èíà ïðàêòè÷åñêè ïîñòîÿííà. Èäåàëèçèðîâàííàÿ
õàðàêòåðèñòèêà ñóõîãî òðåíèÿ (òàê íàçûâàåìàÿ z-õàðàêòåðèñòèêà) ïîêàçàíà íà ðèñ. 2.1. Çäåñü
ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå ðàçðûâà íåïðåðûâíîñòè çàâèñèìîñòè ñèëû òðåíèÿ îò ñêîðîñòè ïðè v = 0:
â àïïðîêñèìàöèè ðåàëüíîé ôèçè÷åñêîé çàâèñèìîñòè ââîäèòñÿ êîíå÷íûé ñêà÷îê ñèëû òðåíèÿ ïðè
ïåðåìåíå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ. Â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ (v = 0) ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ ìîæåò èìåòü
ëþáîå çíà÷åíèå â ïðåäåëàõ îò −Fìàêñ äî Fìàêñ â çàâèñèìîñòè îò äðóãèõ ïðèëîæåííûõ ñèë.
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Çíà÷åíèå ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ â òàêîé ìîäåëè ïðèíèìàåòñÿ ðàâíûì ìàêñèìàëüíîé ñèëå
òðåíèÿ ïîêîÿ.

Ðèñ. 2.1: Ïðóæèííûé îñöèëëÿòîð ñ ñóõèì òðåíèåì (z-õàðàêòåðèñòèêà)

Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ ñóõîå òðåíèå õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëåå ñëîæíûìè çàêîíîìåðíîñòÿìè.
Îáû÷íî ìàêñèìàëüíàÿ ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ íåñêîëüêî áîëüøå ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ. Ïðè
äâèæåíèè ñèëà òðåíèÿ, ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè íåñêîëüêî óìåíüøàåòñÿ, à çàòåì, ïðîéäÿ ÷åðåç
ìèíèìóì ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè ñêîðîñòè, íà÷èíàåò ïîñòåïåííî âîçðàñòàòü. Òåì íå ìåíåå,
èäåàëèçèðîâàííàÿ z-õàðàêòåðèñòèêà ñóõîãî òðåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîíÿòü ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè
ïðîöåññîâ â ðåàëüíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ.

Äëÿ êîëåáàòåëüíûõ ñèñòåì ñ ñóõèì òðåíèåì õàðàêòåðíî ïðåæäå âñåãî íàëè÷èå çîíû çàñòîÿ,
èëè ìåðòâîé çîíû, ïðîñòèðàþùåéñÿ íà íåêîòîðîå ðàññòîÿíèå ïî îáå ñòîðîíû îò ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ, â êîòîðîì ïðóæèíà íå äåôîðìèðîâàíà. Çîíà çàñòîÿ òåì áîëüøå, ÷åì áîëüøå
òðåíèå â ñèñòåìå. Åå ãðàíèöû îïðåäåëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûì çíà÷åíèåì ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ.
Ìàõîâèê òîðñèîííîãî îñöèëëÿòîðà ìîæåò áûòü íåïîäâèæåí â ëþáîé òî÷êå çîíû çàñòîÿ, èáî çäåñü
ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ â ñîñòîÿíèè óðàâíîâåñèòü óïðóãóþ âîçâðàùàþùóþ ñèëó äåôîðìèðîâàííîé
ïðóæèíû.

Ïîäîáíîå ÿâëåíèå õîðîøî èçâåñòíî â ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, â ÷àñòíîñòè, ñ íèì âñòðå÷àþòñÿ â
ñòðåëî÷íûõ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðàõ, ãäå êîëåáàòåëüíûì ýëåìåíòîì ñëóæèò ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà
(íàïðèìåð êàòóøêà ãàëüâàíîìåòðà), íàõîäÿùàÿñÿ ïîä âîçäåéñòâèåì âîçâðàùàþùåé ïðóæèíû è
âðàùàþùàÿñÿ íà îñè â ïîäøèïíèêàõ áåç ñìàçêè.

Âàæíàÿ îòëè÷èòåëüíàÿ ÷åðòà çàòóõàíèé ïîä äåéñòâèåì ñóõîãî òðåíèÿ ñîñòîèò â ïîëíîì
ïðåêðàùåíèè êîëåáàíèé ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà öèêëîâ. Ïðåêðàùåíèå äâèæåíèÿ ïðîèñõîäèò
òîãäà, êîãäà ñêîðîñòü, ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùàÿ ñâîé çíàê ïðè êîëåáàíèÿõ, â î÷åðåäíîé ðàç
îáðàùàåòñÿ â íóëü â ïðåäåëàõ çîíû çàñòîÿ. Òîò ôàêò, ÷òî ïðè êàêèõ-òî íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ
ïîäâèæíàÿ ñèñòåìà èçìåðèòåëüíîãî ïðèáîðà, áóäó÷è ïðåäîñòàâëåíà ñàìîé ñåáå, ïîñëå óñïîêîåíèÿ
êîëåáàíèé ïðè èçìåðåíèÿõ íå îáÿçàòåëüíî ïðèõîäèò â ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, îáúÿñíÿåò
ñâÿçàííûå ñ ñóõèì òðåíèåì íåèçáåæíûå ïîãðåøíîñòè ñòðåëî÷íûõ ïðèáîðîâ. Îñòàíîâêà ñòðåëêè
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ïðèáîðà ïðîèñõîäèò íå òî÷íî íà òîì äåëåíèè øêàëû, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò èçìåðÿåìîé âåëè÷èíå,
à â êàêîé-ëèáî òî÷êå çîíû çàñòîÿ âáëèçè ýòîãî äåëåíèÿ.

Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà ñ ñóõèì òðåíèåì
Ìîìåíò ñèëû ñóõîãî òðåíèÿ Nòð , íàïðàâëåííûé ïðîòèâîïîëîæíî óãëîâîé ñêîðîñòè ϕ̇, íóæíî
âêëþ÷èòü, íàðÿäó ñ âîññòàíàâëèâàþùèì ìîìåíòîì −Dϕ óïðóãîé ñèëû äåôîðìèðîâàííîé
ïðóæèíû, â ïðàâóþ ÷àñòü îñíîâíîãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ìàõîâèêà
âîêðóã ôèêñèðîâàííîé îñè:

Jϕ̈ = −Dϕ + Nòð(ϕ̇) (2.1)

Çäåñü N(ϕ̇) = −Dϕ ìîìåíò óïðóãîé âîçâðàùàþùåé ñèëû ñïèðàëüíîé ïðóæèíû,
ïðîïîðöèîíàëüíûé óãëó ϕ îòêëîíåíèÿ ìàõîâèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, J - ìîìåíò èíåðöèè
ìàõîâèêà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé èäåàëèçèðîâàííîé z-õàðàêòåðèñòèêîé ñóõîãî òðåíèÿ:

Nòð(ϕ̇) =
−Nìàêñ ïðè ϕ̇ > 0

Nìàêñ ïðè ϕ̇ < 0
(2.2)

èëè Nòð(ϕ̇) = −Nìàêñsign(ϕ̇). Çäåñü Nìàêñ - ìàêñèìàëüíûé ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ ïîêîÿ.
Çíà÷åíèå Nìàêñ óäîáíî âûðàçèòü ÷åðåç ìàêñèìàëüíûé óãîë ϕì , íà êîòîðûé ìîæåò áûòü
îòêëîíåí ìàõîâèê â ñîñòîÿíèè ïîêîÿ:

Nìàêñ = Dϕì (2.3)

Óãîë ϕì ñîîòâåòñòâóåò ïðàâîé ãðàíèöå çîíû çàñòîÿ, óãîë −ϕì ñîîòâåòñòâóåò åå ëåâîé ãðàíèöå.
Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ(2.1), êîòîðîå â îáùåì ñëó÷àå

íåëèíåéíî, òàê êàê ïðè ïåðåìåíå çíàêà ϕ̇ ìîìåíò ñèëû òðåíèÿ Nòð(ϕ̇) ìåíÿåòñÿ ñêà÷êîì, ìîæíî
çàïèñàòü äâà ëèíåéíûõ óðàâíåíèÿ:

Jϕ̈ = −D(ϕ + ϕì) ïðè ϕ̇ > 0 (2.4)

Jϕ̈ = −D(ϕ− ϕì) ïðè ϕ̇ < 0 (2.5)

ïðè÷åì îäíî èç íèõ ñìåíÿåò äðóãîå â ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà èçìåíÿåòñÿ çíàê ϕ̇. Â ïîî÷åðåäíîì
ïåðåõîäå îò îäíîãî èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (2.4) - (2.5) è çàêëþ÷àåòñÿ íåëèíåéíîñòü
ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé (2.4) - (2.5), ñîîòâåòñòâóþùåå êàêèì-ëèáî îïðåäåëåííûì íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì, ìîæíî íàéòè ìåòîäîì ïîýòàïíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, "ñøèâàÿ"
ïîëó÷àåìûå ðåøåíèÿ â ìîìåíòû ïåðåõîäà îò îäíîãî óðàâíåíèÿ ê äðóãîìó. Åñëè íàðÿäó ñ ñóõèì
òðåíèåì íà îñöèëëÿòîð äåéñòâóåò åùå è ñèëà âÿçêîãî òðåíèÿ, òî â óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ñëåäóåò
äîáàâèòü åùå îäèí ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé óãëîâîé ñêîðîñòè ϕ̇:

ϕ̈ = −ω2
0(ϕ + ϕì)− 2γϕ̇ ïðè ϕ̇ > 0 (2.6)

ϕ̈ = −ω2
0(ϕ− ϕì)− 2γϕ̇ ïðè ϕ̇ < 0 (2.7)

Çäåñü ω2
0 = D/J - êâàäðàò ñîáñòâåííîé ÷àñòîòû îñöèëëÿòîðà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ, γ -

êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèé èíòåíñèâíîñòü âÿçêîãî òðåíèÿ. Âìåñòî γ äëÿ
õàðàêòåðèñòèêè èíòåíñèâíîñòè âÿçêîãî òðåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü áåçðàçìåðíóþ âåëè÷èíó -
äîáðîòíîñòü Q, ñâÿçàííóþ ñ γ ñîîòíîøåíèåì Q = ω0/2γ.
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Ãðàôèêè êîëåáàíèé
×òîáû âûÿâèòü îñíîâíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ îñöèëëÿòîðà, îáóñëîâëåííûå ñóõèì òðåíèåì,
áóäåì ïîêà ñ÷èòàòü, ÷òî âÿçêîå òðåíèå ïîëíîñòüþ îòñóòñòâóåò (γ = 0).

Ïóñòü, íàïðèìåð, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìàõîâèê îñöèëëÿòîðà îòêëîíåí âïðàâî (ïî
÷àñîâîé ñòðåëêå) èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, òàê ÷òî ϕ(0) > 0. Åñëè ýòî îòêëîíåíèå âûõîäèò
çà ïðåäåëû çîíû çàñòîÿ, ò.å. ϕ(0) > ϕì, òî îòïóùåííûé áåç òîë÷êà ìàõîâèê íà÷íåò äâèæåíèå
âëåâî(ϕ̇ < 0), è åãî äâèæåíèå áóäåò îïèñûâàòüñÿ óðàâíåíèåì (2.5). Ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (2.5)
ïðè òàêîì íà÷àëüíîì óñëîâèè áóäåò ãàðìîíè÷åñêîå êîëåáàíèå ñ ÷àñòîòîé ω0 è àìïëèòóäîé
ϕ(0), ïðîèñõîäÿùåå îêîëî ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ ϕì, ñîâïàäàþùåãî ñ ïðàâîé ãðàíèöåé çîíû
çàñòîÿ. Ñìåùåíèå ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ âïðàâî âûçâàíî äåéñòâèåì íà îñöèëëÿòîð ïîñòîÿííîé
ñèëû òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ, äåéñòâóþùåé âïðàâî, ïîêà ìàõîâèê äâèæåòñÿ âëåâî. Îïèñàííîìó
äâèæåíèþ ñîîòâåòñòâóåò ïåðâàÿ ïîëîâèíà ïåðèîäà ñèíóñîèäû íà ðèñ. 2.2. Êîãäà ìàõîâèê

Ðèñ. 2.2: Ãðàôèêè çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé ïðè ñóõîì òðåíèè

äîñòèãíåò êðàéíåãî ëåâîãî ïîëîæåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî óãëîì ϕ(0)− 2ϕì , åãî ñêîðîñòü îáðàòèòñÿ
â íóëü, è çàòåì îí íà÷íåò äâèãàòüñÿ âïðàâî, òàê ÷òî åãî ñêîðîñòü ϕ̇ áóäåò ïîëîæèòåëüíîé, è
äëÿ îïèñàíèÿ åãî äâèæåíèÿ íóæíî ïåðåéòè ê óðàâíåíèþ (2.4). Â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ óñëîâèé
íóæíî âçÿòü òå çíà÷åíèÿ ϕ è ϕ̇, êîòîðûå áûëè â êîíöå äâèæåíèÿ, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì (2.5).
Ïîýòîìó äàëüíåéøåå äâèæåíèå áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé îòðåçîê ãàðìîíè÷åñêîãî êîëåáàíèÿ,
ïðîèñõîäÿùåãî îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî ïîëîæåíèÿ −ϕì, ñìåùåííîãî íà óãîë ϕì âëåâî è
ñîâïàäàþùåãî ñ ëåâîé ãðàíèöåé çîíû çàñòîÿ. Ýòî ñìåùåíèå âûçâàíî ñèëîé òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ,
èçìåíèâøåé ñâîå íàïðàâëåíèå ïðè ïåðåìåíå íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, ìàõîâèê îñöèëëÿòîðà ñîâåðøàåò ñèíóñîèäàëüíûå êîëåáàíèÿ îòíîñèòåëüíî
ñìåíÿþùèõñÿ ñðåäíèõ ïîëîæåíèé ϕì è −ϕì. Â ðåçóëüòàòå òàêîãî ÷åðåäîâàíèÿ òàêèõ êóñêîâ
ñèíóñîèä ñî ñìåùåííûìè ñðåäíèìè ïîëîæåíèÿìè ïîëó÷àåòñÿ êðèâàÿ, îïèñûâàþùàÿ çàòóõàþùåå
äâèæåíèå (ðèñ. 2.2). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çà êàæäûé öèêë êîëåáàíèé ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå
óìåíüøàåòñÿ íà îäíó è òó æå âåëè÷èíó - óäâîåííóþ øèðèíó çîíû çàñòîÿ (íà 4ϕì). Ýòî çíà÷èò,
÷òî ïðè ñóõîì òðåíèè ïîñëåäîâàòåëüíûå ìàêñèìàëüíûå îòêëîíåíèÿ óáûâàþò â àðèôìåòè÷åñêîé
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ïðîãðåññèè (ëèíåéíî) â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ïðîäîëæàþùåìóñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî óáûâàíèþ â
ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïðè âÿçêîì òðåíèè.

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñëó÷àå ñóõîãî òðåíèÿ ÷åðåç íåêîòîðîå êîíå÷íîå ÷èñëî öèêëîâ íåïðåìåííî
íàñòóïèò ìîìåíò, êîãäà î÷åðåäíîå ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îêàæåòñÿ â ïðåäåëàõ çîíû çàñòîÿ
−ϕì < ϕ < ϕì è äâèæåíèå íà ýòîì ïîëíîñòüþ ïðåêðàòèòñÿ. Äëèòåëüíîñòü îäíîãî öèêëà ýòèõ
çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé ñîâïàäàåò ñ ïåðèîäîì T = 2π/ω0 ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà â
îòñóòñòâèå òðåíèÿ.

Ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ
Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå îá îáùåì õàðàêòåðå êîëåáàíèé ïðè ñóõîì òðåíèè äàåò ôàçîâàÿ
äèàãðàììà (ðèñ. 2.3). Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå îòêëîíåííîãî âïðàâî íåïîäâèæíîãî îñöèëëÿòîðà
èçîáðàæàåòñÿ òî÷êîé íà îñè ϕ. Äâèæåíèþ âëåâî ñîîòâåòñòâóåò ëåæàùàÿ íèæå îñè àáñöèññ
÷àñòü ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëîâèíó ýëëèïñà (èëè îêðóæíîñòè ïðè
äîëæíîì âûáîðå ìàñøòàáîâ) ñ öåíòðîì â òî÷êå ϕì íà îñè ϕ, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ïðàâîé
ãðàíèöå çîíû çàñòîÿ. Îáðàòíîå äâèæåíèå îñöèëëÿòîðà âïðàâî èçîáðàæàåòñÿ ëåæàùåé âûøå
îñè ϕ ïîëîâèíîé ýëëèïñà ñ öåíòðîì â òî÷êå −ϕì. Âñÿ ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ ñîñòîèò èç òàêèõ
ïîëîâèíîê ýëëèïñîâ ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ öåíòðàìè. Îíà îáðûâàåòñÿ â òî÷êå íà îñè àáñöèññ, â
êîòîðîé ñêîðîñòü ϕ̇ îáðàùàåòñÿ â íóëü, â ïðåäåëàõ ìåæäó òî÷êàìè −ϕì è ϕì. Â îòëè÷èå îò

Ðèñ. 2.3: Ôàçîâàÿ äèàãðàììà

ôàçîâîé òðàåêòîðèè çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ âÿçêèì òðåíèåì, âèòêè
êîòîðîé ïîñòåïåííî ñãóùàþòñÿ, ñîâåðøàÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îáîðîòîâ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê
íà÷àëó êîîðäèíàò ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ïðè ñóõîì òðåíèè âèòêè ôàçîâîé ñïèðàëè ýêâèäèñòàíòíû,
è îíà îáðûâàåòñÿ, óïåðåâøèñü â îòðåçîê îñè ϕ ìåæäó òî÷êàìè −ϕì è ϕì. Åñëè äîïîëíèòåëüíî
ê ñóõîìó òðåíèþ â ñèñòåìå ïðèñóòñòâóåò òàêæå è âÿçêîå òðåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ñêîðîñòè,
âèòêè ôàçîâîé òðàåêòîðèè óæå íå áóäóò ýêâèäèñòàíòíûìè, íî òåì íå ìåíåå èõ ñãóùåíèå íå
ïðîäîëæàåòñÿ áåñêîíå÷íî äîëãî: ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ è â ýòîì ñëó÷àå îáîðâåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå
÷èñëî îáîðîòîâ, "óòêíóâøèñü" â îáëàñòü çàñòîÿ íà îñè ϕ.
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Ïðåâðàùåíèÿ ýíåðãèè
Ýíåðãåòè÷åñêèå ïðåâðàùåíèÿ ïðè çàòóõàíèè êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ïîä äåéñòâèåì ñóõîãî òðåíèÿ
òàêæå îòëè÷àþòñÿ ðÿäîì õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé. Ïðåæäå âñåãî ìîæíî îòìåòèòü ëèíåéíûé
õàðàêòåð óáûâàíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè â çàâèñèìîñòè îò óãëà ïîâîðîòà ϕ (ðàçóìååòñÿ, ëèøü
íà ó÷àñòêàõ ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà, ò.å. â ïðåäåëàõ èçìåíåíèÿ óãëà ϕ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
äâèæåíèþ ìàõîâèêà â îäíó ñòîðîíó). Ëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ïîëíîé ýíåðãèè îò ϕ îáúÿñíÿåòñÿ
òåì, ÷òî òîðìîçÿùèé ìîìåíò ñèëû ñóõîãî òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ íå çàâèñèò îò óãëîâîé ñêîðîñòè
ϕ̇. Ïîýòîìó ñîâåðøàåìàÿ ñèëîé òðåíèÿ îòðèöàòåëüíàÿ ðàáîòà, îïðåäåëÿþùàÿ óáûëü ïîëíîé
ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè îñöèëëÿòîðà, ïðîïîðöèîíàëüíà óãëó ïîâîðîòà ϕ. Íî çàâèñèìîñòü
ïîëíîé ýíåðãèè îò âðåìåíè t, êîíå÷íî, íå áóäåò ëèíåéíîé, ò.ê. ïîâîðîò ìàõîâèêà ïðîèñõîäèò
íåðàâíîìåðíî. Íàèáîëåå áûñòðàÿ äèññèïàöèÿ ýíåðãèè ïðîèñõîäèò â òå ìîìåíòû, êîãäà ñêîðîñòü
ϕ̇ ìàêñèìàëüíà ïî ìîäóëþ. Âáëèçè òî÷åê ïîâîðîòà, ãäå ñêîðîñòü ìèíèìàëüíà, äèññèïàöèÿ
çàìåäëÿåòñÿ. Åñëè ðàññìàòðèâàòü óñðåäíåííîå çà öèêë êîëåáàíèé çíà÷åíèå ïîëíîé ýíåðãèè, òî

Ðèñ. 2.4: Ïðåâðàùåíèå ýíåðãèè ïðè çàòóõàþùèõ êîëåáàíèÿõ

åå óìåíüøåíèå ñî âðåìåíåì íà ïðîòÿæåíèè áîëüøîãî ÷èñëà êîëåáàíèé ïðîèñõîäèò êâàäðàòè÷íî -
ïðîïîðöèîíàëüíî (t− tê)2, ãäå tê - ìîìåíò âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåêðàùåíèþ êîëåáàíèé.
Òàêîé çàêîí óáûâàíèÿ ïîëíîé ýíåðãèè (ñïðàâåäëèâûé, ðàçóìååòñÿ, ëèøü ïðè t < tê) ñâÿçàí ñ
ëèíåéíûì óáûâàíèåì àìïëèòóäû êîëåáàíèé, çàòóõàþùèõ ïîä äåéñòâèåì ñóõîãî òðåíèÿ.

Î ðîëè âÿçêîãî òðåíèÿ
Â ðåàëüíûõ ñèñòåìàõ íàðÿäó ñ ñóõèì òðåíèåì â áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñòåïåíè âñåãäà
ïðèñóòñòâóåò åùå è âÿçêîå òðåíèå, ïðîïîðöèîíàëüíîå ñêîðîñòè. Õàðàêòåð êîëåáàíèé è â ýòî
ñëó÷àå ìîæíî èññëåäîâàòü, îñíîâûâàÿñü íà ïîýòàïíîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé äâèæåíèÿ.
Íàèáîëåå íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ïðîöåññå çàòóõàíèÿ ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé â öåëîì äàåò
ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ. Â îòëè÷èå îò ðàññìîòðåííîãî âûøå ñëó÷àÿ çàòóõàíèÿ ïîä äåéñòâèåì
òîëüêî ñóõîãî òðåíèÿ, ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ òåïåðü áóäåò îáðàçîâàíà íå ïîëîâèíêàìè èäåàëüíûõ
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ýëëèïñîâ (èëè îêðóæíîñòåé) ñ ÷åðåäóþùèìèñÿ öåíòðàìè, à ïîëîâèíêàìè âèòêîâ ñêðó÷èâàþùèõñÿ
ñïèðàëåé, õàðàêòåðíûõ äëÿ ëèíåéíîãî çàòóõàþùåãî îñöèëëÿòîðà. Êàæäàÿ ïîëîâèíà òàêîãî âèòêà
áóäåò ïîî÷åðåäíî ñîîòâåòñòâîâàòü ñïèðàëè, ñêðó÷èâàþùåéñÿ òî ê ïðàâîé, òî ê ëåâîé ãðàíèöå çîíû
çàñòîÿ.

Äëÿ âûÿñíåíèÿ îòíîñèòåëüíîé ðîëè âÿçêîãî è ñóõîãî òðåíèÿ ñîïîñòàâèì óìåíüøåíèå
àìïëèòóäû çà îäèí öèêë ïîä äåéñòâèåì êàæäîé èç ýòèõ ïðè÷èí. Áëàãîäàðÿ ñóõîìó òðåíèþ
ýòî óìåíüøåíèå, êàê ìû âèäåëè, ñîñòàâëÿåò óäâîåííóþ øèðèíó çîíû çàñòîÿ 4ϕì. Îòìåòèì, ýòà
âåëè÷èíà íå çàâèñèò îò àìïëèòóäû. Âÿçêîå òðåíèå, íàïðîòèâ, ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ ðàçìàõà
êîëåáàíèé çà öèêë, ïðîïîðöèîíàëüíûé àìïëèòóäå. Â ñàìîì äåëå, ïðè γT << 1, ò.å. ïðè íå
ñëèøêîì ìàëîé äîáðîòíîñòè Q, âûðàæåíèå äëÿ óìåíüøåíèÿ àìïëèòóäû çà âðåìÿ T , âûçâàííîãî
âÿçêèì òðåíèåì, ìîæíî ðàçëîæèòü â ðÿä:

a(1− e−γT ) ≈ aγT = aγ(2π/ω0) = πa/Q

Ïðèðàâíÿâ ýòó âåëè÷èíó óäâîåííîé øèðèíå çîíû çàñòîÿ 4ωì, íàéäåì çíà÷åíèå àìïëèòóäû
aãð, ðàçãðàíè÷èâàþùåå ñëó÷àè ïðåîáëàäàíèÿ ðîëè êàæäîé èç ïðè÷èí çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé:

aãð = 4ϕì/(γT ) = (4/π)ϕìQ ≈ ϕìQ (2.8)

Ïðè äîñòàòî÷íî ñèëüíîì íà÷àëüíîì âîçáóæäåíèè îñöèëëÿòîðà àìïëèòóäà ìîæåò ïðåâîñõîäèòü
ýòî çíà÷åíèå. Òîãäà íà ïåðâîì ýòàïå çàòóõàíèå êîëåáàíèé áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ âÿçêèì òðåíèåì.
Íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óìåíüøåíèå øèðèíû î÷åðåäíîé ïîëîâèíû å¼ âèòêà
èç-çà âÿçêîãî òðåíèÿ áîëüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó öåíòðàìè ñîñåäíèõ ïîëóâèòêîâ (ò.å. áîëüøå
ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ãðàíèöàìè çîíû çàñòîÿ). ßñíî, ÷òî ïðè ýòîì ñêðó÷èâàíèå ñïèðàëè áëàãîäàðÿ
âÿçêîìó òðåíèþ ñóùåñòâåííåå, ÷åì ÷åðåäîâàíèå öåíòðîâ ïîëóâèòêîâ èç-çà ñóõîãî òðåíèÿ.

Êîãäà àìïëèòóäà a óìåíüøèòñÿ íàñòîëüêî, ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî a < aãð =
ϕìQ, õàðàêòåð äàëüíåéøåãî çàòóõàíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ ïðåèìóùåñòâåííî ñóõèì òðåíèåì,
âûðàæàþùèìñÿ íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè â ïåðåñêîêàõ öåíòðîâ âèòêîâ ìåæäó òî÷êàìè ϕì è −ϕì ,
ïîêà ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ íå îáîðâåòñÿ, óïåðåâøèñü â îòðåçîê îñè àáñöèññ ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè.

Ïðè äîáðîòíîñòè Q ìåíüøå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ 0, 5 , ñòðåëêà âûâåäåííîãî èç
ðàâíîâåñèÿ îñöèëëÿòîðà àïåðèîäè÷åñêè, áåç êîëåáàíèé, ïðèáëèæàåòñÿ ê äåëåíèþ øêàëû,
ñîîòâåòñòâóþùåé áëèæàéøåé ãðàíèöå çîíû çàñòîÿ. Ïðèâåäåííûé âûøå àíàëèç ïîâåäåíèÿ
îñöèëëÿòîðà ñ ñóõèì òðåíèåì îñíîâàí íà èäåå ïîýòàïíîãî àíàëèòè÷åñêîãî èíòåãðèðîâàíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îñöèëëÿòîðà ìåæäó òî÷êàìè ïîâîðîòà, è "ñøèâàíèÿ"
ðåøåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîñåäíèì ïðîìåæóòêàì âðåìåíè. Â êîìïüþòåðíîì ìîäåëèðîâàíèè
èñïîëüçóþòñÿ ÷èñëåííûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ óðàâíåíèé (ìåòîä Ðóíãå-Êóòòà ÷åòâåðòîãî
ïîðÿäêà). Äëÿ îòâåòà íà ñôîðìóëèðîâàííûå â äàëüíåéøèõ çàäàíèÿõ âîïðîñû íóæíî îïèðàòüñÿ
íà àíàëèòè÷åñêèé ìåòîä, à çàòåì îáðàòèòüñÿ ê âû÷èñëèòåëüíîìó ýêñïåðèìåíòó è ñðàâíèòü
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñ òåì, ÷òî äàåò ìåòîä ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

2.2 Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Ñôîðìóëèðóéòå îñíîâíûå çàêîíîìåðíîñòè ñóõîãî òðåíèÿ. Ïðèâåäèòå ïðèìåðû ôèçè÷åñêèõ

ñèñòåì, â êîòîðûõ ñóõîå òðåíèå èãðàåò âàæíóþ ðîëü.

2. Îïèøèòå ôèçè÷åñêóþ ñèñòåìó (òîðñèîííûé ïðóæèííûé îñöèëëÿòîð ñ ñóõèì è âÿçêèì
òðåíèåì), êîòîðàÿ ìîäåëèðóåòñÿ â ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå. Êàêèå ïàðàìåòðû îïðåäåëÿþò
ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü îñöèëëÿòîðà? ×òî òàêîå z-õàðàêòåðèñòèêà?
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3. Êàêèå ïàðàìåòðû èñïîëüçóþòñÿ â ìîäåëè îñöèëëÿòîðà äëÿ õàðàêòåðèñòèêè èíòåíñèâíîñòè
ñóõîãî òðåíèÿ è âÿçêîãî òðåíèÿ? ×òî òàêîå çîíà çàñòîÿ èëè ìåðòâàÿ çîíà?

4. Êàêèì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì îïèñûâàåòñÿ äâèæåíèå ïðóæèííîãî îñöèëëÿòîðà ñ
ñóõèì è âÿçêèì òðåíèåì? Ïî÷åìó ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü íåëüçÿ îòíåñòè ê ëèíåéíûì
ôèçè÷åñêèì ñèñòåìàì?

5. Îáúÿñíèòå èäåþ ìåòîäà ïîýòàïíîãî èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
ïðóæèííîãî îñöèëëÿòîðà ñ ñóõèì òðåíèåì.

6. Êàêèì áóäåò ãðàôèê óãëà îòêëîíåíèÿ îò âðåìåíè ïðè êîëåáàíèÿõ îñöèëëÿòîðà ñ ñóõèì
òðåíèåì (â îòñóòñòâèè âÿçêîãî òðåíèÿ) íà èíòåðâàëå ìåæäó ñîñåäíèìè ìîìåíòàìè ïîâîðîòà
(ìîìåíòàìè èçìåíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ)? Êàê ñîåäèíÿþòñÿ ýòè ãðàôèêè â ìîìåíòû
ïîâîðîòà?

7. Ñðàâíèòå õàðàêòåð óáûâàþùèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ìàêñèìàëüíûõ îòêëîíåíèé ïðè
çàòóõàíèè êîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì âÿçêîãî è ñóõîãî òðåíèé. Ïî÷åìó êîëåáàíèÿ
îñöèëëÿòîðà ñ ñóõèì òðåíèÿ ïîëíîñòüþ ïðåêðàùàþòñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà öèêëîâ? Íà
êàêîì ìàêñèìàëüíîì óãëîâîì ðàññòîÿíèè îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìîæåò îñòàíîâèòüñÿ
ðîòîð ïðè ïðåêðàùåíèè êîëåáàíèé?

8. Êàê âëèÿåò ñóõîå òðåíèå íà (óñëîâíûé) ïåðèîä çàòóõàþùèõ êîëåáàíèé? Ñðàâíèòå ñ
âëèÿíèåì âÿçêîãî òðåíèÿ íà ïåðèîä êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà.

9. Êàê âûãëÿäèò ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ êîëåáàíèé, çàòóõàþùèõ ïîä äåéñòâèåì ñóõîãî òðåíèÿ?
Ñðàâíèòå åå ñ ôàçîâîé òðàåêòîðèåé êîëåáàíèé, çàòóõàþùèõ ïîä äåéñòâèåì âÿçêîãî òðåíèÿ.

10. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó ãðàôèê çàâèñèìîñòè ïîëíîé ýíåðãèè îò óãëîâîãî ïîëîæåíèÿ ðîòîðà äëÿ
îñöèëëÿòîðà ñ ñóõèì òðåíèåì ñîñòîèò èç ïðÿìîëèíåéíûõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ áåðåãà
ïàðàáîëè÷åñêîé ïîòåíöèàëüíîé ÿìû îñöèëëÿòîðà.

11. Ïî÷åìó ïðè ïîëíîì ïðåêðàùåíèè êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ñ ñóõèì òðåíèåì åãî ïîëíàÿ
ýíåðãèÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå îáðàùàåòñÿ â íóëü?

12. Åñëè îñöèëëÿòîð îäíîâðåìåííî ïîäâåðæåí äåéñòâèþ ñóõîãî è âÿçêîãî òðåíèÿ, êàêèì
êðèòåðèåì îïðåäåëÿåòñÿ âèä òðåíèÿ, èãðàþùåãî äîìèíèðóþùóþ ðîëü â çàòóõàíèè
êîëåáàíèé?

2.3 Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû
Ïðèñòóïàÿ ê ðàáîòå, îçíàêîìüòåñü ñ Ïðèëîæåíèåì (Êàê ðàáîòàòü ñ ïàêåòîì ïðîãðàìì "Ôèçèêà
êîëåáàíèé").

Êîëåáàíèÿ ïîä äåéñòâèåì ñóõîãî òðåíèÿ
Èíòåíñèâíîñòü ñóõîãî òðåíèÿ â ñèñòåìå çàäàåòñÿ óêàçàíèåì ðàçìåðà çîíû çàñòîÿ, òî÷íåå, óãëà
ϕì, êîòîðûì îãðàíè÷èâàþòñÿ åå ïðåäåëû ïî îáå ñòîðîíû ðàâíîâåñèÿ ϕ = 0, ñîîòâåòñòâóþùåãî
íåäåôîðìèðîâàííîé ïðóæèíå. Ïîëíûé ðàçìåð çîíû çàñòîÿ ñîñòàâëÿåò 2ϕì. Çíà÷åíèå óãëà ϕì
íóæíî ââîäèòü â ãðàäóñàõ.
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1. Ââåäèòå çíà÷åíèå ϕì = 0, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ ñóõîãî òðåíèÿ. Óáåäèòåñü, ÷òî
ñèñòåìà äåìîíñòðèðóåò çíàêîìîå âàì ïîâåäåíèå ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà: íåçàòóõàþùèå
ñèíóñîèäàëüíûå êîëåáàíèÿ â îòñóòñòâèå âÿçêîãî òðåíèÿ è ýêñïîíåíöèàëüíî çàòóõàþùèå
êîëåáàíèÿ ïðè äåéñòâèè òîëüêî âÿçêîãî òðåíèÿ, èíòåíñèâíîñòü êîòîðîãî çàäàåòñÿ ïðèâîäå
äîáðîòíîñòè Q.

2. Âîçüìèòå äëÿ íàãëÿäíîñòè ñðàâíèòåëüíî áîëüøîå çíà÷åíèå óãëà ϕì, îïðåäåëÿþùåãî
ãðàíèöû çîíû çàñòîÿ (15 − 20 óãëîâûõ ãðàäóñîâ), è ïîëíîå îòñóòñòâèå âÿçêîãî òðåíèÿ.
Òàêèå óñëîâèÿ äàëåêè îò ñèòóàöèè, õàðàêòåðíîé äëÿ ñòðåëî÷íûõ èçìåðèòåëüíûõ ïðèáîðîâ,
ãäå çîíó çàñòîÿ ñòðåìÿòñÿ ñäåëàòü êàê ìîæíî ìåíüøå, à âÿçêîå òðåíèå ââîäÿò íàìåðåííî ñ
ïîìîùüþ äåìïôèðóþùèõ óñòðîéñòâ è âûáèðàþò åãî èíòåíñèâíîñòü áëèçêîé ê êðèòè÷åñêîìó
çíà÷åíèþ ñ öåëüþ ïîëó÷èòü íàèáîëåå áûñòðîå óñïîêîåíèå êîëåáàíèé ïîäâèæíîé ñèñòåìû
ïðèáîðà ïðè èçìåðåíèÿõ. Íî äëÿ óÿñíåíèÿ ðîëè ñóõîãî òðåíèÿ âûáðàííûå óñëîâèÿ íàèáîëåå
áëàãîïðèÿòíû. Ïóñòü, íàïðèìåð, ãðàíèöà çîíû çàñòîÿ ϕì = 15o, íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå
160o, íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ðàâíà íóëþ. Ñ ïîìîùüþ ðàñ÷åòà îïðåäåëèòå, íà êàêîì
äåëåíèè øêàëû äîëæíà îñòàíîâèòüñÿ ñòðåëêà ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ êîëåáàíèé. Ñêîëüêî
ïîëóýëëèïñîâ ñîñòàâÿò ôàçîâóþ òðàåêòîðèþ îò íà÷àëà äî òî÷êè åå îáðûâà? Ïðîâåðüòå
Âàøè ïðåäñêàçàíèÿ, âûïîëíèâ âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò. Íà ãðàôèêå çàâèñèìîñòè
óãëà îòêëîíåíèÿ îò âðåìåíè îáðàòèòå âíèìàíèå íà ñìåùåíèå ñðåäíèõ ïîëîæåíèé ïîëîâèí
ïåðèîäîâ ñèíóñîèä, èç êîòîðûõ ôîðìèðóåòñÿ ãðàôèê óãëà îòêëîíåíèÿ. ×åì îáúÿñíÿþòñÿ
èçëîìû íà ãðàôèêå ñêîðîñòè â òå ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà ñêà÷êîì ïðîèñõîäèò ñìåíà ýòèõ
ñðåäíèõ ïîëîæåíèé? Óáåäèòåñü, ÷òî ýòè ìîìåíòû îòñòîÿò âî âðåìåíè íà ïîëîâèíó ïåðèîäà
ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà â îòñóòñòâèå òðåíèÿ (äåëåíèÿ íà øêàëå ãðàôèêà
ïðîâåäåíû ÷åðåç ïðîìåæóòêè âðåìåíè, ðàâíûå ýòîìó ïåðèîäó).

3. Âûáåðèòå äðóãèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ: íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå ðàâíîå íóëþ, íà÷àëüíàÿ
óãëîâàÿ ñêîðîñòü, íàïðèìåð, 2ω0 (ω0 - ÷àñòîòà ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà).
Ðàññ÷èòàéòå ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ñòðåëêè (ïðè ïðåæíåì ðàçìåðå çîíû çàñòîÿ). Íà
êàêîì äåëåíèè îñòàíîâèòñÿ ñòðåëêà ïîñëå ïðåêðàùåíèÿ êîëåáàíèé? Ñêîëüêî âèòêîâ áóäåò
ó ôàçîâîé òðàåêòîðèè? Ïðîâåðüòå ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà â ýêñïåðèìåíòå. Ïî÷åìó ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ïîëíîé ýíåðãèè îò óãëà îòêëîíåíèÿ ñîñòîèò èç îòðåçêîâ ïðÿìûõ ëèíèé?

4. Ñäåëàéòå òåîðåòè÷åñêîå ïðåäñêàçàíèå, êàñàþùååñÿ ìàêñèìàëüíîãî óãëà îòêëîíåíèÿ è
äåëåíèÿ øêàëû, íà êîòîðîì îñòàíîâèòñÿ ñòðåëêà, äëÿ áîëåå ñëîæíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé:

à) íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå 135o, íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü +1.5ω0;

á) íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå −135o, íà÷àëüíàÿ óãëîâàÿ ñêîðîñòü ïî-ïðåæíåìó +1.5ω0.
Ïðîâåðüòå ðåçóëüòàòû âàøèõ ðàñ÷åòîâ â ýêñïåðèìåíòå.

5. Ðàññ÷èòàéòå ïîëíûé óãëîâîé ïóòü (â ãðàäóñàõ), êîòîðûé ïðîéäåò ìàõîâèê îñöèëëÿòîðà
äî ïîëíîé îñòàíîâêè ïîñëå âîçáóæäåíèÿ îñöèëëÿòîðà íà÷àëüíûì òîë÷êîì ϕ̇(0) = 2ω0 èç
ñðåäíåé òî÷êè çîíû çàñòîÿ, ãäå ω0 - ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà îñöèëëÿòîðà. Ïîëóøèðèíà çîíû
çàñòîÿ ϕì = 10o.

6. Âûáåðèòå çíà÷èòåëüíî ìåíüøåå, ÷åì ïðåæäå, çíà÷åíèå óãëà ϕì, îãðàíè÷èâàþùåå çîíó
çàñòîÿ(äî 5o), è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå ìíîãîêðàòíî
ïðåâîñõîäèò ðàçìåð çîíû çàñòîÿ (óçêàÿ çîíà çàñòîÿ). Ñêîëüêî êîëåáàíèé ñîâåðøèò
îñöèëëÿòîð äî îñòàíîâêè ïðè âûáðàííûõ âàìè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ? Íà áîëüøîì
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÷èñëå êîëåáàíèé ãðàôèêè îñîáåííî íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþò ëèíåéíûé çàêîí óáûâàíèÿ
àìïëèòóäû è ýêâèäèñòàíòíîñòü âèòêîâ ôàçîâîé òðàåêòîðèè. Ïî êàêîìó çàêîíó óáûâàåò ñî
âðåìåíåì óñðåäíåííàÿ ïî ïåðèîäó êîëåáàíèé ïîëíàÿ ýíåðãèÿ?

Âëèÿíèå âÿçêîãî òðåíèÿ
Ïðè êîìáèíèðîâàííîì çàòóõàíèè, îáóñëîâëåííîì îäíîâðåìåííûì äåéñòâèåì êàê ñóõîãî, òàê è
âÿçêîãî òðåíèÿ, èíòåðåñíî íàáëþäàòü ñìåíó õàðàêòåðà ïðîöåññà çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé, ñâÿçàííóþ
ñ ïåðåõîäîì ãëàâíîé ðîëè â ýòîì ïðîöåññå îò âÿçêîãî òðåíèÿ ê ñóõîìó.

1. Âûáåðèòå ðàçìåð çîíû çàñòîÿ ϕì, íàïðèìåð, 1o, à äîáðîòíîñòü Q, õàðàêòåðèçóþùóþ
èíòåíñèâíîñòü âÿçêîãî òðåíèÿ, îêîëî 30. Çàäàéòå íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå 60o ïðè íóëåâîé
íà÷àëüíîé ñêîðîñòè. Ñóõîå èëè âÿçêîå òðåíèå áóäåò èãðàòü ãëàâíóþ ðîëü íà íà÷àëüíîì
ýòàïå êîëåáàíèé? Ïðè êàêîì çíà÷åíèè àìïëèòóäû äîëæíà ïðîèçîéòè ñìåíà õàðàêòåðà
çàòóõàíèÿ? Â ÷åì ýòà ñìåíà âûðàæàåòñÿ íà ãðàôèêàõ âðåìåííîé çàâèñèìîñòè óãëà
îòêëîíåíèÿ è óãëîâîé ñêîðîñòè? Íà ôàçîâîé òðàåêòîðèè? Ïðîâåðüòå Âàøè ïðåäñêàçàíèÿ
ýêñïåðèìåíòîì.

2. Ïðè çíà÷åíèè ðàçìåðà çîíû çàñòîÿ ϕì = 10o è äîáðîòíîñòè Q = 5 çàäàéòå íà÷àëüíóþ
ñêîðîñòü 2ω0 ïðè íóëåâîì íà÷àëüíîì îòêëîíåíèè. Ðàññ÷èòàéòå òåîðåòè÷åñêè ìàêñèìàëüíîå
îòêëîíåíèå ñòðåëêè ïðè òàêèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ïðîâåðüòå ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà
ýêñïåðèìåíòîì. Êàêîé âèä òðåíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòü õàðàêòåð çàòóõàíèÿ íà ïåðâîì ýòàïå?

3. Ïóñòü çîíà çàñòîÿ çàäàåòñÿ óãëîì ϕì = 10o, äîáðîòíîñòü Q = 3, íà÷àëüíîå îòêëîíåíèå 65o,
íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü −2ω0. Ðàññ÷èòàéòå óãîë, íà êîòîðûé ïðîèçîéäåò îòêëîíåíèå ñòðåëêè â
ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Ïðîâåðüòå ðåçóëüòàò ðàñ÷åòà ýêñïåðèìåíòîì.

4. Çàäàéòå äîáðîòíîñòü, áëèêóþ ê êðèòè÷åñêîìó çíà÷åíèþ 0.5, è èññëåäóéòå ýêñïåðèìåíòàëüíî
õàðàêòåð çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé. Ãäå â ïðåäåëàõ çîíû çàñòîÿ íàèáîëåå âåðîÿòíà îñòàíîâêà
ñòðåëêè ïðè çíà÷åíèÿõ Q, íåìíîãî ïðåâîñõîäÿùèõ êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå? Ãäå îñòàíîâèòñÿ
ñòðåëêà ïðè çíà÷åíèÿõ äîáðîòíîñòè, ìåíüøèõ 0.5? Çàâèñèò ëè îòâåò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé?

2.4 Ñâîäêà îñíîâíûõ ôîðìóë
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå îñöèëëÿòîðà ñ ñóõèì òðåíèåì:

Jϕ̈ = −D(ϕ + ϕì) ïðè ϕ̇ > 0

Jϕ̈ = −D(ϕ− ϕì) ïðè ϕ̇ < 0

ãäå ϕì - óãîë, ñîîòâåòñòâóþùèé ãðàíèöå çîíû çàñòîÿ. Ïðè íàëè÷èè âÿçêîãî òðåíèÿ â óðàâíåíèè
áóäåò åùå ÷ëåí, ïðîïîðöèîíàëüíûé ñêîðîñòè:

ϕ̈ = −ω2
0(ϕ + ϕì)− 2γϕ̇ ïðè ϕ̇ > 0

ϕ̈ = −ω2
0(ϕ− ϕì)− 2γϕ̇ ïðè ϕ̇ < 0

25



ãäå ω0 - ñîáñòâåííàÿ ÷àñòîòà â îòñóòñòâèè òðåíèÿ:

ω2
0 = D/J

Êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ γ, õàðàêòåðèçóþùèé èíòåíñèâíîñòü âÿçêîãî òðåíèÿ, ñâÿçàí ñ
äîáðîòíîñòüþ Q ñîîòíîøåíèåì:

Q = ω0/(2γ)

Ãðàíè÷íîå çíà÷åíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé, ðàçäåëÿþùåå ñëó÷àè ïðåîáëàäàíèÿ ðîëè âÿçêîãî èëè
ñóõîãî òðåíèÿ:

aãð = 4ϕì/(γT ) = (4/π)ϕìQ ≈ ϕìQ
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Ïðèëîæåíèå

Êàê ðàáîòàòü ñ ïàêåòîì ïðîãðàì "ÔÈÇÈÊÀ ÊÎËÅÁÀÍÈÉ"
Êîìïüþòåðíûå ïðîãðàììû ïàêåòà "Ôèçèêà êîëåáàíèé" ðàçðàáîòàíû òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû Âàøè
äåéñòâèÿ ïî óïðàâëåíèþ áûëè ìàêñèìàëüíî ïðîñòûìè. Êàæäàÿ ðàáîòà ïðåäâàðÿåòñÿ ìåíþ
(ðèñ.1)

Ðèñ.1 Ìåíþ.

Ïðèñòóïàÿ ê ðàáîòå ñ ïðîãðàììîé, ïðåæäå âñåãî èçó÷èòå ðàçäåë 1 "Îñíîâû òåîðèè". Â ýòîì
ðàçäåëå íå òðåáóåòñÿ ââîäèòü ïàðàìåòðû èëè çàäàâàòü íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Îçíàêîìèâøèñü
ñ òåêñòîì è ñîïðîâîæäàþùåé åãî äèíàìè÷åñêîé èëëþñòðàöèåé, ìîæíî ïåðåéòè ê ñëåäóþùåé
ñòðàíèöå, íàæàâ êíîïêó "Äàëåå". Êðîìå îïèñàíèÿ óñòðîéñòâà òîðñèîííîãî ïðóæèííîãî
îñöèëëÿòîðà, ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèâåäåíû äåìîíñòðàöèè åãî ïîâåäåíèÿ â îòñóòñòâèå òðåíèÿ è ïðè
âÿçêîì èëè ñóõîì òðåíèè. Ïðè ïåðåõîäå ê âû÷èñëèòåëüíîìó ýêñïåðèìåíòó ðåêîìåíäóåòñÿ ñíà÷àëà
ïîëó÷èòü îáùåå ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå ïðåäñòîÿùåé ðàáîòû. Ñ ýòîé öåëüþ ìîæíî áåãëî
ïðîñìîòðåòü âñå ðàçäåëû (2 - 5) âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà â äåìîíñòðàöèîííîì âàðèàíòå.
Ïîñëå ïðîñìîòðà î÷åðåäíîãî ïóíêòà ìåíþ è çíàêîìñòâà ñ âûâîäèìîé íà ýêðàí èíôîðìàöèåé
íàæìèòå íà êíîïêó "Âûõîä" è âû âåðíåòåñü â ìåíþ äëÿ âûáîðà ñëåäóþùåãî ðàçäåëà. ×èñëîâûå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû èëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ìîæíî çàäàòü â ëþáîì ðàçäåëå
ðàáîòû. Äëÿ ýòîãî âûáåðèòå ïóíêò "Ââîä äàííûõ" â ñòðîêå ìåíþ è â ðàñêðûâøåìñÿ îêíå (ðèñ.2)
ñ ïîìîùüþ öèôðîâûõ êíîïîê êëàâèàòóðû èëè áåãóíêà â ñòðîêå ïðîêðóòêè îòðåäàêòèðóéòå
íåîáõîäèìûå ïàðàìåòðû.
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Ðèñ.2 Ââîä äàííûõ.

Ïîäòâåðäèòå ââåäåííûå âåëè÷èíû íàæàâ êíîïêó "ÎÊ". Åäèíèöû, â êîòîðûõ íóæíî âûðàæàòü
ââîäèìûå çíà÷åíèÿ, óêàçàíû â îïèñàíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ìîäåëèðóþùåé ïðîãðàììû, à òàêæå
íà ýêðàíå. Ïóñê ìîäåëèðóþùåé ïðîãðàììû â êàæäîì èç ðàçäåëîâ (ò.å. íà÷àëî äâèæåíèÿ
ôèçè÷åñêîé ñèñòåìû) ïðîèçâîäèòñÿ íàæàòèåì êíîïêè "Ïóñê". Âû ìîæåòå çàìåäëèòü èëè
óñêîðèòü âûâîä ãðàôèêîâ íà ýêðàí ñ ïîìîùüþ áåãóíêà â ñòðîêå ïðîêðóòêè ïîä íàäïèñüþ
"Ìîäåëèðîâàíèå ñèñòåìû". Âû ìîæåòå òàêæå ïîìåíÿòü ìàñøòàáû âûâîäà ãðàôèêîâ íà ýêðàí.
Äëÿ ýòîãî íàæìèòå êíîïêó "Óñëîâèÿ ìîäåëèðîâàíèÿ" è ââåäèòå íåîáõîäèìûå èçìåíåíèÿ â
ðàñêðûâøåìñÿ îêíå. Íåîáõîäèìóþ ïîäñêàçêó ìîæíî òàêæå ïîëó÷èòü, âûáðàâ ïóíêò ìåíþ
"Ïîìîùü" â ëþáîì ðàçäåëå ïðîãðàììû.
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×àñòü II

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå
ìåõàíè÷åñêèõ êîëåáàíèé
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 3

Îáîðîòíûé ìàÿòíèê

3.1 Èçìåðåíèå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ñ ïîìîùüþ
ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

Ëàáîðàòîðíàÿ óñòàíîâêà, èñïîëüçóåìàÿ â äàííîé ðàáîòå, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèçè÷åñêèé
ìàÿòíèê, çàêðåïëåííûé íà øòàòèâå.

Ðèñ. 3.1: Ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê

Â êà÷åñòâå ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà èñïîëüçóåòñÿ îäíîðîäíûé ñòàëüíîé ñòåðæåíü äëèíû L, íå
ñîäåðæàùèé äîïîëíèòåëüíûõ ãðóçîâ. Íà ñòåðæíå ìàññîé m çàêðåïëåíà îïîðíàÿ ïðèçìà, îñòðîå
ðåáðî êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îñüþ êà÷àíèÿ ìàÿòíèêà. Ïðèçìó ìîæíî ïåðåìåùàòü âäîëü ñòåðæíÿ,
ìåíÿÿ òàêèì îáðàçîì ðàññòîÿíèå a îò òî÷êè îïîðû ìàÿòíèêà (îñè âðàùåíèÿ) O äî öåíòðà ìàññ
Ñ (ðèñ. 3.1). Ôèçè÷åñêèì ìàÿòíèêîì íàçûâàåòñÿ ëþáîå òâåðäîå òåëî, êîòîðîå ïîä äåéñòâèåì
ñèëû òÿæåñòè ìîæåò ñîâåðøàòü ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ âîêðóã íåïîäâèæíîé òî÷êè. Íàèáîëåå
ïðîñòî îïèñûâàåòñÿ ïëîñêîå äâèæåíèå ìàÿòíèêà âîêðóã ôèêñèðîâàííîé îñè. Â òîì cëó÷àå,
åñëè ìàÿòíèê ñîâåðøàåò íåñêîëüêî äåñÿòêîâ êîëåáàíèé áåç çàìåòíîãî çàòóõàíèÿ, ìîìåíòîì ñèëû
òðåíèÿ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü, è óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà çàïèñûâàåòñÿ
â âèäå:

d2φ

dt2
=

M

J
, (3.1)

ãäå J - ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíèêà îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, φ - óãîë îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, d2φ/dt2 - óãëîâîå óñêîðåíèå; t - âðåìÿ, M - ìîìåíò âñåõ ñèë, äåéñòâóþùèõ
íà ìàÿòíèê. Åñëè ïðåíåáðå÷ü ìàññîé îïîðíîé ïðèçìû, ïî òåîðåìå Ãþéãåíñà-Øòåéíåðà ìîìåíò
èíåðöèè ìàÿòíèêà â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí ñóììå ìîìåíòà èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç öåíòð ìàññ (ïàðàëëåëüíî îñè âðàùåíèÿ) è ma2:
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J =
mL2

12
+ ma2 . (3.2)

Ìîìåíò ñèëû òÿæåñòè, äåéñòâóþùåé íà ìàÿòíèê:

M = −mga sin φ . (3.3)

Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ M è J â (3.1), ïîëó÷èì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ìàÿòíèêà â âèäå:

φ̈ +
ga

a2 + L2/12
sin φ = 0 . (3.4)

Ïðè ìàëûõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ sinφ ≈ φ (φ - â ðàäèàíàõ), òàê ÷òî (3.4) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó:

φ̈ + ω2φ = 0 , (3.5)

ãäå

ω2 =
ga

a2 + L2/12
. (3.6)

Ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

φ(t) = A sin(ωt + α) . (3.7)

Àìïëèòóäà êîëåáàíèé A è ôàçà α çàâèñÿò îò òîãî, êàê âîçáóæäàþòñÿ êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà,
ò.å. íà÷àëüíûõ óñëîâèé çàäà÷è. Íàïðèìåð, åñëè ìû îòêëîíèì ìàÿòíèê îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ
íà óãîë φ0, à çàòåì îòïóñòèì åãî, òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò

φ(0) = φ0, φ̇(0) = 0 . (3.8)

Òîãäà

φ(t) = φ0 cos ωt . (3.9)

×àñòîòà êîëåáàíèé, ñîãëàñíî (3.6), çàâèñèò òîëüêî îò äëèíû ìàÿòíèêà L è ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè
ïîäâåñà äî öåíòðà ìàññ a. Ïåðèîä êîëåáàíèé T = 2π/ω ðàâåí:

T = 2π

√
a2 + L2/12

ag
. (3.10)

Êàê èçâåñòíî, ïåðèîä êîëåáàíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

T = 2π

√
l

g
, (3.11)

ãäå l - äëèíà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Ïîýòîìó âåëè÷èíó

Lnp = a + L2/(12a) (3.12)

íàçûâàþò ïðèâåäåííîé äëèíîé ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Òî÷êó O', îòñòîÿùóþ îò òî÷êè îïîðû
O íà ðàññòîÿíèå Lnp, íàçûâàþò öåíòðîì êà÷àíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî
òî÷êà îïîðû è öåíòð êà÷àíèÿ îáðàòèìû, ò.å. ïðè êà÷àíèè ìàÿòíèêà âîêðóã òî÷êè Î' ïåðèîä
êîëåáàíèÿ äîëæåí áûòü òàêèì æå, êàê è ïðè êà÷àíèè âîêðóã òî÷êè Î.
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Óòâåðæäåíèå, ÷òî ïåðèîä êîëåáàíèé ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà íå çàâèñèò íè îò ôàçû, íè îò
àìïëèòóäû êîëåáàíèé, ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ êîëåáàíèé, ïîä÷èíÿþùèõñÿ óðàâíåíèþ (3.5).
Îäíàêî äàæå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì óãëå φ0 = 20o ïîïðàâêà ê T , çàâèñÿùàÿ îò íà÷àëüíîé
àìïëèòóäû îòêëîíåíèÿ, ñîñòàâëÿåò ìåíåå 1%. Åñëè æå èññëåäîâàòü ðåøåíèå (3.14), â ñëåäóþùåì
ïîðÿäêå ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó φ ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïåðèîäà, â êîòîðîì íàáëþäàåòñÿ
ñëàáàÿ çàâèñèìîñòü îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé:

T = 2π

√
a2 + L2/12

ag
(1 +

φ2
0

16
) . (3.13)

Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (3.4) ìû íå ó÷èòûâàëè âîçìîæíîãî çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà
âñëåäñòâèå äåéñòâèÿ ñèë òðåíèÿ. Ïðîàíàëèçèðóåì ñíà÷àëà âëèÿíèå ñèëû òðåíèÿ äëÿ
ìàëûõ àìïëèòóä êîëåáàíèé â (3.15) â ïðèáëèæåíèè "âÿçêîãî" òðåíèÿ, êîãäà èìååòñÿ
ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ìîìåíòà ñèë òðåíèÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ìàÿòíèêà. Ýòî ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ
â (3.5) äîïîëíèòåëüíîãî ñëàãàåìîãî γφ̇:

φ̈ + ω2φ + 2γφ̇ = 0 , (3.14)

ãäå γ = const - êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ (â ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìå îí îáû÷íî íàçûâàåòñÿ
êîýôôèöèåíòîì âÿçêîãî òðåíèÿ). Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå (3.14) áóäåò èìåòü âèä:

φ(t) = φ0e
−γt cos(

√
ω2 − γ2 t + const) . (3.15)

Êàê âèäíî èç (3.15), êîëåáàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå îêàçûâàþòñÿ íåïåðèîäè÷åñêèìè è ïðîèñõîäÿò
ñ ýêñïîíåíöèàëüíûì çàòóõàíèåì àìïëèòóäû, ïðè÷åì ñêîðîñòü çàòóõàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ
êîýôôèöèåíòîì γ. Â ðàìêàõ òàêîé ìîäåëè ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé ïî
ñðàâíåíèþ ñ (3.10), îäíàêî îí, òåì íå ìåíåå, îñòàåòñÿ íåçàâèñèìûì îò íà÷àëüíîé àìïëèòóäû
îòêëîíåíèÿ:

T =
2π√

ω2 − γ2
. (3.16)

Â ñëó÷àå "ñóõîãî" òðåíèÿ ñèëà òðåíèÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå (f) íå çàâèñèò îò óãëà φ è
íàïðàâëåíà ïðîòèâ íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ. Òîãäà óðàâíåíèå äâèæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

φ̈ + ω2φ = ±f , (3.17)

ãäå çíàê ′+′ äëÿ îäíîãî íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ, à çíàê ′−′ - äëÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî. Ëåãêî
ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèåì (3.17) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (3.8), ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ, "ñêëååííàÿ" èç
êóñêîâ êîñèíóñîèä ñ ïåðèîäîì (3.10), íî ñäâèíóòûõ ïî îñè àìïëèòóä íà ±f/ω2 . Çàòóõàíèå
àìïëèòóäû êîëåáàíèé â ýòîì ñëó÷àå ëèíåéíî, íà âåëè÷èíó f/ω2 çà îäèí ïîëóïåðèîä. Â îòëè÷èå
îò ïðåäûäóùåãî ñëó÷àÿ, ïðè "ñóõîì" òðåíèè êîëåáàíèÿ ïîëíîñòüþ çàòóõíóò çà êîíå÷íîå âðåìÿ.

Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ, êàê ïðàâèëî, çàòóõàíèå êîëåáàíèé ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ñâÿçàíî ñ
íàëè÷èåì îáîèõ âèäîâ òðåíèÿ.
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3.2 Îïðåäåëåíèå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ïðè ïîìîùè
ìàÿòíèêà ñ ãðóçàìè (Ìåòîä Áåññåëÿ)

Ïðèìåíåíèå îáîðîòíîãî ìàÿòíèêà äëÿ èçìåðåíèÿ óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ îñíîâàíî íà
ñâîéñòâå ñîïðÿæåííîñòè öåíòðà êà÷àíèÿ è òî÷êè ïîäâåñà. Ýòî ñâîéñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî âî
âñÿêîì ôèçè÷åñêîì ìàÿòíèêå ìîæíî íàéòè òàêèå äâå òî÷êè, ðàñïîëîæåííûå ïî ðàçíûå ñòîðîíû
îò öåíòðà ìàññ, ÷òî ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîäâåøèâàíèè ìàÿòíèêà çà îäíó è äðóãóþ èç íèõ
ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà îñòàåòñÿ íåèçìåííûì. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè òî÷êàìè îïðåäåëÿåò
ñîáîé ò.í. ïðèâåäåííóþ äëèíó ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà (3.12).

Åñëè àìïëèòóäà êîëåáàíèé ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà ìàëà (ñì. (3.5)), ïåðèîä åãî êîëåáàíèé
îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé:

T = 2π

√
J

mga
. (3.18)

Îáîðîòíûå ìàÿòíèêè, ïðèìåíÿåìûå â ìåòîäå Áåññåëÿ, â çàâèñèìîñòè îò ïðåäúÿâëåííûõ ê
íèì òðåáîâàíèé èìåþò ñàìóþ ðàçíîîáðàçíóþ ôîðìó. Îíè îáû÷íî ñîñòîÿò èç ìåòàëëè÷åñêîãî
ñòåðæíÿ, ïî êîòîðîìó ìîãóò ïåðåäâèãàòüñÿ è çàêðåïëÿòüñÿ â òîì èëè èíîì ïîëîæåíèè òÿæåëûå
è ëåãêèå ãðóçû è îïîðíûå ïðèçìû. Ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ãðóçîâ è èõ ïîëîæåíèé íà ñòåðæíå
îòíîñèòåëüíî îïîðíûõ ïðèçì äàþò ðàçëè÷íûå òèïû îáîðîòíûõ ìàÿòíèêîâ.

Ðèñ. 3.2: Îáîðîòíûé ìàÿòíèê

Â äàííîé ëàáîðàòîðíîé ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ îáîðîòíûé ìàÿòíèê, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 3.2, â
êîòîðîì èñïîëüçóþòñÿ äâà ãðóçà â ôîðìå ÷å÷åâèö. Íà ìåòàëëè÷åñêîì ñòåðæíå îïîðíûå ïðèçìû
B1 è B2 æåñòêî çàêðåïëÿþòñÿ è íå ïåðåìåùàþòñÿ. Æåñòêî çàêðåïëåí è ãðóç Å, íàõîäÿùèéñÿ
ìåæäó íèìè. Bòîðîé ãðóç D íàõîäèòñÿ íà êîíöå ñòåðæíÿ (íå ìåæäó ïðèçìàìè) è ìîæåò
ïåðåìåùàòüñÿ ïî ñòåðæíþ è çàêðåïëÿåòñÿ â íóæíîì ïîëîæåíèè. Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðèçìàìè
l12 = a1 +a2 ïîñòîÿííî. Äîïóñòèì, ÷òî íàì óäàëîñü íàéòè òàêîå ïîëîæåíèå ãðóçà D, ïðè êîòîðîì
ïåðèîäû êîëåáàíèé ìàÿòíèêà T1 è T2 îêîëî ïðèçì B1 è B2 ñîâïàëè, ò.e

T ≈ T1 ≈ T2 , (3.19)

T1 = 2π

√
J1

mga1
, T2 = 2π

√
J2

mga2
. (3.20)

Óñëîâèåì òî÷íîãî ðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, áóäåò ÿâëÿòüñÿ ðàâåíñòâî ïðèâåäåííûõ äëèí, ò.å.
ðàâåíñòâî âåëè÷èí J1/ma1 è J2/ma2 . Ïî òåîðåìå Ãþéãåíñà-Øòåéíåðà:
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J1 = J0 + ma2
1, J2 = J0 + ma2

2 , (3.21)

ãäå J0 - ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíèêà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð ìàññ
ïàðàëëåëüíî îñè êà÷àíèÿ.

Èñêëþ÷àÿ èç (3.20)�(3.21) J0 è m , ïîëó÷èì ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ g :

g =
4π2

T 2
(a1 + a2) = 4π2 l12

T 2
. (3.22)

Çàìåòèì, ÷òî ôîðìóëà (3.22) ñëåäóåò èç (3.20)�(3.21) ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî a1 6= a2. Ïðè
âûâîäå ôîðìóëû (3.22) ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî T1 ≈ T2 . Íà ñàìîì äåëå ïîëíîãî ðàâåíñòâà
ïåðèîäîâ äîáèòüñÿ íåâîçìîæíî. Òîãäà:

T1 = 2π

√
J0 + ma2

1

mga1
, T2 = 2π

√
J0 + ma2

2

mga2
. (3.23)

Èç ýòèõ ðàâåíñòâ èìååì:

T 2
1 ga1 − T 2

2 ga2 = 4π2(a2
1 − a2

2) , (3.24)

îòêóäà

g = 4π2 a2
1 − a2

2

a1T 2
1 − a2T 2

2

= 4π2 l12
T 2

0

, (3.25)

ãäå

T 2
0 =

a1T
2
1 − a2T

2
2

a1 − a2
= T 2

2 +
a1

a1 − a2
(T1 + T2)(T1 − T2) . (3.26)

Ôîðìóëà (3.25) ñîîòâåòñòâóåò èçìåðåíèþ g ïî ìåòîäó Áåññåëÿ.
Îöåíèì ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ g íà îñíîâàíèè (3.25). Ïðåæäå, ÷åì ýòî ñäåëàòü, îöåíèì,

êàê çàâèñèò ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà îò ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó öåíòðîì ìàññ è îñüþ êà÷àíèÿ.
Èç (3.20)�(3.21):

T = 2π

√
J0 + ma2

mga
. (3.27)

Ðèñ. 3.3: Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ïîëîæåíèÿ ÷å÷åâèöû íà ñòåðæíå
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Íà ðèñ. 3.3 èçîáðàæåíà çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé ìàÿòíèêà îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
öåíòðîì ìàññ è îñüþ êà÷àíèÿ. Ïðè ýòîì a = a1 ïðè îïîðå íà ïðèçìó B1, è a = a2 ïðè îïîðå
íà ïðèçìó B2. Åñëè a → 0, òî T → ∞ êàê a−0.5; åñëè a → ∞, òî T → ∞, êàê a0.5. Ïåðèîä
ìèíèìàëåí ïðè a2

min = Jo/m. Ïðè T > Tmin îäíî è òî æå çíà÷åíèå T äîñòèãàåòñÿ ïðè äâóõ
ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ a, îäíî èç êîòîðûõ áîëüøå, à äðóãîå ìåíüøå amin.

Ýòè ðàçíûå çíà÷åíèÿ è áûëè èñïîëüçîâàíû â (3.20)�(3.22). Êàê ÿñíî èç ãðàôèêà, ïðè
èçìåíåíèè T âåëè÷èíû a1 è a2 ñáëèæàþòñÿ èëè óäàëÿþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ïîãðåøíîñòü
îïðåäåëåíèÿ T0 çàâèñèò îò ìîäóëÿ ðàçíîñòè |a1−a2|. Äåéñòâèòåëüíî, äèôôåðåíöèðóÿ âûðàæåíèå
äëÿ T0, íàïðèìåð, ïî T1, è ïîëàãàÿ T2 íåèçìåííûì, íàéäåì ïîãðåøíîñòü T0:

δT0 =
a1

a1 − a2

T1

T0
δT1 (3.28)

(çäåñü ìû ñ÷èòàåì, ÷òî ðàññòîÿíèÿ a1 è a2 íàì òî÷íî èçâåñòíû). Êîãäà a1 è a2 áëèçêè äðóã
ê äðóãó, çíàìåíàòåëü ôîðìóëû áëèçîê ê íóëþ, íî íè a1, íè T1 ïðè ýòîì ê íóëþ íå ñòðåìÿòñÿ.
Òîò æå âûâîä ñïðàâåäëèâ äëÿ ïåðåñ÷åòà ïîãðåøíîñòè δT2 â ïîãðåøíîñòü δT0 ïðè íåèçìåííîì
T1. Ïîýòîìó ðàñïîëîæåíèå îïîðíûõ ïðèçì îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ, çàäàâàåìîãî ïîëîæåíèåì
ãðóçîâ, ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû a1 è a2 ðàçëè÷àëèñü, ïî êðàéíåé ìåðå, â 1.5 ðàçà.

Ìåòîä Áåññåëÿ íå ïðåäïîëàãàåò ñòðîãîãî ðàâåíñòâà ïåðèîäîâ, ïîýòîìó â ýòîì ñëó÷àå íåò
ñìûñëà òðàòèòü âðåìÿ íà óòî÷íåíèå ýòîãî ðàâåíñòâà ïîñëå òîãî, êàê ïåðèîäû îêàçàëèñü ðàâíû
äðóã äðóãó ñ ïîãðåøíîñòüþ íåñêîëüêèõ ïðîöåíòîâ.

Çàìåòèì, íàêîíåö, ÷òî îòíîøåíèå a1/a2 íå äîëæíî áûòü è ñëèøêîì áîëüøèì. Â ñàìîì
äåëå, a1 âñåãäà ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïðèçìàìè l12. Ïðè áîëüøèõ a1/a2 âåëè÷èíà a2

íåèçáåæíî îêàçûâàåòñÿ ìàëîé, è ïåðèîä êîëåáàíèé ðåçêî âîçðàñòàåò. Ïðè ýòîì óâåëè÷èâàåòñÿ
âðåìÿ èçìåðåíèé è ðàñòåò ðîëü ñèë òðåíèÿ, êîòîðûå ïðè âûâîäå (3.8) íå ó÷èòûâàëèñü. Êðîìå
òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ïðè äàííîé äëèíå ìàÿòíèêà ìîæåò âîîáùå íå íàéòèñü ïîëîæåíèÿ ãðóçà D,
ïðè êîòîðîì ñîâïàäàþò T1 è T2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îòíîøåíèå a1/a2 íå äîëæíî áûòü íè ñëèøêîì
ìàëûì, íè ñëèøêîì áîëüøèì. Æåëàòåëüíî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå 1.5 < a1/a2 < 3.

3.3 Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê? Ïðèâåäèòå êîíêðåòíûé ïðèìåð òàêîé

êîëåáàòåëüíîé ñèñòåìû è ïîÿñíèòå õàðàêòåð åå äâèæåíèÿ.

2. Êàêèå êîëåáàíèÿ íàçûâàþòñÿ ñâîáîäíûìè?

3. Êàê çàâèñèò äåéñòâóþùàÿ íà ôèçè÷åñêèé ìàÿòíèê âîçâðàùàþùàÿ ñèëà îò óãëà îòêëîíåíèÿ?

4. Çàâèñèò ëè ïåðèîä êîëåáàíèé ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà îò ôàçû, àìïëèòóäû êîëåáàíèé? Åñëè
äà, òî êàê. Èçìåíèòñÿ ëè îòâåò, åñëè âëèÿíèåì òðåíèÿ íà äâèæåíèå ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà,
ñîâåðøàþùåãî êîëåáàíèÿ ïðè ìàëûõ óãëàõ îòêëîíåíèÿ, ïðåíåáðå÷ü íåëüçÿ.

5. Â ÷åì ñîñòîèò ñâîéñòâî ñîïðÿæåííîñòè öåíòðà êà÷àíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà è òî÷êè åãî
ïîäâåñà? ×åìó ðàâíà ïðèâåäåííàÿ äëèíà ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà?

6. Êàê çàâèñèò ïåðèîä êîëåáàíèé T ìàÿòíèêà îò ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó öåíòðîì ìàññ è îñüþ
êà÷àíèÿ? Êàêîâî àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå T (a): a → 0, a →∞. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a

ïåðèîä ìèíèìàëåí?
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7. Îïèøèòå êîíñòðóêöèþ îáîðîòíîãî ìàÿòíèêà, èñïîëüçóåìîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå. Êàêîâû
îãðàíè÷åíèÿ íà ðàñïîëîæåíèå îïîðíûõ ïðèçì îòíîñèòåëüíî öåíòðà ìàññ îáîðîòíîãî
ìàÿòíèêà?

3.4 Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû
Çàäàíèå 1. Èçó÷åíèå êîëåáàíèé ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

1. Îïðåäåëèòå äèàïàçîí àìïëèòóä, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà T ìîæíî
ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèì îò àìïëèòóäû. Äëÿ ýòîãî îòêëîíèòå ìàÿòíèê èç ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ íà íåêîòîðûé óãîë φ, ïðîâåäèòå èçìåðåíèÿ äëÿ N êîëåáàíèé è îïðåäåëèòå
ñðåäíèé ïåðèîä è åãî ïîãðåøíîñòü. Ïîâòîðÿÿ îïûò ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ îòêëîíåíèÿõ,
ìîæíî îöåíèòü ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé.
Ïðîâåäèòå èçìåðåíèÿ ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå êîëåáàíèé N è îöåíèòå, ïðè êàêîì
êîëè÷åñòâå êîëåáàíèé íà÷èíàåò ñêàçûâàòüñÿ çàòóõàíèå. Êàê ýòî çàâèñèò îò òî÷êè ïîäâåñà
ìàÿòíèêà?

2. Ïåðåìåùàÿ îïîðíóþ ïðèçìó âäîëü ñòåðæíÿ, èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà êîëåáàíèé
T îò ðàññòîÿíèÿ a ìåæäó òî÷êîé îïîðû è öåíòðîì ìàññ. Íå çàáûâàéòå î òîì, ÷òî ïðè
ýòîì ïðèõîäèòñÿ èçìåíÿòü ðàñïîëîæåíèå äàò÷èêà äëÿ ðåãèñòðàöèè ìîìåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ
ìàÿòíèêîì íèæíåé òî÷êè äâèæåíèÿ.
Èñïîëüçóÿ ñïåöèàëüíóþ ïîäñòàâêó, ìîæíî íàéòè öåíòð ìàññ ñòåðæíÿ è ñîîòâåòñòâóþùåå
ðàññòîÿíèå a. Âïîñëåäñòâèè ìîæíî ïðîñòî èçìåðÿòü ðàññòîÿíèå a0 îò êîíöà ñòåðæíÿ äî
îïîðû Ñ ïðèçìû, à çàòåì ïåðåñ÷èòûâàòü åãî â ðàññòîÿíèå a äî öåíòðà ìàññ. Î÷åâèäíî, ÷òî
äëÿ îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ öåíòð ìàññ ðàñïîëîæåí â ñåðåäèíå ñòåðæíÿ, òàê ÷òî a = L/2−a0.
Ïîëó÷åííûé ìàññèâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ òî÷åê (ai, Ti, i = 1, ...S) óäîáíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå ãðàôèêà ôóíêöèè aT 2 îò a2 . Êàê ñëåäóåò èç (3.10), ãðàôèê äîëæåí èìåòü âèä
ïðÿìîé, ïàðàìåòðû êîòîðîé îïðåäåëÿþò âåëè÷èíû 4π2/g è π2L2/(3g) , ïîñêîëüêó äîëæíî
âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî T 2a = 4π2a2/g + π2L2/(3g). Êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ïîçâîëÿåò
îáðàáàòûâàòü äàííûå ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ): ñòðîèòü ïðÿìóþ, íàõîäÿ
çíà÷åíèÿ g è L. Ñðàâíèòå ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå g ñ òàáëè÷íûì, à âåëè÷èíó L - ñ ðåçóëüòàòîì
íåïîñðåäñòâåííûõ èçìåðåíèé (L0). Êàêîâà âîçìîæíàÿ ïðè÷èíà îòëè÷èÿ ïîëó÷åííîãî
çíà÷åíèÿ L îò ôàêòè÷åñêîãî? Ïðîâåðüòå íà îïûòå îáðàòèìîñòü òî÷êè ïîäâåñà è öåíòðà
êà÷àíèÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà.

Çàäàíèå 2. Èçó÷åíèå êîëåáàíèé îáîðîòíîãî ìàÿòíèêà

1. Îïðåäåëèòå ðàáî÷èé äèàïàçîí àìïëèòóä, â ïðåäåëàõ êîòîðîãî ïåðèîä êîëåáàíèé T

îáîðîòíîãî ìàÿòíèêà ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèì îò àìïëèòóäû, òàê æå, êàê ýòî äåëàëîñü
â çàäàíèè 1 (ðàçäåë 3.4).

2. Ïîëó÷èòå ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïåðèîäîâ êîëåáàíèé îáîðîòíîãî ìàÿòíèêà âîêðóã äâóõ
òî÷åê êà÷àíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîëîæåíèé ÷å÷åâèöû D íà ñòåðæíå. Ýòî äåëàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïîñëå èçìåðåíèÿ ïåðèîäà îòíîñèòåëüíî îïîðíîé ïðèçìû B1 ìàÿòíèê
ïåðåâîðà÷èâàþò è èçìåðÿþò ïåðèîä êîëåáàíèé îòíîñèòåëüíî îïîðíîé ïðèçìû B2. Çàòåì
ïåðåìåùàþò ãðóç D, âîçâðàùàþò ìàÿòíèê â èñõîäíîå ïîëîæåíèå è âíîâü ïî î÷åðåäè
èçìåðÿþò ïåðèîäû êîëåáàíèé âîêðóã ïðèçì B1 è B2 . Â ðåçóëüòàòå öèêëà èç S èçìåðåíèé
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áóäåò íàêîïëåí ìàññèâ ( aj , Tk,j , j = 1, ...S, k = 1, 2 ), ãäå èíäåêñû k ñîîòâåòñòâóþò
êîëåáàíèÿì âîêðóã ïðèçì B1 è B2.
Ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ïîëîæåíèÿ ÷å÷åâèöû íà ñòåðæíå îòîáðàæàþòñÿ
íà ýêðàíå äèñïëåÿ. Ïî îñè àáñöèññ îòëîæåíû äåëåíèÿ øêàëû x, óêàçûâàþùèå ïîëîæåíèå
ãðóçà D îòíîñèòåëüíî êîíöà ñòåðæíÿ, à ïî îñè îðäèíàò - âåëè÷èíû ïåðèîäîâ êîëåáàíèé
T1 è T2. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ a1 è a2 îäíîçíà÷íî ñâÿçàíû ñ x, ñîãëàñíî (1.20) ïîëó÷àåì,
÷òî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ îïðåäåëÿåò ìåñòîíàõîæäåíèå ïîäâèæíîé ÷å÷åâèöû, ïðè
êîòîðîì ïåðèîäû êîëåáàíèé T ∗ íàèáîëåå áëèçêè äðóã ê äðóãó. Ïîäñòàâëÿÿ T ∗ â (3.22),
ìîæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå g. Êîìïüþòåð àâòîìàòè÷åñêè ïðîèçâîäèò òàêèå âû÷èñëåíèÿ
äëÿ äàííîãî ðàññòîÿíèÿ l12 ìåæäó ïðèçìàìè.

3. Äëÿ èçìåðåíèÿ çíà÷åíèÿ g ïî ìåòîäó Áåññåëÿ ñëåäóåò îïðåäåëèòü ïåðèîäû êîëåáàíèé T1

è T2 â ïðÿìîì è ïåðåâåðíóòîì ïîëîæåíèè ìàÿòíèêà, âçÿâ äîñòàòî÷íî áîëüøîå êîëè÷åñòâî
êîëåáàíèé, ïðè óñëîâèè, ÷òî ïåðèîäû îòëè÷àþòñÿ íå áîëåå, ÷åì íà íåñêîëüêî ïðîöåíòîâ.
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí a1 è a2 íàõîäÿò öåíòð òÿæåñòè, óðàâíîâåøèâàÿ ìàÿòíèê íà
ñïåöèàëüíîé ïîäñòàâêå. Ðàññòîÿíèÿ îò ýòîé òî÷êè (öåíòðà òÿæåñòè ìàÿòíèêà) äî îïîðíûõ
ïðèçì äàþò ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíû a1 è a2. Èõ èçìåðåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ìàñøòàáíîé
ëèíåéêîé. Ïîñëå ââîäà ýòèõ äàííûõ êîìïüþòåðíàÿ ïðîãðàììà ïî ôîðìóëå Áåññåëÿ
(3.26) àâòîìàòè÷åñêè îïðåäåëÿåò âåëè÷èíó óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ è îöåíèâàåò åãî
ïîãðåøíîñòü.
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 4

Èññëåäîâàíèå êîëåáàíèé íàêëîííîãî ìàÿòíèêà

4.1 Îïèñàíèå ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêè

Óñòàíîâêà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ ïîêàçàíà íà ðèñ.4.1.

Ðèñ. 4.1: Îáùèé âèä óñòàíîâêè

Íà âåðòèêàëüíîé ñòîéêå 2 îñíîâàíèÿ 1 ðàçìåùåí ÷åðâÿ÷íûé ðåäóêòîð, êîòîðûé îñóùåñòâëÿåò
ïîâîðîò è ôèêñàöèþ íèæíåãî êðîíøòåéíà 3. Ðåäóêòîð ïðèâîäèòñÿ âî âðàùåíèå ìàõîâè÷êîì,
îòñ÷åò óãëà íàêëîíà ìàÿòíèêà ïðîèçâîäèòñÿ ïî øêàëå 4. Íèæíèé êðîíøòåéí 3 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëèòóþ äåòàëü ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè, íà êîòîðîé êðåïÿòñÿ: øêàëà îòñ÷åòà àìïëèòóäû
êîëåáàíèé ìàÿòíèêà 5; âåðòèêàëüíûé ñòåðæåíü 6, ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ êðåïëåíèÿ âåðõíåãî
êðîíøòåéíà 7, è ôîòîýëåêòðè÷åñêèé äàò÷èê 10. Ïî øêàëå îïðåäåëÿåòñÿ àìïëèòóäà íà÷àëüíîãî
îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî øêàëà
ïðîãðàäóèðîâàíà ðàâíîìåðíî îòñòîÿùèìè ðèñêàìè. Óãîë îòêëîíåíèÿ ìîæåò áûòü íàéäåí ïî
ýòîé âåëè÷èíå ïðè èçâåñòíûõ äëèíå íèòè è ðàññòîÿíèè ìåæäó ðèñêàìè. Øêàëà 5 ñíàáæåíà
çåðêàëüíûì îòðàæàòåëåì, êîòîðûé ñëóæèò äëÿ óìåíüøåíèÿ ïîãðåøíîñòè îòñ÷åòà îòêëîíåíèÿ
ìàÿòíèêà. Âî âðåìÿ âûïîëíåíèÿ ðàáîòû íà÷àëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ (â ðàäèàíàõ) íàäî
ñàìîñòîÿòåëüíî âû÷èñëÿòü.

Â âåðõíåì êðîíøòåéíå 3 ðàçìåùàåòñÿ ìåõàíèçì ïîäâåñà ìàÿòíèêà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò
ðåãóëèðîâàòü äëèíó íèòè. Ìàÿòíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òîíêóþ ýëàñòè÷íóþ íèòü 8 ñ
ïîäâåøåííûì íà íåé øàðîì, èç íèæíåé ÷àñòè êîòîðîãî âûñòóïàåò òîíêèé ñòåðæåíü 9,
ïðåäíàçíà÷åííûé äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ îïòè÷åñêîé îñè ôîòîýëåêòðè÷åñêîãî äàò÷èêà 10. Ñíèçó
îñíîâàíèÿ 1 èìåþòñÿ ðåãóëèðîâî÷íûå âèíòû 11, ïîçâîëÿþùèå óñòðàíèòü êà÷àíèÿ îñíîâàíèÿ,
âûçâàííûå íåðîâíîñòüþ ñòîëà.
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4.2 Çàòóõàíèå êîëåáàíèé íàêëîííîãî ìàÿòíèêà ïðè íàëè÷èè
ñóõîãî òðåíèÿ

Öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èçó÷åíèå îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé
êîëåáàíèé íàêëîííîãî ìàÿòíèêà ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ êà÷åíèÿ è èçìåðåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé è
êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ óãëàõ íàêëîíà ìàÿòíèêà è ðàäèóñàõ èñïîëüçóåìûõ
øàðîâ.

Òðåíèå êà÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àåì òàê íàçûâàåìîãî "ñóõîãî" òðåíèÿ, ïðè êîòîðîì ðàáîòà ñèë
òðåíèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ïóòè è íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè äâèæåíèÿ. Òàêîå òðåíèå âîçíèêàåò ïðè
ïåðåêàòûâàíèè îäíîãî òåëà ïî ïîâåðõíîñòè äðóãîãî. Ïðè ýòîì ñîïðèêàñàþùèåñÿ ïîâåðõíîñòè,
êàê ïðàâèëî, áûâàþò ëîêàëüíî öèëèíäðè÷åñêèå èëè ñôåðè÷åñêèå, ïðè÷åì îäíà èç ïîâåðõíîñòåé
ìîæåò áûòü ïëîñêîé. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì øàð ðàäèóñà R è ìàññû m, ëåæàùèé íà
ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè (ðèñ 4.2).

Ðèñ. 4.2: Âçàèìîäåéñòâèå øàðà ñ ïëîñêîñòüþ (èäåàëüíûé ñëó÷àé)

Ïðèëîæèì ê öåíòðó øàðà ñèëó ~Q, ìåíüøóþ, ÷åì ìàêñèìàëüíàÿ ñèëà òðåíèÿ ïîêîÿ ~Fm = f0
~N ,

ãäå f0 - ñòàòè÷åñêèé êîýôôèöåíò òðåíèÿ, ~N - íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ îïîðû. Òîãäà â òî÷êå êàñàíèÿ
À âîçíèêàåò ñèëà òðåíèÿ ~F , ÷èñëåííî ðàâíàÿ ñèëå ~Q. Åñëè ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè îïîðû
ïðèëîæåíà ê òî÷êå A, òî îíà óðàâíîâåøèâàåò ñèëó òÿæåñòè ~P = m~g (g - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ), à ïîä äåéñòâèåì ïàðû ñèë ~Q è ~F áóäåò ïðîèñõîäèòü êà÷åíèå øàðà. Äëÿ èäåàëüíî
ãëàäêèõ íåäåôîðìèðóåìûõ ïîâåðõíîñòåé êà÷åíèå íà÷èíàåòñÿ ïîä äåéñòâèåì ñêîëü óãîäíî ìàëîé
ñèëû ~Q.

Â ðåàëüíûõ óñëîâèÿõ ïðè âçàèìîäåéñòâèè î÷åíü ãëàäêèõ øàðà è ïëîñêîñòè èõ ïîâåðõíîñòè
äåôîðìèðóþòñÿ, è êàñàíèå èõ ïðîèñõîäèò âäîëü íåêîòîðîé ïîëîñû ÀÂ (ðèñ 4.3). Åñëè æå îäíà
èëè îáå ïîâåðõíîñòè øåðîõîâàòû, àíàëîãè÷íîå êàñàíèå ïðîèñõîäèò âäîëü âûñòóïîâ è âïàäèí
øåðîõîâàòîñòåé.

Ðèñ. 4.3: Âçàèìîäåéñòâèå øàðà ñ ïëîñêîñòüþ (ðåàëüíûé ñëó÷àé)

Ïîñêîëüêó ïîä äåéñòâèåì ñèëû ~Q ñèëà äàâëåíèÿ íà ïëîñêîñòü ñòàíîâèòcÿ ðàñïðåäåëåííîé
íåðàâíîìåðíî (ó êðàÿ À óáûâàåò, à ó êðàÿ Â âîçðàñòàåò), ðåçóëüòèðóþùàÿ ñèëà ðåàêöèè îïîðû
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èìååò òî÷êó ïðèëîæåíèÿ, ñìåùåííóþ ê òî÷êå Â, ò.å. â ñòîðîíó äåéñòâèÿ ñèëû ~Q íà øàð. Ñ
óâåëè÷åíèåì ~Q ýòî ñìåùåíèå âîçðàñòàåò äî íåêîòîðîé ïðåäåëüíîé âåëè÷èíû µ (ðèñ.4.3).

Â ïðåäåëüíîì ïîëîæåíèè íà øàð áóäóò äåéñòâîâàòü äâå ïàðû ñèë ñ ìîìåíòàìè îòíîñèòåëüíî
òî÷êè Î: M1 = QïðR è M2 = µN , óðàâíîâåøèâàþùèìè äðóã äðóãà. Èç ðàâåíñòâà ìîìåíòîâ
M1 = M2 íàõîäèòñÿ çíà÷åíèå ïðåäåëüíîé ñèëû Qïð = Nµ/R. Ïîêà Q < Qïð, øàð íàõîäèòñÿ â
ïîêîå. Ïðè Q > Qïð íà÷èíàåòñÿ êà÷åíèå, ïðè ýòîì àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ñèëû òðåíèÿ êà÷åíèÿ

Fòð =
Nµ

R
(4.1)

ðàâíà àáñîëþòíîìó çíà÷åíèþ ïðåäåëüíîé ñèëû Qïð. Âõîäÿùàÿ â âûðàæåíèå äëÿ ìîìåíòà ñèëû
òðåíèÿ âåëè÷èíà µ íîñèò íàçâàíèå êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ êà÷åíèÿ µ - ýòî ïëå÷î ïàðû ñèë, ñîçäàþùèõ ìîìåíò
òðåíèÿ êà÷åíèÿ. Ýòîò êîýôôèöèåíò èçìåðÿåòñÿ â åäèíèöàõ äëèíû, à åãî çíà÷åíèå çàâèñèò
îò ìàòåðèàëà òåëà è ñîïðèêàñàþùåéñÿ ñ òåëîì ïîâåðõíîñòè. Ïî ïîðÿäêó âåëè÷èíû µ îáû÷íî
ñîïîñòàâèìî ñ ðàçìåðîì øåðîõîâàòîñòåé íàèìåíåå ãëàäêîé èç ñîïðèêàñàþùèõñÿ ïîâåðõíîñòåé. Â
áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ îòíîøåíèå µ/R çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì ñòàòè÷åñêèé êîýôôèöåíò òðåíèÿ
f0, è ïîòåðè ýíåðãèè íà òðåíèå êà÷åíèÿ ìåíüøå, ÷åì íà òðåíèå ñêîëüæåíèÿ . Ïîýòîìó â òåõíèêå,
ïî âîçìîæíîñòè, ñòðåìÿòñÿ çàìåíèòü ñêîëüæåíèå êà÷åíèåì.

Ðèñ. 4.4: Íàêëîííûé ìàÿòíèê

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ òðåíèÿ êà÷åíèÿ â äàííîé ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ íàêëîííûé ìàÿòíèê (ðèñ.4.4).
Øàðèê ìàññîé m ïîäâåøåí íà íèòè äëèíîé L. Îí äàâèò íà íàêëîííóþ ïëîñêîñòü 2, óãîë
β îòêëîíåíèÿ êîòîðîé îò âåðòèêàëè ìîæíî èçìåíÿòü. Åñëè âûâåñòè øàðèê èç ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ 1, áëàãîäàðÿ ñèëå òÿæåñòè îí íà÷íåò êàòèòüñÿ ïî ïëîñêîñòè, è åãî äâèæåíèå ïðèìåò
õàðàêòåð çàòóõàþùèõ ïîä äåéñòâèåì ñèë òðåíèÿ êîëåáàíèé.

Ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû òÿæåñòè ñîçäàåò ñèëó íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ (ðèñ.4.5):

N = mg sin β . (4.2)

Ðèñ. 4.5: Íàêëîííûé ìàÿòíèê (âèä ñáîêó)

Â äàííîé ðàáîòå èçìåðåíèå êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ ñ ïîìîùüþ íàêëîííîãî ìàÿòíèêà
îñíîâàíî íà ïîäñ÷åòå ÷èñëà êîëåáàíèé äî èõ ïîëíîãî çàòóõàíèÿ. Ôîðìóëó äëÿ ðàñ÷åòà
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êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðèðàâíÿòü ïîòåðþ ýíåðãèè çà îäèí ïîëóïåðèîä
êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ðàáîòå ñèë òðåíèÿ çà ýòîò ïîëóïåðèîä. Áóäåì îòñ÷èòûâàòü ïîòåíöèàëüíóþ
ýíåðãèþ øàðèêà îò íèæíåé òî÷êè åãî òðàåêòîðèè (â ïîëîæåíèè 1). Òîãäà ïîëíàÿ ýíåðãèÿ â
âåðõíåé òî÷êå òðàåêòîðèè ðàâíà ïîòåíöèàëüíîé T = mgh, ãäå h - âûñîòà, íà êîòîðóþ ïîäíèìàåòñÿ
öåíòð òÿæåñòè øàðèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàâíîâåñíûì ïîëîæåíèåì. Åñëè θ - óãîë îòêëîíåíèÿ îò
ïîëîæåíèÿ 1, à L - äëèíà íèòè ìàÿòíèêà, òî (ñì. ðèñ. 4.4):

h = L(1− cos θ) cos β . (4.3)

Åñëè óãîë θ ìàë, òî

E ≈ mgL

2
θ2 cos β . (4.4)

Çà ïîëóïåðèîä êîëåáàíèé øàðèê ïåðåõîäèò èç ïîëîæåíèÿ O â ïîëîæåíèå O'. Ïðè ýòîì ìàÿòíèê
òåðÿåò ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ ∆E = mg∆h, ðàâíóþ ðàáîòå ∆Aòð ñèë òðåíèÿ íà ïðîéäåííîì
ïóòè S:

∆E = ∆Aòð = ∆A1 + ∆A2 , (4.5)

ãäå ∆A1 = FòðS - ðàáîòà ñèë òðåíèÿ êà÷åíèÿ, ∆A2 - ðàáîòà ïî ïðåîäîëåíèþ ñîïðîòèâëåíèÿ ñðåäû
è òðåíèÿ â ïîäâåñå ìàÿòíèêà, ∆h - èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ öåíòðà òÿæåñòè ìàÿòíèêà.

Ïðåíåáðåãàÿ âåëè÷èíîé ∆A2 ââèäó åå ìàëîñòè, èìååì :

∆E = FòðS . (4.6)

Äèôôåðåíöèðóÿ (4.4) ïî θ è ñ÷èòàÿ, ÷òî ∆θ << θ, òàê ÷òî ìîæíî çàìåíèòü dθ íà ∆θ, ïîëó÷àåì:

∆E = mgL θ ∆θ cos β . (4.7)

Ïðè ñëàáîì çàòóõàíèè êîëåáàíèé, êîãäà ∆θ << θ, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî çà îäèí ïîëóïåðèîä
øàðèê ïðîõîäèò ïóòü S = 2Lθ. Ñ ó÷åòîì ýòîãî, ïðèðàâíèâàÿ ∆E èç (4.5) è (4.6), ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå:

mgL θ ∆θ cosβ = 2FòðL θ , (4.8)

èç êîòîðîãî íàõîäèì èçìåíåíèå óãëà θ çà îäèí ïîëóïåðèîä:

∆θ =
2Fòð

mg cos β
. (4.9)

Tàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòîÿíñòâå Fòð çíà÷åíèå ∆θ íå çàâèñèò îò óãëà îòêëîíåíèÿ è íîìåðà
êîëåáàíèÿ, ïîýòîìó äëÿ n-îãî ïîëóïåðèîäà èìååì :

θ(n) = θ(0)− 2Fòðn

mg cos β
. (4.10)

Çàâèñèìîñòü (4.9) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðîèñõîäèò ëèíåéíîå óìåíüøåíèå aìïëèòóäû êîëåáàíèé â
çàâèñèìîñòè îò íîìåðà ïîëóïåðèîäà (÷òî õàðàêòåðíî äëÿ çàòóõàíèÿ êîëåáàíèé ïîä äåéñòâèåì
ñèë "ñóõîãî" òðåíèÿ). Î÷åâèäíî, ÷òî êîëåáàíèÿ ïîëíîñòüþ ïðåêðàòÿòñÿ ïðè θ(nk) = 0, ò.å

θ(0)− 2Fòðnk

mg cos β
= 0 . (4.11)
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Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ íîìåð ïîëóïåðèîäà nk, ïðè êîòîðîì ïðîèçîøëî ïîëíîå çàòóõàíèå
êîëåáàíèé, ìîæíî âû÷èñëèòü ñèëó òðåíèÿ:

Fòð =
mg θ(0) cos β

2nk
. (4.12)

Ïåðåïèøåì ñîîòíîøåíèå (4.1), èñïîëüçóÿ ñâÿçü ñòàòè÷åñêîãî êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ñ
êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ êà÷åíèÿ è ôîðìóëó (4.2):

Fòð =
µ

R
mg sin β . (4.13)

Òîãäà èç (4.12) è (4.13) ñëåäóåò, ÷òî:

µ

R
mg sin β =

mg θ(0) cos β

2nk
. (4.14)

Èç (4.14) îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì äëÿ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ:

µ =
R θ(0) ctgβ

2nk
. (4.15)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî âûðàçèòü nk ÷åðåç îñòàëüíûå âåëè÷èíû:

nk =
R θ(0) ctgβ

2µ
. (4.16)

Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî ïðè β → π/2 èìååì ctgβ → 0 , è èç (4.16) ñëåäóåò, ÷òî ïðè çàäàííûõ
R, θ(0) è µ ìû ïîëó÷àåì nk → 0, ò.å. êîëåáàíèÿ çàòóõàþò î÷åíü áûñòðî, è íàøå ïðåäïîëîæåíèå
∆θ << θ ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Ïðè β → 0 èìååì ctgβ → ∞ è nk → ∞, ò.å. êîëåáàíèÿ
ïî÷òè íå çàòóõàþò. Â òî æå âðåìÿ ïðè î÷åíü áëèçêèõ ê íóëþ β íà÷èíàåòñÿ ïðîñêàëüçûâàíèå
øàðèêà, èç-çà ÷åãî ðàññìàòðèâàåìàÿ ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ íåïðèìåíèìîé, à èçìåðÿåìûå çíà÷åíèÿ
µ ðåçêî âîçðàñòàþò, ò.ê. ïîòåðè ýíåðãèè ïðè ñêîëüæåíèè âûøå, ÷åì ïðè êà÷åíèè. Äðóãèì
ôàêòîðîì, îãðàíè÷èâàþùèì ïðèìåíèìîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà, ÿâëÿåòñÿ ìàëîñòü íà÷àëüíîãî
óãëà îòêëîíåíèÿ θ(0), êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå sinθ(0) ≈ θ(0) (ñì. ôîðìóëû (4.4) è (4.7)).

4.3 Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Äàéòå îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Ïðè êàêèõ óãëàõ íàêëîíà ïëîñêîñòè, äëèíàõ

íèòè è ðàäèóñàõ øàðà íàêëîííûé ìàÿòíèê ìîæíî ïðèáëèæåííî ñ÷èòàòü ìàòåìàòè÷åñêèì?

2. Çàâèñèò ëè ïåðèîä êîëåáàíèé íàêëîííîãî ìàÿòíèêà îò íà÷àëüíîé ôàçû è àìïëèòóäû
êîëåáàíèé? Åñëè äà, òî ñ ÷åì ýòî ñâÿçàíî?

3. Ïî êàêîìó çàêîíó çàâèñèò ïåðèîä ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà îò äëèíû íèòè? Êàê
ïðàâèëüíî èçìåðèòü äëèíó íèòè íàêëîííîãî ìàÿòíèêà, åñëè ðàäèóñîì øàðà íåëüçÿ
ïðåíåáðå÷ü?

4. Êàê è ïî÷åìó èçìåíèòñÿ ïåðèîä êîëåáàíèé íàêëîííîãî ìàÿòíèêà ïðè óâåëè÷åíèè óãëà
íàêëîíà ïëîñêîñòè?

5. Ïðè êàêîì âèäå äâèæåíèÿ ñ òðåíèåì (ñêîëüæåíèè èëè êà÷åíèè) ïîòåðè ýíåðãèè ìåíüøå?

6. Äàéòå îïðåäåëåíèå êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ. Îò ÷åãî ýòîò êîýôôèöèåíò çàâèñèò?
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7. Îïèøèòå ëàáîðàòîðíóþ óñòàíîâêó äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî èçó÷åíèÿ
îñíîâíûõ çàêîíîìåðíîñòåé êîëåáàíèé íàêëîííîãî ìàÿòíèêà? Êàê ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå
èíòåðâàëîâ âðåìåíè â ýêñïåðèìåíòå?

4.4 Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû
Çàäàíèå 1. Èçó÷åíèå êîëåáàíèé ìàÿòíèêà

1. Èçìåðåíèå ïåðèîäîâ êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà
Îïðåäåëèòå äèàïàçîí àìïëèòóä, â ïðåäåëàõ êîòîðûõ ïåðèîä T êîëåáàíèé âåðòèêàëüíî
âèñÿùåãî (β = 0) ìàÿòíèêà ìîæíî ñ÷èòàòü íå çàâèñÿùèì îò àìïëèòóäû. Äëÿ ýòîãî
îòêëîíèòå ìàÿòíèê èç ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà íåêîòîðûé óãîë θ0, îïðåäåëÿåìûé ïî
øêàëå, èçìåðüòå ñðåäíèé ïåðèîä äëÿ íåêîòîðîãî ÷èñëà N êîëåáàíèé è åãî ïîãðåøíîñòü.
Ïîâòîðÿÿ òàêèå èçìåðåíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ θ0, ìîæíî îïðåäåëèòü, ïðè êàêèõ |θ0| < θmax

ïåðèîäû ñîâïàäàþò â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé. Äëÿ äàëüíåéøèõ èçìåðåíèé
óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ìîæíî âûáðàòü ëþáîå çíà÷åíèå θ0, óäîâëåòâîðÿþùåå
óêàçàííîìó íåðàâåíñòâó. Ñ ÷åì ñâÿçàíà îòíîñèòåëüíî áîëüøàÿ ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ
ïåðèîäà êîëåáàíèé? Ïîïðîáóéòå ïðîâåñòè èçìåðåíèÿ ïðè íàëè÷èè î÷åíü ñëàáîãî êàñàíèÿ
øàðèêà è ïîâåðõíîñòè. Óìåíüøèëàñü ëè ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèé? Ïî÷åìó?
Ïðîâåäèòå èçìåðåíèÿ ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå êîëåáàíèé è îöåíèòå âëèÿíèå çàòóõàíèÿ.
Êàêîâû åãî ïðè÷èíû? Çàâèñèò ëè çàòóõàíèå îò äëèíû íèòè L?

2. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà îò óãëà íàêëîíà ïëîñêîñòè
Íå ìåíÿÿ äëèíó íèòè, ïðîâåäèòå ñåðèþ èçìåðåíèé äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ β.
Ñðàâíèòå ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñ òåîðåòè÷åñêèìè (äëÿ ðàñ÷åòîâ âîñïîëüçóéòåñü ïóíêòîì
"Êàëüêóëÿòîð").

3. Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà îò äëèíû íèòè
Ïðîâåäèòå ñåðèþ èçìåðåíèé óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g ïðè ðàçëè÷ûõ çíà÷åíèÿõ
äëèíû íèòè L è íåñêîëüêèõ óãëàõ íàêëîíà ïëîñêîñòè êà÷åíèÿ. Ñðàâíèòå íàéäåííûå
çíà÷åíèÿ g äðóã ñ äðóãîì è ñ òàáëè÷íûì. Êàê ïðàâèëüíî èçìåðèòü äëèíó L, åñëè ðàäèóñîì
øàðà R íåëüçÿ ïðåíåáðå÷ü ïî ñðàâíåíèþ ñ L? Êàê çàâèñèò ïîãðåøíîñòü èçìåðåíèÿ g îò
ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèÿ L? Îò óãëà íàêëîíà?

Çàäàíèå 2. Èçìåðåíèå êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ êà÷åíèÿ

1. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ îò ðàäèóñà øàðà
Èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ µ îò ðàäèóñà èñïîëüçóåìûõ øàðîâ R è
ñðàâíèòå åå ñ òåîðåòè÷åñêîé. Äëÿ ýòîãî âûáåðèòå êàêîå-ëèáî íàêëîííîå ïîëîæåíèå
ìàÿòíèêà è óãîë íà÷àëüíîãî îòêëîíåíèÿ îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ θ0. Ïîëó÷èòå ñåðèþ
çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ µ ïðè ðàçëè÷íûõ θ0 è L äëÿ øàðîâ ðàçëè÷íûõ ðàäèóñîâ
R. Êàê âëèÿþò ýòè ïàðàìåòðû íà âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ? Èçìåíÿåòñÿ ëè
ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ µ äëÿ ðàçëè÷íûõ θ0?

2. Çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ îò óãëà íàêëîíà ìàÿòíèêà
Èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ µ îò óãëà íàêëîíà ìàÿòíèêà β ïðè
ôèêñèðîâàííîé äëèíå ìàÿòíèêà L äëÿ îäíîãî è òîãî æå øàðèêà îïðåäåëåííîãî ðàäèóñà.
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Ñðàâíèòå åå ñ òåîðåòè÷åñêîé. Ñðàâíèòå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ñ äàííûìè, ïîëó÷åííûìè
â ïðåäûäóùåì ïóíêòå çàäàíèÿ. Ñîâïàäàþò ëè îíè? Îòâåòüòå íà âîïðîñû ïðåäûäóùåãî
ïóíêòà çàäàíèÿ îòíîñèòåëüíî âëèÿíèÿ âåëè÷èíû θ0 íà çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà µ è åãî
ïîãðåøíîñòü. Ïî÷åìó ïðè áëèçêèõ ê íóëþ β, êîãäà íà÷èíàåò ïðîÿâëÿòüñÿ ïðîñêàëüçûâàíèå
øàðèêà ïî ïîâåðõíîñòè, èçìåðåííîå çíà÷åíèå µ íà÷èíàåò âîçðàñòàòü?
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 5

Èçó÷åíèå ýëëèïñîèäà èíåðöèè òâåðäîãî òåëà

5.1 Îïèñàíèå ëàáîðàòîðíîé óñòàíîâêè
Èññëåäóåìîå òåëî Ò çàêðåïëÿåòñÿ â ðàìêå 1 (ðèñ. 5.1) ïðè ïîìîùè ïëàíêè 2, êîòîðàÿ ìîæåò
ïåðåäâèãàòüñÿ ïî íàïðàâëÿþùèì è çàæèìàòüñÿ âèíòàìè 3. Îñü âðàùåíèÿ ôèêñèðóåòñÿ äâóìÿ
óïîðàìè 4 (âåðõíèé óïîð ïîäæèìàåòñÿ âèíòîì 5).

Ðèñ. 5.1: Çàêðåïëåíèå òåëà íà ïîäâåñå

Ðàìêà óêðåïëåíà ñ ïîìîùüþ âåðòèêàëüíî îðèåíòèðîâàííûõ íèòåé 6 è ìîæåò ñîâåðøàòü
êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ âîêðóã âåðòèêàëüíîé îñè çà ñ÷åò óïðóãîñòè íèòè. Íà ðàìêå èìååòñÿ
óêàçàòåëü 7, êîòîðûé ïðè ïîâîðîòå ðàìêè ïåðåìåùàåòñÿ âäîëü íåïîäâèæíîé øêàëû. Äëÿ
èçìåðåíèÿ ïåðèîäà êîëåáàíèé ñëóæèò ñèñòåìà ðåãèñòðàöèè, ñîñòîÿùàÿ èç èñòî÷íèêà èçëó÷åíèÿ
è ïðèåìíèêà äëÿ àâòîìàòè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà ïðîõîæäåíèÿ ðàìêè ÷åðåç îòìåòêó
íà øêàëå. Íà óãëîâîé øêàëå óêðåïëåí òàêæå ïåðåìåùàåìûé â ïðåäåëàõ îò 30o äî 120o

ýëåêòðîìàãíèò, ñëóæàùèé äëÿ ôèêñàöèè ðàìêè â èñõîäíîì ïîëîæåíèè.

5.2 Òåîðèÿ âðàùåíèÿ òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè
âðàùåíèè òâåðäîãî òåëà âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð ìàññ.

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà ìàññîé m ïîä äåéñòâèåì ñèëû
~f îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì:

m~w = ~f , (5.1)

ãäå ~w - óñêîðåíèå äâèæåíèÿ òåëà.
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Âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè òâåðäîãî òåëà, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå,
îïðåäåëÿåòñÿ íå ñèëîé, à ïðèëîæåííûì ê íåìó ìîìåíòîì ñèëû îòíîñèòåëüíî ýòîé îñè.
Ðàññìîòðèì âðàùåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè. Âûäåëèì â òåëå ýëåìåíòàðíûé
îáúåì ìàññîé ∆mi íà ðàññòîÿíèè ri îò îñè. Òîãäà:

∆mi wi = fi , (5.2)
ãäå wi - òàíãåíöèàëüíîå óñêîðåíèå, à fi - êîìïîíåíòà ñèëû, íàïðàâëåííàÿ ïî êàñàòåëüíîé ê
îêðóæíîñòè, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ âûäåëåííûé îáúåì. Ââåäÿ óãëîâîå óñêîðåíèå β = wi/ri,
óìíîæèâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (5.2) íà ri, ïîñëå ñóììèðîâàíèÿ ïîëó÷èì:

β
∑

i

∆mi r2
i =

∑

i

rifi . (5.3)

Îïðåäåëèì N =
∑

i rifi êàê ìîìåíò âíåøíèõ ñèë N , äåéñòâóþùèõ íà òåëî îòíîñèòåëüíî îñè
âðàùåíèÿ. Ñóììà, ñòîÿùàÿ â (5.3) ñëåâà, çàâèñèò òîëüêî îò ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû â òåëå. Ýòà
âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ìîìåíòîì èíåðöèè òåëà J îòíîñèòåëüíî âûáðàííîé îñè:

∑

i

∆mi r2
i = J

Â èòîãå (5.3) ïðåäñòàâèìî â âèäå:

Jβ = N . (5.4)
Óðàâíåíèå (5.4), îïèñûâàþùåå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè, ïî ôîðìå

ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (5.1) äëÿ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ, íî âìåñòî ñèëû ñòîèò ìîìåíò ñèë,
âìåñòî ëèíåéíîãî óñêîðåíèÿ - óãëîâîå óñêîðåíèå, à àíàëîãîì ìàññû ñëóæèò ìîìåíò èíåðöèè.
Ñðàçó âèäíî, ÷òî ìîìåíò èíåðöèè - ïîíÿòèå áîëåå ñëîæíîå, ÷åì ìàññà. Äåéñòâèòåëüíî,
ìîìåíò èíåðöèè îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ìàññû òåëà îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, ïîýòîìó
îí çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ ýòîé îñè. Îäíàêî ìîìåíòû èíåðöèè, îïðåäåëåííûå îòíîñèòåëüíî
ðàçëè÷íûõ îñåé, ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, òàê êàê îïðåäåëÿþòñÿ îäíèì è òåì æå ðàñïðåäåëåíèåì
ìàññû.

Ðèñ. 5.2: Ïîëîæåíèå îñè âðàùåíèÿ

Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó âåëè÷èíàìè ìîìåíòîâ èíåðöèè òåëà äëÿ îñåé âðàùåíèÿ, ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç îäíó òî÷êó. Îïðåäåëèì ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îñè âðàùåíèÿ ÎÀ
(ðèñ. 5.2). Çà íà÷àëî êîîðäèíàò âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó, êîòîðàÿ íàõîäèòñÿ íà ýòîé îñè.
Îñü âðàùåíèÿ ñîñòàâëÿåò ñ îñÿìè êîîðäèíàò óãëû α1, α2, α3 . Èìååì:

J =
∑

i

∆mi r2
i =

∑

i

∆mi[(OB)2 − (OC)2] .
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Ïðè ýòîì, î÷åâèäíî, (OB)2 = x2
i +y2

i +z2
i . Çäåñü xi, yi, zi - ïðîåêöèÿ OB íà ñîîòâåòñòâóþùóþ

îñü (ðèñ. 5.2). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî OC = xi cos α1 + yi cos α2 + zi cosα3, è cos2 α1 +cos2 α2 +cos2 α3 = 1,
ïîëó÷èì :

J =
∑

i

mi[(x2
i + y2

i + z2
i )− (xi cos α1 + yi cos α2 + zi cosα3)2] = (5.5)

= cos2 α1

∑

i

mi(z2
i + y2

i ) + cos2 α2

∑

i

mi(x2
i + z2

i )+

+cos2 α3

∑

i

mi(x2
i + y2

i )− 2 cos α1 cosα2

∑

i

mixiyi−

−2 cos α1 cos α3

∑

i

mixizi − 2 cos α2 cosα3

∑

i

miyizi .

Âûðàæåíèÿ ïðè êâàäðàòàõ êîñèíóñîâ óãëîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìîìåíòû èíåðöèè òåëà Jx,y,z

îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò:

Jxx =
∑

i

mi(z2
i + y2

i ) ; Jyy =
∑

i

mi(x2
i + z2

i ) ; Jzz =
∑

i

mi(x2
i + y2

i ) ;

è îíè âñåãäà ïîëîæèòåëüíû. Âûðàæåíèÿ:

Jxy = −
∑

i

mixiyi; Jxz = −
∑

i

mixizi; Jyz = −
∑

i

miyizi

íàçûâàþòñÿ öåíòðîáåæíûìè ìîìåíòàìè èíåðöèè è ìîãóò áûòü ëþáîãî çíàêà. Ïåðåïèøåì (5.5) â
íîâûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

J = Jxx cos2 α1 + 2Jxy cos α1 cosα2 + 2Jxz cos α1 cosα3 + (5.6)

+Jyy cos2 α2 + 2Jyz cosα2 cos α3 + Jzz cos2 α3 .

Äëÿ ðàçëè÷íûõ îñåé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò (ïðè ðàçíûõ α1, α2, α3) âåëè÷èíà
ìîìåíòà èíåðöèè áóäåò ðàçëè÷íà.

Èç óðàâíåíèÿ (5.5) âèäíî, ÷òî ìîìåíò èíåðöèè çàäàåòñÿ íå îäíîé âåëè÷èíîé (êàê ñêàëÿðíàÿ
âåëè÷èíà - ìàññà) è íå òðåìÿ âåëè÷èíàìè, êàê âåêòîð, à øåñòüþ.

Ôèçè÷åñêèå âåëè÷èíû , ïîäîáíûå ìîìåíòó èíåðöèè, íàçûâàþòñÿ òåíçîðàìè. Êîìïîíåíòû
òåíçîðà ïðèíÿòî çàïèñûâàòü â âèäå òàáëèöû:

Jij =
Jxx Jxy Jxz

Jyx Jyy Jyz

Jzx Jzy Jzz

. (5.7)

Õîòÿ â òàáëèöå 9 êîìïîíåíò, ðàçíûõ èç íèõ òîëüêî 6, òàê êàê âåëè÷èíû, îòëè÷àþùèåñÿ
ïîðÿäêîì èíäåêñîâ, îäèíàêîâû. Ýòî âèäíî èç ñàìîãî îïðåäåëåíèÿ öåíòðîáåæíûõ ìîìåíòîâ
èíåðöèè. Òàêèå òåíçîðû íàçûâàþòñÿ ñèììåòðè÷íûìè.

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ìîìåíòà èíåðöèè òåëà ïðè
èçìåíåíèè íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå îñè âðàùåíèÿ. Åñëè îòêëàäûâàòü îò íà÷àëà êîîðäèíàò
îòðåçêè OH = J−1/2, ãäå J - ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî äàííîé îñè, òî êîíöû âñåõ
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îòðåçêîâ îáðàçóþò íåêîòîðóþ ïîâåðõíîñòü. Ïîñêîëüêó êîîðäèíàòû òî÷åê íà ýòîé ïîâåðõíñòè
ñâÿçàíû ñ äëèíîé OH ñîîòíîøåíèÿìè

x = OH cosα1 , y = OH cosα2 , z = OH cosα3 ,

òî èç óðàâíåíèÿ (5.7) ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïîâåðõíîñòè â âèäå:

Jxxx2 + Jyyy2 + Jzzz
2 + 2Jxyxy + 2Jyzyz + 2Jxzxz − 1 = 0 . (5.8)

Óðàâíåíèå (5.8) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ýëëèïñîèäà. Òàêîé ýëëèïñîèä íàçûâàåòñÿ ýëëèïñîèäîì
èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé òî÷êè O. Çíàÿ ýëëèïñîèä èíåðöèè,
ìîæíî âñåãäà îïðåäåëèòü ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî ëþáîé îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç
íà÷àëî êîðäèíàò, ò.ê. J = 1/(OH)2. Îñè ýëëèïñîèäà íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè îñÿìè
èíåðöèè òåëà â ýòîé òî÷êå. Èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî ýëëèïñîèä èìååò òðè
âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíûå îñè. Ñëåäîâàòåëüíî, â êàæäîé òî÷êå òåëà èìåþòñÿ òðè âçàèìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíûå ãëàâíûå îñè èíåðöèè. Óðàâíåíèå ýëëèïñîèäà, îòíåñåííîå ê ýòèì îñÿì, èìååò
íàèáîëåå ïðîñòîé âèä, òàê êàê îíî íå ñîäåðæèò ÷ëåíîâ ñ ïðîèçâåäåíèÿìè ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàò:

J = Jxx cos2 α1 + Jyy cos2 α2 + Jzz cos2 α3 . (5.9)

Â ýòîì ñëó÷àå ìîìåíò èíåðöèè îïðåäåëÿåòñÿ íå øåñòüþ, à ëèøü òðåìÿ âåëè÷èíàìè. Èíûìè
ñëîâàìè, òåíçîð (5.7) äèàãîíàëåí (îòëè÷íû îò íóëÿ ëèøü ýëåìåíòû, ñòîÿùèå íà ãëàâíîé
äèàãîíàëè).

Ýëëèïñîèä èíåðöèè îòíîñèòåëüíî öåíòðà òÿæåñòè òåëà íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì, à
åãî ãëàâíûå îñè íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè öåíòðàëüíûìè îñÿìè èíåðöèè. Äëÿ îäíîðîäíûõ
ñèììåòðè÷íûõ òåë èíôîðìàöèþ î íàïðàâëåíèÿõ ãëàâíûõ öåíòðàëüíûõ îñåé èíåðöèè ìîæíî
ïîëó÷èòü èñõîäÿ èç ñèììåòðèè òåëà. Î÷åâèäíî, ÷òî:

à) Âñÿêàÿ îñü ñèììåòðèè òåëà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíîé îñüþ ýëëèïñîèäà èíåðöèè;
á) Âñÿêàÿ ïëîñêîñòü ñèììåòðèè ïåðïåíäèêóëÿðíà îäíîé èç îñåé âðàùåíèÿ ýëëèïñîèäà;
â) Åñëè îñü ñèììåòðèè èìååò ïîðÿäîê > 2 ( ãîâîðÿò, ÷òî ïðÿìàÿ ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè

ïîðÿäêà n, åñëè ïðè ïîâîðîòàõ âîêðóã ýòîé ïðÿìîé íà óãîë 2π/n òåëî ñîâìåùàåòñÿ ñàìî ñ ñîáîé),
òî ýëëèïñîèä âûðîæäàåòñÿ â ýëëèïñîèä âðàùåíèÿ âîêðóã ýòîé îñè. Ïðè íàëè÷èè îñè ñèììåòðèè
Z ìîìåíòû èíåðöèè Jxx è Jyy îòíîñèòåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ê íåé îñeé X è Y cîâïàäàþò.

ã) Åñëè èìååòñÿ íåñêîëüêî îñåé ñèììåòðèè ïîðÿäêà > 2, ýëëèïñîèä ñòàíîâèòñÿ ñôåðîé (Jxx =
Jyy = Jzz).

Â ðàáîòå èññëåäóþòñÿ íåñêîëüêî òåë, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ïðÿìîóãîëüíûå ïàðàëëåëåïèïå-
äû, ñäåëàííûå èç îäíîðîäíîãî ìàòåðèàëà. Ó âñåõ òåë èìåþòñÿ íåáîëüøèå óãëóáëåíèÿ â ñåðåäèíå
êàæäîé ãðàíè, â âåðøèíàõ è ñåðåäèíå êàæäîãî ðåáðà. Ýòè îòâåðñòèÿ ñëóæàò äëÿ çàêðåïëåíèÿ
òåëà â óñòàíîâêå (ñì. íèæå) è ôèêñàöèè îñè, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé èçìåðÿåòñÿ ìîìåíò èíåðöèè.

Íà ðèñ. 5.3 ïðèâåäåíû îáîçíà÷åíèÿ îñåé öèôðàìè îò 1 äî 13. Âñå îñè ïðîõîäÿò ÷åðåç öåíòð
ïàðàëëåëåïèïåäà.
Îñè 1, 2, 3 ïðîõîäÿò ÷åðåç ñåðåäèíû ãðàíåé ïàðàëëåïèïåäà - îñü 1 ïåðïåíäèêóëÿðíà áîëüøåé ïî
ðàçìåðàì ãðàíè, îñü 2 - ñðåäíåé è îñü 3 - ìåíüøåé ãðàíè.
Îñè 4, 5, 6, 7 - äèàãîíàëüíûå, îíè ïðîõîäÿò ÷åðåç âåðøèíû ïàðàëëåëåïèïåäà.
Îñè 8, 9, 10 è 11, 12 è 13 ïðîõîäÿò ÷åðåç ñåðåäèíû ðåáåð. Â ñèëó ñèììåòðèè öåíòð
ìàññ èññëåäóåìûõ òåë ñîâïàäàåò ñ èõ ãåîìåòðè÷åñêèì öåíòðîì. Ïàðàëëåëåïèïåä èìååò 3 îñè
ñèììåòðèè, ñîâïàäàþùèå ñ îñÿìè 1, 2 è 3. Ýòè îñè ÿâëÿþòñÿ åãî ãëàâíûìè îñÿìè èíåðöèè.
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Ðèñ. 5.3: Íóìåðàöèÿ îñåé ïàðàëëåëåïèïåäà

Îñè 4�7, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû ïàðàëëåëåïèïåäà - ñèììåòðè÷íû, à îñè, ñîåäèíÿþùèå öåíòðû
ðåáåð - ïîïàðíî ñèììåòðè÷íû: 8 è 9, 10 è 11, 12 è 13. Ñâÿæåì ñ ïàðàëëåëåïèïåäîì ïðÿìîóãîëüíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò. Íà÷àëî êîîðäèíàò ïîìåñòèì â öåíòð ïàðàëëåëåïèïåäà, îñü OX íàïðàâèì ïî
îñè 1, îñü OY - ïî îñè 2, îñü OZ - ïî îñè 3 (âñå îñè íàïðàâëåíû îò öåíòðà ê ñîîòâåòñòâóþùåé
öèôðå, ñì. ðèñ. 5.3).

Ìîìåíòû èññëåäóåìûõ òåë Jx, Jy, Jz îòíîñèòåëüíî îñåé OX, OY è OZ ìîæíî ðàññ÷èòàòü,
çíàÿ ìàññó è ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû òåëà (ñì. ïðèëîæåíèå).

Â ñëó÷àå ñïëîøíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà:

Jx =
1
12

M(b2 + c2) , Jy =
1
12

M(a2 + c2) , Jz =
1
12

M(b2 + c2) . (5.10)

Çäåñü a - ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðàíÿìè ïàðàëëåëåïèïåäà ïî îñè OX, b - ïî îñè OY, c - ïî îñè OZ
(a < b < c), M - ìàññà ïàðàëëåëåïèïåäà.

Â ðàñ÷åòàõ íå ó÷èòûâàëèñü ñðåçû è óãëóáëåíèÿ, ñëóæàùèå äëÿ ôèêñàöèè îñåé. Ïîäóìàéòå,
êàê ìîæíî ó÷åñòü èõ âëèÿíèå ïðè îáðàáîòêå ðåçóëüòàòîâ. Îöåíèòå ïîãðåøíîñòü, ñâÿçàííóþ ñ èõ
íàëè÷èåì.

5.3 Ìåòîäèêà èçìåðåíèé
Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïóñòîé ðàìêè èìååò âèä:

Jp
d2β

dt2
= N , (5.11)

ãäå Jp - ìîìåíò èíåðöèè ðàìêè îòíîñèòåëüíî îñè âðàùåíèÿ, β- óãîë ïîâîðîòà âîêðóã ýòîé îñè,
N - ìîìåíò ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ðàìêó. Åñëè òðåíèå ïðåíåáðåæèìî ìàëî, òî N = − sin(kβ), ãäå
k - ìîäóëü êðó÷åíèÿ íèòè, ðàññ÷èòàííûé íà åå ïîëíóþ äëèíó. Òîãäà ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.11) ñ
ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé φ(0) = φ0, φ̇(0) = 0 è ïðè óñëîâèè ìàëîé äåôîðìàöèè íèòè íà åäèíèöó
äëèíû, êîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü sin(kβ) ≈ kβ , èìååò âèä: φ = φ0 cos(ωt), ò.å. ðàìêà áóäåò ñîâåðøàòü
ãàðìîíè÷åñêèå êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ ñ ïåðèîäîì

Tp =
2π

ωp
= 2π

√
Jp

k
, (5.12)

îòêóäà ìîæíî íàéòè ìîìåíò èíåðöèè ðàìêè:

Jp =
k

4π2
T 2

p . (5.13)

Òàê êàê ñóììàðíûé ìîìåíò èíåðöèè ðàìêè ñ çàêðåïëåííûì â íåé òåëîì ðàâåí J∗ = J +Jp, òî

50



J =
k

4π2
T 2 − Jp . (5.14)

Òàê ÷òî, èçìåðèâ ïåðèîä êîëåáàíèé ïóñòîé ðàìêè Tp è ïåðèîä êîëåáàíèé ðàìêè ñ òåëîì T ,
ìîæíî îïðåäåëèòü ìîìåíò èíåðöèè òåëà, åñëè èçâåñòåí ìîäóëü êðó÷åíèÿ íèòè k:

J =
k

4π2
(T 2 − T 2

p ) . (5.15)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîäóëÿ êðó÷åíèÿ íèòè íåîáõîäèìî èìåòü ýòàëîííîå òåëî, ìîìåíò èíåðöèè
êîòîðîãî J0 èçâåñòåí. Òîãäà, èçìåðÿÿ ïåðèîä êîëåáàíèé ðàìêè ñ ýòàëîííûì òåëîì T0, èç (5.14)
è (5.15) ïîëó÷èì:

k = 4π2 J0

T 2
0 − T 2

p

, (5.16)

Jp = J0

T 2
p

T 2
0 − T 2

p

. (5.17)

Ïîäñòàâèâ â (5.15) çíà÷åíèÿ Jp è k èç (5.16), (5.17), îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì:

J = J0

T 2 − T 2
p

T 2
0 − T 2

p

. (5.18)

Â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî òåëà ìû èñïîëüçóåì öèëèíäð. Åãî óäîáíî çàêðåïëÿòü â ðàìêå, à ìîìåíò
èíåðöèè öèëèíäðà (îòíîñèòåëüíî åãî îñè ñèììåòðèè) ìîæíî ëåãêî âû÷èñëèòü:

J0 =
MH

V

∫ D/2

0

r22πrdr =
MD2

8
,

ãäå M - ìàññà, D - äèàìåòð, H - âûñîòà, à V = πD2H/4 - îáúåì öèëèíäðà.

5.4 Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. ×åì îïðåäåëÿåòñÿ âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå òâåðäîãî òåëà âîêðóã íåïîäâèæíîé îñè?

2. ×åì îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíò èíåðöèè òâåðäîãî òåëà?

3. Êàê ìàòåìàòè÷åñêè âûðàæàåòñÿ èíòåðïðåòàöèÿ ìîìåíòà èíåðöèè òâåðäîãî òåëà?

4. Êàêèå îñè ñèììåòðèè ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà?

5. Îïèøèòå ëàáîðàòîðíóþ óñòàíîâêó äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìîìåíòà èíåðöèè òâåðäîãî òåëà.

6. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ðàìêà áóäåò ñîâåðøàòü ñâîáîäíûå ãàðìîíè÷åñêèå êîëåáàíèÿ?

7. Çà÷åì â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ýòàëîííîå òåëî?

8. Êàêîé õàðàêòåð íîñèò çàâèñèìîñòü T (n) è ïî÷åìó? Èçìåíÿåòñÿ ëè âèä çàâèñèìîñòè T (n)
äëÿ ïóñòîé ðàìêè è ðàìêè ñ çàêðåïëåííûì íà íåé òåëîì?

9. Êàêîâà ïðè÷èíà ðàñõîæäåíèÿ îïðåäåëåííûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî çíà÷åíèé ìîìåíòà èíåðöèè
îò ðàññ÷èòàííûõ òåîðåòè÷åñêè.
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5.5 Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû
Çàäàíèå 1. Èçó÷åíèå çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò óñëîâèé ýêñïåðèìåíòà è
îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ óñòàíîâêè

1. Èçìåðåíèå ïåðèîäîâ êîëåáàíèé ðàìêè
Äëÿ âûáðàííîãî íà÷àëüíîãî óãëà îòêëîíåíèÿ ðàìêè φ0 ïîëó÷èòå çàâèñèìîñòü ïåðèîäà
êîëåáàíèÿ ðàìêè T îò åãî íîìåðà n. Êàêîé õàðàêòåð íîñèò çàâèñèìîñòü T (n) è ïî÷åìó?
Èçìåíÿåòñÿ ëè âèä çàâèñèìîñòè T (n) äëÿ ïóñòîé ðàìêè è ðàìêè ñ çàêðåïëåííûì íà íåé
òåëîì?
Äëÿ âûáðàííîãî ÷èñëà êîëåáàíèé n èçìåðüòå çàâèñèìîñòü ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ T îò
íà÷àëüíîãî óãëà îòêëîíåíèÿ φ0. Ìåíÿåòñÿ ëè õàðàêòåð çàâèñèìîñòè ïðè èçìåíåíèè n?

2. Îïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ óñòàíîâêè
Äëÿ âûáðàííîé íà÷àëüíîé àìïëèòóäû îòêëîíåíèÿ îïðåäåëèòå ìîäóëü êðó÷åíèÿ íèòè k è
ìîìåíò èíåðöèè ïóñòîé ðàìêè Jp.
Äëÿ ýòîãî ïðåäâàðèòåëüíî íåîáõîäèìî âçâåñèòü ýòàëîííîå òåëî è èçìåðèòü äèàìåòð
öèëèíäðà. Ïîñëå ýòîãî îïðåäåëèòå ïåðèîä êîëåáàíèÿ ïóñòîé ðàìêè è ðàìêè ñ çàêðåïëåííûì
â íåé öèëèíäðîì. Âû÷èñëåíèå k è Jp ïðîèçâîäèòñÿ â ïðîãðàììå ïî ôîðìóëàì (5.16), (5.18).

Çàäàíèå 2. Èçìåðåíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè òåëà è ïîñòðîåíèå ýëëèïñîèäà èíåðöèè

1. Èçìåðåíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè òåëà

• Îïðåäåëèòå ìîìåíòû èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñåé, ñîâïàäàþùèõ ñ êîîðäèíàòíûìè
îñÿìè (l=1, 2, 3).
Ïîñëåäîâàòåëüíî çàêðåïëÿÿ èññëåäóåìîå òåëî ïî îñÿì 1, 2 è 3 (îñè OX, OY è
OZ) èçìåðüòå ïåðèîäû êîëåáàíèÿ òåëà âîêðóã ñîîòâåòñòâóþùèõ îñåé. Ïðîãðàììà
ïðîèçâîäèò ðàñ÷åò ãëàâíûõ ìîìåíòîâ èíåðöèè Jy, Jy, Jz ñîãëàñíî (5.18) è ñðàâíèâàåò
èõ ñ òåîðåòè÷åñêèìè (ñì. ïðèëîæåíèå) Äëÿ ñðàâíåíèÿ èçìåðåíííûõ çíà÷åíèé ñ
âû÷èñëåííûìè íåîáõîäèìî ïåðâîíà÷àëüíî ââåñòè â ïðîãðàììó ðàçìåðû èññëåäóåìîãî
òåëà (ïàðàëëåëåïèïåäà). Îáðàòèòå âíèìàíèå íà âûïîëíåíèå óñëîâèÿ a < b < c !

• Èçìåðåíèå ìîìåíòîâ èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëüíûõ îñåé (l=4,5,6,7).
Ýòè èçìåðåíèÿ ïîçâîëÿþò ïðîâåðèòü, ñîâïàäàþò ëè ãëàâíûå îñè èíåðöèè ñ
êîîðäèíàòíûìè îñÿìè. Åñëè îíè ñîâïàäàþò, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî (5.9),
÷òî ìîæíî ïðîâåðèòü, ïîäñ÷èòàâ ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè. Îäíàêî óäîáíåå ñðàâíèâàòü
íå ìîìåíòû èíåðöèè, à ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðèîäû êîëåáàíèé, òàê êàê îíè èçìåðåíû
òî÷íåå (â ïîãðåøíîñòü ìîìåíòà èíåðöèè âõîäÿò, êðîìå ïîãðåøíîñòåé ïåðèîäà, åùå è
ïîãðåøíîñòè âåëè÷èí J0 è T0). Ïîäñòàâèâ â (5.9) âûðàæåíèÿ äëÿ ìîìåíòîâ èíåðöèè
èç (5.15), ïîëó÷èì:

T 2
l = T 2

1 cos2 α1l + T 2
2 cos2 α2l + T 2

3 cos2 α3l , (5.19)

ãäå Tl - ïåðèîä êîëåáàíèé âîêðóã îñè íîìåð l, T1,2,3 - ïåðèîäû êîëåáàíèé âîêðóã îñåé
OX, OY è OZ, îïðåäåëåííûå â ïðåäûäóùåì çàäàíèè.
Çàêðåïèòå òåëî ïî ëþáîé äèàãîíàëüíîé îñè ñ íîìåðîì l è èçìåðüòå ïåðèîä êîëåáàíèé
Tl. Ïðîãðàììà âû÷èñëÿåò ïðàâóþ è ëåâóþ ÷àñòè âûðàæåíèÿ (5.19) èñïîëüçóÿ äàííûå,
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ïîëó÷åííûå â ïðåäûäóùåì ïóíêòå çàäàíèÿ. Ïðîâåðüòå, âûïîëíÿåòñÿ ëè ðàâåíñòâî
(5.19).

2. Ïîñòðîåíèå ýëëèïñîèäà èíåðöèè
Âûâåäèòå íà ýêðàí êîìïüþòåðà ñå÷åíèå ïîëó÷åííîãî íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ ýëëèïñîèäà èíåðöèè ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç öåíòð ïåðïåíäèêóëÿðíî
ãëàâíûì îñÿì. Ñðàâíèòå åãî ñ ïîñòðîåííûì èñõîäÿ èç òåîðåòè÷åñêîãî ðàñ÷åòà.

Ïðèëîæåíèå
Ðàñ÷åò ìîìåíòîâ èíåðöèè ïàðàëëåëåïèïåäà
Ïóñòü M - ìàññà ïàðàëëåëåïèïåäà, a,b,c - äëèíû åãî ñòîðîí ïî îñÿì OX, OY, OZ. Ðàñ÷èòàåì
ìîìåíò èíåðöèè Jxx îòíîñèòåëüíî îñè OX. Âûäåëèì â ïàðàëëåëåïèïåäå ýëåìåíò îáúåìà dV =
dx dy dz ñ êîîðäèíàòàìè x, y,z. Ìàññà ýòîãî ýëåìåíòà îáúåìà áóäåò ρ dx dy dz, ãäå ρ - ïëîòíîñòü
ìàòåðèàëà, à äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàäèóñ-âåêòîðà r =

√
y2 + z2. Òîãäà

Jxx =
∫ ∫ ∫

(y2 + z2) ρ dV = ρ

∫ a/2

−a/2

dx

∫ b/2

−b/2

dy

∫ c/2

−c/2

dz(y2 + z2) = ρ
abc

12
(b2 + c2) . (5.20)

Ïëîòíîñòü ρ ñâÿçàíà ñ ìàññîé M âûðàæåíèåì ρ = M/(abc). Ïîäñòàâèâ çíà÷åíèå ρ â (5.20),
ïîëó÷àåì :

Jxx =
1
12

M(b2 + c2) .

Ìîìåíòû èíåðöèè Jyy è Jzz âû÷èñëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî:

Jyy =
1
12

M(a2 + c2) , Jzz =
1
12

M(a2 + b2) .
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 6

Èçìåðåíèå ñêîðîñòè ïîëåòà ïóëè ñ ïîìîùüþ
áàëëèñòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

6.1 Îïèñàíèå ëàáîðàòîðíîé óñòàíîâêè
Áàëëèñòè÷åñêèé ìàÿòíèê èçîáðàæåí íà ðèñ. 6.1. Íà âåðòèêàëüíîé ñòîéêå 1 îñíîâàíèÿ 2 êðåïÿòñÿ
äâà êðîíøòåéíà 3, ìåæäó êîòîðûìè

Ðèñ. 6.1: Âíåøíèé âèä óñòàíîâêè

íà ñòàëüíîé ïðîâîëîêå 4 çàêðåïëåí ïîäâåñ 5, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ñòàëüíîé ñòåðæåíü, ïî
êîòîðîìó â ãîðèçîíòàëüíîì íàïðàâëåíèè ïåðåìåùàþòñÿ äâà ãðóçà ðàâíîé ìàññû. Íà ñòåðæíå
íàíåñåíû äåëåíèÿ ÷åðåç 1 ñì. Íà êîíöàõ ñòåðæíÿ íàõîäÿòñÿ ìèøåíè 6. Ìåæäó âåðõíèì è íèæíèì
êðîíøòåéíàìè 3 ðàñïîëîæåí òðåòèé êðîíøòåéí 7, íà êîòîðîì êðåïèòñÿ ïóñêîâîå óñòðîéñòâî 8,
ïðåäíàçíà÷åííîå äëÿ çàïóñêà "ïóëè". Êîíåö ñòâîëà ïóñêîâîãî óñòðîéñòâà è ïîäâåñ çàêðûòû
ïðîçðà÷íûì êîæóõîì 9, íà âíóòðåííåé ñòîðîíå êîòîðîãî íàíåñåíà øêàëà äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëà
îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà (â ãðàäóñàõ). Ñíèçó êðîíøòåéíà 7 ðàçìåùåí ôîòîýëåêòðè÷åñêèé äàò÷èê
10, ñëóæàùèé äëÿ èçìåðåíèÿ ïåðèîäîâ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà.

Çàìå÷àíèå: Âàì íóæíî íàó÷èòüñÿ àêêóðàòíî ñòðåëÿòü ïóëåé ïî ìèøåíè. Ñíà÷àëà
îñìîòðèòå óñòðîéñòâî äëÿ ñòðåëüáû, çàòåì ïîïðîñèòå ëàáîðàíòà èëè ïðåïîäàâàòåëÿ
ïîêàçàòü Âàì ìåõàíèçì âûñòðåëà. Îñìîòðèòå ïóëþ. Íàó÷èòåñü óñòàíàâëèâàòü åå íà
ñòåðæíå. Èçó÷èòå çàïóñêàþùåå óñòðîéñòâî. Ïðîâåðüòå íàëè÷èå ïëàñòèëèíà íà ìèøåíè.
Ïðîâåðüòå, ðàçîãðåò ëè ïëàñòèëèí íà ìèøåíè äî âÿçêîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ ïðèëèïàíèÿ ïóëè ê
ìèøåíè ïîñëå âûñòðåëà. Åñëè íåò, òî íà ïóëå äîëæíî íàõîäèòüñÿ ïëàñòèëèíîâîå êîëüöî äëÿ
ñëèïàíèÿ ñ ïëàñòèëèíîì ìèøåíè. Çàðÿäèòå çàïóñêàþùåå óñòðîéñòâî è âûñòðåëèòå. Ñëåäèòå
çà òåì, ÷òîáû ïóëÿ ïîñëå âûñòðåëà óâÿçëà â ìèøåíè. Òîëüêî òàêîé âûñòðåë îáåñïå÷èâàåò
àáñîëþòíî íåóïðóãèé óäàð è äàåò âîçìîæíîñòü êîððåêòíî îïðåäåëèòü ñêîðîñòü ïóëè.
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6.2 Êîëåáàíèÿ áàëëèñòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà
Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå è ïðîâåðêà ñ ïîìîùüþ áàëëèñòè÷åñêîãî êðóòèëüíîãî
ìàÿòíèêà çàêîíà ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà ïðè íåóïðóãîì ñîóäàðåíèè.

Àáñîëþòíî íåóïðóãèì óäàðîì íàçûâàåòñÿ òàêîé óäàð, êîãäà ñòîëêíóâøèåñÿ òåëà ïîñëå óäàðà
ëèáî äâèæóòñÿ ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ, ëèáî ïîêîÿòñÿ. Ïðè ýòîì êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ òåë
÷àñòè÷íî èëè ïîëíîñòüþ ïðåâðàùàåòñÿ âî âíóòðåííþþ ýíåðãèþ.

Ïóñòü èìååòñÿ ãîðèçîíàëüíûé ñòåðæåíü ñ äâóìÿ îäèíàêîâûìè ãðóçàìè ñ ìàññàìè m, êîòîðûå
ìîãóò ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü ñòåðæíÿ (ðèñ. 6.2).

Ðèñ. 6.2: Ñõåìà áàëëèñòè÷åñêîãî êðóòèëüíîãî ìàÿòíèêà

Ñòåðæåíü ïîäâåøåí íà ñòàëüíîé ïðîâîëîêå, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî öåíòð è ÿâëÿþùåéñÿ îñüþ
âðàùåíèÿ ñèñòåìû. Íà êîíöàõ ñòåðæíÿ çàêðåïëåíû ìèøåíè Ì. Ïóëÿ, ëåòÿùàÿ ñ íåêîòîðîé
ñêîðîñòüþ v, ïîïàäàåò â ìèøåíü Ì â òî÷êå, íàõîäÿùåéñÿ îò îñè âðàùåíèÿ íà ðàññòîÿíèè L,
è ïðèëèïàåò ê ìèøåíè. Óäàð ìîæíî ñ÷èòàòü àáñîëþòíî íåóïðóãèì. Òîãäà, ñîãëàñíî çàêîíó
ñîõðàíåíèÿ ìîìåíòà èìïóëüñà äëÿ ñèñòåìû ïóëÿ�ñòåðæåíü, ìîæíî íàïèñàòü:

µ vL = (J1 + µ L2)ωµ , (6.1)

ãäå µ - ìàññà ïóëè, ωµ - óãëîâàÿ ñêîðîñòü ñèñòåìû ïîñëå îêîí÷àíèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ ïóëè ñ
ìèøåíüþ, v - ñêîðîñòü ïóëè ïåðåä óäàðîì, L - ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ äî òî÷êè óäàðà ïóëè,
J1 - ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíèêà ñ ãðóçàìè, çàêðåïëåííûìè â îïðåäåëåííîì ïîëîæåíèè (ìîìåíò
èíåðöèè ñòåðæíÿ).

Ïðè ýòîì ìîìåíòîì èíåðöèè ïóëè ïî îòíîøåíèþ ê åå âðàùåíèþ âîêðóã ñîáñòâåííîé îñè
ïðåíåáðåãàåì (ñ÷èòàåì ïóëþ òî÷å÷íîé).

Ïîñëå óäàðà ñèñòåìà ñòåðæåíü�ïóëÿ ñîâåðøàåò êðóòèëüûå êîëåáàíèÿ ñ íà÷àëüíîé óãëîâîé
ñêîðîñòüþ ωµ. Îáîçíà÷èì êàê J ïîëíûé ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíèêà. Åñëè ïóëè íåò, òî J = J1,
èíà÷å, êàê â äàííîì ñëó÷àå, J = J1 + µ L2.

×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, ðàâíàÿ Jω2
µ/2, ñîãëàñíî çàêîíó

ñîõðàíåíèÿ ýíåðãèè (â ïðåíåáðåæåíèè íåóïðóãèìè ýôôåêòàìè), ïîëíîñòüþ ïåðåéäåò â ýíåðãèþ
óïðóãèõ äåôîðìàöèé íèòè kφ2

µ/2:

Jω2
µ

2
=

kφ2
µ

2
, (6.2)

ãäå φµ - íàèáîëüøèé óãîë ïîâîðîòà ñòåðæíÿ, k - ïîñòîÿííàÿ óïðóãèõ ñèë (ìîäóëü êðó÷åíèÿ). Èç
óðàâíåíèÿ (6.2) ïîëó÷àåì J = kφ2

µ/ω2
µ, è, ïîäñòàâëÿÿ â (6.1), èìååì
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v =
kφ2

µ

µLωµ
. (6.3)

Ðàññòîÿíèå îò îñè âðàùåíèÿ äî òî÷êè óäàðà ïóëè L ìîæíî ëåãêî èçìåðèòü, íàèáîëüøèé óãîë
ïîâîðîòà ñòåæíÿ φµ ìîæåò áûòü îïðåäåëåí âèçóàëüíî ïî øêàëå ìàÿòíèêà, à êàê ìîæíî âû÷èñëèòü
çíà÷åíèÿ kn è µ, îïèñàíî íèæå.

Â íàøåì ñëó÷àå ñèñòåìà ñîâåðøàåò êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ, êîòîðûå â îòñóòñòâèè òðåíèÿ
îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèåì äâèæåíèÿ

Jφ̈ = −kφ , (6.4)

ãäå φ̈ - óãëîâîå óñêîðåíèå ìàÿòíèêà. Ïåðèîä òàêèõ êîëåáàíèé, êàê ñëåäóåò èç (6.4), ðàâåí

T = 2π
√

J/k . (6.5)

Ìåíÿÿ ïîëîæåíèå ãðóçîâ m íà ñòåðæíå (à çíà÷èò è ìîìåíò èíåðöèè ñèñòåìû J), ìû èçìåíÿåì
ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà. Ïðè ýòîì ãðóçû íàäî ñäâèãàòü îäíîâðåìåííî, ÷òîáû îñü ñèììåòðèè
ïðîäîëæàëà ïðîõîäèòü ïî íèòè ïîäâåñà.

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû Ãþéãåíñà - Øòåéíåðà ìîìåíò èíåðöèè ñèñòåìû J1 ïðè ïåðâîì
ïîëîæåíèè ãðóçîâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

J1 = J0 + 2(Jw + mX2
1 ) , (6.6)

à ïðè âòîðîì ïîëîæåíèè:

J2 = J0 + 2(Jw + mX2
2 ) , (6.7)

ãäå m - ìàññà îäíîãî ãðóçà, J0 - ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíèêà áåç ãðóçîâ îòíîñèòåëüíî îñè,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íèòü ïîäâåñà, Jw - ìîìåíò èíåðöèè îäíîãî ãðóçà îòíîñèòåëüíî îñè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç åãî öåíòð ìàññ ïàðàëëåëüíî îñè âðàùåíèÿ, X1 è X2 - ðàññòîÿíèÿ îò öåíòðà ìàññû ãðóçà äî
îñè âðàùåíèÿ ïðè ïåðâîì è âòîðîì ïîëîæåíèè ãðóçîâ, ñîîòâåòñòâåííî.

Èç (6.5) ïîëó÷àåì äëÿ êâàäðàòîâ ïåðèîäîâ êîëåáàíèé ïðè ïåðâîì è âòîðîì ïîëîæåíèÿõ ãðóçîâ:

T 2
1 =

(2π)2J1

k
, T 2

2 =
(2π)2J2

k
,

îòêóäà:

T 2
1 − T 2

2 =
4π2(J1 − J2)

k
. (6.8)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç (6.6) è (6.7) èìååì:

J1 − J2 = 2m(X2
1 −X2

2 ) , (6.9)

ïîýòîìó

T 2
1 − T 2

2 =
(2π)22m(X2

1 −X2
2 )

k
,

ò. å.

k =
(2π)22m(X2

1 −X2
2 )

T 2
1 − T 2

2

. (6.10)
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Òàêèì îáðàçîì, çíàÿ ìàññó ãðóçîâ m è èçìåðèâ çíà÷åíèÿ ïåðèîäîâ T1 è T2 ïðè ïîëîæåíèè
ãðóçîâ X1 è X2, ìîæíî íàéòè ìîäóëü êðó÷åíèÿ íèòè k. Çíàÿ k, ëåãêî íàéòè ìàññó è ñêîðîñòü
ïóëè. Äåéñòâèòåëüíî, èç (6.5) èìååì:

Tµ = 2π

√
J1 + µ L2

k
, (6.11)

ãäå Tµ - ïåðèîä êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà ñ ïðèëèïøåé ïóëåé.
Òîãäà, âûðàæàÿ â (6.11) µ ÷åðåç îñòàëüíûå âåëè÷èíû, ïîëó÷àåì:

µ =
k

4π2L2
(T 2

µ − T 2
1 ) , (6.12)

ãäå T1 - ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà ñ òåì æå ïîëîæåíèåì ãðóçîâ, íî áåç ïóëè. Ïðè ýòîì
èçìåðåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèÿ ìàÿòíèêà Tµ ìîæíî ïðîâåñòè, ïðèëåïèâ âðó÷íóþ ïóëþ ê ìèøåíè,
è ïîèçâîäèòü âûñòðåë íå îáÿçàòåëüíî.

Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ äëÿ k è µ â (6.3), ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ñêîðîñòü ïóëè:

v =
2πφµTµL

T 2
µ − T 2

1

. (6.13)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñêîðîñòè ïîëåòà ïóëè íàì íóæíî èçìåðèòü L (ðàññòîÿíèå
îò íèòè äî òî÷êè ïðèëèïàíèÿ ïóëè), ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ ïîñëå âûñòðåëà, ïåðèîäû
êîëåáàíèé ìàÿòíèêà Tµ è T1 (ñ ïðèëèïøåé ïóëåé è áåç íåå).

Ðèñ. 6.3: Ìåõàíèçì äëÿ ñòðåëüáû ïóëåé èç áàëëèñòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

Ðèìñêèìè öèôðàìè îáîçíà÷åíû íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ: I - ïóëè, II - ìóøêè, III - ïóñêîâîãî
óñòð-âà.
1 - ïóëÿ äëÿ ñòðåëüáû, íàäåâàåìàÿ íà ñòåðæåíü ñ ïðóæèíîé 2.
2 - ñòåðæåíü ñ ïðóæèíîé è ìóøêîé 3.
3 - ìóøêà, ïîâîðà÷èâàåìàÿ âïðàâî, ïðè íàäåâàíèè ïðóæèíû.
4 - ïóñêîâîå óñòðîéñòâî, ñâîáîäíî äâèæóùååñÿ ïî ñòåðæíþ 6.
5 - óïîð äëÿ çàðÿæàíèÿ ïóñêîâîãî óñòðîéñòâà.
6 - ñòåðæåíü äëÿ äâèæåíèÿ ïóñêîâîãî óñòðîéñòâà.

6.3 Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Êàêîé óäàð íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåóïðóãèì? Ñîõðàíÿåòñÿ ëè ìåõàíè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ïðè

òàêîì ñòîëêíîâåíèè?
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2. Çàïèøèòå çàêîí ñîõðàíèííåÿ ìîìåíòà èìïóëüñà äëÿ ñèñòåìû ìàÿòíèê-ïóëÿ.

3. Êàêèå êîëåáàíèÿ âîçáóæäàþòñÿ â áàëëèñòè÷åñêîì ìàÿòíèêå â ðåçóëüòàòå ñòîëêíîâåíèÿ ñ
ïóëåé? Îïèøèòå èõ íà÷àëüíûå óñëîâèÿ. Çàâèñèò ëè ïåðèîä êîëåáàíèé áàëëèñòè÷åñêîãî
ìàÿòíèêà îò àìïëèòóäû êîëåáàíèé? Äëÿ ÷åãî íóæíî îïðåäåëèòü óãîë ìàêñèìàëüíîãî
îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà?

4. Èçîáðàçèòå ãðàôèê çàâèñèìîñòè T (x), ãäå T - ïåðèîä êîëåáàíèé ìàÿòíèêà, x - ðàññòîÿíèå
ãðóçîâ íà ñòåðæíå îò îñè âðàùåíèÿ äî èõ öåíòðà. Êàê âûãëÿäèò ýòîò ãðàôèê äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ çíà÷åíèé x.

5. ×òî íóæíî çíàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàññû ïóëè? åå ñêîðîñòè â ìîìåíò ñòîëêíîâåíèÿ?

6. Âû÷èñëèòå îáúåì ïóëè è îïðåäåëèòå ìàòåðèàë, èç êîòîðîãî îíà èçãîòîâëåíà.

7. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàëëèñòè÷åñêèé ìàÿòíèê, èñïîëüçóåìûé â äàííîé ðàáîòå. Êàê
ðåàëèçîâàíî èçìåðåíèå ïåðèîäà êîëåáàíèé áàëëèñòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà?

6.4 Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû
Çàäàíèå 1. Èçó÷åíèå êîëåáàíèé áàëëèñòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

Äàííûå, ïîëó÷åííûå â ýòîì çàäàíèè, íåîáõîäèìû äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåãî çàäàíèÿ -
îïðåäåëåíèÿ ìàññû òåëà è èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè ïîëåòà ïóëè. Âûïîëíåíèå ïåðâîãî çàäàíèÿ
ïîçâîëÿåò íàó÷èòüñÿ ðàáîòàòü ñ áàëëèñòè÷åñêèì ìàÿòíèêîì, à òàêæå èçó÷èòü îñíîâíûå
çàêîíîìåðíîñòè åãî ïîâåäåíèÿ.

1. Èçìåðåíèå ïåðèîäîâ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà
Äëÿ âûáðàííîãî ÷èñëà n êîëåáàíèé ïðåäëàãàåòñÿ çàïóñòèòü ìàÿòíèê è ïîñòðîèòü ãðàôèê
çàâèñèìîñòè ïåðèîäà T îò n.

2. Èçìåðåíèå çàâèñèìîñòè ïåðèîäîâ êîëåáàíèé îò íà÷àëüíûõ óãëîâ îòêëîíåíèÿ
Èçìåðåíèå çàâèñèìîñòè ïåðèîäîâ êîëåáàíèé T îò íà÷àëüíûõ óãëîâ îòêëîíåíèÿ ìàÿòíèêà φn

(îòñ÷èòûâàåìûõ ïî øêàëå ìàÿòíèêà). Öåëåñîîáðàçíî ïðîâîäèòü áîëüøîå ÷èñëî èçìåðåíèé
äëÿ òîãî, ÷òîáû äîáèòüñÿ ëó÷øåé òî÷íîñòè. Ìîæíî ëè íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé
ñäåëàòü âûâîä î ñïðàâåäëèâîñòè óðàâíåíèÿ (6.4) äàæå äëÿ óãëîâ îòêëîíåíèÿ φ, äëÿ êîòîðûõ
sin φ 6= φ? Ìîæíî ëè äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñ÷èòàòü φ = π

2 ìàëûì?

3. Èçìåðåíèå çàâèñèìîñòè ïåðèîäîâ êîëåáàíèé îò ïîëîæåíèÿ ãðóçîâ
Èçìåðåíèå çàâèñèìîñòè T (x) äëÿ âûáðàííûõ ïîëîæåíèé ãðóçîâ x íà îñè ìàÿòíèêà. Ïðè
ýòîì êîîðäèíàòà ãðóçîâ îòñ÷èòûâàåòñÿ îò îñè âðàùåíèÿ. Îáà ãðóçà äîëæíû íàõîäèòüñÿ íà
îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò îñè.

Çàäàíèå 2. Èçìåðåíèå ñêîðîñòè ïîëåòà ïóëè

Äëÿ èçìåðåíèÿ ñêîðîñòè ïîëåòà ïóëè ñ ïîìîùüþ áàëëèñòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà íåîáõîäèìî çíàòü
ìàññó ïóëè. Åå ìîæíî èçìåðèòü êàê ñ ïîìîùüþ áàëëèñòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà, òàê è ïðîñòî íà âåñàõ.
Äëÿ èçìåðåíèÿ ìàññû ïóëè ñ ïîìîùüþ ìàÿòíèêà íåîáõîäèìî çíàòü ìîäóëü êðó÷åíèÿ íèòè (k) è
ìîìåíò èíåðöèè (J) ìàÿòíèêà. Îíè âû÷èñëÿþòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì ïðåäûäóùåãî çàäàíèÿ.
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1. Îïðåäåëåíèå ìàññû ïóëè
Íàõîäÿòñÿ ìîäóëü êðó÷åíèÿ íèòè è ìîìåíò èíåðöèè ìàÿòíèêà (ãðàôèê J(x)) ïðè ðàçëè÷íûõ
ïîëîæåíèÿõ ãðóçà x. Îíè ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîëó÷àåìîãî â õîäå ýêñïåðèìåíòà
ãðàôèêà çàâèñèìîñòè T (x). Ïî íèì èç (6.12) íàõîäèòñÿ ìàññà ïóëè.

2. Èçìåðåíèå ñêîðîñòè ïîëåòà ïóëè
Èñïîëüçóåòñÿ ïóëÿ èçâåñòíîé ìàññû. Ãðóç óñòàíàâëèâàåòñÿ â ôèêñèðîâàííîå ïîëîæåíèå X,
ïðóæèííîå ðóæüå çàðÿæàåòñÿ ïóëåé, ìàÿòíèê ïðèâîäèòñÿ â ñîñòîÿíèå ïîêîÿ è ïðîèçâîäèòñÿ
âûñòðåë. Ïî øêàëå îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé óãîë îòêëîíåíèÿ ïîñëå ïðèëèïàíèÿ ïóëè è
èçìåðÿåòñÿ ðàññòîÿíèå îò öåíòðà îñè âðàùåíèÿ äî òî÷êè ïðèëèïàíèÿ ïóëè. Èñïîëüçóÿ ýòè
ðåçóëüòàòû, ðàññ÷èòûâàåòñÿ ñêîðîñòü ïóëè. Íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ñåðèþ òàêèõ èçìåðåíèé.
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Ëàáîðàòîðíàÿ ðàáîòà � 7

Èññëåäîâàíèå çàêîíîâ ïàäåíèÿ òåë â ïîëå ñèëû òÿæåñòè íà
ìàøèíå Àòâóäà

7.1 Îïèñàíèå ëàáîðàòîðíîé óñòàíîâêè
Óñòðîéñòâî ìàøèíû Àòâóäà ïîêàçàíî íà ðèñ. 7.1.

Ðèñ. 7.1: Ñõåìà óñòàíîâêè

Óñòàíîâêà ñîñòîèò èç ñòîéêè 1, âåðõíåãî êðîíøòåéíà 5, ñ çàêðåïëåííîé íà íåì îñüþ 10,
âîêðóã êîòîðîé ñâîáîäíî âðàùàåòñÿ ëåãêèé àëþìèíåâûé áëîê 11, óäåðæèâàåìûé â ñîñòîÿíèè
ïîêîÿ ñ ïîìîùüþ ôðèêöèîííîãî ýëåêòðîìàãíèòà 7. ×åðåç áëîê ïåðåêèíóòà íèòü 6, íà
êîíöàõ êîòîðîé âèñÿò ãðóçû À è Â, èìåþùèå ðàâíûå ìàññû Ì = 80 ã. Íà ãðóç À ìîãóò
íàäåâàòüñÿ îäèí èëè íåñêîëüêî ïåðåãðóçêîâ C â âèäå êîëåö èçâåñòíîé ìàññû m . Ñ ïîìîùüþ
ôîòîäàò÷èêà 8, óñòàíîâëåííîãî íà ñðåäíåì êðîíøòåéíå 4, ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå âðåìåíè
ïàäåíèÿ ãðóçà À ñ ïåðåãðóçêîì. Ïîëîæåíèå ñðåäíåãî 4 è íèæíåãî 3 êðîíøòåéíîâ ìîæíî ìåíÿòü.
Ñðåäíèé êðîíøòåéí èìååò êîëüöî, ñêâîçü êîòîðîå ìîæåò ïðîõîäèòü ãðóç, íî íå ìîæåò ïðîéòè
ïåðåãðóçîê. Íèæíèé êðîíøòåéí 3 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîùàäêó 9 ñ ðåçèíîâûì àìîðòèçàòîðîì
è ôîòîäàò÷èêîì, ñëóæàùèì äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòà îêîí÷àíèÿ ïàäåíèÿ ãðóçà.
Äëÿ îòñ÷åòà ðàññòîÿíèÿ, ïðîõîäèìîãî ãðóçîì À, íà ñòîéêå óñòàíîâëåíà ìèëëèìåòðîâàÿ øêàëà.

7.2 Äâèæåíèå ñâÿçàííûõ òåë â ïîëå çåìíîãî òÿãîòåíèÿ
Ìàøèíà Àòâóäà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàêîíà äâèæåíèÿ òåë ïðè èõ ñâîáîäíîì ïàäåíèè
â ïîëå çåìíîãî òÿãîòåíèÿ.

Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðêà çàêîíîâ ðàâíîìåðíîãî è ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ
òåë, à òàêæå èçìåðåíèå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ è ñèëû íàòÿæåíèÿ íèòè.
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Ðàññìîòðèì çàêîí äâèæåíèÿ ãðóçîâ. Ââåäåì íåïîäâèæíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, öåíòð êîòîðîé
ñîâìåùåí ñ îñüþ áëîêà Î (ðèñ. 7.2), íà êîòîðîì íà íåâåñîìîé íåðàñòÿæèìîé íèòè ïîäâåøåíû äâà
ãðóçà À è Â ðàâíîé ìàññû.

Ðèñ. 7.2: Ñõåìà áëîêà ñ ãðóçàìè è ïåðåãðóçêîì

Îñü êîîðäèíàò OX íàïðàâèì âíèç è ðàññìîòðèì ñèëû, äåéñòâóþùèå íà ãðóçû â íàïðàâëåíèè
ýòîé îñè. Ïóñòü ìàññà ãðóçîâ A è B ðàâíà Ì, à ìàññà ïåðåãðóçêà, ëåæàùåãî íà ãðóçå À, ðàâíà m.
Íà ãðóç À ñ ïåðåãðóçêîì äåéñòâóþò äâå ñèëû: ñèëà òÿæåñòè (M + m)g è ñèëà íàòÿæåíèÿ íèòè
T1. Ñîãëàñíî âòîðîìó çàêîíó Íüþòîíà, óðàâíåíèå äëÿ ïðîåêöèé ýòèõ ñèë íà îñü OX:

(M + m)g − T1 = (M + m)a , (7.1)

ãäå a - óñêîðåíèå ãðóçà À ñ ïåðåãðóçêîì, g - óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
Â ñèëó íåðàñòÿæèìîñòè íèòè óñêîðåíèå ãðóçà Â ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå ðàâíî óñêîðåíèþ

ãðóçà À è íàïðàâëåíî â ïðîòèâîïîëîæíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü T2 - íàòÿæåíèå ëåâîãî êîíöà íèòè.
Òîãäà:

Mg − T2 = −Ma . (7.2)

Ñ÷èòàÿ áëîê íåâåñîìûì, à íèòü àáñîëþòíî óïðóãîé ïðèìåì, ÷òî

T1 = T2 = T . (7.3)

Èç óðàâíåíèé (7.1)�(7.3) ïîëó÷èì:

a =
mg

2M + m
, (7.4)

g =
a(2M + m)

m
. (7.5)

Áîëåå òî÷íîå îïðåäåëåíèå óñêîðåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû òðåáóåò ó÷åòà ìàññû ñàìîãî áëîêà.
Íàòÿæåíèå íèòè ïî îáå ñòîðîíû áëîêà â ýòîì ñëó÷àå áóäåò ðàçëè÷íûì, è âìåñòî óðàâíåíèÿ (7.3)
ñëåäóåò ðàññìîòðåòü óðàâíåíèå, îïðåäåëÿþùåå çàêîí âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ áëîêà:

T1r − T2r = Jβ , (7.6)

ãäå J = αm0r
2 - ìîìåíò èíåðöèè áëîêà, m0 - ìàññà áëîêà, r - åãî ðàäèóñ, β - óãëîâîå óñêîðåíèå,

α - êîýôôèöèåíò, çàâèñÿùèé îò ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû â áëîêå.
Åñëè ñêîëüæåíèå íèòè ïî áëîêó èñêëþ÷åíî, òî óãëîâîå è ëèíåéíîå óñêîðåíèÿ ñâÿçàíû

óðàâíåíèåì a = βr
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Ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (7.1), (7.2), (7.6) äàåò äëÿ óñêîðåíèÿ ñèñòåìû ñëåäóþùåå
âûðàæåíèå:

a =
mg

2M + m + αm0
.

Îòñþäà:

g =
a(2M + m + αm0)

m
. (7.7)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî çàìåíà (7.5) íà (7.7) íå èçìåíÿåò íè âèäà ôîðìóëû, íè õàðàêòåðà äâèæåíèÿ,
à ïðèâîäèò ëèøü ê íåáîëüøîé ïîïðàâêå ê ìàññå ãðóçîâ. Ó÷åò ñèëû òðåíèÿ íèòè â áëîêå òàêæå
ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ âåëè÷èíû óñêîðåíèÿ a ñèñòåìû, à çíà÷èò, ê óìåíüøåíèþ çíà÷åíèÿ g,
ðàññ÷èòàííîãî ïî (7.7). Óñêîðåíèå a ïðè íåáîëüøèõ ïåðåãðóçêàõ ñóùåñòâåííî ìåíüøå g, ïîýòîìó
åãî ëåãêî èçìåðèòü. Ñ óêàçàííûìè âûøå äîïóùåíèÿìè ôîðìóëà (7.7) ìîæåò ñëóæèòü äëÿ
îïðåäåëåíèÿ óñêîðåíèÿ g.

Ïîñêîëüêó íå ñóùåñòâóåò ïðîñòûõ ñïîñîáîâ ïðÿìîãî èçìåðåíèÿ óñêîðåíèÿ, äëÿ îïðåäåëåíèÿ a

âîñïîëüçóåìñÿ ðàâíîóñêîðåííûì õàðàêòåðîì äâèæåíèÿ ãðóçîâ è áóäåì èçìåðÿòü ïóòü h è âðåìÿ
äâèæåíèÿ t, êîòîðûå, êàê èçâåñòíî, ïðè íóëåâîé íà÷àëüíîé ñêîðîñòè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì:

h =
at2

2
. (7.8)

Ïðîâåðèâ íà îïûòå ðàâíîóñêîðåííûé õàðàêòåð äâèæåíèÿ (ïðîïîðöèîíàëüíîñòü h è t2), ìîæíî
îïðåäåëèòü âõîäÿùåå â óðàâíåíèå (7.8) óñêîðåíèå a è âû÷èñëèòü ñ åãî ïîìîùüþ ïî ôîðìóëå (7.5)
óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g è íàòÿæåíèå íèòè T .

7.3 Êîíòðîëüíûå âîïðîñû
1. Êàê äâèæåòñÿ òåëî ïðè ñâîáîäíîì ïàäåíèè â ïîëå çåìíîãî òÿãîòåíèÿ? ßâëÿåòñÿ ëè

äâèæåíèå ãðóçà â Ìàøèíå Àòâóäà "ñâîáîäíûì ïàäåíèåì"?

2. Ñ êàêèì óñêîðåíèåì îïóñêàåòñÿ ãðóç â Ìàøèíå Àòâóäà? Â êàêèõ ïðåäåëàõ èçìåíÿåòñÿ
âåëè÷èíà åãî óñêîðåíèÿ? Çàâèñèò ëè óñêîðåíèå ïàäåíèÿ ãðóçà îò ðàçìåðîâ (ðàäèóñà) áëîêà
(ñêîëüæåíèåì íèòè ïðåíåáðå÷ü)? Êàê èçìåíèòñÿ çíà÷åíèå âåëè÷èíû óñêîðåíèÿ áëîêà, åñëè
ó÷åñòü ñêîëüæåíèå íèòè ïî ïîâåðõíîñòè áëîêà?

3. Â ìîäåëè ñ íåâåñîìûì áëîêîì çíà÷åíèå âåëè÷èíû óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ îòëè÷àåòñÿ
îò èçâåñòíîãî. Áóäåò ëè îíî îöåíêîé g = 9, 81ì/ñ2 ñíèçó? ñâåðõó? Ê ÷åìó ïðèâîäèò ó÷åò
ìàññû áëîêà?

4. Ïðè èçó÷åíèè ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ çàâèñèìîñòü h(t2), ðàññ÷èòàííàÿ ïî ìåòîäó
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íà îñíîâàíèè ýìïèðè÷åñêèõ äàííûõ ìîæåò íå ïðîõîäèòü ÷åðåç
íà÷àëî êîîðäèíàò. ×òî ýòî îçíà÷àåò ñ òî÷êè çðåíèÿ çàêîíîâ äâèæåíèÿ òåëà? Îáúÿñíèòå
ïðè÷èíû, êîòîðûå îáóñëàâëèâàþò ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò.

5. Îïèøèòå óñòðîéñòâî Ìàøèíû Àòâóäà. Êàêèå èç ïåðå÷èñëåííûõ ýëåìåíòîâ îòíîñÿòñÿ ê
îñíîâíûì? Êàê ïðèâîäÿòñÿ â äâèæåíèå ãðóçû è èçìåðÿåòñÿ âðåìÿ èõ ïàäåíèÿ?

6. Êàêèì èç äâóõ ôîòîäàò÷èêîâ íóæíî ïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èçìåðåíèÿ èíòåðâàëîâ âðåìåíè ïðè
ïðîâåðêå çàêîíà ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ ãðóçîâ? Â êàêîì äèàïàçîíå ñëåäóåò âûáèðàòü
çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèÿ h?
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7. Êàê ðàñïîëîæèòü ôîòîäàò÷èêè ïðè ïðîâåðêå çàêîíà ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ ãðóçîâ áåç
ïåðåãðóçêè è êàêîé èç äàò÷èêîâ öåëåñîîáðàçíî ïåðåìåùàòü?

7.4 Ïîðÿäîê âûïîëíåíèÿ ðàáîòû
Äëÿ óñïåøíîãî âûïîëíåíèÿ ðàáîòû íåîáõîäèìî ïðåäâàðèòåëüíî òùàòåëüíî îòöåíòðèðîâàòü
ñèñòåìó áëîê-ãðóçû-êîëüöî-äàò÷èêè, è â äàëüíåéøåì ñîõðàíÿòü ïîëó÷åííóþ êîíôèãóðàöèþ .
Äëÿ ýòîãî íàäî ïåðåêèíóòü ÷åðåç áëîê íèòü ñ ïðèâÿçàííûìè íà êîíöàõ ãðóçàìè è óáåäèòüñÿ,
÷òî òàêàÿ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ â ïîëîæåíèè áåçðàçëè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Çàòåì óñòàíîâèòü ñðåäíèé
êðîíøòåéí 4 â îêðåñòíîñòè ñåðåäèíû øêàëû è çàôèêñèðîâàòü êîëüöî, ñíèìàþùåå ïåðåãðóçîê,
òàê, ÷òîáû ïðè ïàäåíèè ãðóçà À ñ ïåðåãðóçêîì îñü ïàäåíèÿ ïðîõîäèëà ñòðîãî ÷åðåç öåíòð êîëüöà.
Ïðè ýòîì ñëåäóåò óáåäèòüñÿ, ÷òî ïåðåãðóçîê ñíèìàåòñÿ êîëüöîì áåç êàñàíèÿ êîëüöà ñàìèì ãðóçîì,
è â äàëüíåéøåì îí ñîâåðøàåò ïàäåíèå äî íèæíåãî êðîíøòåéíà 3 áåç âîçìóùåíèé.

Çàäàíèå 1. Èçó÷åíèå ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ

Ïðèâåäèòå ïîäâèæíóþ ñèñòåìó â èñõîäíîå ñîñòîÿíèå, äëÿ ÷åãî óñòàíîâèòå ãðóç À â âåðõíåå
ïîëîæåíèå è îòìåòüòå ïîëîæåíèå íèæíåãî ñðåçà ãðóçà À ïî øêàëå óñòàíîâêè. Ïîñëå ýòîãî
ïîëîæèòå íà ãðóç À ïåðåãðóçîê è ïðîâåäèòå ñåðèþ èçìåðåíèé âðåìåíè ïàäåíèÿ t ãðóçà
ñ ïåðåãðóçêîì, èçìåíÿÿ íà÷àëüíóþ âûñîòó ïàäåíèÿ h. Ïîñêîëüêó ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ
ñîäåðæàò ïîãðåøíîñòè, ñâÿçàííûå ñ ðàçáàëàíñèðîâêîé ñèñòåìû è çàêðó÷èâàíèåì íèòè, êàæäîå
èç èçìåðåíèé ñëåäóåò ïîâòîðèòü íåñêîëüêî ðàç äëÿ ïîñëåäóþùåãî óñðåäíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì,
ïî îêîí÷àíèè âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ áóäåò ïîëó÷åí ìàññèâ èçìåðåíèé hi,ti,i = 1, ..N , ïðè÷åì
êàæäîå çíà÷åíèå ti åñòü ðåçóëüòàò óñðåäíåíèÿ ïî n ïîïûòêàì. Çàêîí ðàâíîóñêîðåííîãî
õàðàêòåðà äâèæåíèÿ ãðóçîâ (7.8) ìîæíî ïðîâåðèòü, ïîñòðîèâ çàâèñèìîñòü h(t2). Íàêëîí ïðÿìîé,
ïîñòðîåííîé ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü óñêîðåíèå a è ðàññ÷èòàòü
ïðèìåðíîå çíà÷åíèå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ g ïî ôîðìóëå (7.5), à òàêæå íàòÿæåíèå íèòè
T . Îáäóìàéòå, êàêèå ïðè÷èíû ìîãóò ïðèâåñòè ê òîìó, ÷òî ïîñòðîåííàÿ ïðÿìàÿ íå áóäåò ïðîõîäòü
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò?

Çàäàíèå 2. Èññëåäîâàíèå ïåðåõîäà ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ â ðàâíîìåðíîå

Íà íåêîòîðîé âûñîòå, íà ïóòè ïàäåíèÿ ãðóçà ñ ïåðåãðóçêîì óñòàíîâèòå ñíèìàþùåå êîëüöî, íà
êîòîðîì óñòàíîâëåí äàò÷èê, ôèêñèðóþùèé âðåìÿ ðàâíîóñêîðåííîãî äâèæåíèÿ T1 è îäíîâðåìåííî
çàïóñêàþùèé ñ÷åò÷èê âòîðîãî èíòåðâàëà âðåìåíè T2. Ïîñëå ýòîãî êîëüöà ãðóç ïàäàåò âíèç íà
ðàññòîÿíèå h, îòäåëÿþùåå íèæíèé äàò÷èê îò âåðõíåãî, óæå áåç ïåðåãðóçêà ìàññû m. Êàæäîå
èçìåðåíèå äëÿ äàííîãî h òàêæå ñëåäóåò ïîâòîðèòü íåñêîëüêî ðàç (êàê â çàäàíèè 1 ), ÷òîáû
èçáåæàòü áîëüøîé îøèáêè èçìåðåíèé óñðåäíåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïî îêîí÷àíèè
âñåãî öèêëà èçìåðåíèé ñëåäóåò ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ ñêîðîñòè ðàâíîìåðíîãî äâèæåíèÿ
V = at1 è óáåäèòüñÿ, ÷òî îíè ñîâïàäàþò äëÿ ðàçëè÷íûõ h â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòè èçìåðåíèé
(V = h/t2).

Çàäàíèå 3. Îïðåäåëåíèå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïåðåãðóçêîâ
ðàçëè÷íûõ ìàññ
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Îïðåäåëåíèå óñêîðåíèÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ â ýòîì çàäàíèè ñëåäóåò ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ
ïåðåãðóçêè ðàçëè÷íûõ ìàññ. Òîãäà, ïîâòîðèâ èçìåðåíèÿ, îïèñàííûå â çàäàíèè 1, íî íå ïðè
ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ âûñîòàõ ïàäåíèÿ h, à ñ ðàçëè÷íûìè ïåðåãðóçêàìè mi, i = 1, ..N , ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ óðàâíåíèåì (7.7) è íàéòè çíà÷åíèÿ g è êîýôôèöèåíòà ðàñïðåäåëåíèÿ ìàññû
áëîêà α (äëÿ îäíîðîäíîãî ïëîñêîãî äèñêà îí ðàâåí 1/2). Ïîäáîð çíà÷åíèé g è α ïðè òðåõ è
áîëåå èçìåðåíèÿõ ïðîèçâîäèòñÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ). Êðîìå ýòîãî, èç (7.6)
ìîæíî îïðåäåëèòü âèä çàâèñèìîñòè íàòÿæåíèÿ íèòè T îò ìàññû ïåðåãðóçêà mi.

Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó òåïåðü T1 6= T2, íàòÿæåíèÿ äâóõ êîíöîâ íèòè íåîäèíàêîâû è
îòëè÷àþòñÿ íà âåëè÷èíó, ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíóþ ìàññå ïåðåãðóçêà.
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