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Maye vo qaz mexanikasina girig

Maye vo gaz mexanikas: biitév miihit mexanikas: el-
minin bir sahesi olub, hemin miihitin kinematikasini, stati-
kasimi ve dinamikasini 6yrenir.

Maye ve qaz miihitleri diger miihitlerden axicilifina,
daxili siirtiinmesine, fiziki xasselerine, reoloji qanunlarina
gore farglonirler. Verilmis hocmdoe bu miihitlerin hissecik-
leri (atom ve ya molekullar1) diskret qaydada paylanir ve
her bir hisseciyin fezada hereketini ve ya tarazlifim maddi
noqtelor sistemi mexanikasmin saxlanma qanunlarinin ve
reoloji miinasibatlorinin kdmayi ile tenlikler seklinde ver-
mok olar. Lakin gozle goriinen ¢ox kigik hacmde hissacik-
lerin sayt o geder ¢oxdur ki, onlarin her biri ti¢iin tenlikler
yazib ve bu tenliklerds istirak eden qiivveleri hetta teqribi
giymetlendirmek qeyri-miimkiindiir. Meselen, lcm’ qaz
hecminde 2,7-10"sayda qaz, lcm® mayede ise ~10* sayda
vo daha ¢ox maye molekullart var. Ona gore de verilmis
hecmde maye (qaz) miihite biitov miihit kimi baxilir, daha
dogrusu, mayenin bu hacmde kesilmez paylanmasi1 qebul
olunur.

Eyni zamanda, ferz edilir ki, mayeni tesvir eden pa-
rametrlor (sixliq, tozyiq, temperatur, siirat vektoru ve s.)
zamanin vo mokanin hem kesilmez, hem de kesilmez dife-
rensiallanan funksiyalaridir. Bu ferziyysler mayenin (qazin)
saxlanma ve reoloji qanunlarini diferensial tenlikler vasitesi
ilo tesvir etmoys imkan verir. Diferensial tonliklerin serhed
ve baglangic sertleri daxilindeki helli praktika ve tecriibe-
den alinmis naticelerle miiqayise edilmis, onlarin adekvat



oldugu gosterilmisdir. Buradan belo naticoye golmek olar
ki, fiziki ve tobiet hadiselorinin riyazi modellogdirilmesi
indiki ve golocek dbvrlerde de nezeri tedgiqatlann esasini
toskil edocek, elm ve texnikanin inkisafi tiglin miihiim isti-
qamatlerden biri olacaqdur.

Tebiotde bircins maye vo qazlara az rast golmoak olur.
Adeten bu miihitler ¢oxfazali, ¢oxkompanentli sistem sok-
- linde olur. Meselen, boruda axan su, neft vo qaz ayriligda
her biri bir fazadir. Lakin qaz, su ve neft fazasinda heall oly-
naraq Oziinii onlarin kompanenti kimi apara bilor. Bizi ohate
eden atmosferde coxfazah ve ¢ox komponentli miihitdir.
Bele miihitlerde mexaniki prosesleri dyrenmek iigiin ¢oxfa-
zali miihit mexanikasi elmi yaranmi§ ve hazirda praktiki
meselslerin hellinde genis totbiq olunur. Coxfazali miihit-
lerde, xiisusi halda mayelerde fazalarin kinematik ve dina-
mik parametrlori bir-birinden ciddi ferqlenirler ve fazalara-
ras: kiitlo, impuls, enerji ve s. miibadilosi bas verir.

Bo'zi miihitler maye ve berk hisseciklorden toskil
olunur. Oger qatisiqda maye fazanin kesilmez ve berk his-
sociklerin diskret paylanmasi qobul edilerse ve maye hacmi
bork hisseciklerin tutdugu hecmden ciddi sekilde boyiik
olarsa, bele miihitloro suspenziyali miihitler deyilir.

Coxfazall miihitlorin saxlanma qanunlar, reoloji ve
termodinamik hal tenlikleri ve s. makrokoordinat sistemindo
diferensial tenliklerin komeyi il tesvir edilir. Makrosistem
dedikde elo masstabli koordinat sistemi secilir ki, onun ele-
mentar koordinatlari ham suspenziyal mithitin iki en yaxin
hissaciyi arasindaki mesafeden gox boytik olsun, hem de bu
sistemin elementar hacminde her bir fazada kifayet qeder
¢ox hissecikler istirak etsin. Qeyd edilen sertlor mikrosis-
temdeki diskret fazanin makrosistemde kesilmez faza ilo
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avaz edilmesine imkan verir.

Miialkif kitabin yigilmasinda ve ¢ap olunmasinda Baki
Dovlet Universitetinin  “Kompyiiter merkazinin” rohberi
Q.Atayeve ve texniki ig¢i S.Mehreliyevaya 6z minnetdar-
ligim bildirir.



| FOSIL
HIDRODINAMIKA
§1.1. Maye mexanikasmnm osas anlayiglani

Mayelorin (qazlarin) hereketi elastiki berk cisimlerin
hereketinden asagidaki xiisusiyystlori ilo forqlonir:

1. Kigik giivvelerin to’siri altinda mayenin hereketi zamani
onun hisseciklerinin yerdeyismesi kigik olmaya biler.

2. Mayenin heraket xiisusiyyetlerine onun daxili siirtinmosi
(6zlik) ¢ox boyiik te’sir edir.

Ovvelce ideal mayelerin xiisusiyyetlorini dyronek.
Ideal mayelor o mayelers deyilir ki, onun hersketi zamam
daxili siirtiinme qiivvesi ¢ox kicikdir, daha dogrusu, nezers
alinmir. Bu zaman mexaniki enetji istiliyo gevrilmir. Deme-
li, mayenin miixtelif hecmleri arasinda istilik miibadilosi
getmir vo bu, o demekdir ki, proses sabit entropiyada bas
verir vo mayenin gerginlik veziyystini ancaq bir skalyar
kemiyystlo - P tozyiqle miieyyen etmok olar.

Ozlii mayenin hissecikleri biri o birisine nisbaton ho-
rokot edirse, onda onlar arasinda siirtiinme qiivvesi meydana
¢ixir vo mexaniki enerji istiliye ¢evrilir. Burada ideal may-
elerden forqli olaraq toxunan gorginliklor sifirdan ferqlidir-
ler ve maye hisseciyinin siikunstds olan berk cismin sethin-
doki tangensial siir'sti sifra beraberdir. Diger terefden go-
sterocayik ki, potensialli qiivveler sahesinde potensialli ha-
roket eden ideal mayede heg vaxt burulganlar emsle golmir
ve mayenin potensialli hereketi hemige potensialli galir.
Ancaq 6zlii mayelorde ise burulanlarin yaranmasi ve yox
olmasi miisahide olunur.

' Ogor mayeni Xarakterize eden biitin parametrlor:
maye hisseciklerinin siir'eti, mayenin 6zliik emsali, tozyiqi,
sixlif1, temperaturu vo s. mo'lumdursa, onda mayenin here-
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ketini tamamile to’yin etmok olar.

Mayenin heroketi iki iisulla - Laqgranj ve Eyler iisullan
ilo verilir. Lagranj iisulunda mayenin her bir hisseciyinin
kinematik hereket tenlikleri verilir

X =x%,4,5,,63), i=123 (1.1)

Bura daxil olan ¢ deyisenleri herekst zaman qiy-
motlerini sabit saxlamaqgla yanasi, heraketi (1.1) tonliyi ile
tosvir olunan maye hisseciyinin se¢ilib gotiiriilmesini to’'min
edir. Cox hallarda &, deyisenlerini zamanin baglangic anina
uygun olan hissaciklerin (nqtelerin) dekart ve ya ayrixstli
koordinatlan ile avez edirler: & =x,(&,&,,&,,1,) . Eyni za-
manda, biitlin kemiyyetler: v,(£,£,,65.1), P(&,5,.6,.1) ve
s. zamanm vo ¢, deyisenlerinin funksiyalaridir. Belaliklo,
hareketin Laqranj tesvirinde maye hisseciklerinin bir hissesi
geyd olunur ve zamamn her bir aninda onlann fezada ve-
ziyyeti, siir'atlori, tocilleri ve s. dyrenilir. Buna misal olaraq
bir hissesi renglenmis suyun fezada hereketinin izlenilme-
sini gostermak olar.

Hereketin Eyler tosvirinde mayeni xarakterize eden
kemiyyotler zamanin va koordinatlarin funksiyalar geklinde
verilir. Mosslen, onlardan biri P (x,,x,,x,;,t) tezyiqi Eyler
deyisenlerinde verilorse ve zaman qeyd edilerse, onda his-
- sociklerin koordinatlarin1 deyigdirmekle fezamin her bir
noqtesinde tezyiq paylanmas: tapilir. Oger fezada her hansi
hissaciyin koordinatlari qeyd edilerse, onda bu ndqtede
tazyiqin zamana gére doyismesi to'yin ediler. Ancaq here-
ketin Eyler tesvirinde maye hissociyinin her hansi zaman
aninda harada olmasi (hissaciyin koordinatlarini) ve fozada
neca yerdeyismesi hagqinda me’lumat vermak olmur.



Laqranj ve Eyler tesvirlori arasinda olage olmasina
baxmayaraq, bu elaqeni iimumi halda vermsk oldugca ¢o-
tindir. Hereketin Laqranj tesvirinde maye hissociklerinin
siir'atlori vo to'cilleri diskret nogteler sisteminde oldugu
kimi hesablanir:

dx, .
4] =u=7;= xl(t:‘fvfz’ga)'

nev= T n(0d.66,) (12)
de, |
¢! =w=—(};3~=x3(t,§,,§2,.f3),

2

D o i(16.8,8),

v =a=
dt
R &
=== 506,66, (1.3)
. dMx
V3 =W= dt23 =x3(t’§l’§2’§3)’

Zamana gbro substansional (tam) ve lokal (moholli)
torema. Maye hissociyinin tocilini Eyler tosvirindo tapagq.
Tutaq ki, ¢ aninda {xk}(k =1,2,3) néqtesinde olan hissacik
t+ At miiddetindo {xk +Ax, ndqtesine yerini dayisib. On-
da hissaciyin i-ci (i=1273) komponentinin te'cili

W, = lim v,.(xk+Axk,t+At)-—v,.(xk,t)’ (1.4)
At->0 At

ifadesi ile tapilir. v,(x, +Ax, t+At) ﬁmksiyasmx Teylor
sirasina ayaq:

vi(x, +Axk,t+At)=v,.(xk,t)+§)LAxk +%At+... (1.5)
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Nozere alsaq ki, v, =£Im% % ve (1.5) aynhigmm (1.4)

miinasibatinde yazsaq, tapangq:
dv, O, o, 7

=l =g —y, —— = _-v ,
a o e s T (MY
av o =
W= = V)T, 1.
w 7 6t+(v ) (1.6)

Burada % ifadesi substansional (tam), %tv—-isa lokal

(mohelli) térome, (v-V)v -konvektiv hedd adlamir. Qeyd
edsk ki, berabaerliyin her iki terefinde eyni indeks istirak
ederse, o indekso gbre toplama getmir. Dgor indeks bora-
berliyin bir terefinde istirak ederse, onda ona gére toplama
gedir. Moselen, (1.6) ifadesinde & -ya gore toplama gedir.

Digar terofden asagidaki miinasibetlarden genis istifa-
de olunacaqdir.

a) Eyni maye hissaciklerinden tegkil olunmus ve maye
ile birlikde heraket edon ¥ hecmi iizre ixtiyari f funksiy-
asimn ( f vektor ve tenzor da ola biler) inteqralindan zama-
na gore tam téreme belo bir diisturla hesablamr

d af .. of
- Vj fav = J(Ewizvﬁ)dV: Vj(—o;,—;Wﬁ]dV, (1.7)
Ov, +§v—3.

divi =Vv = il +—=
axl axZ ax3
b) Qauss-Ostrogradski teoremine @sason hem ixtiyari
V' hecminde ve onun S sethinde kesilmez, hem de birinci
tortib kesilmez téremeleri olan ixtiyari / vektoru (tenzoru)

tgiin bu diistur dogrudur:

(1.8)



f(F -7yds = [vfav - (1.9)

Burada 77— S sethinin xarici normalidir. (1.9) diisturu ixtiy-
ari olciilil feza ve ayrixatli koordinat sistemi ti¢iin dogrudur.

§1.2. Hidrodinamikanin tonliklor sistemi.
Kosilmozlik tonliyi

Hidrodinamikanin fundamental tenliklerinden biri ke-
silmoazlik tenliyidir vo ya maddenin saxlanmasi qanunudur.
Her zaman (hemise) eyni maye hisseciklerini dziinde sax-
layan hecmde mayenin kiitlesi sabitdir (deyismezdir). Bu
qanunu riyazi olaraq bele yazmagq olar:

jdmzconst voya dm= pdV, %IpdV=0 (1.10)
14 14
(1.8) diisturuna asasen yaza bilerik:
d dp _
—\pdV = || =5 +Vpv |dV =0 1.1
] f( o pv) (111

(1.11) miinasibeti ixtiyari maye hecmi i¢iin dogrudur ve
ona goro do integral alt1 ifade sifra beraber olmalhidur:

op _ dp _
——+Vpv=0 ——+pVv =0. 1.12
5 HVPY =0 veya —rspVy (1.12)
Qaus-Ostrogradski teoremine asasen(1.11)-den alariq:
ijpdV:-ijﬁdV:-jp(v-ﬁ)ds (1.13)
dt vV 14 S

Beloliklo aling ki, gqeyd olunmus 7 hecmi i¢erisin-
doki maye kiitlesinin deyisme siir'eti onun S sethi vasite-
sile vahid zamanda ¢ixan maye kiitlasine berabsrdir. Bu qa-
nundan istifade ederak, tors ¢evirmo vasitesile kesilmazlik
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tenliyini almaq olar. Oger vahid hecmdeki molekullarin ve
ya atomlarin sayt » Z% vo N individual hacmde sabitdir-

so, onda bu miqdar iigiin kesilmazlik tenliyi asagidak: sokil-
de olar:

@+ Vv =0 1.14
7 nVv =0. (1. )

§1.3. Ideal mayelorin horokat tonliklori.
Eyler tonliklori

Indi ideal mayenin hereket tenliyini ¢ixaraq. Bunun
tigiin Nyutonun || qanununu tatbiq edek. Hor hansi maye
hecminin hereket miqdarindan zamana gore alinmig toreme
bu hecme to'sir eden qiivvelerin cemine berabardir.

de . = =
Z!pvdV:F—r-FS. (1.15)
Burada F = [pfdV xarici hecmi qivvedir, f-vahid
v

kiitloye to'sir eden xarici qiivvedir. Fy- otraf mihitin V

hocmine onun S sethinden to'sir eden giivvesidir.
fdeal mayelerde sethi giivve ancaq P tozyiq qlivvesi
ilo to'yin olunur ve bu giivve sethin 72 normal istigametinin

oksine yonalir. }—7; = —IPﬁds, n - S sethinin xarici norma-
S

lidar,
F, =—jpﬁds:—j”v‘PdV. (1.16)
S v

indi (1.15) miinasibetini (1.8) ve (1.16) diisturlarinin ko-
moyi ile gevirak:
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R O Y R )

Buradan ixtiyari ¥ hacmi iigiin aling:

~d(—5t—v—2+p(\7-V)V=—§P+pf,
va ya
av _{dp  _ = -
=G L oy [ =-VP , 1.18
p +v£dt+p VJ +pof (1.18)

(1.12) kosilmoazlik tenliyinden istifade etsok, (1.18) sadole-
sor:
v v

- 1 -
— = HV-V)y=-—-VP . 1.1
it AR - +f (1.19)

Xiisusi halda f asagidaki qiivvelerden biri ola biler;

1. f=g-agirhq qiivvesi,

2. f=Q% -merkezeqagma qiivvesi,

3. f=-2(Qx¥v)-Kariolis giivvasi,

4. f=-VU -potensialli giivvadir.

(1.19) tenliklori ideal mayelorin heroket tenliyi ve ya
Eyler tonliklori adlanir. (1.19) vektorial tenliyini koordinat

oxlar1 izerinde proyeksiyalasaq, alarq:

R TS (1.20)
ot P

§1.4. Hal tonliyi

(1.12) kesilmazlik tenliyi ve (1.20) Eyler tenlikleri
dord skalyar tenlikden ibarat sistemi amsele getirir. Ancaq
sistemdo machullarin  say1 bes skalyar kemiyyotdir:
foR {vx,vy,vz } P . Bu tenlikler sisteminin gapali olmasi ii¢iin
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termodinamikamn hal tenliyinden istifade edilir. Tutaq ki,
tozyiq P sixliq ve entropiyanin funksiyastdir
P =P(p,s). (1.21)
Burada entropiya verilen maye hissaciyi li¢iin sabitdir.
Ogor s sabit olarsa, onda (1.21) hal tenliyinden alanq:
13:[-@] 9 (5—}’) 2, E_pd (429
at \Fp) dr P )scona dt dt
c -sosin siikunotde olan miihitde siir’etidir v@ o ancaq P vo
p~dan asilidir. Belo miihitlore barotrop miihitler deyilir.
Xiisusi halda adiobatik prosesds ideal qazin hal tenliyi
beledir: PV’ =const,y =C,/C,, C,-qazin sabit tezyiqds,

C, - ise qazin sabit hecmda istilik tutumudur.

Zoif sixilan mayeler tgiin hal tenliyi Huk qanununa
tabe olur.
dp_dP
p K’
burada K -mayenin hecmi sixilma moduludur.

(1.23)

§1.5. Hidrostatika (tarazliq hallar)

Oger v =0 ve xarici qiivve f=-VU olarsa, onda
(1.19)-dan
VP=pf=—pVU (1.24)
alanq. Bu ifadenin her terefine rotorla te'sir edok
rotVP =-rot( pVU )=-Vpx VU - protVU  (1.25)
Vektor analizinden mo’'lumdur ki, rotVU =0. Onda
(1.25) diisturundan ¢ixir ki,
VoxVU =0, Vpx||VU (1.26)
olmalidir. Mayenin potensialli giivve sahesindo siikkunstde
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olmas: igiin (1.26) zeruri sertdir. Agirliq qiivvesi sahesindo
mayeda tozyiq paylanmasini tapaq. Bu halda (1.24) tonliyi-
ni koordinat oxlarn iizre proyeksiyalayaq:
Lo Lo 22,0 a2
Ox oy Oz
Zoxu agirliq qiivvesi istiqametinin eksine yonalir.
Tutaq ki, maye salmayandir ve z =z, olduqda, P=P,
olur. Bu sert daxilinde (1.27) tenliyinin helli z-in xotti
funksiyas1 olacaqdir:
P=-pg(z—z,)+P,. (1.28)
Atmosfer qazimi ideal qaz kimi qobul etsak, onda hal ton-
liyini sade reoloji qanunla vermok olar

p= (Ejpf (1.29)
u

Burada R universal qaz sabiti, u-iso qazin mole-
kulyar kiitlesidir. (1.29)-u (1.27) tarazhq tenliyinde yerine
yazaq:

RT dp dp _ gu
— L a_pe, E__SE g 1.30
P A > Rr (1.30)
Oger koordinat baslangicinda z=0, p = P, olarsa, onda
HE
= P, eXp| - =z 1.31
P =Py p( AT j (1.31)

(1.31) ifadesi sixligin saquli ox boyunca paylanmasini tosvir
edir. Indi milsyyen edok ki, hans: sertlor daxilinde agirhiq
qiivvesi sahesinde tarazliqda olan maye dayamqlidir.
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§1.6. Hidrostatik dayanigliq sorti.
Vyasal tezliyi

Indi aydinlagdiraq ki, hansi sertler daxilinde agirhq
quvvesi sahesinde tarazligda olan maye dayamqli olacaqdir.
Termodinamikanin hal tenliyini

P=P(p,s) (1.32)
soklinde gotiirek. Onda (1.27)-den alangq:
ész[ifiJ Lo(L) ooyt

s P

D g, (133
i \op) a5 ) @ € @ =P8 (133)

)
os J, op ),

z -ndqtesinde olan maye hisseciyinin hecmini ¥, ilo isare
edek. Me'lumdur ki, hemin hissaciyo gp(z W, agirhiq
qiivvesi ve bu qiivveye beraber olan oks istiqgamoetde Arxi-
med qiivvesi te’sir edecek. Oger bu hissaciyin saquli isti-
qamstde £ qadar yerini deyissek, onda onun hecmi sixiima
noticesinde AV qoder dayiser. Lakin bu zaman hissaciyin
kiitle vo entropiyas1 deyismeyecek. Bu hisseciyin yerdey-
ismosinde ona tesir eden olave qilvveni to’yin edok:

F=-gp2)V, +gp(z + &NV, +AV) (1.34)
Sixlig1 z -néqtesinde Teylor sirasina ayirib,

plz+) = p(e)+ Lo
Z

onu (1.34) ifadesinde yerino yazaq. Alinmus ifadede £ vo
AV -yo gbro ancaq xatti hodleri saxlayaq

F=gp<z)Vo[ 1 -@-;wﬂ] (1.35)
Yo,

Diger terefden s = const, m= p(z )V, = const sortlorine osa-
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son (1.22) hal tenliyinds ¢evirmolar aparaq
AP =c*Ap=c*A(m/V)=c p(2)V,AQ/V),

AP =c* p(2)V, AL/ V) ~ —czp(z)A7V . (1.36)
0
Buradan
av__ AP (1.37)
Vo c” p(2)
Digor terafdan

ap=p-B,=lE=-p(2)gs

ifadesini (1.37)-do nezere alsaq, tapang:

AV g
2=l E 1.38
() (1.38)
(1:38)-in ifadesini (1.35)-de yerine yazaq
F= gp(z)Vo(—l— 9 + %)5 =-mN*¢ (1.39)
A p dz ¢
Burada '
N = —g(—l--d—’o . :"7) (1.40)
p dz c¢

-Vyasal tezliyi adlanir. N> 20 ve ya

(
1.d + % <0, ap < —5’23
p dz c dz c
berabersizliyinin 6denilmasi mayenin tarazliq halinin daya-
mqh olmasi iiglin kafi gertdir, daha dogrusu, hiindiirliikk art-

digea, sixhigin boyiik siir'stle azalmasi kifayetdir.

oger gﬁ > _§_28 olarsa, onda mayedo tarazliq hali
z c
dayamgsiz olur ve konvektiv hereket bag verir. Digar toref-

den (1.33) ifadesinden istifade etsak:
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1
—£1£=-—g/c2— Y ds

p dz pct dz
miinasibatini alariq. Burada Vyasal edodi

g ds
N?= =Y —
pc dz

(1.41)

ifadosino beraberdir. Buradan gdriniir ki, —Zé =0 olarsa,

onda mayenin tarazliq hali haqqinda heg ne demak olmur.
§1.7 Bernulli teoremi

Bu teorem ideal barotrop mayenin potensialli giivveler
sahesinde qerarlagmig hereketi ti¢lin dogrudur

{P =P(p),

V£V(t)=>(0v/at)=0, f=-VU
Vahid maye kiitlosi iigiin termodinamik kemiyyat olan ()
entalpiya daxil edek

D239

M

(1.42)

W=g+PV=c+Plp; Vzl, (1.43)
0
vo ya
aw =ds+ % L ap. (1.44)
p P

Diger terafden, vahid maye kiitlesinin daxili enerjisi £-nun
diferensiali de = Tds — PdV ifadesi ile to'yin olunur

de =Tds + L dp. (1.45)
ol

Ogor proses izentropi%ﬁﬁ@?”éﬁd@??;ﬁﬁ"
: LO RS 1\

F ve (1.45) ifa-
desi sadsleger ‘

:
£ Famn
E EVTLORANGCHE

S R B P M T A i SRR
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P

de =— dp. (1.46)
Yo,
(1.44) vo (1.46) ifadslerini birlegdirek
dW:d—P:WW:lVP. (1.47)
P P

(1.42) ve (1.47) ifadelerini (1.19) Eyler tonliyindo nozere
alaq
(V-V)vy=-VW-VU. (1.48)
Moa'lum vektor eyniliyinden istifads etsok,
2

(ﬁ-V)V=V(%J—\7xroﬁ,

(1.48) tenliyi bu geklo diiser
2

V(%+W+U}=\7xroﬁ. (1.49)

Har bir ndqtede toxunam siir'st vektoru istigameti ilo
tist-liste digen xotte cereyan xatti deyilir. Qerarlasmig ho-
roketde coreyan xotti ve maye hisseciyinin trayektoriyasi
lst-listo dilglir. Oger de ~vdt,(Vxrotw)Llv, (Vvxrow)Llde
oldugunu nezers alaraq, (1.49) tenliyini her hansi ceroyan
xoftinin de elementi lizre proyeksiyalasaq, onda

2 2
5-(12-+W+UJ=0, %+W+U=ce (1.50)
e

alanq. (1.50)-nin ikinci ifadesi her bir cereyan xotti iizre
sabitdir. Bu ifade (1.19) Eyler tenliyinin birinci inteqrali
olub, Bernuli diisturu adlanr.

1) Oger p = const olarsa, onda V¥ = —I—VP = Vﬁ, w=2
P

p p
olar ve (1.50) diisturu sadeloger
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2
v—+£+U=ce. (1.51)
2 p
2) Oger mayenin heroketi burulgansizdirsa, onda rotv =0

olar ve mayenin biitiin ndqteleri liglin ¢, = const -dir.

2
v

—2~+W+U = const. (1.52)
Bernulli teoreminin bir sira totbigleri: a) Sixilmayan maye-
nin deyisen en kesikli ifiiqi boruda hereketine baxaq.
p, = p, = p=const, U =U, qobul etsek ve (1.51) ifadole-
rinin qiymetlerini s, ve s, geyd olunmus en kesiyinden ke-
¢on eyni coroyan xattleri {izerinde berabar olduglarim neze-
ro alsaq, yaza bilerik

2 2
Ew_bB. v

= . (1.53)

p 2 p 2
Diger terofden aydindir ki,

VS, =W,5,, v, = B4 (1.54)

52
(1.53) ve (1.54) miinasibstlerinden alariq
2
v =| 2XA=h) (1.55)

p) :‘_12__
$;

Oger B, - P, tezyiq diiskiisii ve s,,s, kesiklerinin sa-
hesi me'lumdursa, onda v, ve v, siir'stlerini tapmaq olur.

b) Bir-birine yaxin olan iki silindirin oxlan boyunca
mayenin axmina baxaq. Silindirler arasinda mayenin siir'ati
boyiik oldugundan, Bernulli teoremine goére orada tezyiq
paylanmasi azalir ve neticede silindirlar bir-birini cezb
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edirlar.
s) En kesiyi boyiik olan qabin z, asagn hissesinden
kigik desik agsaq, ¢1xan mayenin siir'atini to'yin etmok olar;
vy /2+gz, = g2, v, =,/28(2,~2,). (1.56)
Ixtiyari qapah konturdan kegen coroyan Xxatlarinin
emolas gotirdiyi boruya cerasyan borusu deyilir.

§ 1.8 Qorarlagmus potensiall1 giivveloer sahesindo
enerjinin saxlanmas1 ganunu

Mayenin qerarlasmis potensialli qiivveler sahesinds
hersketi zamam enerjinin saxlanmasi qanununu yazaq. Va-

hid kiitleli mayenin tam enerjisi onun kinetik, potensial vo
2
daxili enerjilerinin comine beraberdir E = v? +U+e¢.

Vahid hecmli mayenin enerjisi (enerji sixli1) evvelki
ifadeye uygun olaraq bele to'yin edilir:

E=%p-v2+pU+p£. (1.57)
oU . . . y . .
> =0 sorti daxilinde enerji sixhimin zamana goéro doyis-
masini tapagq;

°0E (1 , op _ v 0pe

— ==V +U |=—+ pv - — + = 1.58

o (2 j a P a a (1.58)

(1.12) kesilmozlik vo(1.19) Eyler tonliyinden istifade ede-
rok (1.568) miinasibatini ¢evirak:

P . _divgs =—V(p7),

ot -

pg%=_p;._v_”,_p;vy~pa.(v.v)ﬁ (1.59)
P

20



— VP = [
VW=""s: —op(v-Vo=—pv-V|—|-
P pv.( ) oV (2)

(1.59) ifadoalorini (1.58) diisturunda yerine yazaq:

0E _ (1, 2
—v +U |V A%
P (zv J (pv)-pv [2

Indi daxili enerji sixligindan zamana gore lokal téreme
alaq ve (1.43), (1.45) miinasibatlorinden istifade edoak:

+U+W) a(gg) (1.60)

(pg) _ 1, 0P _
L= =WV 1.61
ot ot (/) ( )
(1.61) ifadesini (1.60)-da nezere alsaq, o asagidaki sokle
cevriler,:
OF v
—==V| pv| —+U+W 1.62
= {pv[ SrU+ ﬂ (1.62)

(1.57)-den E —nin ifadesini (1.62)-de yerine yazagq:
ofp 2 (v?
U ==V —+U+W . (1.63
6t(2 +p +p8) {pv[2+ + ﬂ (1.63)

(1.63) miinasibetini ixtiyari qeyd olunmus V hacmi iizre
inteqrallasaq vo Qauss-Ostrogradski teoreminden istifade
etsok alangq:

ofp V2 v
+ pU + dV =—|V| pv —+U+W dv =

2
=— Jp[%+U+W)(\7-ﬁ)ds; (1.64)
vo ya
2

2
p%+pU +pg}dv = —-Ip(% +U +W)v,,ds . (1.65)

Sol terafdeki ifades ¥ hecminds olan mayenin ener-

a;
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jisinin vahid zamanda deyigmesini, sagdaki ifade ise onun
S sothinden kegen enerji selini (axinim) verir:

— v v P
N=pb| —+U+W |=pv| —+U+e+~|. (1.66)

2 2 P
(1.66) ifadesi enerji selinin sixliq vektorunu verir ve goriin-
diiyli kimi hemin ifade mayenin tam enerjisine 2 haddi

olave olunmagla alimir. Bu o demokdir ki, mayenin horoketi
zamam verilmis maye hacmi sixilaraq mileyyen is goriir.

§1.9. Mayenin burulganh harokoti

Mayenin potensialll heroketi onun elo herokotine
deyilir ki, mayenin her yerinde rotv =0 Odenilsin. Oger
maye hecminin her hansi bir hissesinde rofv #0 olarsa,
bele harekete burulganh herekst deyilir. Mayenin potensi-
alli horeketi zamam onun her hansi hisseciyinin siir'at vek-
torunu bir skalyar kemiyyetle ifado etmak olar:

v, ). - [ov -
rotv = @L__L l‘+(§V_"_%]j+ ’V—-avx k(167)
oy oz 0z Ox ox oy

Dogrudanda

g Op. Op- Op-
’ ¢ Ox l Oy J 0z ( )
gotiirsak,

Tw Ty e
ifadeleri (1.67) diisturunu eyniliklo &doyir.
Mayeds her hansi qapal1 / konturu iizro

I=d5-dr (1.70)
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ifadesino siir'atin bu kontur iizre sirkulyasiyas1 deyilir.Stoks
teoremindon istifade edorak (1.70) ifadesini ¢evirak
= i-dF=Ii\-roﬁds. (1.71)
! s

Burada S-/ konturunun daxili sahesi, & -ise /-in Xarici
normalidir. Potensialli heraket eden mayeds

rotv=0, TI'=0 (1.72)
Qeydiyyat: Qeyd edok ki, Stoks teoremi bir rabiteli oblast
iiclin dogrudur. Yo'ni / konturunu bir néqteyo sixmaq olar.
Bu ise o demekdir ki, / konturunun daxili ancaq maye
miihitden ibaretdir.

Indi gosterak ki, mayenin potensialli hereketinde ce-
royan xetti qapali ola bilmez. Oksini forz edek. Tutaq ki,
coroyan xetti gapalidir. Onda bu cersyan xatti iizro

r=dv-dr= i-th=Iv2dt>0, (1.73)
lg t {
olar. Diger terafden, hereket potensialli oldugu iiglin
siir'stin sirkulyasiyasi
= \7-dF=j.h’-roﬁdSE0. (1.74)
Iy K]
Bu (1.73) ve (1.74) ziddiyystliyi onu gosterir ki, mayede
corayan xotti qapali ola bilmez.

§1.10. Siir'stin sirkulyasiyasimn saxlanmasi
haqqinda teorem

Teorem: Maye ile birlikde heroket eden istenilen qeyd
edilmis qapali kontur {izre siiretin sirkulyasiyas: sabitdir.

(1.70) ifadesinden zamana gore tam tdreme alib,
(1.19) Eyler tonliyinden istifade edak:
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% =g;‘§‘—"‘ﬁ = %-ﬁ+’%‘;)=4(—VW—'V7U)-ﬁ +d(y—)=
{ I -

v? 1
=<jd(—-W—U) (1.75)
F12

(1.75)-in axirmnci ifadesinde inteqrallama konturu qapah ol-
dugu iigiin inteqral sifra beraberdir, yo'ni I' =const. Bu
noticoni lord Kelvin almig ve Tomson teoremi adlanir.
@ = rotv vektor komiyyetine burulganhq vektoru vo ya bu-
rulganhq deyilir. Heor bir ndqtesinde toxunani burulganh
vektor ilo kolleniar olan xatte burulganliq xetti deyilir. Bu-
rulganhq borusu ele qapal xotlorden diizelir ki, onlann har
bir ndqtesinden burulganhq xetti kegsin.

§1.11. Mayenin potensiall hoeroketinds
hidrodinamikanin heroket tonlikler sistemi

Mayenin potensialli giivveler sahesinde potensiall: he-
roketine baxaq:

f=—_V_U, rotv =0, 17=V¢:b?1=—%? (1.76)

ot
Bu halda (1.19) Eyler tonliyi asagidaki sokle diiger:
2
922, Y wsU|=0. (1.77)
o 2
(1.77)-den aling:
dp v’
L —+W+U=F(1). .78
0.2 ® (1.78)

(1.78) ifadesine Kosi-Laqranj inteqrali deyilir. ©ger

0—>@ + fF(r)dz' ovezlemesi aparsaq, onda (1.78) asagi-
)
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daki gekle diiger:
2

6(01
+—+W+U 0. 1.
o 2 (1.79)

(1.79) diisturu ideal mayenin potensialli giivveler sahesinde
potensialli horoketinin (Eyler tenliyinin) | inteqralidir. Si-
xilmayan ideal mayelor igiin (1.79) diisturu sadslosir.

Dogrudun da, %’Itz = Qolduqda:
divw =0, 7 =Vop, (1.80)

Vp=Ap=0, (1.81)
olar. (1.81) —den gériindiiyii kimi ¢ funksiyas: bircins ellip-

tik tenliyi 6deyir. (1.79) inteqralinda iso VW =92 ifade-

Jo,
sini nozers alsaq:
2
9% v P u_o. (1.82)
o 2 p

olar. (1.81) tenliyini serhad sertleri daxilinde hell edersk,
(1.76) ifadelerinin iigiinciisiinden siir'et vektoru, (1.82)
diisturundan ise asanhigla tezyiq paylanmasi tapilir:

2 a¢
P=—p| —+U 1.83
p[z’L +ar] (1.89)

§1.12. ideal sixilmayan mayelorin miistevi horokoti

fdeal sixilmayan mayenin miistovi herakatini 6yrenak:
Bu halda vy =v, =0 olar. Onda (1.80) kesilmezlik tenliy-

inden alanq:

5
v, Yy . (1.84)
ox Oy
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Indi (1.84) tenliyini eyniliklo Gdeyen y funksiyas: daxil
edek:

y V., 0V,  (1.85)

ey ox
.y -funksiyasina ceroyan funksiyasi deyilir. Ceroyan xattinin
to'rifine gore,

a7 = (dxi + o v, 7 +v, ), (1.86)
Vo ya
BV v de=0 . (1.87)
a v, g
(1.85)-i (1.87)-do yerine yazaq:
dey—vydx=%yyidy+%xl//—dx:dt//:0 . (1.88)

(1.88)-den aling ki, cereyan
Xotti Uzrinde y = const bera-
bordir. Ona gore deo w -yeo
coreyan funksiyas: deyilir. -

Axin miistovisinde ixtiyari
A ve B niqteleri gotiirek ve
asagidaki inteqrali qgiymet-

lendirak:
B

N = [v-ndl (1.89)
p Sokil 1.1
Burada 7 AB eyrisinin vahid
normahidir. Sekilden gértiniir ki,
dl -cos® = dy,

(z .
dl-cosL5+® =~dl -sin® = —dx
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B B B
V= (% 5, O - [ -
N—;‘[vxdy—vydx -J(gdy+—ax—dx}—/;[dl//—l/13—y//, (1.90)

Belolikla, ayrinin her hansi hissesinden kegen maye
seli onun uclanndaki cereyan funksiyalarimin giymetlerinin
ferqine beraberdir. Burulganlilig vektorunu cereyan
funksiyasi ile evez edok

Bv
o=ros , o, =22-P (1.91)
& oy
(1.85) ifadelorini (1.91)-de yazaq:
o'y 8 |
o, =m=_5x¥;._ ay"j =V =-Ay, o=-Ay. (1.92)

Xiisusi halda mayenin potensiallt horekatine baxilarsa,
onda w=rorv=0 olar. (1.81) vo (1.92) tenliklorinden
goriinlir ki, ¢ potensial veo y ceroyan funksiyalan bircins
elliptik tenliklori 6doyir:

Ay =0, Ap=0. (1.93)
Bir terefden,
Op op
Vx=a, Vy=-5 , (194)
diger terafden,
p =, v (1.95)

x ay ’ ¥y ax
(1.94) ve (1.95) ifadelarinin miiqayisesinden alariq:

9 _%y _ov _do (1.96)
ox oy & oy

(1.96) miinasibotlorini teraf-torafe vursaq
Op Oy Op O = =
S L Y =V V=0, 1.97
o oy VY (1.97)

V@lVy alinar. Bu ise o demekdir ki, ¢ =const vo
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w = const funksiyalan ortoqonal xetlor ailesi emelo getirir.
Qeyd edok ki, (1.96) sorti F(z)=¢+iy kompleks dayi-
sonli funksiyanin analitik funksiya olmasi iigiin zeruri ve kafi
sortdir. Me'lumdur ki, istenilen analitik funksiya F(z) iki
qarsiliglt axina uygundur.
@, =ReF(z), w,=JmF(z), (1.98)

vo

@, =Re(—iF(z)), w,=Jm(-iF(z)). (1.99)
Asagidaki sade hallara baxaq

1. F(z)=az, a-heaqiqi odeddir.

o=ax, yy=ay, v,=a; v,=0. (1.100)
Qosa axin ise —iF(z) = —iaz = ay —iax,
¢, =ay, y,=ax; v,=a,v,=0 (1.101)
2. Tutaq ki,
F(z)=mlnz; x=rcos®, y=rsin®,
© (1.102)
F(z)=min(r-e% )=minr+im®,
p=minr;, y=mO®
y, =22_m 0 m>0 (1.103)
or r

(1.102) funksiyast m>0 oldugda menbsys, m<0-
mensabe axini tesvir edir.

§1.13. Ozli sixilan mayelor tgiin
umumilesmis Nyuton ganunu

Gerginlik tenzorunun komponentlorini deformasiya
siir'sti tenzorunun komponentleri ile slagelendiren tenliklera
miihitin reoloji tenliklori (qanunlan) deyilir.

1) Ideal maye iigiin
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o=—PE, 0,=-P6, 1 (1.104)

=
o0, - Kronekker tenzoru adlamir, i = jolduqda 5, =1, i#j

oldugda 6, =0.
2) Iki paralel 16vhe arasinda ozlii mayenin x oxu istiqgame-

tinde birdl¢lili laminar axinmin reoloji tenliyi mo’lum
Nyuton ganununa tabe olur:

o, ov
o, =", O,=Uu* 1.105
P L= U ( )
Burada u-dinamik 6zlik emsali ve ya sadoce olaraq ozlik
amsali, v = It -iso kinematik 6zlilkk amsali adlanir, z oxu ise
ol
16vhelerin miistovilerine perpendikulyar istiqametde yonelir.
di
p=127"23 =1~—q~ (puaz), lsantipuaz =10"P (su iigiin)
st sms

N-s

m2

=10P.

BS sisteminde 1Pa-s =1

(1.105) xstti reoloji tonliyi mayenin foza axinnm sado hali-
dir. Bu gqanunun ¢oxolgiilii sekli Nyutonun limumilesmis qa-
nunu adlanir. [zotrop 6zlii Nyuton mihiti iigiin gerginlikler
tenzoru ve deformasiya siir’stleri tenzoru arasinda xatti ola-
geni hem matris, hem de tenzor goklinde vermek olar:

o=aS+bE;, o,=ag;+b-9, (1.106)
Burada g -skalyar kemiyystdir, b -skalyar kemiyyseti ise ge-
rginlik tenzorunun ve deformasiya siir'etleri tenzorunun xatti
(birinci) invariantlarindan asilidir. (1.106) miinasibeti xiisusi
halda (1.105) miinasiboti ile Ust-iiste diigdiiyiino goro
a =2u olacaq. b-(1.106)-dan xatti invariantlarin beraberli-
yinden tapihir

O+ 0y + 0y =2udivy +3b
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b=%(0'” ro, +o-33)-2?‘u-div17, (1.107)

Diger torafden, sixilan maye ligiin fiziki tesevviirden istifade
edok:

%(0'11 +0,, + 0y, )= —P+ y'divv; (1.108)

burada x'-hecmi genislonme emsali adlanir. (1.108) miina-
sibatini (1.107) ifadesinde yazib, b skalyar kemiyyetini ta-
pangq:

b=—P—(§,u—,u’)div17 (1.109)

a ve b -nin ifadelerini (1.106) —da nezore alsaq, ozlii
maye l¢lin imumilasmis reoloji qanununun matris seklini
aling:

0=2;1.S’+[—P—(§y—u’)div§]-E, (1.110)

Sadelik 1igiin —i— H-u —9% 4 ovezlemesini aparaq. Onda

(1.106) ve ya (1.110) reoloji tenliklerin tenzor seklinds ifa-
dosi asagidaki kimi olar:

Gy=2yéy+(—P—§y%:]-5y. (1.111)
(1.111) tenliklori ozlii-xetti sixilan mayeler iigiin imumi-
logmis Nyuton ganununun riyazi yaziligidir ve bu qanuna ta-

be olan mayelore Nyuton mayeloari deyilir.
Ozlii mayenin (biitdv mithitin) hereket tenlikleri §3-

doki iisulla alinir vo asagidaki sekildedir:
p P pp L P Pon o (4 40

at &, & &, &,

J
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(1.111) realoji miinasibetlerini (1.112) tenliklerinde yerine
yazsaq, alanq:

R YA NI AN
a P a 3alta T E Y A

a1 | & & .
+gx—{ (dc 2 Jj' . i, j=123. (1.113)
i

X, > X, X, = ¥, x; —> z ovozlomesi aparsaq (1.113) tonlikle-

r1 asagidaki sekilde olar:
dv P 270 o o
L= pf, —————\udivw )+ 2 — £+
p—*=pF, 3 5 (i) (ﬂ @c)

dt

(1.114)

o (o"vz 0‘\3) o d’ 0’1}
+—u + =+ —
G & & o'y & o’y
Qeyd edok ki, (1.12) kesilmezlik tenliyi kiitlenin saxlanmasi

qanununu tesvir etdiyinden o o6zlii mayeler iicliin de
deyismoaz qalir

%erivp\_)zo . (1.115)

Qazin kinetik nezeriyyesine osasen onun &zlik
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omsalimin temperaturdan asili olaraq doyismesi diistiiru
asafidaki kimi verilir

372
# [TV L+T, (1.116)
H \T, T+T,

(1.116) Satterland diisturu adlanir, 7, =122K°-Satterland
sabiti adlanir ve T,, x4, - ise qazin baglangic halina uygun

golen miitleq temperatur vo 6zliik emsalidir. Praktikada cox
mosalelerin hellinde sade qiivvet funksiyasindan istifade
edilir

_ﬂ__(lj"
Ky T,

Ideal vo tokmil qazlarin termodinamik hal tonliklorini
yazaq:
k
P=pRT , 5:(—3), k=S (1.117)
1)0 p 0 Cv

Istilik balans1 tenliyi

p‘:: ‘Z) +2u(S )} ——,u(dzvv) +d1v( ugrad — ) (1.118)

haradaki 4 -entalpiya, C » -sabit tezyiqde, C,-ise sabit
hecmde xiisusi istilik tutumu, e -istilik kecgirme smsalidir.

T
C
h=J‘Cp(T)dT , o=t = const
(1]

(1.114)-(1.118) yeddi tenliklor sisteminde yeddi axtari-
lanv, v, v, p,p,T,u funksiyalan istirak edir vo sistem
onlara nazeren geyri-xottidir.

[zotermik proseslerds sixilmayan 6zli mayelorin
hereket tenliklori nisbeton sadelesir ve p.T,u parametrlo-
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rinin sabit giymetlorinde (1.114), (1.115) tenlikleri
asagidaki kimi olur:

dv oP
x = F———~
p dt p x +luAvx’
Dy oF o or, 1.119
pdt = pF, & HAv,, (1.119)
dv, oP
F——+ ,
pdt = pr, HAY,
ov
vv:i?-"i+—i+%=o. (1.120)
ox oy Oz
ve ya vektor soklindo
av o 1, U
e V)y=F-—VP+ZAv 1.1
o aZ+( W s +,0 v, (1.121)
Vi =divw =0, A=(V)% (1.122)

§1.14. Sixilmayan 6zlii mayelorin bo’zi
reoloji qanunlan

Bir sira mayeler: gilli moehlul, parafinler, yagl kraska-

lar vo s. xasselerine gore Nyuton mayelorinden ferglenirler.
Bele mayelorin ozliik emsali siiriigme siir'atinin, deformasiy-
asinm, zamanin vo s. funksiyasi ola biler.
1. Ozli-plastik mayeler: Ogor miihit eyni zamanda hem
o6zliik, hem do plastiklik xassesine malik olarsa ve onun gor-
ginlik tenzorunun kompanentleri 6zlii ve plastiki gerginlik
tenzorlarinin uygun kompanentlerinin cemine beraberdirse,
onda bele miihit 6zlii-plastik miihit adlanir. Bu hipotezam ilk
defe $vedov-Benqam sade birdl¢iilii halda siirligme gergin-
liyi tigiin verilmigdir:
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o, =1, +ya"—éz-’-‘l, r>7, (1.123)
z

Burada u -struktur 6zliik, 7,-axiciigin gerginlik had-
di, v, -iso maye hisseciyinin X oxu istigametinde siir'etidir,
Henki-Ilyusin Svedov-Benqam hipotezasim imumilogdirerek
izotrop ozlii-plastik miihitler {igiin gerginlik vo deformasiya
siirotlori tenzorlari arasinda asagidaki miinasibetleri ver-

migler

o,
o, =-P3, +| ur o | Ly | 2 B v5.s, (1.124)
7. o e ) 37T,

Burada J,, V¥ =divy =0 olduqda, siiriigmo defor-
masiya siir'stlerinin intensivliyidir

v ) (2w, o ’
=0l +H—+—] +
o, ox ) \ox o
2 2 2
+§K2—+% +2éﬁ +2%- +29Vi
ox,  ox, o, o, ox,
Silindrik koordinat sisteminde (1.124) ifadolari belo
c,=—-P+2 ,u+£°— (gv—ﬂ—ldiv\‘:),
L Ner 3
ov
a,, =—P+2 y+r—° l——“+v—’—ldiv17 \
J,Arop r 3
o,=—-P+2 ,u+-— ial——ldlvv
J,Noz 3

tov, Ov, v,
_ Al 1126
ro (ﬂ+J}(r 6(0+6r r} (1.126)
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v, av)
o,=|u+-=
( J2 & or

o 301 5)

div v =0 olduqda,

1ov, v, v, (av, avz)2 1ov, o,
=l —=F+F -2 +| =L+ + +
rop or r oz or r6(0 oz

2
z(avj +2[ Do Yo ) +2(6”] (1.127)
Ox,
(1.126) (1.127) 1fadelermda v,=v,=0,v,=v,(rt) ve

VP =0 qobul etsok, sifirdan forqli gerginlik o, olacaq ve
J,-nin ifadesi sadelagacak
12

o .
—= 1.128
or ( )

Oger V, siir'ati 7-in monoton artan funksiyas: olarsa, onda
(1.128) ifadesi (1.123) analoji soklini alar. 7 <7, oldugda
mayenin axiciligi olmur ve miihit 6ziinii bark cisim kimi
aparnir: € =0. Ancaq bu qanuna gilli, sementli vo s. moahlul-
lar tabe olur.
2. Psevdoplastiki mayelerde axiciligin gerginlik heddi olmur
va struktur ozlilyli siiriismo siir'stinden asihidir. Bele qeyri-
xotti mayelor: antisimmetrik hissaciklerin suspenziyas,
yiiksek polimerli moehlullar: ve s. miihitlori gostermak olar;
T=ké" (1.129)

z,: ké™ = y(é) -zahiri ozliik emsahidir ve n <1 olduqda,
£

o, =
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¢ artdiqca p(£) azalir. Belo mayelore Ostvold-Reyner may-
elori deyilir. »>1 olduqda, (1.129) tenliyi ilo tesvir olunan
mayelore dilatant mayelor deyilir. Daha ¢ox istifade olunan
reoloji qanunlardan asagidakilan gostermek olar:

3. Maksvel mayeleri:

ANy (1.130)
G u
4. Xotti irsi mayelor:
1
¢ =55|% +jh(z E)o,(£)dE . (1.131)

Burada G -siirlisme omsalidir, A(7—¢)-yaddas funk-
siyas1 adlamr ve t=0 anina qeder olan deformasiya tarixin-
den ashdir.

§1.15. Sxilmayan 6zhi mayenin
axinlanmn oxgarh

Tutaq ki, @(7,t), a(7,t), Q(¥,t) gerarlasmamis sahenin
mokan-zaman oblastinda (7,¢) skalyar, vektor vo tenzor ko-
miyyetleri bir fiziki hadiseni tesvir edir. Bu hadiseni basqa
hor hanst |l hadise ilo miiqayise edok. Tutaq ki, Il fiziki ha-
diseni (7,¢) oblastinda @(7,t), a(¥.t), O(¥,t) skalyar, vek-
tor ve tenzor kemiyyetleri tesvir edir. O zaman M(7,t)
mekan-zaman ndqtesi M (7,¢) ndqtesine uygundur deyilir ki,
bu ndqtelerin radius vektorlar1 ve zaman fasiloleri biri o bi-
rinden sade xatti gevirms vasitesi ile alina bilinsin

F=ki(X=kx, y=ky, i=kz), t=kt (1.132)

Oger bu iki fiziki hadiseni tesvir edon ¢,d,0 ve

?,a,0 funksiyalarmin birini o birinden sade xetti ¢evirme
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vasitesile almaq miimkiindiirse, onda bu fiziki hadiseler ox-
sardir deyilir.

?=k,0, a=ka, §=kqQ (1.133)
Burada k&, vektorun biitiin proyeksiyalari, k, ise tenzorun
biitlin komponentleri iigiin eynidir.

Sixilmayan 6zlii Nyuton mayelerinin izotermik axinla-
rnda oxsarliq sertleri iki axinlidir. Tutaq ki, bu axinlarin her
birisinin 6ziine uygun sabit sixh@ ve 6zliyi var. Uygun
masstablar segmeklo (1.119) Navye-Stoks, (1.120) kesil-
mazlik tenliklerini 6lgiisiiz seklo gotirak:

x=Lx",y=Ly',z=L2

u=Vu ,v=W,w=Vw t=T¢

, , . (1.134)
P Pp' ,F,=FF, ,F,=FF, ,F,=FF,
vou v ol o, o
Ta T o a
' 2,7 2,1 2,7
-pp L YV 0w 0w O
Lor  Llat o o
.................. e ———
Vow TV Au® v w ). (14135
T 2 Tyt
' ' 2.0 2.7 2.0
S s e Ay
Lo Ll\a o o
Viow , & .l . (1.136)
Nar Yoy "o

Bura daxil olan kompleks olgiistiz birhadliler oxsarliq
odedleri adlanir.
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L

7T =Sh - Struxal adadi;
1;2 =E, - Eyler adadi; (1.137)
p
V2
L E - Frud adadi;
45 el VL =Re - Reynolds adadi;
4 H

Oxsarllg odadlerinde (1.135), (1.136) tenlikleri
asagidaki sakile diigiir:
ouw o o ou 1
Sh—+4+u' —+V—+w-—= ;
o & @ oz F
1.138
o' 1 |o%w o ( )
- Eu At - 2 + 12 + 2 )
ox'" Re\ox™ oy o7

(')w’ ow' ow' ow'
Sh—+u' —+v —+w — =
or' ox’' oy’ oz’

, [ 621 2_.t 2.1
1, _E6p+i[ w 6w+6w]’

. u +

F ° &' Rel ox? &y? o7’
o L (1.139)
ox' 6y 62

Bu tenliklor 6zlii sixilmayan maye dinamikasinin
oOlgiisiiz gokilde Stoks tenlikleridir. Konkret messlolorin
hellindes (1.138), (1.139) tenliklerine &l¢iisiiz baslangic ve
sorhad sortlori slave edilir.

Farz edak ki, qorarlagmamis heraket eden iki 6zlii si-
xilmayan maye axim bir-birine oxsardir. Onda bu axinlari
xarakterize eden diferensial tonliklerin ist-iiste diismesi
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liciin onlarin oxsarliq adedlarinin eyni olmasi zoruridir*
Sh=idem , F, =idem , E, =idem , Re =idem
Oxsarhigin kafi sertlerinin izahati (1.138), (1.139)
tenlikleri ti¢lin qoyulmus qarisiq meselenin hellinin yegana-
livi haqqinda teoremin isbatinin ¢etinliyi ile alaqedardir.

§1.16. Ozli-plastik mayelerin silindrik boruda gerarlagmig
vo iki paralel 16vho arasinda qorarlagmamig hoarokati

1.Z oxu istigametindo yonelen, en kasiyi daire olan
boruda 6zlii-plastik mayenin gerarlasmis laminar axmim Oy-
renak (sekil 1.2):

m‘z 7 L2220 Tl LUl et Ll d
Sokil 1.2.
T=T,+uE, T,<7T <7,; t=0,1 =1, (1.140)
Burada
d
T SLA (1.141)
dr dr
(1.140)-dan aling ¢
d 7% p<r<r
L ” (1.142)
dr
0 , T<7,

Indi ¢ -uzunluglu boruda olan mayenin tarazliq sertini yazagq:
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7’ AP =1 J.rds = 27ra—l— 7ds =2zar,] . (1.143)
: 2ra;

(1.143)-den aling:

r=BAPa T B o JAPT O qaa
[ 2 a a [ 2
Buradar,-borunun perimetri boyunca olan  siirtiinme
gorginliyidir.
T—T,
dw_dwdr _zydw T TS ST
d drdr a dr (1.145)
0 ;7 <7,
va ya
art-1,
dw | [Ty <T <7,
—— =37 s
ds 0 ;7 <7,

(1.144)-tin ikinci ifadesinden r=a olduqda asagidak: ser-
had sorti aliriq:

T=1, (1.146)
(1.145)-ni 7 -ya goro inteqrallasaq,

% (1 2ty L)(l ——T—), 7,<7<71,,
2u T, T, T,
W=y (1.147)

2

ar T

2[1—— | =const=w,, T<1,.
2u T

Oger 7,-m (1.144) ifadesi ilo evez etsok, (1.147)-
den alaniq:
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azAP{1~i— 4, (I—LH n<r<a
44l a aAP\ a)|
w= (1.148)
a’AP ( L U7,
4ul aAP
Oger (1.148) ifadesinde 7, =0,7,=0 gotiirsok,
Nyuton mayesinin boruda siir'et epyiirasim alariq.
Siir'st epyiirasina osasen borunun en kesiyinden vahid
zamanda keg¢en mayenin hecmini te'yin ede bilarik:

2
) =w,, O<r<p

a

0= ]‘27rwrdr = 7r‘]wd(r)2 = n[rzw] —-ﬂ'arz fiﬂdr -
¢ 0

o g ar
mt ", Ta’t 47z, 1(z Y
=— - = @ 1——-—0+— ' =
,urf, TZ"-T (T TO)dT 4u 37, 3[10)
4 2
_Za APy, dp2nd) 1250 (1.149)
84 | 3larP) 3\ anP

2.1ki paralel 16vhe arasinda sixilmayan ozlii-plastiki
miihitin qorarlagmamis axinina baxaq. Ferz edek ki, heraket
X -oxu istigametinde, XOZ miistovisine nezeren simmetrik
bas verir. Burada Z oxu lovhelere, ¥ oxu XOZ miistovisi-

no perpendikulyar yonslibler. Onda v, =v, =0, % =0 olar

vo kasilmezlik tenliyinden &v,/8z =0 alarq. Qoabul edek
ki, <0 olduqda alt I6vhe terpenmezdi, iist 16vhe ise -v,

sir'eti ilo hereket edir. Tutaq ki, >0 oldugda, her iki
16vhe mileyyen siir'stle hereket edir ve axin istiqamotinde
tezyiq diisgiisii yoxdur. Bu halda (1.119) heraket tenliyin-
den alangq:
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ov, _ 0%y,
a e

Lévhalerin horeket zaman: sert niivenin emele golme-
sini nezero alsaq, (1.150) bircins parabolik tip tenlik iigiin

baslangic ve serhad sertlerini bu sekilde vermok olar:

(1.150)

vxmg=~%¢,t=o (1.151)

v (2,1) ov 7,

AL SILP R, s S NP N ¢ 1.152
PY o pZO(l‘) z = zy(1) ( )

h-16vheler arasindaki mesafs, Z, -niivenin dl¢iisiidiir: (1.151)
baglangic serti mayenin qerarlagsmis hereketinin diferensial
tonliyinin hellidir. Dogrudan da 7 <0 olduqda, qorarlasmis
axmmn analitik isulla GSyrenilmesi, agagidaki moselenin
helline getirilir:
d2
dz

v.=-v, z=h v =0 z=0.

=0, v, =¢z+c, (1.153)

Buradan mayenin Kuett axininmn ifadesini alanq:
Yo
V =——2 1 .1 54
X h ( )

Niive sert (deformasiyaya me'ruz qalmayan) miihit ol-
dugu iiclin onun 6zlii maye ilo gdriisme sethinde toxunan
gorginliyi o,,(z,(f)) =0 vo hereket tenliyi (1.151) seklinde
olar.

Indi niivenin &l¢iisiiniin doyisme qanunu verildikds,
15vhelerin siir'stlorini to’yin edok:

z,(t) = at . (1.155)

Burada o moechul emsaldir. Aydindir ki, ¢=0
oldugda, z,(0)=0, v(0,0)=0 olacaqdir. (1.152) serhed
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sortinin ikincisini inteqrallasaq, alanq:

v.(zy,t)=——L (1.156)
pa
(1.150) tenliyinin avtomodel hallini
v, = AL f(E), &= f f e, (1.157)

soklinde axtaraq. (1.157) 1fadasm1 (1.150) tenliyinde veo
(1.151), (1.152) serhad sertlerinde nazere alaq

L) 1¢)-0 (1.158)
f&=-1, dj;l(f) 0,&= 4’0»0{\/5 (1.159)

(1.158) ve (1.159) messlesinin holli Qausun xata funksiyasi
ile ifads olunur:

Ler-g

f(¢>=\/g(fef‘f‘*[cb(éo)—@(a]—e'i : (1.160)

2 %y
o¢) == [,
0

pa’
vx=—A\/§ze4“ o Z L |-0a __p_\ -
4u Vi \2u ZﬂJ

—Aﬁexp[—ﬁ(—zi—azﬂ. (1.161)

t

(1.161) ifadesini (1.151) baglangic sertinde nezers alaq, a-
n1 tapmaq {igiin belos bir tonlik alangq:

2

A\/E 72{1 cp( \/7}}”—0. (1.162)
4u 2u h

Siir'et iiglin alinmms (1.161) diisturundan istifade etsok iist
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v.(h,t) ve alt v (0,7) lovhelerin siir'atlorini tapariq. Bela-
likle, ozlii-plastiki mayenin parametrlori 16vheler arasindaki
mosafe vo Vv, siir'ati verildikde, niivenin élgiilerini vo 16v-
helerin siir’atlerini zamanin her bir aninda tapmaq olar.

§1.17. Ozlii sixilmayan mayenin miixtolif en
kosikli borularda qorarlagmug axim

1. En kesiyi ellipis olan silindrik borudan axan maye
mosolesine baxaq. Borunu miistevi en kesiyi iizerinde
gotiirilmiis OXY koordinatlarinda ellipsin tenliyi

2 2
x
_z+zz_
a b
soklindedir. Burada a,b-ellipsin yarimoxlandir. Kasiyin
konturunda maye hissacikloerinin siir'stlorinin sifra berabar

oldugunu nezere alsaq, siiretin ifadesini belo yaza bilerik:
2

x* oy
w=A[ -;_?] (1.164)

A sabiti mayenin qerorlasmis (1.119) hereket tenliyinden
(v,=v,=0, v, =w(x,y)) teyin edilir:
oP _ [(J'w J*w) OGP AP
— =yt - 1.165
oz ﬂ(&x2+5zz) oz 1 (1165)
Burada /-borunun uzunlugu, AP >0 ise onun uc ndg-
tosindaki tezyiqler forqidir (diiskiisiidiir):
212
?_A(—l?+i2)=é£, 4=22 @b 4 166
a b ul 2l a” +b
(1.164) ifadesinden

-1 (1.163)
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AP a*b? x* 3
=am(l-“-3’—]. (1.167)

Bu ifadeden goriiniir ki, maksimal siir'et elliptik borunun oxu
iizerinde (x =0,y =0) olacaqdir:

Ap a’b’
= PP (1.168)
(1.168) ifadesini (1.167)-de nozers alsaq, tapangq:
2 2
w=w (-%_%J (1.169)

Elliptik borunun en kesiyinden vahid zamanda kegen
mayenin hacm itkisini hesablayaq:

0= {[waxdy=w,, _ﬂ(l——-—)dxdy —2-abwmx—

3 3
. mabAp (1.170)
4ul ia +b )
Ellipsin sahosi S=zab disturu ile to'yin olunur.
(1.170) ifadesinden orta siir'sti tapaq:
0 1 AP % 1
Wy =——=—W, = =W -
* mab 2 4l a 10 2
Tutaq ki, silindrik borunun en kesiyi daire geklindadir.
Onda a=5, x* +y* =r* miinasibetlorindan istifade etsok
2 2
W= Wy l—r—2 , Wae = a’ AP =2w, (1.172)
a 4ul d
(1.170)-ifadesinden en keosiyi daire olan boruda vahid
zamanda hecm itkisi tapilir:
7 a‘AP
Q= s
y7/)

(1.171)

(1.173)
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En kesiyi dairoevi olan silindrik borudan kegen sixil-
mayan 6zlii mayenin laminar qerarlagmig axin1 zamam vahid
zamanda hacm itkisi borunun vahid uzunluguna diigen tezyiq
diiskiisii ve dairenin radiusunun dérdiincii derecesi ile miite-
nasibdir.

2. Sixilmayan Ozl mayenin en kesiyi dérdbucagh
olan boruda axin moeselesine baxaq. Diizbucaghnin
OY oxuna paralel olan hiindiirliiyiinii 22, OX oxuna paralel
olan terofini 2ceh ilo isare edok. Burada @ ixtiyari miisbot
sabitdir. OZ oxunu diizbucaqlimin merkezinden axin istiga-
motinds yonoaldek ve Olgiisiiz deyigenler daxil edok:

E=x/hn=y/h, W =wul/(iAP) (1.174)
(1.174) ifadesini (1.165) tenliyinde yerine yazsaq, alangq:
2 2
oW oW _ . (1.175)
OE? 0”77

Diizbucaqlinin konturu lizerinde agagidaki serhad serti
Odenilir
w =0, &=+, In| <1, (1.176)
W =0, n==zl, El<e.

(1.175) tenliyini hell etmok i¢liin mo’'lum Furye sirasindan
istifads edak:

Z:(—1)" Sl %, r <1

0, lf|=1

(1.177)

Helli (1.177) ifadesine uygun
W= ZY )cos(2n+1 z ) n=0123... (1.178)

soklinde axtaraq. (1.177), (1.178) ifadelorini (1.175) ten-
liyinde yerino yazib, emsallar1 beraberlegdirsek, alarq:
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2
Kﬂ_(ﬁﬁ) Y, =_fiiil_)"_, (1.179)
2 = 7 2n+1

Y =0, n==xtl.
(1.179)-tenliyinin iimumi helli

Y= +B,,ch(2n+1£n) +C, h(2n+l ﬂn) (1.180)
2 @ @
olacaqdir. 4, sabiti (1.179)-tenliyinden to'yin olunur.
16’ (-1)
4= 7 (2n+1)

(1.179)-serhad sertlerinden istifade etsok, B, vo C, sabitlo-
rini tapangq:

Bnch(2n+llj+C,,sh(zn-'-l—fi):—-/i,,,
2 @ 2 @

Bnch(2n2+17r) C, h(2n2+17r)=_4'

®

(1.181)

(1.182)

_ _ 4
C, =0, B, = ——_————(2n+lﬂ)' (1.183)
ch e
2 @

Sabitlerin ifadslerini (1.178)-de yazsaq, siir'stin
Olgiisiiz ifadesini alangq:

cy | A5 e

@’ & (-1 2 @ 2n+lnx
P §(zn+1)’1 217 ol %51 56)
2

(74

(1.184)
vo ya siir'stin 6l¢iilii ifadesi
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2n+l =
_l6& AP () | - c’{ 2 E”J co:(znn@)
7 W Z0n+)) ch(-z”—“-”—) 2 &
2 &
(1.185)
En kesiyi diizbucagl olan boruda vahid zamanda hocm itkisi
(1.185) siir'st paylanmasinin kémayi ile te'yin edilir:
2h 2ceh

Q=ijdxdy=fiwh4x

ul
l6_1024(, ree 1 dme Y|_AP._.
[3 née(th 5 33”‘ 5 )] 1a @ 1(@)(01.186)
Buradan
w 0 Ath'f(aa), (1.187)

>~ 4eh® 164l
A miiqavimet amsalim bele bir diisturla ta'yin edilir:

AP =L P (1.188)
2h 2

(1.188) ifadesinde w,, ifadesini nezere alsaq ve Re = w,, 2k
v

ilo isare etsok, onda miiqavimet emsalim te'yin ederik:

128

= . 1.189
Ref(®) ( )

(1.185) diisturunda =1 gétiirsok, en kesiyi kvadrat olan
boruda, @ — - miistovi boruda axin masolelarini Oyronmig
olargq.
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Il FOSsIL
SORHOD TOBOQOSI
§2.1 Oziii dalgalar

Ozlii dalgalar adlanan meselaye baxaq. Tutaq ki, son-
suz lovhe 6z miistevisinde periodik regsler edir. (sok. 2.1).
XY koordinatlarim1 16vhe iizerinde, z >0 oxunu ise saquli
istiqgamotde yuxart yonoldek. z > 0 fozasini 6zli sixilmay-
an bircins maye tutdugunu ve VP =0 oldugunu gebul edsk.
Lovhenin x oxu boyunca raqsi haraketini

o =voexp(—iat), v,| =v[| =0 (2.1)

Xiz= z=0

v

soklinds verek. Oger maye ideal olarsa, 16vhe ve maye ara-
sinda  siirtiinme  qiivvesi olmayacaq ve z>0,
v, =V, =v, =0 sorti odeni- A

lacok, yoni maye siikunstde <

qalacaq. Lakin lovhe his-

. soclyl ise 'x oxu istiqame-
“tinds yerini doyigecek. :
Maye ozliidiirse, ya- / x
W

pisqanliq gortine osasen,
maye hissaciyinin  siir'ati
1ovhe iizerinde (2.1) seklin- Sokil 2.1

do verilocok. Maoselenin

simmetrikliyindon v, =0 olur ve diger iki siir'et kompo-

nenti ancaq z feza koordinatimn ve ¢ zamammn funksiya-
lan kimi deyisir;

v, =v[(zt) v,=v,(z1), P=P(zt) .
Sixilmayan mayeler tigiin (1.80) kesilmezlik tenliyini yazagq:
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ov., Ov

< 4+—=2=90 22
& Oz (22)
vo ya
oV, =0, v, =const=0 -
oz
Navye-Stoks tenliyinden yaza bilerik:
; _
v, =vz~vf—, v=HF. (2.3)
a Oz P

(2.3) xatti bircins istilikkegirmo tenliyidir. Onun (2.1) ser-
had sertini 6deyen hellini

v, = v, expli(kz - wt)] (2.4)
soklinds axtaraq. (2.4) ifadssini (2.3) tenliyinde yerine yaz-
saq, dispersiya tenliyini alariq:

k= \/? = i(1+i)\/% 2 (2.5)

v, -stir'atinin ((2.4) ifadesinin) z —» o mehdud olmas ii¢iin

Imk>0. Ona gore de, (2.5)-in miisbot isareli ifadesi
gotiiriilmiigdiir. Bu halda

vl ([Pl {(Ee-w] o

(2.6)-da v, -siir'etinin “€” dofo azalmas ligiin h = i ol-
@®

malidir. ©Oger x — 0 olarsa, onda v, -0 ve h— 0. Bu ise
onu gosterir ki, ideal mayelorde heyecanlanma bag vermir
ve Ozli qat yaranmur. (2.4) ifadesi 6zlii mayelorde heye-

canlanmalann yayilmasim tosvir etdiyi ti¢iin ona 6zlii dalga-
lar deyilir.
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§2.2. Keyfiyyet miilahizolori

Tutaq ki, 6zlii maye bark cismi axib kegir. Navye-
Stoks tenliyinde 6zliik emsali x azaldiqca pAV 6zliik hed-

di do azalir. Bize elo golir ki, v= (%) — 0 olduqda, ideal
mayenin cismi axib ke¢gme halim alariq. Bu bele deyildir.
Ozlii heddin inersiya heddine olan nisbatini giymetlendirek

i HE l
2
LYol Re=™ (2.7)

ip(vv ’ pv% v/ Re’
Burada / meoselenin xarakterik miqyasi, v,-ise axmin xa-
rakteristik siir'atidir. (2.7)-don goriindiiyii kimi
- E Re — (2.8)
olur. (2.8) sartiponu gosterir ki, Reynolds ededinin ¢ox

boyiik giymetlerinde 6zli hedd inersial hadde nisbeten ¢ox
kicikdir. Bu ciir giymetlondirme axinin her yerinde dogru-
durmu?

Lakin cismin sothinin lap yaxinliginda, serhed tebaqesi
adlanan oblastda, Reynolds ededinin bdyiik olmasma bax-
mayaraq bu haddler eyni tertibden ola bilerler. Belslikla,
bork cisim iizerinde maye aximmi iki oblasta ay:rmaq olar.
Birinci oblastda miieyyen 4 qalinligh ele serhed tebaqesi
gotiiriiriik ki, orada sethin iizerindeki maye hissaciyinin
¥ =0 siir'ati teqriben v, axin siir'etine qader deyissin.

Siir'atin serhed tebaqesinde bu ciir deyismesi uAV
heddi ile elaqedardir ve |pAV|~ uv,/h’ heoddi Navye-Stoks

tenliyinde bagqa hedler ilo eyni tertibden olmalidir. Bu
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hedlerin eyni tertibdon galmas: iigin u azaldiqca v,/A’
nisboti bdyiimelidir, yo'ni h kigilmalidir. Belolikla, uAv
haddini | oblastda xz — 0 oldugda atmaq olmaz.

Il oblast iso ideal maye-
nin herokati ilo xarakterize

edilir. Axim iki oblasta ona z z=4lz)
gora aywirlar ki, Il oblastda ]/‘
ideal mayenin heroket ten- Vi

liyini~ Eyler tenliyini (ten- [\ Z
liyin tertibi azalir), | oblast-
da ise sadologmis Navye-
Stoks tenliyini hell etmali Sokil 2.2
oluruq. Ozlii mayenin nazik,
yanm sonsuz 16vhe {izerinde axin masselesine baxaq. Tutaq
ki, 16vhe Z = 0 miistavisi {izerindadir (sok. 2.2).
Bu halda asagidaki messleni holl etmeli olurugq:
@+(V.V) s=-L L Eas we=, (2.9)
a p P
{"x =V, =V, =0, z=0;, x20.

SHH

(2.10)

oo =Ver ¥V, =v,=0; x—>-00
Masalenin simmetrikliyino asasen yaza bilerik:
v, =0, v, =v.(x,2,1), v.=v,(x,z,t):
x >> h(x) serti daxilinde qiymatlendirmelor aparaq:
2 2=
=273
P pl&° &
Diger torefden, maye aximinin X oxu istiqgamatinde ol-
dugunu nezere alsaq, v, >>v_olar veo

JHEL N (2.11)
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LA 0 12
@C~ ’ ()

X

(59}~

(2.11) ozli ve (2.12) inersiya hedlerinin baraberliyinden
h(x) tapmaq olar’

2 b
Yo . N G
~ h(x) (Vo} =7 (2.13)

oger Re = YoX s sorti ddenilerse, onda serhad tebeqe-
v

Vo

YH (x)

sinden kenarda 6zLii heddi atmaq olar.
[ndi 18vha iigiin uygun Reynolds adadi qebul edok:
Reg _ voh(X) X _ m (2.14)
1% h(x)
Eyni zamanda, maye seli terefinden 16vhenin vahid sathine
to'sir eden 6zlii qlivveni te'yin edok:

|4

ﬁ) 0'\1 vo wg 72
215
N B ™ P p( ) (2.15)

Buradan miiqavimet emsalini asanhqla tapangq:
b
)

G = ~ | ===, 2.16
©ool VX Re ( )

(2.16) ifadesindon goriindiiyii kimi 16vhenin Reynolds ade-
di bdyiidiikce, onun miiqavimet emsali azalir.

§2.3. Sorhod tebogosinin Prandtl tonlikleri

(2.13) ifadesindon goriiniir ki, Reynolds adadinin gox
boyiik giymetlerinde serhed tebeaqesi naziklesir. Bu halda
Prandt! sorhed tobaqgesi oblastinda (| oblast) Navye-Stoks
tonliyini sadelesdirmigdir. Ovvelki paraqrafdaki meseloye
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baxaq (sek. 2.2). Tutaq ki, sixilmayan mayenin yarimsonsuz
XOY lovhe lizerinde axim1 XOZ miistovisinde bas verir.

. . ) J
X oxunu axin istigametinde yoéneltsek, v, = 0, — =0 olar.

@
Sixilmayan mayeler ligiin Navye-Stoks ve kesilmezlik ten-
liklerini yazaq:

o, . &, 1P (v, O,

R A i A e el
a & ‘& pa& \& & 217
AN SR N N ok i '
4V, E 4y, E = — Y| —E =
a a"a s & a

2’: +%=o | (2.18)

Serhed tebaqesi oblastinda 0 < x < A(x) asagidaki miinasi-
batler dogrudur -

a 1 J 1
vV, DV, , =~
& h(x) & x
X VoX
hx~ <<x, Re=—">>1 (2.19)
v Re 4

| oblastda kesilmezlik tonliyini sifirdan h(x)-a qodsr
inteqrallayaq:
h h
J‘@dz=—'|.évidz, v,]
0 & [ &

zlz=0 T

h
v, (h(x)) = —YQ%CQ, vz~Vo_x(JQ <<V, v, <<v, . (2.20)

Indi (2.17) tonliyinds inersial hedleri qiymetlondirek:
&, &, v(; &, &, v: h(x)
ey v a ax x
(2.21) miinasibetlerini (2.17)tenliklerinde nazers alaq:

(2.21)
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1P vq  10P vih(x) h(x)
pdg~x , p&"’;‘ x , T<<1 (222)
vo onlar! miigayise edok gk >>—01€
qay: o Py %

Belolikla, | oblastda P tezyiginin z-den asihlifimi ne-
zoro almayaraq P = P(x,t) kimi qebul etmok olar. I obla-
stda P(x,z,t) tozyiqi ideal mayelerin hidrodinamik tenlikler
sisteminden tapildiqdan sonra P(x,z,t),_,,, = P(x,t) serhad

sortinden | oblastda tezyiq paylanmasi te'yin edilir. | oblast-

da

Fv, v Fv, v Fv, Fv,

Y aw & a @8
giymatlendirmelerini (2.17) tenliyinde nezere alsaq, Na-
vye-Stoks tenliyi sadslaser 4

2
Py +V, P, +v, Py =—l—5—P-+ﬁa :" , V=0 (2.24)
& 074 p& p &

Indi (2.24) Prandtl tenliklerini inteqral sekline geti-
rok. Bunun igilin (2.18) kesilmezlik tenliyinden istifade
ederok, inersiya haddini ¢evirek:

& &, &

+v, > =v, P +-0;’-Z-(vxvz)—v =

v X

&

(2.25)

=-§(vi)+—j;(vxv,

(2.24) tenliyini z-o goére sifirdan h(x)-a qoder in-
teqrallayaq |
o, . Ma? » hoP
j "dz+j tdz vy, =-——+v* (2.26)
; § Ox pox Oz

Tutaq ki, v,_, =v,. Onda asagidak: miinasibatleri yaza bile-
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rik:

h(;‘c) h
I a”‘dz=i vxdz—voéﬁ
. a ot ; ot
h ov? k
[tz =2 [z -3 22 (2.27)
g & a ;g 7
h h h
ov ov, 7 oh
VY.l =V —voa[ dz=—v06|‘gdz=—v00}jv dz+v; — "

=0 (z2h(x) oblastinda maye ideal

z=h
«|,_, = 0)- Yuxandaki ifadeleri (2.26) ten-

liyinda yazsaq, alanq:

h

L vdz—v, 24 5j2dz voaj d=—tP B
ajl” ot & pox p |,
(2.28)

(2.28) tenliyi birinci defoe Karman terofinden alinmigdir.
Ogor | oblastda v, siir'sti me'lum olarsa, onda (2.28) ten-

liyinden serhad tebegesinin qalinlifim to'yin etmek olar.

§2.4. Qorarlagmis miistovi serhad tebaqosi
mosalosinin toqribi hoalli

Ogoer sorhoad tebeqesi oblastinda mayenin miistovi ge-
rarlagmis heroketine baxilirsa (gek.2.2), onda P tezyigi anc-
aq x deyisenin funksiyas: kimi gotiiriiliir ve (2.25) Prandtl

. o em . . dP .
tonliklerinde P-den x-o gbre téremeni tam térome — ilo

avoz etmak olar. Ikinci oblastda ideal mayenin nazik serhad
tobeqesi iizerinde axmin siir'stini, serhed tebagesi olmadi-
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qda, ideal mayenin 16vhe lizerindeki siiriisme siir'stine
U(x) beraber gotiirmek olar. U(x) siir'sti serhad tebaqe-
sinin xarici serheddindeki siir'sto uygun oldufuna gore, o
xarici siir'et adlandirilir. Beloliklo, sabit potensialli giivveler
sahesinde |l-oblastda mayenin hareketini burulgansiz qebul
etsok, Bernuli teoreminden alariq:
1dP_ ydU (2.29)
p dx dx
(2.29) ifadesini (2.24) tonliyinde nezere alaq:

2
x+vx6v"+vz%=Ud—U+vav2" (2.30)
ot Ox 0z dx 0z
Mo'lum faktdir ki, # =0 baglangic anda 16vhe lizerin-
de sorhed tebeqesi yaranmir ve maye l6vhonin sethi iize-
rinde siiriigerok heroket edir. Zamamn kicik giymetlerinde
cox nazik serhed tebeqgesi emele gelir ve orada siir'st sifir-
dan ¢ox az ferglenerek, xarici U(x) siir'stinin qiymetine
beraber olur. Bu halda (2.30) tenliyinde konvektiv hedlori

diger hadlerle miigayisede atsaq, birinci yaxinlagmada pa-

rabolik tip tonlik alang;
2
?—;‘;—wz;jl, (2.31)

Bu halda (2.30) ve (2.18) Prandtl tenliklorinin baslangic ve
sorhoad sertlori agsagidaki kimi olar:
v.=U(x) v,=0; z=0; t=0.
v, =0, v, =0, z=0; t>0.
v,=U(x), z-—>w; (2.32)
v, =U(0), x=0; z20; t=20.
(2.31) tenliyinin avtomodel hallini
w =U) £(), 1=2/2n) (2.33)
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soklinde axtaraq. (2.33) avtomodel hallini (2.31 )-de nozere
alaq:
2
I ondh g (2.34)
dn dn
(2.34) diferensial tonliyinin helli Qausun xeta funksiyasi
soklindedir.

/= Erfn = % [e”'ay (2.35)

Birinci yaxinlagmada iifliqi », siir'atini analitik tapariq:

u, =U(x)Erfn (2.36)

(2.36) ifadesini (2.18) kesilmezlik tenliyinde yerine yazb,

v, = v, ile isare etsek, birinci yaxinlasmada v, saquli siir'ati
ta'yin edirik:

v =<2t %{qun—%(1-e-ﬂ’ )] (2.37)

Ikinci yaxinlasmam tapmaq liglin v, ve v_ siir'stleri-
nin aynhginda (2.36), (2.37) birinci yaxinlagmalarin ifade-
lerini nozers almahyiq

VoS tuy o, V=V 4y, 4o (2.38)
(2.38) aynhisi (2.30) tenliyinde yerino yazsaq, parabolik
tip qeyri-bircins tenlik alanq:
J%u, ou, du:  Jy, o,

Vs ——=-U—+uy —+v, L=
oz a dx &
dU(x) 2 .2 }
=U—=2|Er ——fre 7 Erfp—1+2 71 (2.39
t [ fn=me " By =142 7 e )| 2.39)
u, —siir'stini bu sekilde axtarsaq,
u, =1U dU(x) f(n), (2.40)
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(2.39)-dan alangq:
2 , 2
‘iﬂzz +2,7d12 ~4f, = A{Erfzn——\/%ﬂe“”_Etﬁ-l +—7;_(e"’1 -—e*z”z):](ZA‘l )
(2.41) tanhymin halli beladir:

1 2 2 4 2
77———22—1E N-—=rme Erfn—1+ —e +
F2(m) 2( n ) Erf°n =Te rfn 3 e

.-%e'zﬂ’ +an® + )+ ﬂ{g(znz +1)Erfn+ne-ﬂ’](2.42)

burada @ ve B inteqrallama sabitleridir. f, funksiyasi iigiin
sorhed sertlori (2.38) ayriligindan (2.32) sertlerinin kémeyi
ile alinir:

L =0,n=0;  f,(m)=0,17->x, (2.43)
(2.43) sorhod sertlerinden istifade ederek, (2.42)-den a vo
[ sabitlerini tapariq:

=—(1+—£]z—l,212; p= L
3z

N [1 + i)
3z

(2.42)-ifadesini (2.40)-da nezero alsaq, u,-siir'atini to'yin

ederik. Kesilmazlik tenliyinden istifade ederek, v,-ni tapa-

ng: zr[ S dU(x) (dU(x)W{%F( 4)

&L

~0,804 (2.44)

5 (2172 -3n)Erf’n + —6-——\/; [4 —@7? =™ ]Erﬁ) - (2.45)

Ljert 432 2Y2.0, )
—n—é;r»ne 3\/;Erf(n\/§)+(l+3ﬂj(3q +77)
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1 4 \/; 3 1o -
*ﬁ(”é}?){?(z" +3n)Erf77+§(77 +1e ]

Eyni qayda ile iiglincii, dérdiincii ve s. yaxinlagmalar tap-
magq olar. Absis oxu iizerinde ayrilma néqtesi ve ona uygun
golon zaman (ayrilma miiddetini)

[5")‘) “0 voya [%] ~0  (246)
92 ), on =0

tonliyinin kokii ile te'yin edilir.
Ogor ayrilmanin absisini x, ve ona uygun golen za-

mamn ¢, ilo isare etsak, ikinci yaxinlagmada alangq:

1+ (1+——)(dU}0r —0. (2.47)

Buradan
1

(”i](—‘éfl |

Ayrilma-serhed tebagesinin xarici serheddinde siir'atin
absise goro téromesinin manfi qiymstleri oblastinda bag ve-
rir vo an avval bu ayrilma téremenin miitleq giymaetine
maksimum veren ndqtaden baglanir. (2.48)-den gériindiiyii
kimi cismin sothinde ayrilma miiddeti onun fiziki xassolo-
rinden (sixligdan, 6zliikden) asili deyildir.

Xisusi halda a radiuslu silindr gotiirek ve x-i ¢evro-
nin qdvsl boyunca kritik négteden hesablayaq:

= (2.48)

a

U(x)=u,_sin>, W) _yu, (EJ (2.49)
a dx a a
U(x) U, . -
Buradan max|——— =2—= ifadesini (2.48)-do nezero al-
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saq, hereket baslanan andan serhad tobeqesinin arxa tere-
finde kritik néqtenin ayrilma vaxtim tapinq: -

fy=——t 203512 (2.50)
4 u
2(1 + ——)uw ®
3
§2.5. Qorarlagmug miistovi sorhed tebeqgasinin
tonliklorinin avtomodel holli

Yarimsonsuz nazik 16vhe iizerinde sixilmayan maye-

dP
nin gerarlagmis axin meselesine baxaq. — =0 olduqda,

dx
Prandtl tenliklerini yazagq:
2
vx(?;‘+vz aavx =VZZV;, 2.51)
4
Z"; + 2220 (2.52)
74

z

Coroyan funksiyas1 v, ___56_1//", =—%’” daxil etsok, kosil-
4

moazlik tenliyi eynilikle 6deniler, (2.51) hereket tenliyi ise
agagidaki soklo diiser: '

2 2 3

Q_'/{a‘”__‘?_'ﬂa_'/z’zva_'/;_ (2.53)
0z Ox0z Ox Oz 0z

OX oxu l6vhenin iizerinde simmetriya oxu oldugunu neze-

ro alsaq, yazanq

2
%:%’:o, w=0;2=0 (2.54)

limv, = lim gﬂ:O

>t 1>*o Oz

(2.51)-(2.54) mosoloesinde x -0 nezeren serhad sorti istirak
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etmir vo v, =v, =0 onun trivial helli olur. Bu ziddiyyeti
aradan qaldirmagq ticiin (2.51) tenliyini (2.52)-nin kémeyi
ile asagidaki seklo gotirek:

2 2
o, | Oy, 0, (2.55)
Ox 0z 0z
(2.55)1 z-e gbre —co-dan + o qoder inteqrallayaq;
%_!vadz +(vv, ) = v(aa‘;" )_w (2.56)

Yuxaridaki serhed sertlerinden istifade etsok, (2.56)-dan
alangq:

g; jvfdz =0, Ivfdz = const (2.57)

—o0

(2.57) beraberliyinin her terefini sabit p sixligina vuraq:
Ipvfdz = J, = const (2.58)

(2.58) diisturundan bels neticeye golirik ki, I6vhenin ixtiya-
1i en kesiyinden kegen mayenin hereket miqdan sabitdir.
J, kemiyyetinin verilmesi mossleni tamamile miiayyen
edir. (2.58) diisturundan ¢ixir ki, (2.51)~(2.54) moselosinin
trivial olmayan halli var. Olgiiler nezariyyesinin koémayi ile
(2.53) tenliyinin avtomodel helli

Jy (x)% Jy oz
_ o (x R /Y 2.59
v="rlZ o). 7 . (2.59)
soklinde axtanilir. Burada L =J;(w;),v,-aximn xarakteri-

stik siir'stidir. (2.59) ifadesini (2.53) tenliyinde ve (2.54)
sorhed sortlorinde yazaq:
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3 2 2
MAK"—“’J +92 <"]=o (2.60)

2.0, 5=0 (2.61)

n->le dn
(2.58) inteqral sortini bir daha ¢ evezlemasinde yazaq:

do
_l(dnj dn=1 (2.62)

(2.60) tenliyini (2.61)-in birinci iki sertini nezere alaraq,
inteqrallayaq:

dp 1 d q)
——+-p—L=0 2.63
Vo 32*0 olduqda, ¢ = @, olarsa, (2.63)-den tapariq:
n
dp 1¢,
Y 2 p? - 2.64
dn 6(% v*) (2.64)
Yeno do (2.64) tenliyini inteqrallayaq
1
Q= %th(g 40077] (2.695)
(2.62) sortinden istifade ederek, ¢,-1tapaq
dé 3\P
1, =3|= 2.66
jch > #0 =15 (2.66)

(2.65) ifadasml (2.59) nezere alsaq, i -corsyan funksiya-
sini tapariq

w=1651320% ) 027525 Lo 2 (2.67)
2 Y
P PV x73
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Aximn siir'et komponentlori y funksiyasi me'lum oldugda
asanligla tapilir. Cereyan funksiyasinin fiziki ma’nasindan
istifade ederek vahid zamanda en kesikden kegon maye
hacmini to'yin edok:

0=2p)..., =3302: %2 x . (2.68)
Yo,

(2.67) diisturuna osasen siir'stin {ifiiqi komponentinin profi-
lini z-den asihi qursaq, bu profilin

v, =V, siné, §=§—lz (2.69)

funksiyasina aproksimasiya etmok olur. Bu aproksimasiya-
mn dogrulugunu tecriibeden almmmus nsticeler de tesdiq
edir. (2.69) ifadesini Karman tenliyinde yazib, asagidak:
inteqrallar hesablayaq'

h

J.vx = vo — Ism &dé = glzvo
0

n /2
Iv dz = n &dé = 2_th .

Naticade h(x) sarhad tebaqesti iiciin adi diferensial tenlik
aling:
hg’fz_ _v n?
A vy, 4-1m
(2.70)-tonliyinin A(0) = 0sertindo halli bu ciir olar :

h(x)= \/ \/; 2.71)

Buradan goriiniir ki, serhad tebegesinin galinlifi x-in
kokii ile diiz, v, siir'atinin kokii ile tors miitenasibdir. Maye

(2.70)
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torofinden 16vhenin vahid sethine te’sir edon giivveni he-
sablayaq:

F.| _1 _ol4-m v

Buradan L uzunluglu ve vahid enlikli 16vheys to’sir
edon qiivveni ve miiqavimet emsalim tapagq:

F-Lffdx—l 2,(——4_” 20 —‘1—1/—4‘”2”“
; 27N T 2 o JRe
vV

Re= Dot (2.73)
1%
¢ o 2F _ 131
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Il FosIL
MAYED® SOTHI VO DAXILI DALGALAR.
§3.1. Hidrodinamika tonliklorinin xattilogmosi
Mayenin  qororlagmus  hereketini  tasvir  edon
hidrodinamikamn tenliklor sistemi gqeyri-xattidir. Agirhq

qlivvesi sahesinde (1.19) hereket, (1.12) kesilmezlik ve
(1.22) hal tenliklerini yazaq:

é‘z+(g._v")§:—2}i~g—v-z—2§xﬁ, (3.1)
a p

P +9(pv)=0; (3.2)
P _| @) dp_ 4P (3.3)
d \dp) d &

burada gVz - agurhiq qiivvesi, 2Q x ¥ -Kariolis qiivvesidir.

Ogor mayenin horokotini xarakterize edon parametrlor
mayenin heyocanlanmasi zamam ¢ox az deyiserse, onda
(3.1)-(3.3) tonliklerini xettilogdirmek olar. Tarazhiqda olan
mayenin (1.27) tenliyini yazaq:

v, =0; VP, = —gp,(z)Vz. (3.4)
Forz edok ki, tarazligda olan mayenin PF,(z) tozyiqi,
P.(z ) -sixlifi maye hoyecanlandiqdan sonra 6z qiymatlerini
¢ox az deyisir:
v=0+v', P=P@+P, p=p(2)+p,
P << By, p'<<p,. (3.5)

(VL) sokiinde olacaq. Burada

L -xarakteristik masstab olub, bu meselede dalga uzunlugudur.

Onda inersial hadd ’(\7 : -V—)V[ ~
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(3.1) tenliyinde VP / p hoddini xattilegdirak:
VP _V(R+P) VR+VP

= f~1

P pu(z)+ P Po(z)(l‘*'p'J

Po
VR(z) VNP p Vpy  p VP
Po(2)  Po(z) polz) Py Po(2) Po(z)
N VPO(Z)+ VP' VR [/
Po(z)  po(z) po(z) Po(z).
Analoji qaydada (3.2) kesilmezlik ve (3.3) tenlikle-
rinde geyri-xetti hadleri sadelosdirak:

V(o) =Vllpo(2)+ p'F 1=V po(2)7) =
v 3.7
= PO(Z)V’V'+(17'-VPO(Z)) PV 4V, dpjng) >

(3.6)

o ﬁ(P +P) v@+v éPi+v él—)=

d a & ¥ ‘&

=—[E,(z)+P’]+v;é[Po(z)+P’]+v;g}-[Po(z)+P’]+
[P(z)+P]-——t+ %:

(3.8)

- opP 0”/0 | By dpo=cz @_l_fi_/fo_v'
Pp' ), a \p, ), ot dz *f

gg:?ﬁ+v;%=(ﬁi) £+V: @ﬂ ﬁ:

a a 174 ) a \&F)&

_1a v;
T2 a Zz_('gpo)

(3.6)-(3.9) miinasibaetlorini (3.1)-(3.3)-de nezers alsaq ve
strixlori atsaq, alanq:

(3.9)
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_o"z”ﬁp

P = =
+ + Vz+2Qxv =0 3.10
a ' 0@ n@ 5.10)
Pp  dp(2) _
a2t ‘—;;‘VZ+P0VV=O (3.11)
P_ 2% N, (3.12)
a o g
burada N Vyasal tezliyidir
2dp, | g
NZ S 1 hetad'} -
(Z) g(po dZ cz ]
ODgor maye sixilmayandirsa, p = const, onda
D _y, B, 2, (3.13)
dt a ° dz
olar ve kesilmezlik tonliyi sadaloger
divi = Vv =0 (3.14)

(3.3) hal tenliyinde nezere alsaq ki, heyacanlanmada

dP .
——# 0, onda, mayedo sosin ¢ = siir'stle yayildigim ala-

dt
riq. Bu halda (3.10)~(3.12) tenlikleri asagidaki sokle diiger:
ﬁ+E+g Vz+2Qx7 =0, (3.15)
a py  pylz)
Vv =0; (3.16)
N? 44,
a —po(z)= (Z) :=0, N(z)=-gp;' L2 p" (3.17)

§3.2. Xotti serhod sortlori

Tutaq ki, tarazligda olan mayenin sothi miistovidir.
Maye sethini miistoevi halindan ¢ixardiqda, onu evvelki hak-
na iki miixtelif qiivve qaytarmaga ¢alisacaq. Ona géro de
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maye sethinde biitiin istiqgametlerde yayilan dalalar mey-
dana ¢ixacaq. Tarazhiq halinda maye sethi Z =0 miistovisi
ile miisyyon olunacaq. Tutaq ki, heyacanlanmadan sonra bu
soth z = z(x, y,t) ifadesi ile to’yin olunur. Bu sathin qalxib-

. A2 I ) ..
enms siir'ati 7 -maye hissaciyinin saquli siir'sti ile ust-liste
diisacok, yo'ni

v EERD g (3.18)
’ dt
Bu sorte mayenin sorbost sathinde kinematik serhed serti
deyilir.

Bu serhaddin her iki terefinde tezyiqlerin miixtelif
olmasina sebob mehz heyecanlanma zaman maye sethinde
sothi gorilme qiivvesinin yaranmasidir. Oger mayede tozyiq
P,(z)+P', onun sothi iizerinde P,- ile isaro etsek, onda

mao’'lum Laplas diisturuna asasen:

P(2)+ P(z)- P, =-%4 - (3.19)
Burada o -sethi gerilme emsali, R™'-iso sethinin bag oyri-
liklerinin comidir? ‘
v
R =V ——==| ¢ (3.20)
1+(Vz)
(3.19) sorti mayenin serboast sethinde dinamik serhed gorti
adlanir. (3.18) ve (3.19) serhod sertlari geyri-xattidir ve
heyecanlanmis z(x, y) sothinin ki¢ik giymatlorinde xottile-
§ir:
o

Voot

&

z=0
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vz=0 =

, | (3.21)

_ |
R(2)=R(0)+%

SIS

z+...,

’z:() Eiho ) _pog ’

P,(0)= P, oldugunu nezere alsaq, (3.21)-in axirinci sorti bu
sokla diiser:
o &

Plo=gp(0)z=ohz, & =5+

(3.22)

§3.3. Sethi gravitasiya dalgalan.
Harmonik dalgalar

Tutaq ki, sixilmayan mayenin miistovi serbast sethi
heyacanlandigdan sonra onu evvelki veziyyetine gaytaran
qilvve ancaq qravitasiya (agirliq) qiivvesidir. Bu halda

po(z)=cons, p'=0, Q=0, 6=0 (3.23)
olar ve (3.15) herokot, (3.16) kesilmozlik tenliklori
sadeleger:

ou 1 opP ov 1 0P ~ ow 10P

—+——=0, —+ 0, —+——=0, (3.24)
ot p, Ox ot p, Oy ot p ot ‘
u v ow_, . (3.25)
ox Oy Oz

Burada ﬁ(vx,vy,vz) ilo ¥(u,v,w) isare edilmigdir. (3.24)
tonlikler sisteminin birinci tonliyinden x-9, ikincisindon y-o,
liglinctistinden z-o gore toromo alib, teref-terefo toplayaq:

2 2 2
9 al+év—+@ +i 0 }2)+a ]2’+6 f =0. (3.26)
a\ox ay oz) p,loaxt &t oz
(3.25) kesilmazlik tenliyini (3.26)-da nozers alsaq, Laplas
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tenliyini alang:
’p 9'P O°P
+ +
axZ ayl aZZ
Indi (3.24) sisteminin birinci tenliyinden x-s, ikinci
tonliyinden y-o gére toreme alib, teref-terefe toplayaq:

a(ou ov 2 2
[ . )+1 aP+_?£2 :O,A_p=p0§.l‘i (3.28)
otoz

—AP=0 (3.27)

a\ax o) p\ax? &

(3.24) sisteminin Giglincii tenliyine A_-to’sir edok:
Opws P P=0 (3.29)
ot Po 0z

(3.28) diisturunu (3.29)-da yerine yazsaq, taparq:
2 2 2
2Aw=—a— 0 ?+a ?+a ZV =0
ot or\ ox* oy oz
(3.24) sisteminin birinci ve ikinci tenliklerine A_ operatoru

(3.30)

ile to'sir edok ve (3.28) miinasibetini onlarda nazere alaq:
3 3

gy Ow Oy, OV (3.31)

ot otoxoz ot otoyoz
Beloliklo, (3.30) tonliyini serhed ve baslangic sertleri daxi-
lindo hell ederok w siir'et paylanmasi tapihr. Sonra w -nin
ifadesi (3.31)-de nozere alinaraq u vo v, (3.28)-den ise P-
tozyiq paylanmas tapilir.

Hoyecanlanmada ancaq qravitasiya giivvesi istirak
etdiyinden, avvelki serhed sertleri sadaleger;.

foom T Blm et (3.32)

(3.32) serhed sertlerinin ikincisine A_ ile te’sir edib, ¢-y®

gdro lokal toreme alaq:
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0
at AP z=0= poggA_Z I3 (3.33)

Sonra (3.33)-de (3.28) ifadesini (3.32) birinci ser-
hed sertinde nezero alsaq, w saquli siir'ati iigiin serhod
sorti alarnq:

—a3—w =gA_w/ (3.34)
atzaz z=0— 8A_ z=0 -
Asagidaki konkret meseloyo baxaq: H derinliyinde,
lifigi istiqametde geyri-mohdud olan maye gatinda harmo-
nik dalgalarn yayilmasim Gyrenok. Mayenin alt qatinda
onun hisseciklerinin yapigqanliq sertine gére,

w/, =0 (3.35)
olacaq. (3.30) tenliyinin hellini (3.34) ve (3.35) serhod
sortlori daxilinde harmonik dalga seklinde axtaraq:

w=Q(2)expilk -7 — ot ) (3.36)
burada k -dalga vektorudur,

kb)) Flry), k=K vk, (3.37)

(3.36)-m (3.30)-da nozere alsaq, asagidak: tonliye golorik:

2
d—? —k*® =0. (3.38)
dz
Onda (3.34) va(3.35) serhed sortleri asagidak: sokle diisor:
o K 3.39
% &8 ? =09 =0 (339
Bu tenliyin halli asagidaki sekildedir:

(3.39)-un ikinci sortine osasen, @ funksiyasim belo yaz-
magq olar:

ae™ +bhe =0, q =-be™,
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@ =-be™e" +be™,; b =-be™ /shkH,

shk(z+ H )
O=b——~=. .
shkH (3.41)
(3.41)-1 (3.39)-un birinci sortinde nozers alsaq,
w® = ghth(kH) (3.42)

dispersiya miinasibetini alanq. (3.42) miinasibati dalga tez-
liyi vo moselenin parametrlori arasindaki alageni verir. Bu
parametrlor mo'lum olduqda, diigen dalganin tezliyini tap-

magq olar: u
@ =/ gkth(kH) - (3.43)

(3.43)-den diigen dalganin faza siir'eti

C,=w/k= V’igk—th(kH) = \/Efi/’—h% (3.44)

va qruppa siir'ati tapilir:

L =de Colyy M _tumr)|.  (3.45)
dk 2\ th(kH)

Serbast sothin yerdeyismasi

ifadesinden te'yin edilir.
z= ﬁexpi(lg 7 —a)t) , (3.46)
@
§3.4. Qravitasiya-kapilyar dalZalan
Oger mayenin sorbest miistevi sethini heyecanlandig-
dan sonra ovvelki veziyyetine agirhq ve sethi gerilme

qiivveleri qaytararsa, onda bu sothds (3.18) ve (3.22) ser-
hod sertleri 6denmolidir. Dvvelce (3.22) serhod sertine
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A_ile to'sir edok, sonra ondan ¢-ye gore tdreme alaq:
OA_P Az 0z
= = - A A — 1 a 347
a8 T ‘(ar) (3.47)

(3.47)-do (3.18) sorhad sertini ve (3.28) tenliyini nazere
alaq:

o*w
P -gAw+yA Aw| =0, y=0/p, (3.48)
[0z =0

Indi (3.30) ve (3.48) mosslesinin hellini miistevi
harmonik dalgalar soklinde axtaraq. Bu masoloni avvalki
qayda ile holl etsok, asagidaki dispersiya miinasibastini ala-
11q:

o* =(gh + 7 ) th(kH ) (3.49)
Buradan faza siir'stinin kvadratim tapaq:
C,l = (% + ykjth(kH) 1 (3.50)

Derin mayelorde A << H sorti Odenilerse, onda
kH >>1, thkH =1 olar:

w? = gk+ 74, C;=—%+yk. (3.51)
[ndi qisa ve uzun dalgalar G¢tin (3.49) dispersiya
tonliyini sadelogdirak.
1. Qisa dalgalarda (k >>1) - w® =y>th(kH) miinasibetin-
den goriindivyli kimi kapilyar dalgalar iistiinliik teskil edir.
2. Uzun dalgalarda (k <<1) - @® = gktg(kH) miinasibati

almir vo bu halda qravitasiya dalgalan {istiinliik toskil edir.
(3.51)-den kH <<1 olduqda, faza siir'eti iiciin

C,= ‘/-@%H/k, (3.52)

diisturunu alirg. (3.52)-den tapiriq:
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dC d’c; 2
2C¢ﬁ=_%+y’ —a}c—z‘g‘:—k—f<0, (353)

g

(3.53)-iin birinci diisturuna esasen (—F +y= O) sortinden

faza siir'stine minimum giymet veren dalga ededi tapilir :

ky=_|&, /10=27r\/z : (3.54)
¥ g

(3.54)-dii (3.52)-de nozere alsaq, minimal faza siir'atinin
kvadratim tapangq:

Cymn =2(g1)"? (3.55)
Su - hava serheddinde verilenlero esasen

y =L =73sm*/ san?, g=983—s—n12—, k0=\[g
Po san y

alanq:

Ay =1714sm, C, . =231sm/san

w,=C, /A, =135hc,
A, -dalganin uzun-qravitasiya ve qisa kapilyar dalgalara ayi-
ran soerhad qiymetidir. ©9ger A >> 4, olarsa, - qravitasiya
dalgalar, A << 4, olarsa, - kapilyar dalgalar iistiinliik togkil
edir. kH >>1 seorti daxilinde (3.51)-in birinci dispersiya
miinasibatindon £ -ya gore toromse alaq;

2“’%22:2@% = g+ 342,

_g+3k _Cy gly+3k’ _C, k43K

C = =t
2w 2 gly+k* 2 K+

&

(3.56)
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§3.5. Daxili dalgalarn esas tonliyi.
Bussinesk yaxinlagmasi

Sixilmayan ve firlanmayan maye hidrodinamikasinim
(3.15)-(3.17) xotti tonliklerini, p, = py(z), N =N(z) ha-
‘linda agagidaki kimi yazaq;

ou V_P
—_— =

o  py
w, 1o p
o  py(z) 0z py

0, (3.57)

g=0, - (3.58)

va=- (3.59)
0z
2
i(ﬂj = _]Y_W, (3.60)
ot\ po g

harada # =(u,v), Nz(z)=—gpgl%. Bu tenlikleri his-

sociyin w saquli siir'etinin komponentine nezeren bir ten-
liyo getirok. Bunun ii¢iin (3.57) tenliyine V_ ilo to’sir et-
dikden sonra, alinan tenlikde (3.59) kesilmezlik tenliyini-
nozere alaq:

2 2
LOWLAL g ap=p O, (3.61)
o0z p, Otoz
(3.61) diisturunda belos bir eynilikden istifade edilmisdir;
2 2
VYV <A = (éa? + 517). (3.62)

(3.58)-den ¢-yo gbro lokal téreme alib, sonra A_ operatoru
ile ta'sir edok:
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8 1 @ o p
a—tz“(A_W)‘f';(—z)a—ta;(A_P)-!' gA_ -é; ;—“ =0. (363)
0 0

(3.63) tenliyinda (3.60) ve (3.61) ifadelerini yerine yazaq:
& 1 dp, ow
I Aw+ —E0 2L N ()AL w=0. (3.64
aﬁ( Y d 62] (24w (3.64)
(3.64) tonliyi daxili dalgalarn tonliyi adlanir. Okeanda ya-
ranan dal@alar Gigiin Aw >> L dpy Ow miinasibeti édenilir
po dZ oz
ve (3.64) tenliyi sadelesarek

2
%Aw N*(z)A.w=0 (3.65)
sokline digiir. Bu sadelesmayo Bussinesk yaxinlagmasi
deyilir.
Qeyri-mohdud mithitde dalgalar: Vyasal tezliyinin sabit
qiymetlerinde (N = const) harmonik miistovi daxili dalg-
alan1 Syronok. Bu halda (3.65) tenliyinin hellini
w=b exp[zT (k¥ + k,z - a)t)] = bexp|i (BR - wr)]  (3.66)
soklindo axtaraq. Burada
& ={ b, k, 1= .k} R =1 y.2h= .2}
(3.60) ifadesini (3.65) de yazsaq, bele bir dispersion miina-
sibet alariq:
O (K + K k)= NP2 4 k2 =0,
va ya
'’ =N21°—2-=N2—@2~—=N2 sin’ © (3.67)
@’ k*+k?
sin? ® <1 oldugunu nezere alsaq, (3.67)-den asagidaki ne-
ticolor gixar:
1) w*<N*=>w<N,
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2) dalga verilmis istiqgamatde yayllaﬁda w tezliyi (3.67)
disspersiya miinasiboti ilo birgiymetli to’yin edilir ve
dalga uzunlugu ixtiyari ola biler.

§3.6. Firlanan mayelordo dalgalar

Atmosferde ve okeanda dal@alarin yayilmas: prosesine
Yerin firlanmas1 boyiik to’sir gosterir. Sadelik {iciin gabul
edak ki, maye Z oxu otrafinda Q) sabit bucaq siir'ati ile fir-
lamr ve p,=const, N°=0. Onda V= {u, v, w},
Q=1{0,0,Q,} olar

ijk
20x7 =10 02Q,|=-2Q,vi +2Q,uj, (3.68)
uv w
K =2Q, = const -
Onda sixilmayan maye tgiin hidrodinamikamn xéttilasmis
(3.15), (3.16) tonlikleri agagidaki kimi olar:

U _ e  LOP (3.69)
ot Py Ox
» ks g, (3.70)
ot Py O
ow, 1P _,, (3.71)
o p, Oz
ou ov_ 0w (3.72)
ox Oy 0z

(3.69) tenliyinden x ve t-yo gore, (3.70)-den ise y ve t-yo
gore toremo alib, teref-terofe topladiqdan sonra alinan ten-
likde (3.72) kesilmezlik tenliyini nezere alag:
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(3.73)

3
_I_EA P= azw +Ké. QV__QE »
P, Ot ot°0z or\ox oy
Indi (3.69)-dan y -0, (3.70)-don x-o gére téroms alib,
birinci tenlikden ikinci tenliyi ¢ixaq ve alman tenliyi

(3.72)-nin kémoyi ile gevirok:
Ofov, ou)_pow
ot éx Oy 0z

Bu tenliyi (3.73)-ds nazers alaq:

3
RECHNY TR Chid
P, Ot or°oz oz

(3.74)

(3.71) tenliyina % vo A_ operatorlan ile to'sir etdik-

den sonra alinan tonlikde (3.74) miinasibetini nazere alaq.
éiAw+K2@=0 (3.75)
ar’? oz S
(3.75) tenliyi bircinsli firlanan mayenin dalga tonliyi
adlanir. Bu tenliyi 6doyen dalga helline firlanan mayedo
inersiya vo ya hiroskopik dalgalar deyilir. (3.75) tenliyinin
hellini miistevi harmonik dalgalar soklinde axtarsaq,
w=bexp f[(EF +kz-@ t)] (3.76)
asanligla dispersiya miinasibatini alariq:

0 =K’——=—=K"cos’® . 3.77

k*+k? (3.77)

Burada ® dalga vektoru ile saquli bucaq siir'eti vekto-

ru arasindaki bucaqdir. (3.77)-den alinq ki, ixtiyari uzun-

luglu inersiya dalgalarimin tezliyi firlanan mayenin bucaq
stir’stinin iki mislinden bdyiik ola bilmez.
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§3.7. Miistovi dalgalar

Dalgalarin yayimasinda helledici faktor miihitin sixil-
masi noticesindo yaranan dalgalar olarsa, belo dalgalara sas
vo ya akustik dalgalar deyilir. Oger g=0, N*=0, Q=0
gotiirsek, onda (3.10)-(3.12) tenlikler sisteminden asanligla
alang:

2

%FP = c?AP. (3.78)
X oxu istigamatinds yayilan dalgalar igiin (3.78) tenliyinin

timumi hellini yazaq:
P=f(x—ct)+g(x+ct). (3.79)
(3.79) hellinin alinmas1 §3.10-da verilir. Burada f ve g
ixtiyari funksiyalardir. f(x-ct)- X oxunun miisbet istiqa-
metinde, g(x+cf)— X oxunun menfi istigametinde yayilan
dalgalan tesvir edir. Yeno (3.10) tonliyinin X oxu iizre

proyeksiyasini yazagq:
ou__10° (3.80)

ot Py Ox
(3.80) tenliyini baslangic #, anindan ¢-yo geder inteqral-
layaq >

u=u(t x)——l— ljif(x—cr)df _L ]3 (x+cT)dr
0> P ox axg

0 1) ¢ [
Vo ya
u=vx=—1~[f(x—ct)—g(x+ct)] (3.81)
PoC
Buradan alinig ki, saga hereket edon hisseciyin siir'ati
v = fx-er), (3.82)
Poc
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sola heraket eden hissaciyin siir'ati

vi=—L exren, (3.83)

0
ifadeleri ile te'yin olunar.
_ f(x=ct) __g(x+ct)
vy v,

X X

o (3.84)

kemiyystine miihitin dalga miiqavimeti, ﬁ - komiyyatino
0
ise miihitin dalga kegiriciliyi deyilir.

Akustikada miisayyen tezlikli sos menbeyinin siialan-
masindan genis istifade edilir. Bele menbolorden siialanan
dalgalar ¢ox zaman harmonik olur ve

P =p(r)exp(-iwt) (3.85)
sokilinde tesvir olunur. (3.85) ifadesini ii¢ 6l¢iilii foza ticiin
yazilmis (3.78) tenliyinde yerine yazsaq, alangq:

Ap+klp=0, k> =w*/c?, (3.86)
Bu tenliyin an sade helli miistevi dalgalardir:
@ = Aexp(ik -7); E:{kx,ky,kz},
F=lx,yzl, K =kl+kl+k*=w’/c*  (3.87)
(3.85) vo (3.87) ~don ses tozyiqini
P = dexplik7 — ) (3.88)
seklinds tapariq. Maye hisseciyinin siir'et vektorunu tapmaq
liciin (3.88) ifadesinden ve heroket tenliyinden istifade edok:
V= —A;Ak—expi(laf—a)t) . (3.89)
Poc k
Buradan alinqg ki, v siir'et vektoru dalgamin yayilma istiga-
meti & ilo ist-iiste diisiir.
Ogor iki eyni tezlikli vo amplitudlu dalgalar oks istiqa-
metlerde yayilarsa, onda onlar dayanigh dalga emele goti-
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rirler. Dogrudan da, k =—k' olarsa, P(k) ve P(-k), v(k)
ve v(-k) ifadelerini toplasaq, alariq:
P =2Acos(k - Feexp(—iat),
= %ﬁsin(lz -r)exp(—iwt) -
poc k
(3.90) diisturlarinin birincisinden aling ki, tezyiq iiglin

(3.90)

<)

dityiin miistevileri k -7 = % +nrx (P=0) teonliyi ilo to'yin

edilir ve bu miisteviler bir-birinden dalga uzunlugunun yar-
sina barabor mesafedeadirler.

§3.8. Miistovi dalgalann giialanmasi

Miioyyen miistovide tezyiqin ve ya normal siir'atin
paylanmasim yaratmagla miistevi ses dalgalan almagq olar.
Mosoalen, Z =0 miistevisinde v, = f(t) paylanmasi verilor-
so, onda (3.78), (3.80) akustik tenliklerinin helli bu sekilde
olur:

v, =v,=0, (3.91)

P = pycf(t— =), (3.92)
C

v,=w= f(t-z/c), (3.93)

Oger biz f(¢) funksiyasim Z =0 mistevisinde f-ye
goro Furye inteqrali soklinde ayirsag, onda bu ayriligin her
bir heddinin

P/, = Aexp(-iat), (3.94)
soklinde vuruglann hasilinden ibaret oldugunu gorerik. Be-
leliklo, (3.91)-(3.93) paylanmasim f(t~z/c) t ve z-o go-
ro Furye inteqralina gatirmak olar:
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P(z,t) = dexp(k,z - ot), v, = Bexplilk,z - ar)}. (3.95)
Z =0 miistovisinde
/1m0 = F(x,y,0)= Aexp i (kx+k,y—at) (3.96)
paylanmasi verilarse, onda ii¢ Olgiilii foza {igiin dalga ten-
liyinin harmonik helli bels olar:
P(x,y,z,t) = dexpilk x+k y+k,z - ar) , (3.97)

K=K+ k2, k, =k k2
(3.96) dalgas1 (3.97) dalgasinin Z =0 miistovisinde izi ad-
lanir (elo bil proyeksiyadir). Belo ki, onlarin amplitudlan ve
tezliklori berabardir, k dalga odadi ise k dalga vektorunun
verilon miistevide proyeksiyasidir. Neticede aliriq ki, dalga-
nin izini bilmekle onu fozaya davam etdirmak olar.

Ogoer dala vektorunun proyeksiyasmun uzunlugu k,
onun k& uzunlugundan boylikdiirse,

k, = Jk* -k =ik} —k?, (3.98)
odenor ve akustik dalganin (3.97) tezyiqi bele olar:
P=4 exp(—lkz 'Iz) exp[i(kxx +k,y- a)t)l (3.99)

Bu ciir dal@alara qeyri-bircins miistovi dalgalar deyilir.
(3.99) dalgalarimin cebhesi k,x+k,y = const miistovisi ile

list-iisto diigor vo onun amplitudu eksponensial olaraq azalar:

v, =- L 9Pk Aexp(-k, ‘zexp[z(k ~at)} (3.100)
1P, S /o

v, =._L.5P k. 2L gexp(-Jk, |zexplitk, —at)] (3.101)
iwp, Oz cop0

(3.100) ve (3.101) ifadelerinin miigayisesinden gdriiniir ki,
v, vo v, siir'et komponentlari bir-birinden fazaca »/2 qe-
der siiriigiiblor.
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§3.9. Miihitlorin aynilma serhodlorinden miistovi
dalBalanin aks olunmasi

Qeyri-bircins mayede ses dalga-
lannmn  yayilmasim = 6yrenmak
liglin miixtalif sixliga ve ayrilma

2. s » miistovi sethine malik olan maye-

2 & 11, lorde dalgalanin transformasiyasi

' A mosolesine baxaq (sokil 3.1).

A .vgx <z Tutaq ki, diison dalga cobhasinin

&, :KQ normali XOZ miistevisindadir.

Onda bircins miihitde yayilan

Sokil 3.1. (diisen) miistevi dalgam bele yaza
bilerik:

P* = Aexpi(&x +ky,z - wt), z<0 (3.102)

=0k}, k, =J(k) =& =o' i} =&, k=0l
Ses dalgas1 diisene gqoder ham ayrilma serhoddi
terpenmoz qaldif: ligiin, hem de dalga vektorunun serhad-
deki proyeksiyalar1 deyismediyi ii¢iin oks olunan dalga
asagidaki gokilde olar:
P~ =VAexpi(&e —k,z-at), (3.103)
burada ¥ -oksolunma emsahdir, &, ={&, 0, - k,}.
Ikinci bir torofden, mayelorin ayrilma serhoddine
diisen dalga sinaraq ikinci miihitde yaylir:
P, =WAexpli(& +k,.z — ot )], (3.104)
harada # -serhoddin goffafliq smsalidir,

EZ ={£,0, ky;}, ky=wlc,, k= \/kzz ‘52 .
Kosilmozlik sortine goére sorhadds akustik tezyigler ve
saquli siir'stler boraberdir:
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(B +B),e0= B0, L(QILJ,?i):LaPz

P\ 0z Oz
(3.102)-(3.104) ifadelerini (3.105) serhed sertlerindo noze-
ro alsaq, V' ve W axtarilan omsallar ticlin iki tenlikden iba-
rot sistem alariq:

kZZ

1vv=w, feq_pytuy (3.106)
. Py P2
Isarelomoler aparaq: k,, =k, cos®,, k,, =k,cos0,
m=pyip, O _, L, B_a (3407)
sin®, k, ¢

burada k, sin®, =k, sin®,-sinma qanunu, ©, —diisme, O, -
sinma bucaglanidir. (3.106) sisteminin hellindon Frenel
diisturlar1 alinir:

_mcos®; —ncos®, mcosO, - n? —sin’ @,

[ .
meos®; +ncos®;  mcos@, +\/n2 —sin’ @,

v , (3:108)

W - 2mcos®, B 2mcos®, . (3.109)

mcos®, +ncos®,  pcos®, +4/n’ —sin’ O,

Xisusi halda, ®, =®, =0 olarsa, onda yuxaridak: ifadeler
sadelogar:

V:m_n=p2C2_plcl, W = 2/02c2 , (3110)
m+n  pP,6+ P P26y + P

(3.110) disturundan goriiniir ki, dalga serhedds normal

diisende oksolunma ve seffafliq smsallari ancaq miihitlorin

dalga miiqavimetinden asihidirlar. 9Oger z,=pc, ve

z, = p,c, (bunlara dalfa impedanslan da deyilir) olarsa,

onda (3.110) asagidaki sokle diisor:
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V=ZZ_Z‘, W= 2z,
Z, + 2 Z, +2
(3.108), (3.109) diisturlarinin her terefini cos®, ‘- cos®, -ye
bolsek ve z, = p,c,/cos®,, z, = p,c,/cos®, ile isare et-
sok, (3.111) diisturlarim1 alariq. Diger terefden, asanligla
asagidaki miinasibatlerin dogrulugunu gostermek olar:
U (3.112)
v 8
Bunlar uygun olaraq birinci ve ikinci mithitin normal impe-
danslan adlanir. z,-yo giris impedans da deyilir.
Qeyd edok ki, (3.108) ve (3.109) diisturlarindan xiisu-
si hallarda maraqli neticeler ahnir:
1.Oger &, > 7/2 olarsa, onda V=~1, W —0 olar.
Buradan ¢ixur ki, P, =P"+P =0, P, =0, hom diigen ve
oks olunan dalgalann tezyiglerinin cemi, hem de kegen
dalgamn tezyiqi sifra beraberdir. Bu ise onu gosterir ki, iki
maye miihiti ayiran serhadde miistevi dalga ola bilmez.
2. Dalga oks olunmursa, V' =0 olar vo mcos®, =

=\/nz—sin2 ®, sortini alariq. Buradan tam geffafliq

2 2
bucagim tapaq: ©, = arg sin Vi m : nl . Bele bucagin olmast
m u—

ficin m vo n elo secilmolidir ki, kokalt: ifadenin giymoti
miisbot olmagla yanagi, vahidden kigik olsun.

3. Ikinci miihitde sesin siir'eti birinci miihitdeki sesin
siir'atinden bdyiik olsun (7 <1). Bu halda géstermak olar ki,

- 2@ 142
V= exp(i®), ©=-2arglg fﬂ’—-‘—"— olduqda, n<l1
mcos®,

olur.

(3.111)

2

z
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§3.10. Hidrodinamikanin bir sira
qeyri-xatti dalga tonliklori

Ele dalgavari prosese baxaq ki, burada ideal mayedo
tozyiq qradienti ve hecmi qiivveler inersiya giivvesine neze-
ren ¢ox kigik olsun. Onda bir6lgiilii Eyler tenliyi asagidak

sokle diiser:
Ou Ou
—+u—=0. 3.1
o e (3113)
(3.113) —iin xarakteristik tenliklorinden
dt dx du
S 3.114
1 u O ( )
aling.
dx
—=u 3.115
il ( )

Bu xarakteristika boyunca U siir'eti saxlamlir (sabit qalir) ve
(3.113) tenliyinin iimumi helli beleo olur:

u(x,t)=e@(x—ut). (3.1186)
@~ ixtiyari funksiyadir. Indi (3.113) tenliyine uygun xetti
tenlik gotiirok:

L %y (3.117)
ot Ox

Bu tenliyin iimumi helli agagidaki sekildedir:
u(x,0) = f(x—ct) = (&) (3.118)

f-ixtiyan funksiyadir. & = x — ¢t horekat eden koordinat sis-
teminde (3.117) tonliyinin helli t-den agkar gokilde asihi
deyildir vo bu hell gorarlagmis hell adlanir. (3.117)-in xa-
rakteristik tenliyi:
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dx
dt ) _
(3.117) tenliyinin xarakteristikalan {(3.119) tanliklari) (x,t)
miistovisinde bir-birins paralel ve t oxu ile arctg ¢ bucad:

=¢, Xx-—ct=const, (3.119)

omole getiren diiz xetlor ailesi tegkil edir (50k.3.2). Ancaq
(3.113) tenliyinin xarakteristikalar1 (3.115) ise bir-biri ilo
kasison xottlar ailosinden ibaratdir (sek.3.3).

.
)
/,C
4 /
Sekil3.2 ° Sokil 3. 3¢

Fiziki olaraq (3.118) xaetti, sabit ¢ siir'ati ilo horoket edon

- elementar dal8alar ¢oxlugunu tesvir edir ve her bir xarakteri-
stika lizorinde u funksiyasimin sabit qiymeti ise dalgann 6z
ilo apardifi miisyyen informasiyalar verir. Eyni gaydada
(3.116) helli do miixtolif siir’etlo heroket edon elementar
dalgalar goxlugunu tesvir edir ve bu dalgalar béyiik siir'etlo
yayilaraq daha ¢ox informasiya verir. Misal iigiin (3.113) ve
(3.117) tonliklerini verilon baslanglc sortleri daxilinde hall
edak.

u(x,0)=a*-x? lxlSa; u(x,0)=0, lx|>0. (3.120)

Xotti (3.117) tenliyinin helli
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u(x,t)=a’—(x-ct)?, |x-ct|<aq,

(3.121)
u(x,t)=0, ]x-ct‘>a .
(3.113) geyri-xatti tonliyinin (3.116) helli
u(xt)=a’ —(x~ut)’, |x-ut|<aq,
u(x1)=0, |x—ut>0 (3.122)
- va ya agkar sekilde
u(x,t) :%[{2xt—l)i\/1—4xt+4a2t2]7|x-—ut‘ < a’,(3-123)

u(x,t) =0, x—uf|>a.

Sokil 3.4-de baslangic parobolik impuls olan dalganin
yayilmast gostorilir. Gorindiiyii kimi xotti dalgalar profilin
deyismeden c siir'sti ilo saga yayilr.

A

1.0

_1+c¢/? 0.0,172)  1+¢2 X

3 (3
L
X

7.0 0,0,0) 0 x
Sokil 3.4
Indi (3.120) baslangic impulsunun (3.116) disturu ilo
yayillmasina baxaq (sokil 3.5). (3.123) ifadesinden
1-2ar+1

Ti2a0) (3.124)

u,(a,1)=
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Sekil 3.5

zamammn kigik giymstlerinde (3.123) helli ve bu hell
oyrisinin meyilliyi ancaq kokaltimn ve kesrin gqabagmdaki
yuxart isare ile miieyyen edilir. u (a,f)-nin ifadesindon
goriniir ki, a-nin menfi qiymetlerindo u_(a,f)>0 ve t-nin
monoton azalan funksiyasidir. Baxmayaraq ki, a-nin miisbot
qiymotlerinde (u,(a,0)~ -2a) (parabolanin sag hissesindo)
u.(a,t) <0 bu funksiya monoton azalir. Lakin x>a oldug-
da,u (a,t)>0 berabersizliyini 6deyir ve u(x,t) funksiyasi

birgiymetliliyini itirir. #,(a,f) menfi giymetlorinden miis-
bate ancaq onun sonsuzlugdaki giymetinden kecdiyino gbre
(1-2at)> 0 sertinden 1y =1/2a ifadesini alariq. 7-nin
ancaq bu giymetlerinde (3.123) ve (3.124) ifadolorinde her
- iki (radikalin qabagindaki menfi ve miisbat) isare ola biler.
Belolikle, baslangic impulsun profili zaman keg¢dikco
daha ¢ox deformasiya ederek sertlogir. #, =1/24 zamanmn-
dan baglayaraq u(x,t) ¢oxqiymetli funksiya olur ki, bu da
fiziki olaraq miimkiin deyil. Yegane moahdud hallin varhif
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liciin zeif hall anlayis: daxil edilir ki, bu da kesilme horoketi
verir ve zorbe dalgasi yaranir. Yuxaridaki miilahizelere osa-
son aling ki, (x,t) miistevisinin # =0 oxu iizerinde fx| <a
sortini 6deyen noqtolorinden ¢ixan xarakteristikalar, x> a
noqtelerinden ¢ixan xarakteristikalarla miitleq kesisirlor.
Indi baslangic serti qeyri-askar funksiya seklinde gétiirak:
ulx,0)=p(x), x| <a, o(x)=0, x| >a (3.125)
Burada ¢(x)- menfi ve miisbat meylli olan kesilmeaz diffe-
rensiallanan funksiyadir. (3.113) tenliyinin (3.125) serti da-
xilinde (3.116) halli
u(xt)=p(x-ut), |x—u| < a; u(x)=0,|x-ut| >a (3.126)
soklinde olar. Buradan
Ps

@o(l—ux-t), #.(xt)= .
JE I+, t
0:<0 olduqda ty=-(1/p:) zaman anindan baglayaraq u(Xt)
funksiyasi ¢oxqiymatli olur ve x,=€,+{,0(&,) ndgtesi otrafin-
da (-1/9;) funksiyas1 6z minimal qiymetini alr.

u,(xt)= (3.127)

§3.11. Sonlu amplitudlu miistovi dal3alarin
yayilmasi. Riman dal@alan

Xotti dalga tenliyinin miistavide halli ¢ siir'sti ilo he-
reket edon sistemin koordinatinin funksiyasidir. Bu sonsuz
ki¢ik amplitudiu dalga zeif heyacanlanma zamani yaranir ve
dalga cobhesi X oxu boyunca sabit siiretle 6z formasim
deyismaden yayilir.

X oxunu dalganin yayilma istiqamsti boyunca yonslt-
sok, onda birdlciilii Eyler ve kesilmoazlik tenlikleri agagidaki
kimi olar:
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=0 (3.128)
o “a pax
% o2 w2 g (3.129)
ot ox Ox

Ogor maye barotropdursa, onda (3.128),(3.129) ten-
liklarini termodinamik hal tenliyi qapayar

P=p(p) . (3.130)
(3.128)~(3.130) tenlikler sistemi qeyri-xettidir. Bu sistemin
xiisusi hellini axtaraq:

u =u(p), (3.131)
(3.128)-(3.130) sisteminin (3.131) seklinde hellerine onun
Riman halli, bu hellers uygun olan heroketlore Riman dalg-
alan deyecayik. (3.131)-i (3.128)~(3.129) tenliklerinde ne-
zoro alaq:

du dp [ du 1dp\op_, (3.132)
dp ot dp pdp)ox

P ylusp @) g (3.133)
ot dp ) ox

(3.132), (3.133) tenliklerinin birge olmas: iigiin, yo'ni onla-
rn trivial olmayan hellinin varlig iigiin bas determinant sifra
beraber olmalidir.

i’ “dp dp o\dp’

_+j dP dP (3.134)
Digar torofden

P _ 2(p) (3.135)

dp

isaro etsok, (3.133) tonliyi sadeloser
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op op
— +agl—=0.
> +(u_a)ax 0 (3.136)
Bels bir avezlome aparaq:
c=uta. (3.137)

Onda bu kemiyyaete siir'at olgiisiine uygun olaraq sabit six-
ligin yayilma siir'ati kimi baxmaq olar. Dogrudan da
ap _p 4 9 _g (3.138)
da o dt ox

(3.136) ve (3.138) ifadelerinin miigayisesinden alang:

dx

== 3.13

” (3.139)
Barotrop proseslorde ¢ =¢( p) gotiirsek,

Z’H(p)a”_o (3.140)

Adiabatik halda tekmil qazlar liglin ¢(p) funksiyasim
tapag:

p=Ap’; a* _d Ay (3.141)
dp
r-l A r-l
u(p) =ij,/Ayp 2 @—=iz—i/p 2 +const,
P ¥T (3.142)

y-1

c(p)=u+a=\/A_}/[l+il}p " +const.
y—

(3.142) ifadesinden goriiniir ki, a ve ¢ siir'etleri p sixhi-
nmin monoton artan funksiyasidir. Hal tenliyinde p-nu p ile
ovoz etmokle, a ve c-nin tozyiqden asililig funkstyasim
alang.

Diger terafdon, sabit p sixliginin ve maye hisseci-

yinin sabit u( p) siir'stinin fezada c(p) siir'eti ile yerdoy-
ismelerini nezere alsaq, yaza bilerik:
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(%)p,u =c(p)=u.+a, : (3.143)

Vo ya
x=te(p)+F(p), (3.144)
burada F(p) ixtiyari funksiyasidir ve baslangic sertinden
tapilir. (3.134), (3.137) ve(3.144) diisturlan meselenin Ri-
man hallini verir.
Tutaq ki, qeyd olunmus zaman aninda sixhigin x-den
asthliq profili verilir ve Riman dalgas: gokil 3.6-de gostoril-
diyi kimidir.

f

Sekil 3.6
p(x,t) sixhigt M néqtosinden solda x artdigca artir ve bo-
salma dalgasi yaramir. M -ndqtesinden sagda x artdiqca
p(x,t) azalir ve sixilma dalgasi yaramir. ¢(p) siireti sixli-
qdan asih olaraq deyisdiyi tgiin p(x,¢) profili zamandan
asilt olaraq deyigecekdir. Oger tekmil gazin adiabatik hore-
kotine baxirigsa, onda c(p) siir'ati p artdiqca artacaq ve
azaldiqca azalacaq. Riman dalgasinin bir hissesinde sixilma,
diger hissesinde bogalma bas veracek. Sixilma dalgast olan
- hissade p-nun ndqteleri arasindaki mesafo azaldigca dalg-
anin profili daha da sertlesacek (diklesecek) ve elo bir t,
ant baglayacaq ki, x-in her hansi bir qiymetinde sixhq ¢ox-
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qiymetli olacaqdir. Bu ise fiziki cehotden miimkiin deyil vo
t, aninda Riman kesilmez helli 6z giiciinii itirir. Riman
dalgasinin birqiymetli kesilmoz halli o zamana goder dogru-
dur ki, sixligin x -den asili paylanma profili saquli forma al-
sin (sokil 3.6).

Nozeriyye ve tocriibo gdsterir ki, Rimanin kesilmez
holli 7, amindan sonra sigrayisla sixilmanin timumi kesilen
halli ile avez olunur.

Diger terefden ise dalga profilinin saga yayildigini ve
N{ ndqtesinde sixligin N, ndqtesindeki sixhqdan boyiik
oldugunu nezero alsaq, ( Cy; <cy:) bu ndqteler arasindak:

masafe goxalacaq ve bosalma dalgasiin profili daha da
miistovilegecek.

Belolikle, alinq ki, sger meselonin Riman hellinds
salan dalga sahesi varsa, onda ideal maye (qaz) aximnda
miitleq sixilmanin sigrayis: bas verocok. Ogor Riman dalga-
smin yayilma istigametinde sixliq monoton olaraq artarsa,
onda belo hollde sigrayis bas vermir.

§3.12. Dissipasiyah dalgalar.
Byurgers tonliyi vo onun holli

Birdlgiilii Navye-Stoks tenliyi f=0, VP=0 hali
tigiin sadelagir
L LN (3.145)
ot Ox ox? P
Burada qeyri-xetti uu, heddi mayedo konvektivliyi,
Hu, - hoddi ise Ozli qgiivveni tesvir edir. (3.145) tonliyi
Byurgers tenliyi adlamir ve &zlii dissipasiyanin dalga profili-
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nin deformasiyasina to’sirini miioyyen edir.
Byurgers tonliyinin qerarlasm:s hellini

u(x,t)=u(x—ct), E=x-ct (3.146)
soklinde axtaraq. (3.146)-m (3.145)-do yerine qoysaq, alanq:
—Cuy +uu, — puy =0. (3.147)

(3.147) tenliyinin birinci inteqralim tapagq:

~cu+%u2—,uu5 = const = B (3.148)

ogor %’ £>10= 0 qobul etsek ve

(1u2-cu—3) -0, (3.149)
2 &t

tonliyinin koklerini u(e), u(-w) ilo isare etsok, onda
(3.148) tenliyinden alariq:

g = 5 (4= U (), €= ) + (<o),

u(w)=c—-vc* +2B, u(—0) =c+c? +2B.

Aydindir ki, bu kéklerin heqiqi ve miixtalif olmasi
ligiin agagidak: sertler 6denmelidir.

c?+2B>0, u(—w)>u(w) -

(3.150) tenliyi iki asimptotik hali birlesdirir ve onun halli
kesilmoz olaraq bu hallar arasinda dayigecek. (3.150) ten-
liyinin helli %, ,,, = u(+) sortlerinden biri daxilinde asag:-
daki sekildadir:

u(x,) = S(0) + u(o))] - ) - ()

(3.150)

, 1 (3.151)
X th——|:u(—oo) - u(oo))|:x ——(u(—) + u(oo))t:l] .
4u 2
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Xottilogmig Byurgers tonliyinin
u,—pu, =0, (3.152)
halli

u(x,t) = u(&) = A+ B exp(—%f) (3.153)

Buradan goriindiiyii kimi, #(e0) = A4, u(—w0) - < olur(B =0).
Beloliklo, (3.152) tenliyinin yegane mehdud qerarlas-

mus hoalli onun sabit halidir ve xettilegmis Byurqers tenliyi
kesilmez deyigen hallar ¢oxlugundan iki bircins halin bir-
logmesini 6ziinde saxlamir. Ancaq Byurqers tenliyinde qey-
ri-xottilik iki asimtotik bircins hallan kesilmez deyisen
hellorin kdmayi ilo hamar birlesdirilir. Bu tenlikds ikinci
tortib toromenin olmas: dalga profilinde konvektiv hedd he-
sabina yaranan sertliyin gabagim1 almaqgla baraber, hamg¢inin
istonilon  baglangic  kesilmeni gererek  hamarlayir.
u(¢) funksiyasimm £ -den soldaki qiymetini u(£_), sagdaki
giymsatini ise u(¢£,) isaro edok vo

u(§.) = u(-o0) — afu(—) - u(x)]; (3.154)

u(g,)=u(o)+afu(-wo)-uf(x)]; (3.155)
gotiirok. Burada o -kigik miisbet ededdir. (3.154) ve
(3.155)-don aling

£ g =— ¥ in(-a)-Ina] (3.156)

u(—o0) —u()

(3.156) miinasibetinden 4 — 0 olduqda &, — &_ olur. Bu
ise o demokdir ki, #(£) funksiyas: & xettinden kegende ko-
silmeye mo'ruz qalir. (Zerbe dalgas: yaranir). x>0 olduqda
konvektiv haddin emelo getirdiyi kesilme xetti tedricen
yuyulur ve u boyiidiikce dalga profilinde yaranan sertlik ve
ya kosilma xaotti siir'atlo aradan ¢ixir.
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Belolikle, 6zlilk emsali dissipasiyanin 6l¢iisii olur. Bu
ise fiziki olaraq onu gosterir ki, mayenin daxili siirtiinms
qiivvesi boyiik olduqca, onun dissipasiyasi ¢oxalir, daha dog-
rusu, dalgada yaranan mexaniki enerji bdyiik siir'etle istilik
enerjisine kegir vo naticode dal@a 6z enerjisini itirarok gerilir.

§3.13. Uzun dalgalar nozeriyyesi.
Ayrnlmis ve knoidal dalgalar

Ufiiqi xarakteristik dlgiilori saquli xarakteristik dlgii-
siinden ¢ox boyiik olan mayenin sothinde uzun dalgalarin ya-
yilmasi prosesinin dyronilmesi dalga nezeriyyesinin inkisa-
finda ham noazeri, hem do praktik eshemiyyet kesb edir. 1k
defe dayaz sularda ayrilmig (teklegmis) ve ya knoidal dalga-
larin yayilmasi eksperimental olaraq miisahide edilmis, son-
ralar iso nozeri tedgiqat isleri apanilmgdir. Cox derinliye
malik olmayan mayeds uzun dalgalarin yayilmasim tesvir
edon Korteveg- de Vriz tenliyi 6l¢iisiiz kemiyyetlerde asag-
daki kimidir:

3
% ou LIy (3.157)

3 a1
toU—t = —— =
2 & 6 Ix° IOx

2
Burada u = (%) , L, H -uygun olaraq maye hacminin

xotti horizontal ve saquli xarakteristik Sl¢iiloridir.
(3.157) Karteveq-de Vriz tenliyinin hellini gerarlasmis
xetti dalga soklinde axtaraq:

u=(¢&), E=x—ct (3.158)
Bu halda (3.157) tenliyi adi diferensial tenliye getirilir:
3
ﬁi§-+iiu2+(1~c)f’i’i‘—=o. (3.159)
6 d&°  4dé d&
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(3.159) tonliyini inteqrallayaq;
udw) 3

= 2_. — —
D tgw e Dud =0, (3.160)
[2
u' = dul dé, g 1dw)
2 du

Alinmis tenliyi bir daha inteqrallasaq, alanq:
%(u'f =+ 22— —4Au—4,.  (3.161)

u(¢) funksiyasmin ekstremumu agagidaki polinomun kokle-
rinin kdmoyi ile te'yin edilir:

Rw)=—u’ +2(c—u’ —44u-4,=0. (3.162)

Asagidaki hallara baxaq:

1. Ogor R(u) tenliyinin koklerinden biri kompleksdirse, on-
da ona gosma olan ikinci kok de kompleksdir vo ancaq
iiglincii kok haqiqidir. Bu ise fiziki cehatden miimkiin deyil,
ona gore ki, yayilan dalgalarn profili hemige maksimuma ve
minimuma malikdir.
2. Tutaq ki, (3.162) tenliyinin ii¢ heqiqi kokii var (5ek.3.7):

Rw A

W7\

0




U <u, <u, (3.163)
(3.162) iighadlisini vuruglara ayiraq:

R(u)=—(u~u) ) —uy)u—u3) (3.164)
Viyet teoremine osasen
Ae-D)=wu+u,+uy, 44 =—(uu, +uu, +uu, ),
4, = uu,u, (3.165)

Buradan v, u, u; koklerinin heqiqi olmas: iigiin kafi gort ta-
paq. Dogrudan da, (3.165)-den tapinq ki,

(c-1%+24, =%(u12+u22+u§) (3.166)

(3.166) ifadesinin miisbet olmasi iigiin (3.162) tonliyinin
kokleri haqigi olmalidir. Funksiyanin maksimum ve mini-
mum qiymetlerini 5dems sertlorine esasen R(u) funksiyasi-
nm maksimumu /U, uy] pargasinda, minimumu ise [u,u,]
pargasindadir

u=§—(c—1+,/(c—1)2 +3A,)e[u2,u31

5 (3.167)
u =§(c-1—,/(c—1)2 +34, )e [14),u,]
noqtelarinde
R[—j—(c -1+(c-1)? +34, )] >0,
- (3.168)

R[é(c—l-—\/c—l~(c—1)2 +34, )}so.

(3.168) miinasibetlorinin Sdenilmesi R(u) funksiyasinin

koklerinin haqiqi olmasint bir daha to’'min edir. # axtarilan
funksiyam

U=uy—(u, —u, )sin*a , (3.169)
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soklinde evez edek. Bu ovezlomeni (3.164) iichedlisinde
nezers alsaq, yeni deyisonde R(o)-nin ifadesini tapanq:

R=(us-U,)*[ Us-U,-(Us-U,)sin®a] cos’a sina (3.170)
Diger terefden,
, du

u'= —

d¢

ifadesini (3.161) tenliyinin sol terefinde nezers alaq -

/
= —2(u; —uy)sin a -cos “a P 5

%(u'j;£ i;1(143 ~uy)?sin 2a -cos 2a -(a”)? (3.171)

3
(3.170) , (3.171) ifadolorini ve
K=u3—u2, 1 =—3“(u3—u1),

U, — U 5 4u
ovezlemelerini (3.161)-de yazaq:

(o')? =812(1—K2sm2 @) - (3.172)
(3.172) tenliyini £(0)=0 serti daxilinde inteqrallasaq, alanq:
£ = 5"-“- da
0V1-K?%sin® a

burada sn(a,k) Yakobinin elliptik funksiyasidir. (3.169)
ovozlemesinden tapariq:

=8sn(a,k), (3.173)

ula=0 =u3, U T = uz s (3-174)

Dalga uzunlugunu A ile isare etsok ve (3.174) sertini
(3.173)-da nezere alsaq, o asagidaki sekle diiger:
7[/2 da
V1-K?*sin’a ’

izg J‘
0
nl2 d

2
OK)= [
0

@ @
\ll—Kzsinza
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(3.172) tenliyinin hollinin periodikliyini ve bu hellin sax-

lanma qanununu 6dediyini nozers alaq:
X

fucg)az =0, (3.176)
(3.169)-u (3.170)-do yerine yazaq:
Aty == 2% (ay ~ ) [F() - () (3.177)

/2

F(K)= [N1-K’sin’ada.
0

Burada u, - ifadesini u;—u, ifadesi ile evez ederok,
(3.177) diisturunu sadelesdirok:
Aty =28(uy —u, J[F(K )-D(K] (3.178)
Dalga hiindiirliiyiinii h ile isare etsok, onda 4 = u; —u, olar.
Beloliklo, dalga uzunlugu ve hiindiirliiyii mo’lumdursa, onda
(3.175), (3.178) vo h=u, —u, miinasibstlerinden Uy, Uy Uy
mochullarim tapmaq olar. Oksina, Uy, u,,u; kokleri verilorss,
onda ¢, A, h parametrlerini to'yin etmok olar. Dalganin
yayilma siir’sti ise (3.165)-in birinci diisturundan tapilir:
c=1+1/2(u +u, +uy). (3.179)
(3.173) inteqrali Yakobinin elliptik funksiyasinin tersidir.
Bu hell Yakobinin sn(x) elliptik funksiyas: ile ifade olun-
duguna goéro knoidal dalga adlanir.
3.Tutaq ki, u,=u,#U,. Bu halda u funksiyast u, ve U, arasin-
da deyisecek ve qrafiki gekilde géstorilon kimi olacagq.
(3.161) tenliyini , = u, serti daxilinde inteqrallayaq:

u(g) =, + — 2 M --
chz( -3—(u3—u1)§J
Vdu
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Buradan {—+c0 olduqda, u—u,=u, olur. Ugiincii hal son-
suzluqda bircins olan helleri birlesdirir, yo'ni qacan dalgalar
bir siikunet halindan £— - « diger siikunat halina &> ke-
¢arken & =0 otrafinda comlesir (lokallasir) (sekil 3.8). Bu
halda dalga 6zii ilo baraber miisyyen maye kiitlosi apararaq
fezada 6z formasimi deyismoden yayilir. Belo dalgalara tok-
lonmis (aynlmis) dalZalar deyilir.

U=y

Sokil 3.8

ué)=u, +——=—
(\j 5} (3.181)

h=—,—1+u+h
U, —u,, C 5 5

(3.181) diisturuna esasen asagidaki neticelore gelmek olar:
a) Dalganin eni 27,/4u/3h ifadesine beraber olub, dalga
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amplitudunun kvadrat kokii ile ters miitenasibdir.

b) Dalga siir'sti onun sonsuzluqdakt bircins halt ve amplitu-
du ile miitenasibdir.

¢) Amplitud u.-sonsuzlugdaki bircins halindan asili deyildir.

d) Dalganin eni 4 parametrinin kvadrat kékii ilo miitonasib
olub, dalga profilinin hem deyismesinds, hem do yayil-
masinda asas rol oynayr.

4. uzU,=u; Bu halda us< v, oldugda, R(u)20 olur. Alinmis

(3.173) inteqral hell onu gésterir ki, (3.161) tenliyinin

mohdud holli yoxdur. Xiisusi halda, v, »u, olduqda, K2—0

olur vo (3.173) sadelosmis ifadesini (3.169)-da nozere al-

saq, alarig

u(§)=u, —(u3~u2)sin2[ /Ii;(% ~u,) (f—fo):l. (3.182)

Bu ifadenin limiti sabit u, qiymetino yaxinlasir ve pe-
riodu asagidaki ifade ile to'yin olunur:

To>om |25 (3.183)
(uS—ul)
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IV FosIL

QAZIN BIROLCULU QORARLASMAYAN
HOROKOTLORINDO SONLU HOYSCANLAMALAR

§4.1. Boruda bogalma dalZalan

Qazin birdlgiili qorarlasmayan heroketi elo heroketo
deyilir ki, qazin hereketini xarakteriza eden parametrlor anc-
aq bir feza koordinatindan asili olsun. En kesiyi sabit olan
boruda porgenin heroketi zamam onun arxasinda ve qa-
baginda qazin hereketini birdlgiilii qebul etmak olar.

Tutaq ki, boruda siikunetde olan qaz P, tezyiqi altinda

T, temperaturuna ve p , sixligina malikdir. Ogor her hansi

kesikde olan porsen heroket ederse, onda porsen arxasindaki
qaz porgena ¢atmaga cehd edir ve neticeds bogalma dalgas:
emolo geolir. Qazin 6zlilyiinii ve istilik kegirmesini nezere
almadan onun heroket tonliyini ¢ixaraq. Hesablamalan La-
granj koordinat sisteminde aparagq.

Qaz hisseciyinin baglangic x koordinatim1 vo ¢ zama-
mm  asth olmayan koordinatlar kimi qoebul edak. X koordi-
nat oxunu porgenin hereket istiqgametinde ydneldek ve ¢ =0
olduqda koordinat baslangicimt siikunetde olan porsenle iist-
tsto salaq. Onda porsenin arxasinda olan qaz x-in menfi his-
sosine diigecok. Qeyd edek ki, qaz o6zli olmadig iigiin
mieyyen ¢ zaman miiddetinde qaz hisseciyinin porsenden
olan mesafesi |x|-o beraber olmayacaqdir. Borunun en ke-
siyinde qaz hissaciyinin yerdeyismesini u(x,f) ve porsenin
siir'atini vy(7) ile igaro etsek, onda bu kesik ¢ zaman aninda
porsenden / qeder geride qalacaq
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l=tx'—u(x,t)+}‘vo(t)dt. (4.1)

0

hisseciyin baglangic porsenin baslangic
voziyyetl veziyyoti
\ Vo(t)
T 7

u+du 277

X
gz o //
u@t) A /
dz Z 2/23 /
222 /

z 22
>V 7/ /:} /
: %% %

{ zaman aninda

Sekil 4.1

Qaz hissaciyinin baslangic dx uzunlugunun ¢ zaman
~miiddetinde deyismosini dz ilo isare edak
dz=dx+du (4.2)

mani qaz hissaciklerinden tegkil olunan en kesiyin yerdey-
ismosinin artimdir. (4.1) geklinden goriindiyii kimi
dz=dx+u+du—u=dx+du. (4.3)
Borunun en kosiyinin sabit oldugunu qebul ederak,
hisseciyin baslangic ve ¢ anmda uzunlugunu bilerak, his-
sociyin kiitlesinin saxlanmas; qanununu yazag:
Pods = pdz = p(dx + du);

Vo ya
Ou
P o= p(l + 5—} (4.4)
X
Asagidaka isarolomaleri aparaq
w=2t g 20 (4.5)
Ox ot
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Qaz hissaciyinin deformasiyasini tapaq:
_dz—dx _0Ou _ y
& a7
Qazin her bir hisseciyini maddi néqte kimi qebul ede-
rok, ona Nyutonun II qanununu tetbiq edek:
2
¥ _ _ap,
ot
2
== @)
ot P, Ox
Qazin tekmil oldufunu nezere alaraq, entrapiya ten-
liyinin inteqrallanmasindan taping:

P P C

&

(4.6)

*Po

— =% = const, k=—2. (4.8)
PPy C,
(4.4) vo (4.5) miinasibetlerinden alangq:
F,
=a+;f' (4.9)

(4.9) diisturunu (4.7)-de yerino yazsaq, u-ya nezeron
geyri-xatti hiperbolik tip tenlik alariq:
’u _ kP, 1 o*u

=— — . 4.10
o p, (Il+u)* ox? (4.10)
Asagidaki kimi isarolomelaer aparaq:
2
a§=l€&, aZ:—-—a—°—kI~, (4.11)
P A+u,)
P L (4.12)

D - (1+u )(kfl)/z'
Burada a,-heyecanlanmamug, ¢ ise heyecanlanmis gazda
sesin siir'atini gostorir. (4.11) ve (4.12) ifadelerindon goriin-
diiyii kimi a#c. (4.10) tenliyini asagidaki kimi yazmaq
olar:
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2 2
-t
Porgen arxasinda qazin heroketini OGyrenmek iiciin
agagidaki baglangic ve serhed sertlerinin verilmesi zoruridir:
u (x,0)=0, u(x0)=0, (4.14)
u,(0,2) =v ,(¢) (4.15)
(4.13) tenliyi qeyri-xotti hiperbolik tip tenlikdir. (4.15)
tgtinci serhed gerti gosterir ki, qaz hisseciyinin siir'ati por-
senin siir'ati ile iist-iiste diigiir (yapigqanliq serti).

Indi gosterek ki, (x,¢) miistovisinde elo iki istiqgamot
var ki, onlar iizerinde u funksiyasimin tam diferensiallar
arasinda xotti asthliq var. Bu istigamatler xarakteristik xatlor
adlanir. Ixtiyari dx,dt -lar {igiin yaza bilorik:

du, =u,dt +u,dx,
du, =u dt +u_dx. (4.16)
du, vo du, miinasibetleri arasinda ele bir slaqe axtaraq ki,
onlar (4.13) tenliyini 6desin. Tutaq ki,dx=Adt. Onda
(4.16) miinasibetleri (4.13) tonliyinin kdmeyi ile asagidak
soklo diiser:
du, =(a*u,, + Au, )dt,
du, = (u, +Au_)dt (4.17)
(4.17)-de du, ve du, arasinda xetti slagenin olmasi iigiin

(4.13)

onlar bels bir gorti 6domalidir;
a’u, +Au, =B(u,+Au,). (4.18)
Burada B ve A-m asagidaki kimi gétiirsek,
B=A, BA=a?, N =a’,
dx

— = A=tq, 4.19
7 a (4.19)

(4.17) miinasibatlorinden alariq:
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d
d”f =B, du, =Bdu_=tadu_. (4.20)
u,

Gostordik ki, (x,¢) xarakteristikalar1 iizerinde (4.20)
sorti 0denilir. Oger (4.19) xarakteristikalar1 tizerindo (4.20)
miinasibetleri ddenilerse, onda onlar iizerindaki (4.13) ten-
liyi de &denilacek. (4.20) miinasibetini (4.16)-da nozere
alsaq,

u.dt+u dx=a (u,dt+u_dx) (4.21)
onda (4.19) xarakteristikalarin tenliklorine esasen (4.21)-
den (4.13) tenliyi aliir
u,=a’u,. (4.22)
Beloliklo aliriq ki, (4.19) sertini 6domeklo u, vo u,
komiyyetlori (4.20)-den tapilarsa, onda onlar (4.13) tenliyi-
ni do 6deyer. Bu fakt onu gosterir ki, (4.13) tenliyinin helli
xarakteristik tonliklorin holli ile ekvivalentdir. Indi (x,7) ve
)miistevilerinde (4.19) vo (4.20) tenliklerinin handesi
interpretasiyasmi verok. Oger u(x,?) funksiyasini mo'lum
hesab etsok, onda (x,f) miistevisinde (4.19) diferensial ten-
liyinin iki inteqral eyriler ailesi olacaq (sokil 4.2, sekil 4.3).

(u.\ b4 ur

|
t . Uy
w= odt E >§< duy =aduy -
/ de.—_‘—ade
dx=-adt ~
T Uy
Sekil 4.2 . Sekil 4.3

109



Diger terefden, bu syriler iizerinde (4.20) miinasibot-
leri Odenilir vo (x,r) miistevisinde xarakteristikalarn nog-
toleri (u,,u,) miistovisindeki xarakteristikalarin néqtelerine
uygun golacak (sok. 4.3).

T ta, By, (4.23)
dt du,

Buradan gériindiiyii kimi, (x,7) ve (u,,u,) miistovile-
rinde xarakteristikalarin kesisme noqteleri de bir-birine
uygun olacaq ve (4.19), (4.20) tenliklerinin hellini tapmaq
bu miisteviler iizerinde kesisme noqgteleri arasinda uygun-
lugu yaratmaqdan ibaretdir. Beloliklo, (4.13) tenliyinin helli
(4.19) vo (4.20) sisteminin helline getirilir. Bu iisula (fakta)
uygunluq teoremi deyilir.

Porsen arxasinda qazin hereketini tesvir eden (4.13)
hiperbolik tip tenliyin verilmis baslangic sertleri daxilinde
(Kosi maselesi) hallini tapaq. Qoyulmus meselode OX oxu
lizorinde u,(x,0) =u,(x,0) =0 sertleri verilir vo bu ox (x,0)
miistevisinde xarakteristik xetlorlo {ist-iiste diigmiir (a=0).
(u,,u,) mistovisinde xarakteristikalarin tenliyini yazaq.

(4.11) ifadesini (4.20)-de nezero alsaq, tapariq:
a,

dut =imdux. (424)

(4.24) tonliyini dx = adt xarakteristikasi iizro inteqrallayaq:

Uy

du
=q, |-——2——=+c,. 425
ul ao 6[(1 + ux)(k+l)/2 + cl ( )
2a, 1
= e 1y [ (4.26)

Analoji qaydada dx = —adt xarakteristikasi boyu
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2a 1
u, =—k—01[1_(1+u )(H)/z}+c2. (4.27)

Inteqral sabitlori (4.14) baslangic sortlerinden tapilir
¢, =¢,=0 (4.28)
ogor

k-1

isarolomasi aparsaq, onda porsen arxasinda (x < 0) (4.26) ve

(4.27) birinci inteqrallan agagidak sekilde yaza bilerik:
u, = pu,), u, = -y, (4.30)
Menfi OX yanm oxunun ixtiyari ndqtesinden ¢ixan
xarakteristika (u,,u,) miistovisinde koordinat baglangicindan
cixan xarakteristikaya uygun olacaq (sek. 4.4-4.5). Bele ki,
bu ox iizerinde u, (x,0) =u,(x,0)=0. (x,f) miistovisinde ix~

2a, 1
o) =2 [1_(1+u )(k_l),z}, (4.29)

tiyari 1-3 xarakteristikasini gotiirek ve bu xarakteristika
(u,,u,) mistovisinde u, =y(u,) xarakteristikasina uygun
olacaq. Eyni qaydada (x,?) miistevisindeki 2-3 xarakteristi-
kasina, (u ,u,) mistevisinde, u, =-w(u,)xarakteristikasi
uygun olacaq. Uygunluq teoremine osasen (x,r) miistovisin-
de 1-3 ve 2-3 xarakteristikalarnin kesisme noqtosi, (u,,u,)
miistovisinin koordinat baglangicina uygundur. Beloliklo,
aling ki, X yanm oxunun ixtiyari 1 ve 2 ndqtesinden ¢e-
kilmis xarakteristikalarin kesismo, (x,f) noéqtesine (u,,u,)
miistevisinde uygun olan noqte koordinat baglangicidir
(u, =€=0, u, =0). Bu halda (4.11) ifadesinden alarq:
a=a,. (4.31)
(4.19) tenliyindo (4.31)-i nezere alsaq, (x,#) miistevisinin
ikinci kvadrantinda xarakteristikalarin tenliyi sadeleserak
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diiz xott olar (sok. 4.4)

Auy .
At
Uz :(//(Uz)
Up=-@fuz) ,
7 7
5 5 _l_’l_ 61
3 4,
' INY-5' )
! 2 71 « Uy
7 2!
Sokil 4.4 Sekil 4.5
X=ayt+c,, x=-aygl+c,. (4.32)

(4.32) ifadelerinden gbriindiiyii kimi porsenin yaratdifi he-
yocanlanma x <0 istiqgametinde a, sir'eti ilo yayilir vo
baglangic sert x =—q, xarakteristikalarinm iizerine kegir.
Demoli, (4.15) serhed sortinden u,(0,0) =v,(¢) elave xa-
rakteristika ftizerinde x=-qa,, u, =0, u, =0 sortleri
0denmelidir. Hiperbolik tonlikler iigiin bu sokilde qoyulmus
moselolor qangiq meselolor adlanir, yo'ni serhod sortlori
hem xarakteristika iizerinde x = —a,t, hom de xarakteristik

xott olmayan x =0 diiz xetti izerinds verilmolidir.
Uygunluq teoreminden istifade ederak qarisiq masaleni
holl edek. Bunun iigiin (x,7) miistovisinde 4-6 xarakteristi-

kasinin 6 ndqtesinde =vy, silireti verilir ve
u, =y(u,), oyrisi iizerinde v,(¢) ordinatl 6 noqtesi tapi-
lir. Isbat etmok olar ki, 6-7 xarakteristikasi tizorindo
gotiiriilmiy ixtiyari ndqte (u,,u,) miistovisinde 6 noqtesine
kegocok. Hemginin, 6-7 xarakteristikasi iizro hissaciyin
siir'ati vo deformasiyas: sabitdir. Ona gore de Or ordinatin-
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dan ¢ixan menfi isaroli ixtiyari xarakteristika diiz xett verir.
Umumi halda a, #0 olduqda u,,u, funksiyalarni tapaq.

Bunun ii¢iin O¢ ordinati iizerinde ¢, - ndqtesi qeyd edek veo
bu néqteden ¢ixan xarakteristikanin tenliyini yazaq:

x=-a(u )(1—1t,). (4.33)
x =—a,t xarakteristikast (bu xarakteristika oblastin serhod-

didir) vo Ot oxunun emsle getirdiyi miistevide (4.26) inte-
qrali dogrudur

2a, 1
Ot iizerindo serhad sortini yazaq:
u, =vy(t) - (4.35)
(4.33) miinasibatinden ¢z, tapib, onu (4.35)-de yerine yazaq
u, =vo(t+ x ) (4.36)
a(u,)

Ogor (4.36) miinasiboti agkar gokilde verilarse, onda (4.34)
vo (4.36) tenliklor sistemini u, ,u#, mechullarina gore birge

holl ederak, onlarin x ve ¢-den asihligimi tapanq. (4.34) vo
(4.36) tenliklari transendent tenlikler sistemidir ve (4.35)
sade sokilde verildikde, u, ve u, lgiin analitik hall vermak

olur.

(4.34)-(4.35) tenliklerini hell etmoden be'zi neticaler
almagq olar. Tutaq ki, v,(t) (4.6) seklinde oldugu kimi dayi-
sir. Oradan goriniir ki, zaman artdiqca », artir ve a-nin
qiymeti azalir. 7 >¢, oldugda u,(t) = const oldugunu nazore
alsaq, u_=const, a(u )= const olar.

Sokil 4.4-don goriindiiyii kimi ¢<¢ olduqda ¢
oxundan baslanan biitiin xarakteristikalar bir-birinden
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aralanurlar (a # a,), ¢ >¢, olduqda ise bir-birina paralel qa-
lirlar (a, = const). Eyni zamanda ¢ €[0,t,] olduqda xarakte-

ristikalarin menfi & oxu ile emele gotirdiyi bucaq zaman
artdiqca artir, ¢iinki (4.11) ifadesinden gériindiiyii kimi u,

artdiqca a(u,) funksiyas: azalir. Dgor t, miiddetini sifra

> yaxinlagdirsaq, onda deyisen meylli

: xarakteristikalar da ¢ oxu boyunca
A A ]

A Ve baslangic koordinata «O» sixilacaq.

/ Bu zaman ¢>#  uygun gelen

xarakteristikalar bir-birine paralel qa-
lacag ve v, =v,(¢) doyismesinden

asili olmayacaq: ¢ >¢; v, =const.

Beloliklo, porsen siir'stini sonsuz
kigik ¢ miiddatinde sifirdan v, (¢)-
yo qoder sicrayisla doyisecek veo
sokil 4.6 da gosterildiyi kimi olacaq.

Sekil 4.4 ve 4.5-den goriindilyii kimi deyisen meylii
her bir xarakteristikaya (u,,u,) miistevisindo u, =y(u,) oy-
risinin miixtelif néqtesi uygun gelir. Birinci paralel xarakte-
ristika da x =0, =0 baslangic noqteden kegir vo bu kesis-
mo ndqtesi (koordinat baslangict) mexsusi néqgte olur, yo'ni
u, kemiyyetleri hemin néqtede kesisme verir.

Oger Or oxu boyunca koordinat baglangicina yaxinlas-
saq ve u, =v, = const gbtiirsek, onda (4.34)-don alanq

“2/(k-1)
u = [1 —E(L‘l)] -1 (4.37)

2a,

Sokil 4.6

Diger terefden, OX oxu boyunca koordinat baslangicina ya-
xinlagsaq u, =u_ =0 olar.
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Bir noqteden ¢ixan xarakteristikalar sistemine uygun
golon dalgalara morkezlogmis Riman dalalant deyilir.
Olgiiler nezeriyyesinden istifade ederok, porsenin sig-
rayish hereketini dyrenek. Umumi halda qaz hisseciyinin #,
siir'ati veo u, deformasiyasi v,, £, p,,k parametrlorinden ve
(x,t) koordinatlarindan asili olur
u = Vofi(x’t’vo’Po’pork))
U, = fo(%.0,, By Pk ) (4.38)
f, ve f, funksiyalani olgiisiiz kemiyystler olduglan
liclin, onlar x,t,v,, P, p,,k kemiyyetlerinin kombinasiyala-
rindan asili olmahdir. Umumi halda bu kemiyyetlerin kom-
binasiyasim gotiirok. Burada igtirak eden kemiyyetler uzun-
luq, zaman ve ¢oki vahidlerinin kombinasiyasindan ibaretdir

x", " v B, pet (4.39)
_ [G] . . ..
Onda x=[L], t=[t], F= 7] kimi gotirsek, (4.39)
ifadesi agagidaki sokle diiger: |
Ln3 Gn4 G"S T2n5
ot - ——|=0. 4.40
[ T Tn, L2Il‘ L4n5 } ( )

(4.40) ifadesinin Olgiisiiz kemiyyet olmas: liglin L,7,G -
larin Gistlerinin comi sifra baeraber olmalidir
n +n,—2n,—4n; =0,
n, —n, +2ny =0, (4.41)
n, +ns=0.
(4.41) sisteminde bes machuldan ikisi ixtiyari, qalan ii¢ii ise
onlarla ifade oluna biler
n, =—n,, By =—Nn,, ny =-2n,—n,. (4.42)
(4.42)- ni (4.39) ifadesinde yerino yazsaq,
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x™ P x ) P\
nyny n(i 2n, = (—_—J ( . 2 J ’ (4'43)
%' Py Vo v, PV

(4.43) ifadesinde her bir méterizenin igerisi Olgiisiiz ko-
miyyetdir ve ondan istifade ederek, qaz hisseciyinin yer-
deyismosini to'yin edak:

u=vi f[—;c—,k, A ) (4.44)

2
o PoVo

(4.44) ifadesinden goriindiiyii kimi f funksiyasi ancaq
x/(vit) doyiseninden asihidir. (4.44) ifadesini (4.13) ten-
liyinde yerine yazsaq, alangq:

2

x_aw) (4.45)

v0t3 Vol

Buradan a’(u, ) taparnq;

atu) =[] (4.46)

Bu netice avvelcaden hondssi olaraq alinmigdir. Dogrudan
da (x,f) miistevisinde OX oxuna nezeren Rimanin mer-

kozlogmis dalgalarinin meyllik bucagini hesablasaq, (4.46)
ifadesi alinar.

§4.2. Porgen qabaginda qazin horoksti

Porsenin gabaginda gazin herekati porsen arxasindaki he-
roketdon ciddi ferglenir. Porsen arxasinda bosalma dalgalan
yaramirsa, onun gabaginda sixilma dalgalan omsle golir.
Porsenin qabaginda qazin heraket oblast1 miistevinin birinci
kvadrantina uygun olur. Maselenin helli §4.1-doki tenlikler
sistemine analoji olan sistemin helline gatirilir.
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x=a()(t 1), #, =vo(ty), (4.47)

_ 2a, 1 1
BN I [

Buradan ¢, aradan ¢ixarsa, alang:

X
= {— ‘,
U, =vy( o )/
2a 1
TR —01 [1 C (1+u)*D7 ]’ (4.40)

Asanligla gdstormok olar ki, (4.48) ifadeleri (4.13)
tonliyini ddeyir. (4.47) miinasibstinden bels noticeye gol-
. mok olar ki, miisbot meylli xarakteristikalar lizerindo qaz
hissaciyinin siir'st ve deformasiyas: sabitdir. v,(t) = const
oldugu ligiin u,-de sabitdir. Diger terefden u, =v, >0 ol-
dugunu nezero alsaq, (4.47)-de u, <0 olar vo |u,| zaman
artdigca monoton olaraq artar. (4.47) sisteminin birinci ton-
liyinde a(u,) zaman artdigca boyiiyilir ve neticede (x,t)
miistovisinde xarakteristikanin ¢

oxuna nazaren meyllilik bucag: ¢

artir (sok. 4.7). Belolikla, ¢ € i -
oxundan' _ gpan m‘ﬁsb‘aF ’ ;58
xarakteristikalar hokmen bir-biri A

ilo  kesisirlor. Onda (x,7) ol

miistovisinde Xxarakteristikalarin 7 A, z
eloe 4B qursayami var ki, bu

xarakteristikalar hemin Sekil 4.7

qursayana toxunur. Aydindir ki,
OAB oyrisini he¢ bir xarakteristika kesmir ve onun hor bir
noqtesine bir xarakteristika toxunur. Eyni zamanda (x,f)
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miistevisinin her bir ndqtesinden ancaq bir miisbet meylli
xarakteristika kegocok. Holslik onlarin kesismo noqtelerini
nazore almuriq. Bu ise (4.48) sisteminin hallinin birqiymat-
liliyini gosterir. X oxunun miisbet istiqgamoti ilo O4B ayrisi
arasinda qalan oblastda qaz siikunetdedir. Bunun dogrulugu-
nu xarakteristikalar metodundan istifade edorok gdstermek
olar. Oger OAB eyrisine OX oxu istiqametinden yaxinlag-
saq, onda bu oblastda u, =0, u, =0olacaq. Bu ayriye Ot
oxu istiqgamatinden xarakteristikalar boyunca yaxinlagsaq,
u #0, u, #0 olar. Demali, O4B wyrisi iizerinde u, ve u,
funksiyalarimin kesilmosi bas verir. (4.48) hallinin bir catig-
mazhg1 var ki, kesilme sethinde o bu sertlari 6demeyacek.
Hollin kesilmasi fiziki olaraq OA4B iizerinde bas verir, ancaq
zorbe dalgas1 AB' xetti iizerinde yaranir.

Indi gstorek ki, v, =v,(7) siir'eti her hans qanunla art-
diqda elo bir OAC oblast1 var ki, orada (4.48) hellini yuxa-
ndaki sertlar daxilinde istifade etmok miimkiin olsun. Bunun
uciin O4B oyrisinin OA hissesinin xarakteristik oyri ol-
dugunu gdstermok kifayetdir. A ndqtesi iki sonsuz yaxin
xarakteristikanin kesisme néqtosidir. Fiziki olarag bu onu
gostorir ki, kesilme xotti (zerbe daigast) A ndqtesinden
baglayir vo sonrak: dalga ise porsenden qabagda yaranan ses
dalgasim giiclendirir.

Ot oxunun iki noqtesinden ¢ixan xarakteristikalar ailosi-
nin kesisme ndqtesini tapaq. Bunun iigiin onlarin tenliyini
yazaq:

x=(t=t)a(u, ), x=(t-t,)a(u,). (4.49)
Bunlart birge hell ederek -ni tapaq:
p=g+ 270 (4.50)

a; ~q
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au,)=a,, a(u,)=a,,
Gotiiriilmils xarakteristikalar sonsuz yaxin oldugu iigiin
t, > t,. Onda (4.50)-don alang:
a, , aa“
=t +—, aq, =
a, ot
Bu tenlikden gériiniir ki, sonsuz kigik yaxin xarakteri-
stikalar sonlu mesafodo kesigirlor. Oger birinci xarakteristi-
kant OA gbtiirsek, onda 1, =0 olur ve zerbe dalgasinin ya-
ranma amm (4.51)-den tapariq;
Loty = _,ao_'
a, (0)
Buradan zerbe dalgasinin emelogelme mesafesini te’yin
edoak:

(4.51)

(4.52)

_ 40
=qyt —- 4.53
x aO zatb T 0[ (0) ( )
Indi a),(0)-0 kemiyyetini v, =v,(r)-nin téremesi ile
avaz edok:
G _da o, (4.54)
Ot du, ot
(4.48) ifadoalorini blrlasdirak:
1
t— = -1 4.55
Vo( ( )) k— 1[(1+u )(k 1)72 J ( )

(4.54)-den t-yo géro lokal térems alib, (4.53) ifadesini
nozers alsaq:
2a, k-1 ke1y2 Ou
o(0)=——2—""(1+ =
vO( ) k_l 2 ( ux:aut)—( 5t
Digor torofden,

Ou,
ot

(4.56)

x=agl = aO x=ayl
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da(u,) __k+1 a, _ k+1
du, |t =T W = a,- (4.57)
(4.56) vo (4.57) ifadolorini x = ! oo (4.54)-do nozers
alsaq, a -i tapariq-
Oa k+1
“lu, =—=V.(0) - .
6t u, 4 2 VO( ) (4 58)
(4.58) diisturunu (4.53) yerino yazsaq, alangq:
2 a, 2
= 0. =——1_ (459
E+Dvy0) e T gy (459)

(4.59) ifadesinden goriindilyii  kimj Porsen ani olaraq
Vo(t) = v, = const siir'otinj alarsa, onda ¥5(0) > o olar,

Lo, =0, Yoo = 0 (4.60)
va zorbe dalfasi anj olaraq porsen iizorindg yaranar.

Qeyd edok ki, (4.48) belli 04C oblastinin daxilinde
dogrudur. Hagigetde ise 0A Xarakteristikas: {izorindo
=0, u, =0 vo Ot xottj tlizorindo Vo(t) verilerso, onda
OAC oblastinda (4.13) tonliyi ligiin qoyulmug qarisiq me-
selenin helli var vo (4.48) soklindodir. OA pargasi \izerindo
olan qaz hissaciyi he¢ bir zorbe dalgasimin to'siring me’ruz
qalmir, ancaq 4AC, diiz xeftinden solda (4.13) tenliyi
dogrudur. 4AC, xottinden sagda qalan hissaciklor Zorbo
dalgasinin te’sirine me'ruz qalir vo bu halda haroketin dife-
rensial tonliyini ¢ixardiqda Puassonun dénep adiabatik ton-
liyinden P = P,(p/ Po) istifade etmek olmaz. Bunu onunla
izah etmok olar ki, hissacik zerbo dalgasi zonasindan keg-
dikde onun entropiyas: deyisir ve ya zorbe dalgasi kegan
zonalarda hisseciklorin entropiyalar1 bir-birindon ferglenir-
ler. Bu deyilonler ony gostarir ki, qaz hisseciklori arasinda
enerji (istilik) miibadilos; bas verir.
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§4.3. Porsen qabaginda qazin herokot tonliklori

Ferz edok ki, zorba dalgasi AB' xetti boyunca bas ve-
rir. Yo'ni zorbe dalgas: dedikde qazda els kosilme sathi ya-
ranir ki, bu sethe sag ve sol terefden yaxinlagdiqda qazin
fiziki parametrlori sigrayigla deyigir. Olbette, zerbe dalgasi
yaranan oblast miieyyan qalinliga malikdir. Mesolenin riyazi
cohotden hellini asanlagdirmagq iigiin zerbe dalgasmn galin-
1§1 nozere alinmir. Seokil 4.8-de miivazinetde olan qazda
c(t) siir'ati ile yayilan zerbe dalgast oks olunur.

Ld?
Up(t) £ |
———

7 8 5 Bl B A
ZZZ 7, & - Poso, Ty
7 Pl |
;7/';// x
77 x
A, 2

Vs ¥
u,dt
Sokil 4.8

Burada (sokil 4.8) zerbe dalgasi ilo dr miiddstindo
catdirilan A,B, qaz kesiyi gosterilir. Baglangic anda AB
zorbe dalgas: lizerindo olan hissecikler df miiddetinden so-
nra vuruq isareleri ile gosterilen veziyyetde olacaq. Qeyd
edek ki, zerbe dalgasimin qabaginda qaz miivazinetde oldugu
i¢tin orada termodinamik parametrler p,,P,,T, ve kinema-
tik parametrler u, =0, 4, =0 olacaqdir. Zerbe dalgasi arxa-
sinda 1so onlar uygun olaraq p BT, vo u, #0,u_ =20
olacaqdir.

121



Indi qaz kiitlesinin saxlanma qanununu yazaq.
Ogor borunun en kesiyinin sahasini vahid gabul etsek, onda
zorbe dalgasinin gabaginda cdr uzunluglu qaz hisseciyinin
kiitlosi asagidaki kimi olar:

dm = pycdt . (4.61)
Zorbe dalgasi A,B, kesiyine catdigda hemin his-
seciyin kiitlesi

p,(c—u,)dt. (4.62)
ifadesi ilo to’yin olunur ve (4.61) ifadesine barabardir
cpy = (c—u,)p- (4.63)

Baslangic anda qaz miivazinetde oldugu iigiin qaz
hissociyinin horeket miqdan sifra borabardir. d¢ miiddetin-
do hisseciyin heroket miqdarinin deyismesi p ,u,cdf —o be-
raber olar. Diger torofden, bu herekst miqdarinin artmasi
ona to'sir eden giivvelerin impulsuna beraberdir: (P, - F,)dt .
Onlarin boraberliyinden aling ki,

cpu, =P - P,. (4.64)

Baslangic anda qaz hisseciyinin kinetik enerjisi sifra

beraberdir ve hissocik ancaq daxili enerjiye malik olur:

cdtp ,JC,T,. Burada J -istiliyin mexaniki ekvivalentliyidir.

d¢ miiddetinde hissacik zerbs dalgasmin cebhesini kegorok

A,B, veziyyetini tutdugda onun enerjisi asagidaki ifade ile
hesablanir:

2
o, dt(u?’ +JCT, ]

Hissaciyin tam enerjisinin deyigmasi tezyiq qiivvelari-
nin gordiiyii Pu,dt isin hesabina olur, ona gore de
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2
cpo[—“z‘—ucvm —To)} = Pu, . (4.65)

(4.63)-(4.65) saxlanma tenlikleri Klapeyronun termodina-
mik hal tonliyinin kémayi ile qapanir:

P =RpT,. (4.66)
Burada R-qaz sabitidir ve Mayer miinasibotine esasen:
R=J(C,-C)). (4.65) miinasibetini Mayer, (4.64) ve
(4.65) miinasibeatlerinden istifade ederok sadelogdirak:

Byl B D py, (4.67)
2 k=-1\p po
(4.63)-den c-ni tapaq:
c=P1 4. (4.68)
P~ Po
(4.68)-den c-nin ifadesini (4.67)-de yerine yazsaq, alanq:
Pl"P0+ P1Po (_P_l__Pi)___Pl (469)
2 k=-Dp =PI\ P Py
(4.69) miinasibetinden P,/ P, nisbatini te’yin edak:
k+lp |
p_k-1p,
- 4.70
nERL_p o
k-1 p,

(4.70) miinasibeti Hiiygensin zorbe adiabat1 adlanir. Bu
miinasibet zerbo dalgasmin qabaginda ve arxasmdaki
tozyiqlerin ve sixliglarin nisbeti arasinda olage yaradir.
(4.70) miinasibotinden goriindiiyii kimi

%%j, (4.71)
0
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sorti ddenmelidir, yo'ni sixilma zaman1 zerbe dalgasinin ar-
xasinda p, sixligi zerbe dalasmin qabagindaki p, six-

ligindan i—% defo ¢ox ola bilmez. Adi hava iiciin £ =14

oldugunu noezere alsaq, p,/p, <6 olar. Tezyiq altinda adi
qazin sixligim yiiz defelerle artirmaq olar, buna baxmayaraq
partlayislar zamani zerbe dalgasi lizerinde sixliq 6 defeden
¢ox deyismir. (4.68)-den u,-nin ve (4.70)-den P, -in ifade-
lorini (4.64) miinasibetinde nezere alsaq, asafidak: diisturu
alanq:

2Pl

Ap-pll=pl 1| (4.72)
i a_&
Po

Burada = = Ej—l— }

Oger (4.72) diisturundan zerbe dalasimin ¢ siir'eti
me'lumdursa, onda oradan p,/p, nisbetini, sonra (4.70)-

den P,/ P, nisbetini tapa bilerik. Bu miinasibetlorin giymot-

lerine esasen P,/ pf hal tenliyinden entropiyan: taparq.
Oger (4.72) miinasibetinde zerbo dalgast doeyisen
siir'atle horoket ederse, onda zerbe dalZasim otiiren his-
saciklorin entropiyasi miixtelif olacaqdir. Saxlanma ganunla-
rindan istifade ederek alinan tenliklerin birge hellinin olmasi
zorbo dalgasinin varh@im gosterir. Bu dalgamin varligt me-
xanika ve termodinamikanin qanunlari ile ziddiyyet yarat-
mir. Demoli, bele bir zerbe dalasmin varlig: isbat olunur.

124



§4.4. Zorbo dalgalarmin faktiki tapilma tsullan

Biz (4.72) tenliyini ¢ixaranda ferz etmigdik ki, biitiin
qaz hissaciklerinin entropiyasi eynidir. Diger terefden gos-
tordik ki, porsen ani olaraq sabit siir'stlo heroket edorso,
zorbe dalgasi porsenla iist-iiste diiser. Oger porgsen doyison
siirotls heroket ederso, onda zerbe dalgasinin koordinati
(4.59) diisturu ile te'yin edilir ve porsenle birinci yaranan
zorbe dalgasi arasinda olan hecmde hisseciklerin entropiya-
lar1 eyni olur. Lakin zerbe dalgasim kegiren her bir hissacik
ficiin entropiya miixtolifdir. (4.13) tenliyi 4,4C, diz xotti-
nin saf oblastinda Sdenilmeyecekdir (sokil 4.7). Zorbe
dalgasim kegiren hissacikler {igiin tezyiqin sixhigdan asilihq
diisturunu yazaq:

k
Ling (ﬁ} = (4.73)
A P
Burada P ve p, AB' zerbe dalgasi iizerinde tozyiq ve
sixligin qiymeti olub, har bir hissecik iigiin miixtslifdirler.
Hissociklerin horeketinin diferensial tenliyini ¢ixarmaq

ficiin{ AC,B’ oblastinda) (4.4) tenliyinden istifade edok:

Po P o
p = = .
14 ou  1+u,
ox
Bu ifadeni (4.73)-do yerino yazaq:
k

A A (4.74)

(1 + ux) P

(4.74) diisturundan X-o gore tdreme alib, onu (4.7) horoket
tonliyinde nezers alaq:
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621; = ]:R.pg—luxzn - £ x i(%) (4.75)
o p(1+u )™ (1+u ) ox{ p
(4.75) tonliyinde faktiki olaraq u ve P machul
funksiyalardir. Hiiygensin zerbe adiabati (4.70) diisturuna
esasen p ;= p (B) to'yin edilir. Isarolomeler aparaq:

k-1
a = %, (4.76)
pl ux

so_ P (R _(_p" )5
A+u)f axlpf ) \(+u)

Bu isarelomelorden sonra (4.75) tenliyinin sekli sadelesir
a_z_u_ =a’ 223 = 4.77)
or* ot '

(4.77) tonliyini xarakteristikalar metodundan istifade ederok

AC, B’ oblastinda hell etmok olar. Yuxarida gosterildiyi ki-

mi (4.77) tenliyinin xarakteristik tonlikleri asagidaka kimidir ;

dx = tadt
du, = *tadu - &dt. (4.78)
(4.77) tenliyini adadi iisulla hell etmok ii¢iin (x,#) miistevi-
sinda (4.78) xarakteristik tonliklerinden istifade edirlor.
Xiisusi halda, porsen sigrayisla (ani olaraq) v, sabit
siir'atini alarsa, onda AC, B’ oblastinda meseleni analitik hall
etmok olar. (4.68)-doe u, =v, gétiirsok ve onu (4.72)-da ne-
Zoro alsaq:

Lol _pl P | (4.79)

P~ Py

Po
(4.79) ifadesini p, / p,-a gore qruplagdirsaq, p, / p,nezeren
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kvadrat tenlik alariq. Homin kvadrat tenliyi, (43 = p, v /P,
isarolemasinden sonra) hall edok:

1+ 222 /2 2 /2
Py _®H1+ &/ +\/(ae+1+/loae/2J =+l (4.80)

P, =+1+A e+1+ A e2+1+ 1

Burada A, - o yaxinlaganda p,/p, sifra yox, sonlu qiy-
mete yaxmlagdigim nozere alsag, (4.80) ifadesinde kok
misbot gotiirtilir:

k+l
k-1
Bu ise p,/p, nisbetinin maksimal qiymetdir. (4.80) diistu-
rundan p,/p, me'lum olduqda, (4.70)-den A/F, (4.66)-
dan T,/T, ve (4.64)-den c-ni tapa bilerik. Belaliklo, zorbe

dalgasinin siir'stini ve onun parametrlorini to'yin etmak olar.

Qeyd edek ki, qazda zerbe dalgasi yaranana geder, da-
ha dogrusu, birinci yaranan zerbe dalasmin arxasinda qazin
heroketi (4.13) diferensial tenliyi, zerbo dalgast yaranandan
sonra zerbaye me'ruz qalan qaz hissaciklerinin hareketi iso
(4.77) diferensial fenliyi ile tosvir olunar.

p/py== (4.81)

§ 4.5. Adi partlayis ve ya ixtiyari
kosilmenin par¢alanmasi

Qazda zerbe dalgalanindan elave elo ixtiyari kesilme
sothi yaramr ki, bu kesilme sethi iizerinde qaz parametrlorini
her hansi bir miinasibetle elagelendirmek olmur. Dger bo-
yilk tezyiq altinda olan gapali qaz partlayirsa, onda tazyiq,
temperatur ve sixliq parametrlorinin ixtiyari kesilmolari
yaranir. Qazda heroket ixtiyari kesilme omole goldikden
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sonra meydana ¢ixarsa, onda bu ciir hadise adi partlayis ve
ya ixtiyari kasilmalerin par¢alanmasi adlanir.

Partlayigdan sonra qaz hisseciklerinin siir'at ve tezyigleri
kontakt sathindo olan qaz hisseciklerinin siir’ ot ve tezyiqleri
ile ani olaraq eynilesocek. Eyni qaz hisseciklerinden toskil
olunmus bu kesilme sothinin siir'sti gaz hissaciklerinin
stir'atlori ilo tst-listo diigiir ve qerarlagmis kesilme sethi ad-
lanir. '

Sas dalgasi ixtiyari kesilme sothi ve ya
\ o, diafragmann yerlesdiyi yer

N 1T 7 E
{ % plxvﬂl,/ol X /7/; vlluol
I VT SO
{ . = : X p (4 1‘/70; 7;
X
Lol x
’ X
A4 x N\
T A
Morkezlosmis Qorarlagmus Zorbs
Rimman dal@alan kesilme sothi dalgas1
Sekil 4.9

Tutaq ki, boruda ixtiyari kesilme sethi (diafragma) iki
termodinamik halda olan qaz1 bir-birinden sokil 4.9 gésteril-
diyi kimi aymr. Diafragmani ani olaraq uzaglagdirdigda bir
Olgilii partlayisa baxaq. Adi partlayigda P, >> P, oldugu
Ugtin zerbe dalBasi sag istiqgametde yayilacaq. Prosesi yaxsi
basa diismok iiclin qerarlasmus kesilmo sothinin hereketini
ani v, siir'ati almig porsenin hereketi ile uygunlagdiraq. Bu
zaman porsenin herekati hissacikloerin siir'asti ilo ist-iisto
diisecek ve onun siir'atinin verilmoesine baxmayaraq ixtiyari
kosilme sothinden bir torofde eyni hissecikler iglin P, p,
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ve diger terofde ise P,,p, verilir. Belolikle, biz (x,?)
miistevisinde ixtiyari kesilme sethinin qabaginda ve arxasm-
da xarakteristikalarin goklini alanq.

Sekilden goriindiiyii kimi adi partlayly zaman: ixtiyari
kesilmo zorbe ve bogsalma dalgalarina pargalamir. Zerbo
dalgas: tezyiq azalan istiqgametde, bosalma dalgas: ise tezyiq
artan istiqgametde yayilir. Kigik tezyiqli qaz zerbs ile sixildi-
qda T,>>T, olurve B,p,,T,,v, parametrlori sabit qalirlar.
Zorbe ile sixilan yiiksek temperaturlu gazin bu hissesine
qizmar tixac deyilir. Qazin bogalma geden hissesinde ise go-
storilon parametrlor sabit qalir, lakin temperatur ciddi azalir
ve bu hisse soyuq tixac adlanir. Oger nezere alsaq ki, qazin
tezyiqinin artmasi istiqgametinde bosalma dalgalarinin yayil-
mas1 prosesi donen adiabatik prosesdir, onda yaza bilerik:

k
!i{&} _ (4.82)
P, P

Diger torefden (4.34) horeket tenliyinin birinci inte-
gralina asasen

2a 1
Vo= _01 [1 o L ] (4.83)
Eyni zamanda p, = p,(1+u,,) miinasibetini (4.83)-do ne-
zoro alaq:
k-1
2
N -(&J . (4.84)
k-1 Py

Indi Hiiygensin zerbe adiabatim yazaq:
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: (4.85)

Po
Burada k, =C,/C, -kicik tozyigin adiabatik gostericisidir.
(4.85) ifadesinden P, -i, (4.84) ifadesinden p,/ p; nisbatini
tapib, (4.82) yerine qoysaq, alanq:

2 P4 2k
b " k] -
B P

Lo
Bger &= qabul etsok, onda (4 80) ifadesinden alarngq:

P "2 (4.87)

’ ’ Py po ’
pz By p,

(4.86) miinasibetinden v,/a, nisbetini tapib (4.87) nozere

alaq:
- r 1=k ]
2k
T (pa| e @=L
(&J 2____(_2_) 112, P (4.88)
Po (k-DA\ B B @ P -
Po

Bu miinasibatden goriindiiyli kimi adi partlayis zamani
zorbo dalgasinin parametrlori porsenin gabaginda qazin he-
roket mosolesindon alinan analitik diisturlarin kémey: ile
to'yin edilir.
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§4.6. Sonlu amplitudlu heyacanlanmis qazin
oxasimmetrik horokati

Oxa simmetrik halda qazmn kiitlesinin saxlanmasi ten-
liyini gixaraq. Vahid zamanda radial istigametde deyigen qaz
kiitlesinin miqdari.

2mrpv,dz + ai( 27rpv,dz )dr — 2mrpv,dz (4.89)
/s

z oxu istigametinde daxil olan ve ¢ixan qazin kiitlesinin
miqdar1

2mrpv,dr + —g—( 2mrpv dr )dz — 2mrpv,dr (4.90)
z

ifadolori ilo to’yin olunur. (4.89) ve (4.90) diisturlarindan
goriiniir ki, » vo z istigamotlerinde silindrin sothinden ¢1-
xan qaz axim sixligin zamana gore azalmasina getirir. (4.89)

vo (4.90) comi

2 2 drdz | (4.91)
ot
ifadosini verir.
10 0 op
fulih = e 492
- ar(rpv,)+ aZ(;ovz) o (4.92)

Qaz hissaciyinin oxa simmetrik koordinat sisteminde
hereket tenlikleri bele olar

Sy T 4F, E=-——+F, (4.93)

dt p or dt p Oz
Ogor xarici giivveler potensiallidirsa, qaz miihiti baratrop-
dursa ve gerarlasmis heraket edirse, onda yaza bilerik:

Fdr+Fdz=-dU, P= P(p), dr=v,dt, dz=v.dt. (4.94)

(4.93) tonlikleri ssasinda alariq:
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Do s P L ap P,

dt dt p
Ve ya
2
Vi iu-=c. (4.95)
2 “p

Qeyd edok ki, (4.95) Bernulli inteqralidir vo inteqral-
lama sabiti C cereyan xatleri {izerinde aeyisir. [zoentropik
tokmil qazin termodinamik hal tenliyi i¢iin (4.95) tenliyi
belo olar:

P=R(p/ p) (4.96)
v? yP  yP v/f

+ et =
2 py-D pr-1 2
Burada aximn siireti sifir olduqda, ona uygun £,

(4.97)

tozyiq ve p, sixhqdir, v, -ise avezlemedir ,
1

1
NI P 2T
P:Po{l—_—?] s p‘—'po{l—’—2 . (498)
Vi Vi
Forz edak ki, gazin axint potensiallidir
v, = 53_(1_), v, = Qﬂ, (4.99)
or T 0z
Mo'lum Lagranj-Kosi inteqralina asasen

2 2
2190, v, < Ly|-o,
orl ot 2 y-1

2 2
i ,a_@_*._v_+ ¢ +Ui=0. (4100)
oz ot 2 y-1

Burada ¢ = Zg-qazda sesin sir'atidir. (4.100)-den
\ o

aling:

132



o9 V. € Lul-
{6t+2+y—l+U] f(t). (4.101)

Beloliklo, qazin xarici potensialli giivveler sahasinde
potensialli hereketinin Laqranj-Kosi inteqralini aldiq. Qazin
hereketinin birinci integralimin varhigi, yo'ni (4.101) diistu-
runun dogru olmasi iigiin olave sert kimi qazin ideal olmasi
zoruridir.
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V FOSIL

QARSILIQLI NUFUZ EDSN QATISIQLARIN
HIDRODINAMIK ASI

§5.1. QATISIQLARIN KSSILMOZLIK VO
HOROKOT TONLIKLORI

Miixtalif tobistli coxfazal dispers qatisiglarm laminar
axin mosolalorinin tedqiqi 6zl sixilmayan ve ya o&zlii-
plastiki mayeler dinamikasini klassik metodlarla umumilos-
dirilerek heyata kegirilir. X.A.Raxmatulin terefinden ¢oxfa-
zali mayelorin hereketinin diferensial tonliklori verilmis vo
tonliklerin say1 qatisiqdaki fazalarin sayma berabeardir. Bu
halda fazalararasi qarsihiqh to’sir qiivvesi onlarin siir'atler
ferqi ilo diiz miitonasibdir. Riyazi modelin qurulmasi zaman
forz olunur ki, qatisigin her bir noqtesinde fazalar 6z gati-
rilmis sixhqlan, siir'stlori, temperaturlar1 ve tozyigleri ile
igtirak edir. Vahid hecmde olan hor hans: fazamin kiitlasini
p; 1le isare etsek, onda hemin fazanin heqiqi sixhig:

PO =P a:%:V,, (5.1)

i
i

kimi to'yin olunur. Burada «, qatisigin ¥ hecminde i faza-
siin tutdugu hecmdir. Onda

Ya, =1 veya D %) =1 (5.2)

i=1 i=t O
Burada n-qatisigdak: fazalarin sayidir.

Oger qatisigda menbs ve ya menseb yoxdursa, onda

qatisifin vahid hecminde vahid zamanda fazalararas kiitlo
miibadilesinin intensivliyi agsagidaki miinasiboti odayir
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J,==J, J,=0 (5.3)

Ji i
Burada J ;- qatipngin j fazasindan i fazasina kegen kiitle-
nin intensivliyidir.

Qatisigda fazalarin kiitlesinin saxlanma qanununu tes-
vir eden diferensial tonliyi ¢ixarmaq iigiin terefleri
dx, dy, dz olan elementar para- z 4
lelepipedo baxaq: (sok. 5.1). Ferz
edok ki, c¢oxfazali miihit ve ya
gatisiq verilmis hoacmi kesilmez dz
olaraq doldurur ve aximi tesvir
edon parametrlorin zamana ve dy *
koordinatlara gore diferensiali &
kesilmez funksiyalardir. Y

Oger gatisigin i-ci fazasmin
sicetini ¥,{u,, v, w,,} ilo isare

v

Sakil 5.1

etsek, onda paralelepipedin x,y,z oxlarna perpendikulyar
olan iizlerinden qatigigin i-ci fazasmin vahid zamanda ¢ixan
miqdan asagidaki kimi te’yin olunur

dydz éa; (pu;)dx+ dzdx%(piv,. )dy + dydx %(piwi )dz . (5.4)
Bu zaman baxilan hacmde i -ci fazanin kiitlosi
%idxdydz (5.5)

komiyyeti geder azalir. Eyni zamanda, bu faza ils o biri fa-
zalar arasinda kiitloler miibadilesi hesabina i-ci fazamn kiit-

losi ZJij kemiyyoti qoder azalar. (5.4),(5.5) ve axinnci
j=1

ifadoler bir-birini kompensasiya etdiklerine gére yaza bile-

rik;
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ap, z
P Vo5, +3 7, =0, (5.6)
ot =
Alinmig (5.6) tenliyi qatisigin i-ci fazasimn kesilmozlik
tonliyidir. Bu kesilmezlik tenliklerini i iizro toplasaq ve ne-
zare alsaq ki,
Zaipiw) :Zpi =P, Zpi‘_’i = pv, Z Zin =0 (3.7)
i=1 i=1 i=1 =l j=1
onda tam qatigigin kiitlesinin saxlanmasi qanununun diferen-
sial tenliyini alanq:
op
—+Vor =0. 5.8
5 TV (5.8)
Ixtiyari fazanm impuls axminin saxlanma ganununu
diferensial gokilde ¢ixarmaq iigiin dxdydz elementar hocmli
paralelepipede baxaq. X oxu istiqametinde i-ci fazamin im-
pulsunun deyismesi qanununa géro yaza bilerik

oom)__ 8. y 0. | 3
o =5 (pa) 5 )= loum)+ 59
oo, 0o, bl & '
o ayxu. . +IZ=;F;j,+gx,.p,

(5.6) kesilmezlik tenliyini (5.9) tenliyinde yerine yazsagq,
alanq

du, ou, [ Ou,  ou, au,.)
P =P o U +Vi—*'+wi3_ =
/4

Yar Tie ox

e i (5.10)
o.' o-xy O'l n n

="+ t—=+) F, —u; ) J,+g.up;
ax ay az ; X! ; q

Burada F, =F, x oxu boyunca i fazasina j fazasi tere-
finden te’sir eden, vahid hacmo diisen qiivve, a;,a;y,a;z-

i-ci fazaya paralelepipedin x oxuna perpendikulyar olan
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lizlerinden te'sir eden sothi giivvenin kompanentleri, g _-x
oxu boyunca i fazasmnin vahid kiitlesine to’sir eden giivve-
dir.
Eyni qaydada y ve z oxlan iizre impulslarin deyismesi
vo ya horoket tenliklerini yaza bilerik
dv, oo, 0o, 00, & n
—t= +—2+—E+NF +g p—-v.y J,,
am e e ; i T &l ,Zl p 511
aw, 9o, 0o, bo & Z .
=B D2 NFE o +g.po-w Yy J.
o s ; i + 8al 127 p

§5.2. Enerjinin saxlanmas: tonliyi

Enerji axinmimn tenliyini ¢ixaraq. i-ci fazamin xiisusi
enerjisi (vahid kiitleyo diigen) asagidaki ifadeye boraberdir:

2

E =U, +v?'. (5.12)

Burada U,- daxili enerji, v} /2 -iso vahid kiitlenin kinetik
enerjisidir.
On sade halda, qatigigin vahid kiitlesine diigen U daxili

ve K kinetik enerjileri bu ifadelerle te'yin edilir:
2

n n V!
pU =ZprU«'a pK:Zpi 71 (5.13)
i=l i=]
Buradan qatisiin iimumi enerjisini tapaq:
n n 2
pE:ZpiEi =zpi(Ui +22L) (5.14)
i=1 i=1

Umumi qatipiin ¥ siir'sti ilo fazalarn v, siir'etleri arasin-
daki ferq qatisiqda diffuziya axim yaradir:
W =% -v (5.15)
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Buradan ve (5.7)-nin ikinci diisturundan ahingq;

Zptpvizz PV, —py=0. (5.16)
i=1 i=]
(5.15) ifadesini (5.13) diisturunun ikincisinde nozere alaq:
AW +vY  w? a ot
PK:ZP/ 12 \ :;2__,_2&2_'_ . (5.17)
i=1 =l

Beloaliklo, ¢oxfazaly qatisiglarin kinetik enerjisi onun
ham ¥ siir'ati, hom do W, diffuziya siir'sti ilo ta'yin olunur.

Elementar dxdydz hocminds olan i-fazasinin enerji
aximinin tenliyini yazaq:

op,E,

%) 0 o
=——ApEu)-—(pEv)- = Ew
dt ax (pz lul) a (pl lvl) 62 (p i lwl )+

+— (a;u,. )+ %(O‘;yv, )+ % (J;,M{,-)+ % (O';,xui)-l-

+56—(O-2{Zwi)+pigi'vi+i Ej,-—v'(j,-- (518)
4

Jj=1
Burada £, -qatisiginin i vo J fazalari arasinda enerji miiba-
dilesi, §,-qatisigin vahid sethinden i fazasina daxil olan is-

tilik seli vektorudur. (5.18) tonliyinds (5.12), (5.14), (5.15)
miinasibatlerini nezers alsaq ve onu biitiin fazalar iizre top-
lasaq, alariq:

,OCL}'J+E(5‘3;Z +pV17J+ipiEi(V-Wj)=
i=]

dt
=V-(G®v-7)+ 085+ p(z ) (5.19)
i=1
harada ® vektorla tenzorun hasilinin isarosidir.
v a2
E=U+—2-+Z—’ 2 (5.20)

i=]
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Belolikle, (5.8) tenlliyini (5.19) iimumi qatisigin enerji ten-
liyinde nezere alsaq, o sadeleger

dE & e
p—d?"'zpiEi(V'pVi):

i=l
_V-G®T-q)p(a )+ Y (8 W) (521)
i=l

(5.10) ve (5.11) skalyar tenliklerini birlesdirerek onu vektor
soklinde yazaq

Piﬁ=vai+l’i§;+ifﬁ“_’ii']ﬁ’ (5.22)
dt j= j=t
Burada
ool oL |7
' =|ol, ol o] (5.23)
ol o, oL k

7,7,k -x,y,z koordinat oxlarimmn ort vektorlandir.
Simmetrik gorginlik tenzoru o tenzora deyiiir ki, onun

yx?
sin. Gerginlikleri bu sertleri &deyen miihitlere izotrop

mithitler deyilir.

kompanentlori o' =c’ ,0' =o', 0 =0l sertlerini 6de-
xy xz 2 Yy 2y

§5.3. Heterogen qatigiglar

Heterogen qatisiglara misal olaraq maye ila doymus me-
samoli miihitleri, qazin su damcilan ile qatigig, mayenin
bork hissaciklorlo qatisigi (suspenziya), mayenin basqa maye
damcilan ve ya qabanciglar ile gatisiglarini gostermek olar.
n fazali ideal miihitin horoketine baxaq. Bu sade halda da-
xili sothi giivveleri bir normal P, tezyige gotirmek olur.
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Bele ki, gerginlik tenzorunu asagidaki sekilde gostermek olar:

—a,P' 00 100
o'={0-aqP 0 |=-a,P'E, E=|01 0| (5.24)
0 0 —q,P 001

Bundan slave forz edirik ki, fazalardaki heqiqi tozyiq
bir-birine baraber olub, ideal qatisigdaki imumi tozyige
berabordir P, = P. Umumi halda fazalararasi garsiligh te’sir
qiivvelert onlann siir'stlerinin ferqi ile miitenasibdir. Bu
qiivvelor Reynolds adedinin kigik giymetlerinde fazalarin
siir'otlerinin forqinden xstti asili olaraq deyisir:

=& L da, . Oa, . Oa,
F}F;Kﬂ("j“’i)J’P( o T+ 5 J+ 5 k} (5.25)

Tacriibe gosterir ki, qarsiligh to’sir giivvesine hem de tozyiq
qlivvesi (Arximed qiivvesine) olave olunur. Oger fazalar
arasinda kiitle miibadilesini nezere almasaq, i fazasmn -
(5.25) hereket tonliyinde (5.24),(5.25) miinasibetlerini ye-
rine yazsagq, alariq:

P 62_;’ B _aivp-i—iKﬁ(vJ —'171)+pig~i' (526)
=

Burada K;-qatisi§in j-ci fazasi ilo i-ci fazasi arasmdaki

qarstliqh miigavimet emsalidir, i =1, n. Bu tenliklere (5.6)
kesilmezlik tonliklori

op,

3;+V~pi’l =0 (5.27)
ve (5.2) konsentrasiya tonliyi
n N
YO oSg =1 (5.28)
i=1 P i=l

alave olunur. [deal qatisiga baxdigimiz iigiin her bir fazanin
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termodinamik hal tenliyini sade gekilde vermak olar

00 = p2(P) (5.29)
(5.26)-(5.29) tonliklorinde 3rn sayda siir'atlorin kompa-
nentleri, n-sayda heqiqi sixhiqlar, »n-sayda konsentrasiyalar
ve tezyiq axtarilan funksiyalardir. Burada tonlikler ve axta-
rilan mechullarin say1 5n+1 sayda olub, (5.26)-(5.29) qa-
pal sistem emolo geotirir.

§5.4. Sixilmayan mayelorin horoket tonlikleri

Coxfazali qatisigin horokeati zamam onlarn haqiqi sixlig:
p. = (const), olarsa, onda onun heroket tenlikleri (5.26)-
(5.29) sadologerler
4 4 N K
du, 1 oP +Z
=1

7?(”/ _ui)+gxi’

v, 1 op LK,
It = = Y Ly v 4g., 5.30
at  p! ,Zn:pi(’ Ugs (650)

dt plox 5

aw, 1 P &K,

_’:___.().__.__.}_Z_L(wj _wi)+g21

dt pz 32 Jj=1 pl

9% 4 vay =0, (5.31)
ot

Ya, =1 (5.32)

(5.30)—(5.32) gapali tenlikler sisteminde mechullarin say
azalaraq 4N +1 olur: (u,,v;,w,), a;,P. Qorarlagmis here-
ketde bu funksiyalar zamandan asih olmur
ou v _ow _o 0% _ (5.33)
o ot ot ot

141



§5.5. Sixilmayan iki fazali qatisifin gerarlasms horokoti.
Qatisigmn torkibinin doyismasi haqqinda teorem

Iki sixilmayan maye qatigigmin x oxu boyunca bi-
rol¢ilii qerarlagmis hereketine baxaq. Bu halda (5.30)-
(56.32) tenliklori agagidaki sekle diiser

du 1 dP K
. (2 u1)>

ulg— o dx

5.34
du, 1 0P K ( )
Uy —2 ==t — (4, —,)
dx p: ox  p,
d d
_(plul ) =0, E;(pzuz) =0, (5.35)
PPy (5.36)
P
(5.34) hereket tenliklarini teref-terefe toplasaq, alariq
du, du dP
Py —— dx + P, 'Ez‘ = T (5.37)
(5.35) tenlikleri inteqrallayaq
Pty =€ Pty = 6. (5.38)

Burada ¢, ve ¢, inteqrallama sabitleridir.
Eyni qaydada (5.38)-in koémayi ile (5.37) tenliyinin
limumi inteqralini tapaq
pul+pul+P=c, . (5.39)
Bu diistur iki fazah sixilmayan qatisiq tigiin Bernulli inteqra-
Iidar. (5.36) miinasibatini ¢cevirek

L [H”' pzj 1. (5.40)
Py Py Py

Onda (5.39) inteqralim (5.40) miinasibetinin komeyi ile
asagidaki kimi yazmaq olar
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1
(n"2 p'()](c, +c p‘j+P=C3. (5.41)
pl P P2 P

Tutaq ki, aximin her hansi bir en kesiyine uygun pa-
rametrlori me’'lumdur:
_ P1= P> P2 = P> Uy = Uy, Uy =Uy, P=Fy (5.42)
Isarelomelor aparaq:

P i .
_1(?-:"3' 'p—10—=770’ EL:’L i =F

P P P> Pr Yo

0
P u P, .
oy =, 2 =F. (5.43)
P2 Uy Pl

Bu isarolemelerden sonra (5.41) asafidaki soklo diiger:

2 2

&%Bi(l +ﬁj{1 + 2/1 2]+ P =P, + pytily + Pt
Py A vn,

G = Piothios ¢; = pzzouio . (5.44)
(5.44) diisturunda deyisen parametrlor ancaq 4 Ve P-dir.
Burada A=p,/p, =oup; [(@y0) = ,u(a%l ) ovezlamesini

2

nezere alsaq ve (5.44) diisturunun her terofini plul,-

ifadosino bolsek, alanq:

ae2[1+%){1+ 4 )+P =P +&+ ?ezpm (5.45)
770 vn

0

(5.45)-den P"-nin A -ya goro toremasini tapaq:

dr’ aey A &’ U
|1t 1Ll
di A vinl vno A

_ & (V i -1) (5.46)

2
V’?o

143



*

}; >0 olarsa, onda tezyiq artdiqca uygun

Oger viu>1,

olaraq birinci fazanin orta sixligi ikinci fazanmn orta sixhgina

*

nisbaton artacaq.

<0, viu<l oldugda ise, tezyiq azal-

digca birinci fazanin sixligi ikinci fazamn orta sixlifina nis-
baton azalacaq.

§5.6. Doyigen en kasikli borularda stxilmayan
ikifazal gqatisigin qerarlagnus horokoti

Oger qatislq ifiigi veziyyetde yerlosmis borunun oxu
boyunca y6nelmis x oxu istiqgamatinde qorarlagmis hoarekest
edorse, onda hareket tenliklori (5.34) soklinds olar:

du, 1 oP K
w b= =y ),
dx Py Ox  py
_u2%=——17g]i+£(ul—u2). (5.47)
& p, x p,

Borunun ixtiyari en kesiyinden kegen har bir fazanmn
kiitlesinin sabit oldugunu nezere alsag:

F@)pu =c, f(x)p,u, =c,. (5.48)
Burada c,,c, sabitleri her hansi geyd olunmus kesikde to'yin
olunur: ¢, = f, o1y, ¢, = foPalhsy, f(x)-borunun en keo-
siyinin sahasidir. (5.48)-den p, vo p,-nin ifadelerini (5.36)
miinasibatinde nozers alaq:

¢ ¢,

= f(). (5.49)

mpy  u, P
(5.47) sisteminden tapanq:
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du 1| o du, Kpy K '
Tk S

Pi
(5.49)-da a=c,/ p',f=c,/ py ovezlemesi aparsaq, ala-
1q:

o B U,
—=f-, wu=a . 5.51
u, u, : Ju, - B ( )

(5.51) miinasiboatinden u,-in ifadesini (5.50)-de yerino ya-
zaq:

a’u,  du, auz(fu2+f j _P_zgufiﬁ sz
(fi, - B)* & (fu, - B)fu - B p0 _dx  pf

{"“‘2 —uzjﬁ‘iJrﬁ. il (uz au J(ssz)
Su, = p Cy ¢ fu,-p Ju, =B

Burada bir sira gevirmolor apardiqdan sonra alang:

duy _
dx
a’uy f! szﬁtz(a+ﬁ fuy) | Kfau; (fu, —a - p)
= (fu - B)° 02P1 ' (fiuy ~ ) e (fu = B) _(5.53)
a’u, _ a’uj Pguz

i - B (fu,-B° oy

Beloliklo, masala (5.53) tonliyinin inteqrallanmasina getiri-
lir. Bu tonliyi ododi iisulla inteqgrallayaraq deyisen en kesikli
borularda sixilmayan mayelorin axin masolesi dyrenilir.
Xiisusi halda, f(x)=yx olduqda, (y kigik emsaldir)
miistovi menba, f(x) = x* olduqda ise foza menbeyi aling.
Adi monbe ve mensablerden forqli olaraq boruda eyni
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ve oks istiqamotlerde fazalarin axin ola biler. Bu ¢, ve c,
sabitlerinin igarolerinden asihidir.

§5.7. Ikifazah qatisiqda birdlgiilii miistavi
dalgalarin yayilmasi

(5.26)-(5.29) tenliklerinde i=2 olduqda, miistevi
dalgalarin x oxu istiqametinde yayilmas: mosolosine baxaq;

[ du p, OP
pr}':-p — + K, —u),
J j o (5.54)
e RN 2 Ry (TERY
U Py ox
(%4_%_:0’
Jo o (5.55)
_6_&+ Op,u, =0,
L at ox
=pf’ (P), p) =p;(P), (5.56)
P, (5.57)
pl Pz

(5.57) konsentrasiya tenliyinden x-o gére toreme alaq:
1op, 100, _p 00 __p, 00y
plox py x (p)) & (p))? ox

Eyni qaydada (5.56) barotrop fazalarinin hal tenlikle-
rinden alarq:

=0. (5.58)

op) _dpl oP
o dP o (5.59)
o0y _dpj oP
&  dP ox

Diger terefden me'lumdur ki,
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dP dP
dpl =al, ~=aj, (5.60)

ap,
(5.59) ve (5.60) miinasibetlerinden alangq:

g 1 oP o6p, 1 0P

it WL At Rl 5.61

& al o & al ox (561)
(5.61) ifadolerinin komayi ilo (5.58) miinasibatini ¢evirek

139 5
o L ”2—[ A, P }E’P-A— (5.62)
pr o py & |(p))al (p))a; |ox

Burada
__ P " P>
(P)'a (p2)a;
(56.62) diisturundan gﬁ ifadesini (5.54) hereket tenliklarin-
X

de yerine yazsaq:

o o 11 oo, 1O K _u) (563)
pr ox p, Ox

o oax  Ap! ,
Q_u_2+ Ou, 1 ‘:1 9p, 1ap2j|

= +—(u, —u
ot o o) o =)

U,—=———
ot Ox Ap;
Tutaq ki, (x,#) miistovisinin her hans: S ayrisi iizerin-

do olan parga boyu u,,u,,p,,pP,,P.,£; Pparametrlerinin

~

giymetleri verilib. S xetti boyu tam téremeni P ilo igare

etsok, onda aling:
du;, Ou, dx Oy di,
e E b =y b XUy o Sy Xy,
d ot dt ox dt

dp dp

’d_l = P T X Poxs dt2 = Py X, Loy (5.64)
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~0 ~0
5157‘ = Pu + X, P33 dgz = Pa +X, 5.
(5.55) kesilmezlik tenliklorini bu sokilde yazaq;
Putwmpy, +u,p =0
Pt Uy Py + 1y, 0y =0. (5.65)
(5.64) miinasibetlerinden p, ve p,, -nin ifadelerini (5.65)
nozara alaq:

s
(= x)py, +uy, o, + % =0,
(U, —x,)p,, +uy, 0, + dftz =0. (5.66)

(5.66) vo (5.64) -iin birinci iki miinasibatinden ¢ixir ki,

1 dp
P = |:ulxpl + ﬂ}
U — X, dt (5.67)
o o )
P U, — X, 2P dt |
dau du
U, = _C‘il‘—l XUy Uy = -'de XUy (568)

(5.67) ve (5.68) miinasibetlorini (5.63)-de yerino yazsaq,
alariq:

Pty Pl
(w, —x)u,, - [ + }:A,
U ap!  pP -x) pyuy x|

1 Pl P2y,
(uy —x)u,, — { + =4,,
? ’ Apg plo(ul_xt) pg(uz_xr) ’
Burada 4, ve A4,-nin ifadeleri agsagidak: sekildedir:
du; dp
A1=K(u2—u1)-———u‘+ 3 L Py
. (p)) Ay, -x,) at

(5.69)
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1 dp,

+ , 570
(P3)? A(u, —x,) dt (5.70)
du 1 dp
A, = Ky —uy) = =2+ — Py
dt (pl )" Alw, ~x,) dt
1 dp,

+ .

(p7)’ Alu, ~x,) dt
(5.69) tenlikler sistemi u,, ve u, mechullarina gére qapal
sistem togkil edir.

pt ,02
U —x, - U, - U, =
{ ‘ (p?)ZA(ul—x,)] Y () Ay -x)

P, p |
—t—y,_+|u, —x u, = A4,;
AR [ T ) [T

Odebiyyatdan melumdur ki, xarakteristik istiqgametla-

rin tenliyini almaq ligiin (5.71) sisteminin determinant: sifra
boeraber olmalidir

2 P
(1" e/ 0 (2 1) - 0 2 -
{" S M (pz)A] (5.72)

(5.71)

_ PP: _
A (pl ) (p3)
ve ya
(u1_xt)2(u2 ) - 0 (u1"'xz)2"
(,02) 4 (5.73)
P 2
——ﬁ—(u -x, )" =0
(P )4 "

Qeyd edok ki, egor S xettinin her hans: pargas: boy-
unca u,,u,, Py, Py, L), P3, parametrlori verilorse, onda x,

siir'ati (5.73) cobri tenlikden to'yin edilir.
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Ikifazali miihitlords kigik heyscanlanma zamam teqri-
ben

X, —U DX, X, —Uy X, X, Dup,u,, (5.74)
miinasibeti dogrudur. Bu halda (5.73)-den alariq
1 s . P ]
x, = |—| =L+ . (56.75)
\/A [(p{’ > (p))

A-nmn ifadesini (5.75)-de yerine yazsaq, alariq

f
1 P P J
x, = + . (5.76)
\/‘PlJer_((pf)z (p;)?
0N2 .2 02 2
(py )" a (py) a;
Fazalardan biri sixilmayan olduqda, messlen, plo = const

olduqda, a} —  olar. Bu halda

0
x =a, 142022 (5.77)
pr P
(5.76) diisturundan birfazali miihitler iiciin alariq

- - 0 _ ,0. = =
Pr=P Py =P G =a,=a

x, = | % (5.78)
dp

(5.76) diisturundan goriiniir ki, p, = P, olduqda ikifa-
zali miihitler bir sas siir’stine malik olur.
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VI FOSIiL

MONODISPERS SUSPENZIYA

§ 6.1. Monodispers suspenziyann osas tonliklori

Coxfazali sistemleri tosvir etmok ticiin iki ciir yanagsma
tsulundan istifade edilir. Birinci yanasgma kiitlenin, impulsun
ve enerjinin saxlanmasinin fiziki qanunlarina ssaslanir va
her bir fazanin ayrihigda tenlikleri yazilir. Qatigigda her bir
fazanm makroskopik sekildo igtiraki forz olunur ve 6l¢iileri
molekulyar 6l¢iilerinden ¢ox-gox béyiik hesab edilir. Bir sira
tedqiqatcilar terefinden qaz qarigifimin miteyyen deqiqlikle
haroketini tesvir eden tenlikler verilmisdir. Miiolliflor haqli
olaraq qeyd edirler ki, iimumi halda yalmz bir balans miina-
sibeti yazmaq qatisifin mexanikasini tam Oyrenmays imkan
vermir. GOsterilmis halda ssas ¢etinlikler fazalarin istilik Vo
qarsthight te'sir qiivvelerinin konkretlogdirilmesindon (de-
qiqlesdirilmesinden) ve faza kegidlorinin ayird edilmosinden
1barotdir.

Ikinci yanasmada hereket tonliyini ¢rxarmagq iigiin sta-
tistik fizikamin metodlarindan istifade edilir. Bu meqsadlo
gazin kinetik nezeriyyesinden, feza, zaman ve s. {izre orta-
lagdinlmadan istifade edilir.

Qaz-berk hisseciklor sisteminin eyni zamanda, sta-
sionar herekatini tosvir eden tenlikler P.Panton, daha iimumi
halda ise R.I.Nigmatulin terofinden alinmigdir. Qeyd olunan
yanagma ayri-ayri hissaciklerin etrafinda siir'atlorin, tempe-
raturun, gerginliyin qiymetinin me’'lum olmasim teleb edir.
Bunu ise birfazal biitév miihit tigiin serhed masalssinin hol-
linden tapmagq olar. Lakin lokal oyuglarin konturunda serhed
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sortlorinin deqiq verilmosi zamam ciddi ¢etinlikler yaramr. -
Burada fazalararasi qarsiligh te’sir giivvesinin agkar soklini
ancaq xiisusi hallar ii¢iin hesablamaq miimkiin olur.

Istifade edilocok model termodinamik qiivveni nezero
almagla ikifazali miihitlerin (qatigiglarin) hidrodinamikasinm
Oyronmoys imkan verir. Suspenziyada dispers fazaya kesil-
moz mithit kimi baxmag liglin onun iki en yaxin hissecikleri
arasinda orta moesafesi axinin makroskopik miqyas: ile
miiqayisedo ki¢ik olmalidir. Bu ise biitov miihit mexanikasi-
nin saxlanma ganunlarina hecmi ortalagma iisulunu tetbiq
etmeys imkan verir. Ogor L baxilan herakatin xarici 6l¢tisii
(borunun uzunlugu, laymn 6lgiisii ve s.), A-makrohecmin
miqyasi, d -mikrohecmin miqyasi, A-iki en yaxin monodis-
pers hissocik arasindaki mesafo olarsa, onda L» A»A»d ve
dx,dx,dx, ~ A’ makrohecm iizre balans tenliklerini ortalag-

dirmaq olar. Makrosistemde monodispers suspenziyali
miihitin birdlgiili kesilmezlik tenlikleri

5(a1p1)+5(a'p‘vl)=0 a(a2p2)+5(a2p2v2)=0 (6-1)

a & a
soklinde, impulsun saxlanma (hereket) tenlikleri iso

Aapy) , Slappv) _ 5(“1011)+F

: (6.2)
a & 073
(e, p,v2) + ACANDY, _ Ha,Ty) _F
a & 2 ’

soklinde olur. Ferz edok ki, dispers fazada berk hisseciyin
deformasiyasi iimumiloegmis xotti 6zlii-elastiki reoloji qganuna
tabedir:

m d n d
(bo + ;bl EJO'” = (ao + ga, —d—tjel ; (63)

Diger terofden, belo bir sortin 6denmesi zaruridir:
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o ta,=1 (6.4)
Hor bir fazanm sixhig1 6z fazasinin gorginlik voziyyeti
ile to'yin olunarsa, onda termodinamik hal tonliklori bels
ifade olunar:
P = pi(oy), Py = p,(P) (6.9)
Yuxaridaki tenlikler sistemi berk fazadaki kinematik
miinasibatle tamamlanir (qapanr).
de, & J(ev) &
& a & a (6.6)
Burada «1» indeksi monodispers fazaya, «2»-indeksi
maye fazaya aiddir. Berk fazanin vahid hecmde tutdugu
hecm hissesi a; (bu suspenziya miihitin konsentrasiyas: ad-
lanir) olarsa, onda maye fazanmin tutdugu hocm hissesi
o, =l-a, olar. v,v,,p,p,,0,,7,-uygun olaraq berk ve
maye fazalanmin siir'etleri, sixhglan ve gerginlikleridir, P-
maye fazada tezyiq, e -berk fazada deformasiyadir. (6.3)
miinasibetinde  b,,b,,..5,,, a,,a,,...a, sabitleri  5zlii-elastiki
miihitlerin mexaniki xasselerini xarakterize eden parametr-
lordir vo konkret miihitler {igiin eksperimental iisulla to’yin
edilir. Oger berk hissecik xotti elastikidirse, onda (6.3) reo-
loji minasibetinden b, =1, b, =0; a,=E, a,=0 olar.
Burada FE -elastiklik emsalidir. Eyni qayda ilo Maksvel

mihitleri tigiin: @, =0,a,=E, b, =1, b = £ olar. Yerdo qa-
U

lan sabitler ise sifra beraberdirler. Burada u -bork his-
sociyin ozlilk emsalidir. Belolikle, (6.3) miinasibotinde am- -
sallan to'yin etmaklo, miixtelif reoloji modeller alariq.

: Konsentrasiyanin kigik qiymetlerinde (e, <<1), izolo
edilmig kigik sferik hisseciys te’sir eden qiivve belo bir ifade
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ile hesablanir.
ox,  ap

F=pPp L4 v, =V, )+
B,
(6.7)
L 4P v, av, —3kTa o Oa
2 \dt  dt ) 4m’® e, ox

Sag terofdeki 1-ci hedd hecm iizro ortalagdirdmg
tozyiq qiivvesi, 2-ci hedd Stoks miiqavimet giivvesi, 3-cii
birlesdirilmis kiitloe effekti, 4-cii termodinamik qivvadir
a,(3+5a,)

(1-a,)?
burada k-Bolsman sabiti, T-miitleq temperatur, 7,,~-impulsun

f=lha —a, +

’

otlirme relaksasiya zamamdir,

2
r, =20 (6.8)
Su
Bu ifade Reynolds adedinin ki¢ik giymetlerinde dogrudur:
R, = lv‘__ﬁt'f& <1. (6.9)
U

Maseloe bir olc¢iiliidiir, ona goro do hissaciklerin enins
heroketini ifade eden hecm iizre ortalagdirilmig qaldinica
qiivve burada istirak etmir.

Suspenziyamn 6zlityii dispers fazanin konsentrasiyasin-
dan asili olub, Eynsteyn 6zliiyii il to'yin edilir

;u;(al)zﬂ(l"";'al) ﬂ’a(al):_%,u(l"'%al) (6.10)

Burada g,,4, mayenin &zlik emsallandir. Bu halda kesil-

moz aparici ve dispers fazalarin gerginlik tenzoru asagidaki
kimi yazila biler:
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4 5 ov.
Ty =—P+§ﬂ(l+gal)gxz—, o = —0. (611)

(6.1)-(6.6) geyri-xotti tenliklor sistemi Q,0;,V;, POy VO
e, deyisenlerine nozeren gapali olub, verilmis baglangic ve

serhad sertlori daxilinde analitik helli, ¢ox sade hallarda
bele, bdyiik riyazi ¢etinliklorle qarsilagir.

§ 6.2 Monodispers suspenziyalarda bir 6l¢iilii
qeyri-xotti dalgalarin evolyusiya tonliyi

Monodispers suspenziyalarda x oxu istiqametindo
yayilan kigik, lakin sonlu amplitudlu dalgalar: tesvir eden
tonliyi ¢ixaraq. Oger (6.1)-(6.7) tenliklor sisteminin qeyri-
xottiliyini ve dalgalarin zaman-mokan koordinatlarinda sén-
masini nezers almasaq, onda bu sistemin axtarilan funksiy-
alanm v, p, ,v,,¢,0,,,P qorarlasmis dalgalarda oldugu kimi

F(t-c'x) soklinde axtarmaq olar. F axtarilan funksiyalar-
dan istenilen biridir. Lakin bu sistemin geyri-xattiliyi zaman-
mokan fozasinda verilmis dalgalarmn profilinin deyismesine
sobeb olur ve F' funksiyasi

F=F(nx, t-c'x) (6.12)
soklinde axtarilir. Buradann <<1 kigik parametr, ¢ xetti
(akustik) dalgamn siir'stidir ve dispersiya tenliyinden tapi-
lacaq. Mekan ve zaman miqyaslarini

X=mx, t=t-c’x, (6.13)

kimi deyiserak, (6.1)-(6.6) tonlikler sistemini yeni
doyigenlerde yazaq:

Aap) | Aenpm) _ . dapyy (6.14)
oz ax ot ’
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Ay p,) s Ay 0,v5) s (aryp3v3) -

0
ot oxX or ’
Hayp1v)) +7 a pvivy) el A p1vivy) _
ot ox or
_na(og;n) ! a(“gxo'n) +F,
T
(6.15)
P2, )_H75(0‘2P2 V1) o o(ay pyvyv,) _
ot oX ot
ola.t
- (52)(22) g 5(0-'52:22) _F,
mooL( 0 oY
by + 25| —=+m—=-cv | loy, =
{o ; 15(61 ™ ax 167) } 1
. (6.16)
roo (D 0 a4 0)
= +> b — gy ——c Ty, —— ,
“o ,Z_l Ig(ar ™ oX 161} E
évi+77a(e’vl)—c”’ oey _ MM (6.17)

or oxX or oxX or

Indi axtarilan funksiyalarin 7 kigik parametrlorine nezeron

aynlisindan asagidaki kimi istifade edok:

Q, =a;(0) +770!,m+7720!,(2) toy V) =77V,(1)+772V(2) .

i s

P=nP+n*Py+.., oy =00 +7%0,+..,
(0)

pr=p +n(lo, + Lol)+...,
e, =e +ne + nZe® + .,
pr=py +nBR +17 (B, +BP) + .., (6.18)

Burada "0” indeksli parametrlor suspenziyanin tarazliq halina
uygun golir. v” =0, P=P,, o=0, funksiyalari hoy-

156



acanlanmaya godor tarazliq tenliyini eynilikle 6dediyi ligilin
(6.18) aynilisinda P©© ve o¥ istirak etmir.

Lo, _19p

‘oo, 2 60|,
0 19°

B =% ,=——£2 (6.19)
oP |, 2 6P

Ogor (6.18) ayrilislarim (6.14)-(6.17) vo (6.4), (6.5)
tonliklorinde yerine qoysaq ve sonra 77-nin birinci deraceli

hodlorinin emsallarnm  miigayise etsek, onda a® v,

P,o,,e" funksiyalarina nezeren bircins xatti tenliklor sis-
temi alang:

A% 1606, ¢ ol oW =0,
0y (1 (0 -1_(0) L0),,() _
N

() W] -1 (1
© 4Oy _ g A (g, —v)— 3kTEc o -0,

A ¢ o G- po—
0 (0 15D

169 500 — o0 +Off Pn vy —vp)— 3"T_§__1;3 % =0, (6.20)

—byo1 = =ae”,

o’ +of =0,

&0 =c D,

burada &, = af” +( (0)) [6-4a}” —2(a§°’)2].
(6.20)-de yeddinci tenliyi besinci tenlikde, sonra besinci
tenliyi birinci tonlikde yerine yazsaq, alanq:

a,L,

D _ O 0 O = fy® = oM

al =c'a (l ; (0))"1 AV =—-all. (6.21)
0P

157



(6.21) miinasibetini (6.20) sisteminin 3-cii tenliyinda noeze-
ro alaq:

SV = 1+P1(0) % 3kTS, 1- aoLl_ NONNINGY
2 A b aw el k()]

(6.22)

(6.20) —do iigiincii ve dordiinci tenliyi comleyok:

c | .o o o1, P a
Pl=a— oy py +205 Py | S

© © 0,2
2 2 py bypyc

a 0
o zﬂ(l— — ﬂ" e }vf” 4. (6.29)
mop,;c 01 o€

Almmis  (621H623) miinasibatlorini (6.20)-nin  ikinci
tonliyinde yerine yazsaq ve v # 0 oldugunu nezors alsaq,
birinci yaxinlagsmada uzununa dal@alarin siir'stlerini tapmaq
ti¢iin dispersiya miinasibati alarq.

0) (0 o) (o) 0 )].4 (0) (0) a,L,
Bl[al( )px ) +af (Pz +2p )}" _[al P> (1‘ (o))‘*'

by p
(0) (0) )
a,a; ' B, 2a, o) (o) )\, kTéa,(1)B,
+ 41+ +a +2 —""x
bo ( al(o) J 2 (p2 pl ) 2m3

bopl bO 4ma b()pl

(6.24) dispersiya tonliyinin iki heqiqi kokii var. Birinci kok
maye fazada, ikinci kok dispers fazada dalfammn siir'stine
uygundur. Analoji olaraq 7’ daxil olan hadleri miiqayise et-
sok, ikinci yaxinlagmada alanq:

0
), (2) (0) -1_,(0) L(0),,(2)}_
5;(p1 a” ta; Lo, —c a7 py v, )_ Ny,
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©) . (2) 0) <1 (0} _(0). (2
(,02 a,’ +a; Bip,-c"a, pz)V§)) N,,

P (0) al® (0)
¥
(0P 4 3kf§13 J_Ni"
a C
(0) (0) )
0 P2 MO PCIRAI WO
Pt i + a, + -
T P2 | %2 2
3kTE,a® |
e a®p, 4 He1% = N,,
Amadc
oo op, _or 6
* or 0 81 T ar’ 81( ! ! ) ( )
da? _6a§2)
or ot
burada
6((0’,0,((0) (1)) - . o
N =——t £ ] (Lx OO _gOL o —c a]()pl()vl()vl())’

oxX

0) ~(0) (1)
a(a pz Vz & AY,) o (B (l)P (O)B P(Z) 2 ©) .(0). (10 (1))
or 4Lt C &G PNV,

e e s o
.

X 4y 6X or 2
Y vV , 3kTE oV
x| vV 22w Zh () oV + oY B P
[ P ar ' or 47za c 62‘ ( @’ +a’B )
) ( 6;2” av(u}_c ) O yi _vl(l) al¥ Px(o) Vi —vfV
T 07 7, /7] n
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__detR) M adl? 6(04“P) vep aaf“ AT

15).¢ 4m ox 2c
1) (l)
W ) 8 ),
v ) dmrc
J o a/.(l) a,ﬂ) —lal(o)ldo)v(l) v(l) v(l) ax(O)dO) v(l} v(l) Tlmoéo)
o or T, T, n 3
R e Rl P e I
“or arJ'xLz‘ar’ar 37702
2 (I) (0) 2 (1)
(1+5 (o)]a _ S [ 3w | (g 0g)
2 61 3c 2 010X |
P Lgg B0 ) o
neg 5’ ’ or ox '
a,b,

=1, b—“rn—zazi

0
§2=1+2(ag°))“‘[( OF +8a - 18]
Yuxarida oldugu kimi, o{”,v{®,P,,0,,P, funksiya-
larim v{® funksiyas: ile ifade edek. Onda (6.25) tenlikler
sisteminin altinc1, besinci ve birinci tonliklerinden aling:

0 f o)
ot ot

do, __1 0T fo_[p_avf”J

or _Z—mi;—boc or

da _a®( al | ¥ 1
- ot
ot c by py ot p
( a® ©0) &)
PRI VAR F|- 9 (6.27)
P\ bo or byc ) ot
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(6.27) miinasibetlorini (6.25) sisteminin g¢iincii tonliyinde
yerine qoysaq,

0 2a, 3kTé¢ wv® 2
209 4 p» - —L Ll1- .
{ proTp by’ Zna’cz[ bop,(°) ﬂ ot by

SKTEL \OT  2a, (, 3kTEL
1—47ra3,o(°) a7 b 1_47za3p(°) -
‘ ° ' (6.28)
N, 3kT¢, 0 V3
a®  2m’cp®a® oar

Ovvalce (6.25) tenlikler sisteminin dgiinci ve dordiincii
tonliklorini teref-torofe toplayib, alinan tenliyi c¢B,/2-ye
vuraq:

. (cafo) pOBv® +cal® p" By —a” B0, P, )=
5 (6.29)
=N, +N,).
(6.29) tenliyini (6.25) sisteminin ikinci tenliyi ile comleyak:
v (2
cal™ p{” B, ~——- pi¥al? +¢ ‘ag")pg‘”(c B, 1) ~
or ot
—a"B, a; CBi (N, +N)+ N, (6.30)

indi (6.27) ve (6.28) miinasibetlerini (6.30)-da yerine yaz-
saq, asagidaki soklo diiger:
(©) (0 a©
(cal(O)p,O)B o P (1— aol('xo)) 42) (2B,—-1)}x
¢ bypy ¢

g ) s@
{2 2O 4 o0 2a, _ 3kT¢, (l— al, J a2 "B, }5"1 -

| Pobet 2mt by be | 0t
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o | RS cB a5 1)
Rl 2/f°)o4°/}v‘+N”{T“o4°)—c}“

cB1 N, + al(o) p20 I - 1(0}31 _2a§0)(c2B, 1) y
2 boc| p{ / ¢’
= KIEL | e —aB 20(c*B, -1)
X 3 (0) Ll (0) 1 2 x
dmr p, bo C
x(l— ELZ oy <°>j (6.31)
dna’p® ) oT’

(6.31)-de 9v{? /ot -nin amsali (6.24) dispersiya miinasibati-
ni verir vo ov> /8t = 0 serti (6.31) tenliyini sadelogdirerak,
asagidaki soklo getirir:

(0) (0) O .2 B -1
|:,0§0) +(CzB __1) 3kT§1a2 }]vl +N2 I:ca ( )_}M +
A a a’% |

CBI N, + % a® Béo_)_Ll —a®B — 205;0)(0231 ”1). %
boc 1 1 2

1

2 o) c
_3kIG L, RRING pgo a® azo)( zB J
x| 1-—=2L 0| [F+— &L o~ B, -
4’ p)” by P a
x(l 3ka1{3)) 0. (6.32)
dma’ p ) Ot

(6.26)-nn N,,N,N,,N,, T ve F ifadolerinde istirak eden
a’ v, p,0,,e funksiyalarim (6.20)-(6.23) tenliklerin-
don istifade edersk v funksiyasi ile evez edib, onlan

(6.32) tenliyinde yerino yazsaq ve bir sira ¢evirmoler apar-
saq, alang:
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M M 2 (l) 2 (1)
?—vl—t-R]vl(l) il -Rzi v,(l)———avI +R, ov R, ov +
ox ot ot ot 61’6X n 61’
I—l
+ ROy + Ry — Z( P S,+, 0 g V-0 (6.33)
burada
a,al’”? 3kT§ A°

el vttt o S T o,

cB (o) A° 3kT§1;41° —a, M“

2 dma

al 2 a®p®
AR =2 20mt g0 g0, Zo TP |y
byc € c

2a,4] 445 .

+2(a§°)BzA3° ~BAA? —¢ a§°)p2°)A°2) [

byc’ ¢
(0) (0)
al P 3kT§2A: (0) 40) 0)
1-4, +
B Lo gy )- 25 (o B 1)
R B - S LY
2 ¢ 2c dma’c

;(pZO)A°+a,°fBA°)(A° —1)]+ 2"° 2o M,

2uB A’ A7 | 5t
AR = #B; [Saz —(1+5a{°),
C
(0) 4(0)
A-RO = 2P A B 3’42 5 [1 +26® );
©) 4(0)
A-RY = -————2"“23 n‘: 5, (1+%af°)); (6.34)
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g R (M, B

’ 7, c 2/

) (0 0
A-Réo) oy py (1”‘4 ) (M _ﬂ; A.Réo):_&;
(2%/] 2 c
O 3pTE 4O (2 B -1 1l (0) h

M, =2 +3 0% (0()60 . )y, =t lczB+"‘0 B -1

pl 27zap \) C_2 CZ]()

My =—= 5 [al(())czl'l —a{”c’B, -2 (c*B, ~l)[1— jkTélL‘ ]
OC

© 711313,01(0) >
M, = ——M3.
a4y
e 5],
by p
0 1 pl(O) 4 3kT§1 2yl
A2=25+ © 0.2 g (O)Z'I-b ©
P> 0Py € 7a’ p 0P
L ) aa”
4= O © 4 4O pO] ] 9 o |,
3 ago){ P &, P2 bopl(o) bOC

Oger v=7nRv" =Rv,, X =nxovozlomasi aparsaq,
onda (6.33) tenliyinden ki¢ik 7 parametrini ¢ixarmaq olar

» v Ry 9 v 0%y 3%y (32
—+Vv—- V— |+ Ryc —— |t Re| v+ —— |~
ox 0t R ar or 010x ot cR,

—Z( s, 8 (6.35)
141 or P ’ .

(6.35) tonliyi hem Korteveg-de Vriz ve onun tdremesine
gore, hom do diffuzion tip geyri-xettiliye malikdir. Ode-
biyyatda bu tip tenliye dalgamn evalyusiya tenliyi deyilir.
(6.39) tenliyini baslangic ve serhad sertleri daxilindo hall
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edorek v ve ya v siir'etini tapiriq. Sonra v giymetini
(6.20)-(6.23) ifadelerindo yerino yaziriq vo v, o ,a,
efl) axtarilan parametrlori taping. (6.35) tenliyinin sade
hallarda analitik hellini tapmaq miimkiindiir. Umumi halda

iso bu tenliyin hellini almaq riyazi ¢otinliklo baglidir ve ona
goro do adoedi iisullardan istifade olunur.

§6.3. Evalyusiya tenliyinin xiisusi hallarda
analitik hellori

Maye fazamn dinamik dzliyind z—>0 gbtiirsek, onda
(6.35) tenliyinde 3-cil, A-cii vo 5-ci hedleri yerde galan
hodlero nozeren atmag olar.

Vv N nme OV
—+V-—+R 1), —=0 6.36
& 0"T 7;( ) 1+1 ﬁT ( )

1+1

T =c'x—1, v=—V ovezlomesinin kémoyi il alinmis (6.36)
tonliyi Korteveg-de Vriz geyri-xattiliyino malik olan evalyu-
siya tenliyidir. Xiisusi halda (6.36)-dan:
1. 1=1 a=-R,S, gotiirsek, Byurqgers tonliyini alang:

& W _ IV

— 4V —=a

17,3 ar ar?
(6.37) tenliyi maye vo qaz dinamikasinda zerbe dalgasimn
amole golmesini tesvir eden an sade riyazi modeldir. Koul-
Xopf

, (6.37)

JlnF
Vix,T)=2 6.38
(x7)=2 72 6.38)
gevirmesinin komoyi ile (6.37) tenliyini 6deyen
2
F _oF (6.39)
ax ar
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istilik kecirme tenliyini alirq. (6.39) xatti tenlik olmasina
baxmayaraq, onun iigiin qoyulmus serhed sorti (6.38) ovoz-
lemesindon gbriindiiyii kimi xstti olmaya biler. (6.37) ton-
liyinin helli hagqinda me'lumat Il fosilde, (6.39) isa I, ll fo-
sillerds verilmisdir.
2.1=25,=0 vo B =-R,S, gotiirsek, (3.36)-dan Korteveq-
de Vriz tenliyini alirg:
3

@+V@+ﬂﬁ€=0 (6.40)

& ar ar
Il fesilde (6.40) tonliyinin knoidol ve soliton dalga helli
haqqinda genis mo’lumat verilmisdir. Indi (6.40) tenliyinin
avtomodel hellini

V(x,T) _, =vy(T), V(x,T ), =0

6.41
V(x,T)1T=%=o,% =0 ©41

T=x

sothad gertleri daxilindo aragdiraq. V= f(x)-p(&),
¢=T/g(x) ovezlemesi (6.40) tonliyini asagidaki soklo
salir.

4 _Tg'(x)f(x)dp f*(x) do
co(f)dx B d§+~——g(x) w(é)d§+
. (6.42)
B(x)de _
g’ (x)d&’
(6.42) tonliyini
pElipyde_£d0 2 Lo (643)

&g " 3x, df
sokline getirmek iigiin onun emsallarim miigayise etmoklo
f(x) ve g(x) funksiyalan birgiymetli to’yin olunmalidir.,
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f(x)=(1——x—J , g(x)=[1—iJ,
xf xf

Burada x, -deyisenlerine ayrilmada ixtiyari parametrdir.
(6.43) tenliyinin & — o -da asimptotik halli beladir:
A
(&) —> 7
Onda V siir'sti iigiin agagidaki asimptotik ayrihigt aling.
2

V=[1—xi) -¢(§)—>—;2— (6.45)

I
T =§[1———J—C—J , ifadesinden goriiniir ki, 0<7 <7, yarm

kesiyinda giris impulsun (heyscanlanmanin) yayilma oblasti
qsalir. Qisalma oblastinin (merkezin) keskinlogme rejimin-
do v,(T) siireti artir, bu oblastin kenarinda iss (6.45)
diisturu ile te'yin olunur.
3. I=30larsa vo a=-R,S,, f=-R,S;, y=-R,S, isare
etsok, (6.36) tenliyinden alariq:
vV ¥ 3V v oV
AV =+p—F=a—5+r—5
& or ar or ar
Bu tenliyin emsallan g = 4@ sortini O0doyerse, onda

(6.46)

Beklund ¢evirmesinin
2
V(T,x) =2 B _16g |21E |
76\ ¥ or

S*InF &InF
+158 P - 60y 7

komoyi ile (6.46) tenliyini analitik hell etmak olur. F(T,x)

(6.47)
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funksiyasim

F(T,x):1+exp£\[§—T—a1x)
Y

soklinde gotiiriib, (6.47) ifadesinde nozors alsaq, taparnq:

V(T,x)=15\/§ch"1{1—\/§(T—6a\/—§xHx
4 2\y 4
x{uﬂ{% \/%(T—6a\]%:xﬂ} f (6.48)

(6.48) ifadesi (6.46) tonliyinin soliton (ayrilmis) dalga hel-
lidir ve onun yegane maksimumu var

maxV (T, x) = 0% |&
9 Vv
vo £ 5T 5o [sz—éa\ﬁx] oldugda,
4
IimV(T,x)=0

T—w

olur.

§6.4. Sixilmayan suspenziyamn goxol¢iilii
hidrodinamik tonliklori

Suspenziyanin ve diger dispers miihitin axim zamani
fazalarin hem konvektiv, ham do diffuziya neticesinde pay-
lanmas: bag verir ki, bu da asili hissaciklerin konsentrasiya-
simn mileyyen formasim yaradir. Tezyiq ve fazalarin
slir'otlor sahasi kimi konsentrasiyalar sahasi do ma'lum ol-
mayan funksiyalardir. Biitiin bu machullar baxilan axin ii¢iin
sorhed sertlori daxilinde dispers miihit hidromexanikasimn
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tonlikler sistemini hell etmekls to'yin olunmalidir.

Eyni hisseciklerden ibarat kicik dispersiyali miihit
{igiin fazalarin saxlanmasinin birdlgiilii tenlikleri (6.1)-(6.6)
soklinde verilmisdir. Coxolgilii halda ve oy =0 olduqda,
suspenziyanin fazalarnin kiitlosinin ve impulsunun saxlan-
mast tonlikleri asagdaki kimi olar:

oe

_ op _
—+V =0, L +V =0, 6.49
5" (ev) Pl (pw) (6.49)

dog[é?/at+(§-V)\7]=~—VP+V®0'—7—£¢IO§U,

dplosot+ @ -Vywl=f - pd,VU.
Burada d,,d, —maye Vo hisseciyin materialinmn sixhigl, p-
dispers fazanin hecmi konsentrasiyasi, avvelki paraqraflar-
daki ¢ -ile eynidir: £=1-p; U -xarici qiivve sahesinin po-
tensial; g=-VU; ,w-mayenin ve dispers fazanin orta
siiroti; P-mayenin tozyigi, f -fazalararasi qarsilight to'sir
qiivvesi; o -effektiv 6z1ii gerginlik tenzorudur ve '

1lev, v,
o =2ne, e=—|—+-—
2jox, Ox,
Kifayaet qeder kigik hissocikler figiin vahid hecmdeki fazala-
rarast garsiligh to’sir qiivvesi asagidaki kimidir:

f=fA+fs+fB+fF+f1+fM+f1" (6.51)
(6.51)-in sag torofindeki qiivveler uygun olarag effektiv
{izme qiivvesi (Arximed), 6zl qarstligh to’sir (Stoks), Basse,
Foksen, otalot, Maqnus ve termodinamik qiivvelerden iba-
rotdir. Eyni kigik kiirocikli suspenziyalar Ugiin bu giivveler
agagidaki kimidir:

7= pd[VU +(—§t—+ wﬁ]ﬂ, Ji=2 M) G- ).

: (6.50)
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o 2 () [ emigis

fF = E leoV‘_’ ; (6.52)

1= —p(l p)[l+p(; I:Mﬂxdo(g+w-3)-(l7-—v_v),

ot

iv_} z[ﬁxi; ,
dy

- 3 ) —
ﬁ_ = — p3 (—'L—[j Vp .
PT,

Fu= 6,46—33{770
4ma

4ma® \ Op
Burada

n=M(p),, M(P)=5-25—~; d=ed,+pd,, (6.53)
-5p

7,1, -suspenziyanin ve bircinsli mayenin ozlityli, M(p)-
effektiv ozlik; d-suspenziyanin sixhgdir, v, =n,/d,; a-
hisssciyin radiusu, iw -siir'st axim (burulani) istigamotinde
vahid vektor; # =V -w u-hissaciklerin kimyevi potensial
olub

u=u’ +kTF(p), (6.54)
ifadesine beraberdir. 4° ~ p-dan asili olmayan toplanandir,

[
ya'ni %‘li— =0, k-Bolsman sabiti, T-miitlaq temperaturdur.
0

8-5
F(p)=lnp—p+p——b. (6.55)
(-p)
Suspenziyanin hidrodinamik tenliklerinden istifade
edoarak, ba'zi konkret mosolslori hoall edok.
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§6.5. Dairovi boruda suspenziyamn axini zamani
hissaciklerin paylanmasi

Kicik hissecikli monodispers suspenziyanin herekatine
baxaq. Beraber sixhiqlt suspenziyalarda agirliq ve Arximed
giivveleri fazalann bir-birine nisbeaten siiriigmesini yaratmur.
Oger siiriigme siir'stleri qiymetce her iki fazamn orta
siirotinden ¢ox kigikdirse, onda fazalarm sixiimamazliq gor-
tini nezere almagqla, kiitlo ve tam impulsun saxlanmasi gert-
lorini asagidaki kimi yazmaq olar:

V3=0, —-VP+2V(7Vé)=0, (6.56)
burada ¥ -suspenziyamn orta sir'ati, P-xarici kiitlovi qiivve-
lori nozere alnmagla tezyiq, e-siir'atler sahesine gore qu-
rulmus deformasiya siir'eti tenzoru, 7= M(p)n, -suspenziya-
nm effektiv ozliiyil (77, -mayenin dzliyd, M(p) dispers faza-
nin  p-hecmi konsentrasiyasindan asth artan funksiyadir
(M(0)=1).

Birdl¢iilii Puazeyl axmi iigin (6.56) tonlikleri asagida-
k1 kimi olur:

—Q}z+170L—c—i—(x”’Mﬂ)=O, _@20, (6.57)

oz x™ dx dx ox
(m parametri miistovi ve oxa simmetrik hereket i¢lin uygun
olaraq sifra ve vahido berabar olur.) burada z vo X-uzununa
vo enine koordinatlardir. (6.57) tenliklerini tamamlamaq
ficiin hemin tenliklers uygun suspenziyanin fazalanmn her
hanst birinin tenliyinden istifade edok.

Ox boyunca maye terofinden hisseciyo fs Stoks

qiivvesi ve fF Foksen qiivvesi te'sir edir. Vahid hecmde
zoif (durulagdirimis) suspenziyalar ligiin bu qiivvelerin ifa-
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desi asagidaki kimidir:

—

- 9 . 3 .
= pg-g‘;—wmu, Jr =P mM(P)AT,  (6.58)

burada # =V — w -siirlisme siir'etidir. ¥ ve W uygun olaraq
maye ve hissociyin orta siir'etidir. Oger dispers fazanin im-
pulsunun saxlanmas: tenliyini OX oxu boyunca proyeksiya-
lasaq, onda

a’ 1 d av
- R VL0 V iy | 6.59
u (x dx} ( )

miinasibatini alariq. Eyni qayda ile vahid hacmdeki biitiin
hissaciklore to'sir eden enina galdiric1 qiivvaleri te'yin edsk.
Bunun iigiin bir hissecik iigiin Sefman torefinden miieyyen
edilmis qiivvoden istifade edak:

1/
3-6,46 a||? . (dv
fu=p—— d[voM Zx—} u- szgn(a} (6.60)

4ma
burada v,-mayenin kinematik 6zlityiidiir. (6.60) qiivvesinin

to'siri altinda, burada konsentrasiyanin geyri-bircins profili
yaramr. Bu geyri-bircinslilik termodinamik qiivvenin yaran-
masina sebab olur ve baxilan birdlgiilii axiin vahid hecmin-
doki biitiin hissaciklar ii¢iin

fi= -—3’33-[95} . (6.61)

4ra’ \ 0p ), dx

ifadesi dogrudur. Burada u -hisseciklarin kimysvi potensia-
lidir, (6.61) ifadesinde diferensiallama sabit tezyiq ve tem-
peraturda yerina yetirilir.(6.61 ) ve (6.60) ifadslerinin bora-
berliyinden dispers fazanin impulsunun saxlanmasi tenliyinin
enino komponenti asagidaki kimi olur:
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2
(_5_#_) @:6,46a’d[voM QX] u sign(gz). (6.62)
0p Jor d* dx dx

(6.59) ve (6.62) tonlikleri konsentrasiyasinin profilini tap-
maga imkan verir. Suspenziyanin jmpulsunun saxlanmasi
tonliyinde termodinamik qiivvenin nozors alinmasi, dispers
mehlullann riyazi modellogdiritmesinde diffuziya hadisesi-
pin nezero alinmasindan daha tebii ve meqsedeuygundur.
Indi

% L, p (6.63)

oz
kimi gebul edib, dl¢isiz deyigenlore kegsok:

e

(6.59) ifadesini (6.57) ve (6.62) tonliklorinde nezero al-
magla, axtanlan V(&) veo p(&) funksiyalar iiciin asagidaki
tonlikler sistemini aliriq:

! d(é’"MdV]::—l, P =const,

o gg\" T de
b (6.65)
Mii.ie:r\MiV_\ J_._d_(gmMiV.],
dp dE az| e de\” o dt
burada
rzé’ﬁé_ﬁi@@_/i _ (6.66)

Axinin simmetriklik veo mayenin borunun divarina yapigma
sortinden istifado etsek, V va p figiin serhad sortlorini yaza
bilerik:

E=1 oldugda ¥V =0
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av
=0 oldugda <= =0 6.67
¢ olduqda oy (6.67)

Olave sert kimi, ya hissaciklerin en kesiyi iizre orta qgiyme-
tinden <p >, ya da konsentrasiyasiun orta sorfinin p,
mo'lum giymetinden istifade etmek olar.

(A+m) [p(&)smde =< p >, (6.68)

) p(«f)V@)df[ | V(é)s"”dé} =p;-

(6.65)-(6.68) mosslesinin qapanmasi figiin M(p) funksiya-
sin1 aproksimasiya edib, biitiin p intervalinda yararl: olan

M(p)=(1-p) 7, (6.69)
ifadesinden istifade edek. (6.65)-in birinci tenliyinde
(6.67)-ni nezore almagla

mM&___¢ (6.70)
dé m+1
ifadesini alariq. Onda (6.65)-in ikinci tonliyini kvadraturada
yaza bilerik.

1(p)—1(po)=§2--\/mr—ﬂ«f%, 0s£<t,  (6.71)

burada p,- £=0 simmetriya oxu ve ya &=0 miistovisi

iizerinde konsentrasiyasinin, p,- ise six yigilmus konsentra-
siyasinin maksimal qiymetidir. (6.71)-den alangq

)= ﬁ(é/_f/)g 6=l 672

p = p* b O S 5 S 6*
(6.71) ve (6.72) ifadelerinde
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1p) = [M(p) 7 -dp (6.73)
p P

funksiyas: daxil edilmigdir. Bu funksiyam (6.64) ve (6.69)-
dan istifade etmakls, ma'lum kemyyetlerle ifade etmak olar.
Lakin onu hesablama metodlar1 ile qurmaq daha asandir.
p. =0,6 oldugda hesablamanin nticesi sekil 6.1-de verii-

migdir. ©
\
I 0% \{ —;0\\
100 \
150 0 \
100 |- N s\
| ol | \ 015 < \ T
ok IR\ N
D2 04 P oo

Sekil 6.1 Sokil 6.2

(6.71) vo (6.72) tenliklorinden istifade ederek, p, vo T
parametrinin miixtolif giymetlerinde miistevi ve oxa simmet-
rik axinlar iigiin konsentrasiyanin profilini qurmag olar. Sekil
(6.2)-de p, ve ' parametrinin miixtolif giymetlerinde dai-
rovi boruda suspenziya axim zamam hissaciklerin konsentra-
siyasimn profili qurulmugdur. Goriindityt kimi I parametri-
nin kifayet geder bdyiik qiymetlerinde hissecikler axinin
merkezine yigilir; bu effekt konsentrasiyamn artmast ilo ze-
ifloyir. p -nun kigik qiymetlerinde F ~Inp, M~1 oldugun-
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dan (6.72) ve (6.73) ifadelerinden
2 r 3
P =p, exp["-*cf/zj (6.74)

- aling. Tapilmis p(&) funksiyasindan istifade etmeklo (6.70)
tonliyinden 61g:iisﬁz siir'stler profilini qurmagq olar.
' 1 e
vV L SE<],
(&)= m+13 I M(p)’ fs¢ (6.75)
V(§)~V(§,)— v 0<g<q..

Sokil 6.2-den konsentrasiyanin profiline uygun olaragq,
£, =03 qiymatinde Y [0~ & .
V(&) funksiyasinin =

grafiki  sokil  6.3-de 2 \
gostorilmisdir. 015 _ \

Hissaciklori S1X

yigilmis  niivesi  olan ’—\-/\o \

axinlar  {glin  dlciisiiz 0! —] q

~siir'otlor  profili  gekil ms \
AN

6.4-de  tesvir olun- (05
musdur. (6.75) ifadesi ' \\\
I' vo p, (yaxud ¢&,) 0

parametrlerinin miixtolif 025 . as - aw% §
. . ) Sokil 6.3
qiymotlerinde suspenzi-

yann &lgiisiiz hocmi serflorini hesablamaga imkan verir. Bu
zaman ) seorfi ilo yanasi, hisseciklori bircinsli paylanmis

(p=<p>) suspenziyann analoji Q° kemiyyetine baxmagq
olar. Onda

1 ; N
== W( Oje”V(é)dé] : (6.76)
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nisboeti faktiki olaraq suspenziyanm paylanmasi neticesinde
miigavimetin azalmasi emsalim ifade edir. Bu emsal axinin
psevdoplastik xassesini xarakterize edir ve I' parametri art-
digca giiclenir. ¢ —nin p, ve I' parametrindon aslihigt sokil
6.5-de verilmigdir.
N
0.i5 "

0.03 />

3 -

_:),50-‘/5\ 0.9 W K.

W —— N
08

\J
0t

001 -' \ - j \
\ R i r= 100
‘ _aso 0.2 0y

0 025 Q5 0F5 (f L.
Sekil 6.4 Sakil 6.5

§ 6.6. Broun hissocikli suspenziyamn
holqovari yarnigda herakati

Quyularin qazilmasi problemleri ilo slagedar olaraq
iki koaksial boru arasindaki yariqgda laminar haroket zamani
hisseciklorin paylanmasi miihiim ehemiyyet kesb edir. Bu
mesolode de forz edoceyik ki, hissaciklor ¢ox ki¢ik olub,
yalmiz broun pulasiya heroketi edir ve hissaciklo mayenin
sixliglan forqgi nezare alinmir.

Baxilan axin iigiin impulsun saxlanmasi tenliklerinin
OX oxu boyunca komponenti asagidaki kimi olar:

1 d( . dv) dP
e M = —gd, 6.77
Lz dr(r dr) z & 6.77)
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burada d =(1- p)d, + pd,, p hisseciklarin hecmi konsentra-
siyasi, v-mayenin orta siir'sti, M(p )-nisbi dzliik, P -tazyiq,
r -radial koordinant, z-oxu ise saquli olaraq agagiya yonel-
migdir.
Dispers fazamin impulsunun saxlanmas: tenliklorini OZ
oxu vo r radiusu boyunca proyeksiyalayagq:

Js+ fr + 4+ pdig =0,
I+ fr=0
(6.78) tenliyinin birincisinde Stoks, Foksen vo Arximed
qiivvelerinden istifade olunmusdur.

fs=0OpM/ 20, u=v-w,
fr =Bp/ 4,V (M%), (6.79)

fi=-prd
burada w-dispers fazamin hissaciyinin orta siir'stidir.

(6.78) -tenliyinin ikincisi ise iki qiivvedsn ibaretdir: qeyri-
xottl enine qiivve

fN___3-6,46pd —@Mﬂ
4dma d, |dx

vo fazalararasi qarsiligh termodinamik qiivve

(6.78)

b
. dv
) u-szgna (6.80)

~ kT dpL(p) <
fr=-L D), (6.81)
o dp
Burada
4 3
o =—m
3
In(t - 31-2 15-8
L(p)=204=P) d-p) ,1-2p p_,_p‘p
p 1 p 2 (-p)y

k -Bolsman sabiti, T-miitleq temperaturdur. Konkret hesab-
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lamalarda nisbi ozliik ticlin

M(p)=(1-p) (6.82)
Eynsteyn ifadesinden istifade olunur. Yuxaridaki tenliklerde
p(r)-in tapilmasi ile alagodar olan inteqral sabitlerini ta'yin
etmek li¢iin asagidak: sortlerin birinden istifade edok.

Ip(r)v(r)rdr
j p(ryrdr, <p>=%f— (6.83)
Iv(r)rdr

R
burada < p >, v@ < p >,- mo'lum kemiyystler olub, uygun
olaraq dispers fazanin kesik iizre ve axinda konsentrasiyanin
orta giymetleridir. R ve R’ (R>R) eyni oxlu saquli ke-
merlerin radiuslanidir. Yuxandaki tenliklerden istifade ede-
rok iki meseleni holl edok:
a) avvelce berabersixliqh suspenziyanin d, =d, =d helqe-

<p>1=—~‘RI

vari yariqda axini meselesine baxaq. Alinmi§ naticeleri ted-
giq etmok vo hesablamam sadelesdirmek iiciin dlgiisiiz ke-
miyyetlere kecok.

(6¢)=2(r2) i VW)= Doy P> (6.84)
P = const kemiyyetini miisbat hesab etmek olar, bele ki,
berabersixhiqli suspenziyanin horoketinde kanalin oriyenta-
siyasinin ehemiyyeti yoxdur vo buna gore de (6.78) tenlik-
lerinde agirliq ve lizme qiivvelerinin to’siri ile elagedar olan
komponentler igtirak etmir. (6.77) tenliyinde tam suspenziy-
aya to’sir edon vo g serbestdiiyme te'cili ilo miitenasib olan
agirhq qiivvesi, sabit olub, onu effektiv tozyiq qradiyenti /-
yo daxil etmek olar. Deyilenleri vo (6.84) sertini nozere al-
magla, (6.77) tenliyinin birincisinden fazalarm U =V -W -
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Olgiisiiz siiriigme siir'stlorinin ifadesini alanq. Sonra bu ifa-
deni (6.78)-in ikinci tenliyindo istifade etsok, agagidaki
miinasibatlori alang;

u pliprds d_V_%S,-g,,(dl)
p dp d& dg dg

(6.85)

_ 646 a*d2(RP)*
6 kT

(6.77) tonliyinde (6.84)-i nozers almagla, asagidaki tenliyi
alaniq:

r

d dv
e M%) %

(6.85) vo (6.86) tenlikleri iigiin serhod sortlerini agagidaki
kimi gobul edsk. ‘

r=reH=0, pl&)=p,. &=RIR, (6.87)
p(&) funksiyasi tigiin (6.83) serhod sorti miinasib olmadi-
na gore konkret hesablamalarda (6.87) serhed sertinden isti-
fade edeceyik. Lakin texnoloji tokliflorde istifade etmok
magsedi ilo p, parametri ilo < p >, vo <p >, orta kon-
sentrasiyalan arasinda elage miieyyen olunacaq. Sok.6.6-da
I' parametrinin miixtelif qiymotlorindo konsentrasiyanin
p($) ve mayenin Slgiisiz V(&) profili qurulmusdur. He-
sablama zamam P, =03, =02 gotiirilmiigdiir. Goriindii-
yi kimi I’ parametrinin qiymeti artdiqca hissociklerin qey-
ri-bircinsli paylanmasi giiclonir ki, buna uygun siir'stlorde
biitiin en kesik iizre p(¢£) = P, =0,3 qiymetine uygun qu-
rulmus ve gok.6.6-da strixle gostorilmis V(&) siiratinden
kifayst qoder forqglenir.
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£ i <
05 :
0Y5 |- 00 '\\ p \\
003 7 A\
04 A 250 { ] ! \\
822N Ll
70 | A
g I' /:0/0"’\\%\ “‘
03 00l / /40" \k \
025 v
O o aias as % 0 az o7 o6 o8 10
Sekil 6.6
Sokil 6.7-de I parametrinin miixtelif giymstlerinde p, ilo
<p> Vo <p>, arasinda elage qurulmugdur. Qrafikde
biitdv xetler < p >,, qunq xatlor ise < p >, konsentrastyasi-
na uygundur.
b) Indi ise forz edek ki,
hisseciyin  sixhgr  d,, ]
mayenin sixhfndan 4,
iki defo boyiikdiir, yeo'ni 04 1
z:‘% =2. Yena do
o 02
asas  tonliklor olaraq ‘
(6.77) Vo (6.78)
tonliklerinden istifade ) 02 0y 06 R
edacayik. (6.78)-in )
birinct  tenliyine  daxil $ekil 6.7

olan Faksen qlivvesi diger qiivvelere nszeren gox kigikdir.
Buna gore de fazalararas: siiriigme qiivvesini osasen agirhq
vo lizmo glivvelerinin forgi misyyen edir.
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Qeyd edsak ki, borabarsixligh suspenziyalarda Faksen qiivve-
sinin noezera alinmasi prinsipial xarakter dagiyir. Belo ki,
mehz bu halda siiret profilinin geyri-bircins olmasi U
slirtigme siir'atinin yaranmasina sabab olur. Bu moselade P
kemiyyeti dedikde,—(dP/dz—d,g) ifadesi nazerdo tutulur.
Eyni qayda ile (6.84)-ii (6.77) ve (6.78) tenliklerinde nezo-
ro ahb, bir sira gevirmeler aparsaq, asagidak: tonliyi alarq:

M dplp) dp _ iy 47 5sig”(ﬂ)]< P,

p dp dé dé dé

. 2-646 a'd)’R’P'’g

e RS (6.88)
K(p)=[l+(x-Dpll- p)x -1,
LA YL T v _dg
dé[éMdg) i+ pz-1Gk, 6=

Laminar herekete baxdigimizdan (boru iigiinRe <10’ ), sade
qiymetlendirme ile P parametrinin kigik olmasi ve 6z név-
bosinde G =-1 olmasi naticesine gelirik. Basqa sozle,
P,G-nin belo giymetleri suspenziyanin yuxariya dogru la-
minar axmina uygundur. Eksperiment vo hesablamalar gosto-

rir ki, dispers hissociklerin axim merkezi oxa yigilmagla
miisahide olunur.

§ 6.7. Firlanan suspenziyada hissociklorin paylanmasi

Berk cisim kimi firlanan qabda suspenziyanin laylaria

paylanmasi meselesine baxaq. Bu halda heroket tenliklerini
agagidaki kimi gdstermak olar.

—‘1'—[#1\/1(ﬂ - -‘iﬂ -0, Z__gvo
dar

>

ar ar r
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2

Ja+fr - pd |V =0, —|Vc1>|=fr—. (6.89)

Burada v siir'etin tangensial komponenti olub, hissecik ve
kesilmoz faza iigiin eynidir. Telob olunur ki, » = R olduqda
v=QR olsun, burada Q -firlanmanin bucaq siirati, R-
firlanma oblastimin xarici serhoddinin radiusudur. Bundan
olave r =0 oldugda, v-nin mexsusiyyeti olmalidir. (6.89)-
iin birinci tenliyinde v = Qr, liglincii tenliyinde ise Arximed
ve termodinamik qiivvelorinin ifadelerini nezere alsaq ve
=" Olgiisiiz koordinant daxil etsok, onda (6.89) sistemi-

ni bir tenliye gatirmak olar.
3 Zd 2
L APL) dp_ gy pye 4= PERLQ [ dy g g0
p dp d& 3KT
(6.89)-un ikinci tenliyi tezyiqler sahesini tapmaga im-
kan verir. Yeno de parametr kimi p(0) = p, kemiyystine

0

baxmaq olar. Tezeden §’=|A|/V2§ dl¢iisiiz parametri daxil

edib, (6.90) tenliyinden yalmz p, parametrinden asilt olan
firlanan suspenziyanin konsentrasiyasinin profilini almaq
olar. p, parametri iloe < p > orta konsentrasiya arasinda ola-
ge profili 0<r <R dairesinde ortalasdirmamn kdmayi ile
almaq olar. ‘

Miixtelif p, parametrine uygun konsentrasiyanmin pro-
fili gokil 6.8-de, p, veo < p > arasinda olaqe gokil 6.9-da
gostorilmigdir. Seokil 6.8-de goriindiiyii kimi daha agir
hissacikler firlanan suspenziya hacminin xarici serhaddine
yigalir, yiingiil hissocikler ise markezi oblasta yigihr.
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