I.LR.SADIQOV

MATERIALLAR
MUQAVIMOTI

DORSLIK

II HiSSO

Azarbaycan Respublikasi Tahsil Nazirliyinin
15.04.2010-cu il tarixli 435 Ne-li amri ila tasdiq olunmusdur.

BAKI — 2013



£33, Y
SIe

Reygiloar:

Azsrbaycan Memarliq vo Insaat Universitetinin
«Ingaat mexanikas1» kafedrasi (kafedra miidiri, prof. O.Isayev),
Azorbaycan Texniki Universitetinin
«Materiallar miiqavimeti» kafedrasi
(kafedra miidiri, prof. V.Mirsalimov)

207530

Sadiqov I.
S15 Materiallar miiqavimeti. Texniki ali tohsil miiessisolori ticiin derslik.
II hisse. Baki, «Tohsil», 2013, 640 soh.

Derslik «Materiallar miigavimetiy» fonni iizre texniki ali
tohsil miiessiseleri iigiin Azerbaycan Respublikasinin Tahsil
Nazirliyi terofinden tesdiq olunmus tedris programlarina
uygun olaraq hazirlanmigdir ve tam kursu ohate edir. Iki his-
soden ibaret olan darslikde her feslin sonunda misallarin hel-
li, asas diistur ve asililiglar, 6ziiniiyoxlama suallar: verilir.

Derslik bakalavr ve magistr pillesinde tehsil alan tale-
boaler, habelo miixtolif ixtisas sahslarindos ¢alisan mithendis-
texniki ig¢ilor ii¢iin nezerde tutulmusdur.

2004030000 e v-f“—*“’-*"ww-wk\\
S —— 2013 RS
053 sopkin DEviet Usiversiteul
SRR % 1%3'5 A BXANA ) © «Tahsil», 2013



Materiallar miiqavimoati 3

IX FOSIL

9YILMODO YERDOYiISMOLORIN
TOYIN EDILMOSI

§ 9.1. Deformasiya ve yerdeyismeler. Osas anlayiglar
§ 9.2. Oyilmis oxun diferensial tonliyi vo onun inteqrallanmasi
§ 9.3. Coxmentagpli tirlorde yerdeyismelerin toyin edilmosi.
Baslangic parametrlar iisulu
§ 9.4. Yerdeyismelorin qrafo-analitik iisulla toyin edilmasi
§ 9.5. Mil vo yast1 miller sisteminde yerdeyismelorin energetik
{isullarla teyin edilmosi. Kastilyano teoremi
§ 9.6. Islerin qargililif1 ve yerdeyismelerin qarsililig: teoremlori
§ 9.7. Mor iisulu ile yerdeyismslerin teyin edilmaesi
§ 9.8. Veressagin qaydasi
§ 9.9. Yast: diiz eyilmada statik hall olunmayan mesalalor
1. Sads biragirimh tirler
2. Coxasirimli kasilmaz tirler. Uc¢ momentlor tonliyi
3. Konstruktiv simmetriyanin nazere alinmasi
§ 9.10. Misallar
Osas diistur ve asililiglar
Oziiniiyoxlama suallar1



4 §9.1. Deformasiya va yerdayismalar. Osas anlayislar

§ 9.1. Deformasiya vo yerdoayismalor.
Osas anlayislar

Enins diiz yast1 eyilmoye meruz qalan tirin en kesiyinde nor-
mal ve toxunan daxili giivveler (gerginlikler) yaranir (VIII fosil).
Boyuna qiivvelerin tesirinden tirin boyuna lifleri xetti deformasiya
olunurlar: onlardan bir hissesi uzanir, diger hissesi ise qisalir. Bu
hisseler arasinda yerlason neytral qatdaki liflerin uzunlugu deyisil-
mir. Mahz bu deformasiyalar nsticesinde tirin her bir elementar
hissesi ve biitovliikde tir, yeni biitiin boyuna lifler eyilirler. Daxili
qiivveler qiivveler miistovisine nezeron simmetrik oldugundan da-
xili qiivvelerin evezleyicisi do simmetriya miistovisinde yerlosocok-
dir. Buna gére do diiz eyilmeye maruz qalan tirin merkezi oxu x
lizorindeki ndqteler (enine kesiklerin agirhiq markezlori) deforma-
siya naticesinde qiivveler miistevisinde miieyyen yerdoeyismelor
alir ve tirin ayilmis oxu hemin miistovide yerlogon yast: oyri sok-
line diisiir. Bu ayriye elastiki xatt deyilir. Tirin ayilmis oxu neytral
qat iizerinds yerlesdiyinden onun uzunlugu deyismeyscokdir.
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(9.1.1., a) soklinde gostorilen konsol tirin absisi x olan her hansi en
kesiyi {i¢iin yerdoyismenin proyeksiyalar: ux vo wy ilo isare olunmusg-
dur. ©n bdyiik yerdeyismelor x=I kesiyindes bas verir ve u, wi ilo isare
edilmigler. Ufiiqi yerdeyismelorin giymstleri saquli yerdeyismelorin
giymetlerine gére ¢ox kigik oldugundan (ux <<w, u; << wr), onlar ne-
zorden atilir. Beloaliklo, forz edilir ki, enino diiz ayilmado tirin har hansi
en kasiyinin agirhq morkozi onun deformasiyadan avvalki oxuna perpen-
dikulyar istigametde yerdoyismo ahr (sok. 9.1.1.,b). Bu yerdayismoyo
ayinti deyilir va w ilo isars edilir.

Oyintinin giymseti en kesiyinin absisi x-den asili olaraq deyisen
funksiyadir, yeni w=f(x). Bu funksiya tirin ayilmis oxunun xoz koor-
dinat sisteminds grafikini miisyyen edir, yoni onun tenliyidir.

Eyni zamanda tirin en kesiklori neytral ox strafinda miisyyen bu-
caq qoder doniirler. Yast: kesikler forziyyesinin dogru oldugunu gebul
etsok, bu kesikler miistovi soklinde qalirlar.

Moslum oldugu kimi (VIII fesil), kigik elastiki deformasiyalar daxi-
linde kesici giivvelerin tirin normal gerginliklerine, eloce de boyuna
xotti deformasiyalara tesiri ¢ox kigik olduguna gore nezere alinmur.
Eyni il kesici qiivvenin yaratdi1 siiriigmelerin da tirin yerdoyismole-
rino tesirini hemin sebebden nezere almirig, yeni tirin neytral qati
{izorindeki noqtelerde bucaq deformasiyalar1 (siirlisme bucaqlari) y -ni
nezorden atiriq vo hesab edirik ki, tirin en kesiklori ayilmeden sonra da
tirin oyilmis oxuna perpendikulyar olaraq qalacaqlar. Her hansi en
kesiyinin avvalki veziyyeti (ox oxuna perpendikulyar) ilo donmiis ve-
ziyyeti (eyilmis oxa normal) arasindaki bucaq kesiyin dénme bucag:
adlanir ve @ile isare olunur. Bu bucaq x oxu ile ayilmis oxa hemin ke-
sikdo toxunan arasindaki bucaga boraber olacaqdir. Oyilmis ox yasti
ayri oldugundan bu bucagin tangensi w=f(x) funksiyasmin birinci
tortibden téremesine beraber olur, yeni

dw
e =— 9.1.
go=— 9.1,

@ bucag ¢ox kigik qgiymetler aldigindan #gf =@ gabul edilo bilor.
Onda dénms bucagi @ ve w ayintilerin gox kigik giymstleri iigiin dogru
olan (9.1.) ifadesini bu sakle salinq:

dw
g="" 9.2.
e 9.2)

Buradan goriiniir ki, dénmo bucag: ayinti funksiyasindan kosiyin

absisi x-o goro birinci tortibdon téremosine barabor olur ve x-don asih

olan funksiyadir, yoni 6=6(x)=f"x).



6 §9.1. Deformasiya va yerdayismalar. Osas anlayislar

z oxunun miisbat istiqgametinds bag vermis ayintinin isaresi miisbot,
oksine ise menfi qebul olunur. En kesiyinin evvelki veziyyetinden
(x oxuna perpendikulyar n-n-den) dénmils veziyystine (eyilmis oxa nor-
mal n’—n’-o) kegid ox oxundan oz oxuna an qisa yolla donme saat aq-
robi gedisinin eksins oldugda, dsnme bucag miisbst, saat eqrobinin ge-
disi istigametinds olduqda iso menfi hesab olunur.

dyinti vo dénme bucagi hem do miivafiq olaraq xotti vo bucaq
yerdayismolori adlamrlar ve eyni zamanda tirin enine giivveler tesi-
rinden hans veziyyete diigdiiyiinii, yeni deformasiyasin: tam xarak-
terize edirler. Dyinti vo déonme bucaqlarinin teyin olunmasi iigiin
mixtolif isullar mévcuddur — analitik, qrafoanalitik, energetik vo s.
iisullar.

Oyinti ve dénme bucaginin teyin olunmas: tirlerin sertliye gére
hesablanmas: ile baglidir. Bunun iigiin ise ayilmads sortlik sertinden isti-
fads olunur. Sertlik sorti asagidaki sekilde yazilir:

w_ <[w] (9.3)
Burada w,, =w,, /I — on bdyiik nisbi ayinti, [W] — buraxilabilon
nisbi ayintidir.
Ingaat konstruksiyalar @igiin tetbiq olunan layihslendirms norma-
larinda buraxilabilen oyinti asagidaki hadlorde qebul olunur:

[w]=0,001+0,005
Maginqayirmada, habelo sonaye vo texnikamin diger sahslerinde

[w]l= ﬁ + 5(1)—0 giymetler alir.
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§ 9.2. Qyilmis oxun diferensial tonliyi vo
onun inteqrallanmasi

Oyilmads yerdeyismaleri toyin etmek iigiin tirin normal gerginlik-
lorinin toyin edilmesine aid olan mévzudak: (I hisse) (8.3) diisturunu
ve tirin neytral qatinin (9yilmis oxunun) eyriliyi ifadesini istifade edok:

g _M, d6_1
dc EJ,  dx p

(9.2) ifadesini burada yerine yazib aling:

dw_M, 9.4)
x> EJ,
dw 1

=— 9.4
o ©4)

(9.4) tonliyi tirin oyilmis oxunun toqribi diferensial tonliyidir. Ciinki
(9.4’)-den goriiniirdilyli kimi (9.4) tenliyinin sol torofindaki ifads tirin
oyilmis oxunun ¢ox kigik yerdeyismoler (deformasiyalar) ii¢lin eyriliyi-
dir. Degiq diferensial tonliyi almagq ti¢iin (9.4) ve (9.4')-1 miigayise edib
yaza bilerik:

M
Lo @
p EJ,

Riyaziyyat kursundan melum olan yasti eyrinin oyriliyi diisturunu
tirin oyilmis oxu igiin totbiq etsok, sonlu (boyiik) yerdayismoler iigiin
alariq:

S T 9.5)

(@) vo (9.5) tenliklerinin sol terefleri eyni oldugundan, sag toroflorini
do boraberlosdirsek yaza bilerik:
Ly M
* & =—- (9.6)
i+ @fr B

Bu tenlik tirin ayilmis oxunun daqiq (sonlu ve boyiik deformasiyalar
{iciin) diferensial tonliyidir. Alinmig tenlik ¢ox miirekkab geyri-xatti adi di-
ferensial tonlikdir, ona gére de onun doegqiq halli bozi ¢ox sado mesolsler liclin
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miimkiin ola biler. Lakin ekser hallarda praktiki miihendis moselslsrinin
hellinds tirlerin elastiki xattinin onlarin deformasiyadan ovvelki voziyya-
tindon (ex oxundan) forqi shemiyyetli deraceds kigik olur. Bunu nezere ala-
raq (9.6) tonliyinin sol terofinde mexrocds kvadrat méterizedo

%:0 donme bucagi ¢ox kigik kemiyyet oldugundan onun kvadrati
X

(8?) «1»» nisboten nezerden atilir vo beloliklo, (9.4) tenliyi ilo eyni
tonlik alinir:

2
sdw_ Y, ©.7)
dx* EJ,

Bu tonlikde «+» isaresi «oz» oxunun agagidan yuxari «ex» oxunun
iso soldan saga yoéneldiyi hal iigiin qebul olunur, ¢linki bu halda
oyrilikle (w”) oyici momentin isaresi eynidir (sok. 9.2.1.). 0z oxunun
istigameti eksine olduqda (sok. 9.2.1-de punktir xott) (9.7) tenliyinin bir
torofl menfi isare ils gotiiriilmelidir, ona gore ki, eyrilikle ayici mo-
mentin isaresi eyni olmur. (9.7) tenliyinden istifade etmoklo dénmo
bucagi ve syintini teyin edirik. Bunun iigiin bilavasite inteqrallanma
iisulu totbiq olunur. Eyni zamanda forz edirik ki, tirin sortliyi sabit
kemiyystdir. EJy=const, x oxu soldan saga, oz oxu iso yuxari istiqgamaot-
lonmigdir. Onda (9.7) tenliyini bu sekls salirq:

d*w
y dx2

EJ

=M, 9.7

W"<0
My>0 k/—\) My<0

WH>0 x
M >0 w''>0 o
y Q/_\ ) M, <0

Sek. 9.2.1.
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Bu tenliyi bir defs inteqrallayib dénma bucaqlar tenliyini:
E1,0= [M,ds+C 9.8)
ikinci defe inteqrallayib ayintilor tonliyini aliriq:
EJ,w= jdeMydx+C-x+D (9.9)

Burada C ve D - inteqral sabitleridir ve onlar tirin berkidilme
(masolonin baglangic) sertlerinden toyin edilirlor.

Bir ne¢o sado misallar nazardan kegirak.

Misal 1. Sokil 9.2.2.-ds gbsterilmis tirin on bdyiikk donma bucag vo
ayintisini teyin etmali.

Holli: Bu tirin ayici moment ifadesini M, = - Fx (9.7) tenliyindo
yerine yazib inteqrallayaq:

VA
EJ,-w =~Fx;
X

2 |
EJ,-0=-FX+C; (©.10) \%

2 F ) X

Fx’ > -

EJyw=-T+Cx+D 0 LW, { 7

C vo D inteqgral sabitlorini
toyin etmok iiciin x=/ kesi- Sok. 9.2.2.
yinde mévcud olan baslangic
(berkidilme) sertlerinden istifads edsk:
x =l olduqda, €= 0 ve w = 0. Baglangic sertlorini (9.10)-da yerins
yazib aliriq:

i i)

0= +C; 0=——+CI+D (9.11)
2 6
Buradan:
2 3
c=f. p-_fL 9.12)
2 3

(9.12)-ni (9.10)-un sonuncu iki ifadelerinde yerine yazib verilmis ti-
rin donme bucaqlar ve ayintiler tenliyini aliriq:
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2 2 2 2
EJy9=—F3‘-2—+ﬂ=i[1—x—j ;

2 2 I?
(9.10)
Fx* FI? Fr FP({3x 1x°
7 6 2 3 3 21 21

On boyiik donme bucagl Gnaex vo on boyiik oyinti wmexr gqiymetlerini
bu tenliklerden x = 0 yazdigda aliriq:
2 3
o S W = ©0.13)
2EJ, 3EJ,

Bu ifadslori (9.12) ile miigayise etdikde goriiriik ki, C ve D sabit-
lari uygun olaraq koordinat baglangicindaki kesiyin donma bucaginin
va ayintisinin EJ, misline berabar olur, yani:

C=EJ @, =EJ6; D=EJw, =EJw, (9.14)
Misal 2. Konsol tire miin-
- tozom yayilmig yiik tesir
q edir (sok. 9.2.3.). Tirin
uzunlugunu [/, yayilmis yii-
0 kiin intensivliyini g=const
% v/ gebul ederak an bdyiik don-
6, ' me bucag ve oyintisini te-
yin etmali.

Halli: Tirin toqribi dife-

Sok. 9.2.3. rensial tonliyini yazaq:

e e |
|
|
|
<
Y=

2
EJw=-2_
2

Bu tenliyi iki defe inteqrallayib donma bucagi ve ayintiler tenliklorini
aling:
3
EJ6=EJ8=-T+C;
6
4 (@
EJw=-T +Cx+D
Y 24
C va D-ni masolonin baglangic sertlerinden (tirin berkidilme sortlo-
rinden) tapiriq:
x =/l olduqda, 8= 0; w = 0 olmahdir.
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Bu sortlori (a)-da yerine yazib inteqral sabitlerini tapiriq:

3 4
C:i; D=_il_ (b)
6 8

(b) ifadslerini (a)-da yerine yazib verilmig tirin déonma bucag: ve
ayinti tonliklerini alirq:

3 3
EJ 0—%[1—3‘—}

13
(@)
4 4
Efw=-d |1 22, 1x
g 8 31 31
Bu ifadslerde x=0 yerine yazb tirin an bdyiik dénms bucagi ve
oyintisini toyin edirik:
g’
gmax = 00 = ’
6EJ,
(9.15)
ql*
Wmax =W =T .
8EJ,

Misal 3. Iki oynaqli dayaq iizerinds oturmus ve biitiin / agirimi bo-
yunca miintezem yayilmig qiivve (¢ = const) ilo yiklenmis tirin (sok.
9.2.4.) en bodyiik donme bucagi ve en boyiik ayintisini teyin etmsli.

Holli: Aydindir ki (simmetrik yiiklonms oldugu iiiin), tirin dayaq

reaksiyalart R, =R, qzl
y4
V)
RA max /CI A RB
ERARA r X
4 ] B
7 \Qmax W, 7
X £/2
Jm— { |
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Tirin ayilmis oxunun taqribi diferensial tenliyini yaziriq:

2
Erw =l &
7 2 2

Bu tenliyi ardicil olaraq iki defs inteqrallayib dénme bucag vo
ayintiler tenliklerini alirq:

3
Ero=4y 9 ¢,
Ty 6

(a)

4
EJ w=q—lx3—g—+Cx+D
12 24

x=0,w=0vox =1 w= 0 baslangic sortlorinden istifads edib,
C vo D sabitlerini toyin edirik:

3
D=0;c=-i12’Z (b)

(b)-ni (a)-da yerins yazib alinq:

3 3
Ero=dlp 9 _d_.

2

6 24 p
; s (a’)
EJw=Ly & 4 ,
Y12 24 24
Buradan an boyiik donms bucagi x = 0 oldugda alinr:
ql’ ql’
EJ G =—>— veya 6,=6_ =- 9.16
y-o0 24 y 0 max 24EJy ( )
©n boyiik ayinti tirin agirrminin orta en kesiyinde, yeni x I ol-
duqda alinacaqdir:
3 4 3
EJow =i.(1) _1[£j _Ah L5 g
Y 12 (2 24\ 2 24 2 384
Buradan
4
W =~ ! ©.17)

384 EJ,
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Misal 4. 1ki oynaqli dayaq iizerinds oturmus tirin dayaq kesikleri-
nin birinds topa ciit qiivve (momenti M olan) tetbiq olunmugdur (sok.
9.2.5.). Tirin an bdyiik donms bucag: ve ayintisini tayin etmsli.

>3

max x

Sok. 9.2.5.
Holli: Tirin ayilmig oxunun teqribi diferensial tonliyini yazaq:
EJW=M-R,-x

Burada dayaq reaksiyast R, =R, = % olacaqdir. Onda avvealki

tonlik bu sokle diigecok:
EJ W= M(l - f)
d /

Buradan dénms bucaglar ve ayintiler tenliklerini aliriq.

x2
EJ6=M|x-—|;
g 21
, (@)
X X
EJw=M|=—-=|+Cx+D
g 2 6l

C va D inteqral sabitlerini asagidak: baslangic sertlorindon tapiriq:
x=0olduqda, w =0, x =1 olduqda, w = 0.
Bu sertleri axirinci tenlikdos yerine yazaraq aliriq:

Ml

D=0 C=——
3
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Bu ifadsleri nezers alaraq (a) tenliklarini bu sokle saliriq:

2
Ero=mx-X |- M,
Y 21 3
N (b)
EJw=MZ -2 |+
’ 2 6 3
Buradan on boyiik donms bucagi (x = 0 olduqda):
E16,=E16, =, g-0 =-M_ (913
3 3EJ,

Sag dayaqdaki kesiyin dénma bucag: (b) tenliklsrin birincisinds
x=[ yazmagqla alinir:
Mi

Oy =—— 9.19
® 6EJ, ©-19)

On boyitkk oyintini tapmaq ii¢iin w(x) funksiyasmnin ekstremum
sortini yazaq:

lx=x0

=0 ve yaxud @ = 0. Bu sorti (b)-nin birinci tenliyinde

yerina yazib alirq:
X, —~——§=0 ve yaxud 3%, —=6X,+2=0. X, =x,/]

Buradan
1

Xo = (l _ﬁJl (9.20)

(9.20)-ni (b) tenliklarinin ikincisinds yerine yazib aliriq:

w34 -4 305

Buradan alingq:

1 M
™ 93 EJ,

(9.21)

wm
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§ 9.3. Coxmoantaqali tirlords yerdayismalarin toyin edilmasi.
Baslangic parametrloar iisulu

Coxmentogali tirlerin yerdayismalorini taqribi diferensial tonliyin
bilavasite inteqrallanmasi yolu ile toyin etdikds her mentegs ii¢iin alin-
mis donma bucagi ve ayinti tonliklerinde iki inteqral sabiti C ve D isti-
rak edir. Bu inteqral sabitlorini toyin etmok igiin tirin hem berkidilme
sortlorinden (dayaqlarda déonme bucag ve eyintilerin qiymatlorinin
malum olmasi), habele mentaqoaler serhadindski sertlorden (dénme
bucaqlar1 ve sayintilerin mentagsler serhedinds eyni qiymstlor almasi
vo s.) istifade olunur. Biitiin tir ii¢iin inteqral sabitlerinin say: (s) mento-
gelerin saymin (m) iki misline (s=2m) beraber olacaq ve onlarin toyin
olunmasi iigiin s-o beraber sayda baglangic sertlerinden istifade edi-
locokdir. Aydindir ki, mentagslerin say: artdigca sabitlerin toyin olun-
mas1 igiin goxsayl tenlikler sistemini hall etmak lazim goelacekdir ki,
bu da ¢oxlu hesablamalar tolob edir. Moasslonin hellini asanlagdirmaq
magsedi ilo inteqral sabitlorinin baraborlosdirilmasi (baslangic para-
metrlor) iisulundan istifads edilir. Bu tisulun mahiyysti ondan ibarstdir
ki, bazi teleblere amsl etmoklo eyniadli (C ve D) inteqral sabitlorini
bir-birine borabarlogdirirler. Bu telebler asagidakilardir.

1. Koordinat bagslangic: tirin sol ve ya sag kenar kesiyinin agirliq
morkeazinde gabul olunur ve biitiin mentagsler ligiin ayici moment ifa-
deleri (toqribi diferensial tenliklerinin sag torofindeki ifadsler) tirin
koordinat baglangici yerlegon hissesi {igiin tortib olunur (biitiin mante-
gelerde ixtiyar: kesiklerin absisi bir baglangic néqteden ol¢iiliir).

2. Ogor har hansi kesikds topa ciit qiivve tetbiq olunmusdursa, bu
kosikden sonraki mentagalerin ayici moment ifadslerinds bu ciit qiiv-
venin momenti M(x-a,, )’ haddi seklinde daxil olunmalidir. Burada
ax — ciit qiivvenin tetbiq olundugu en kasiyinin absisidir:

3. Tire totbiq edilon yayillmis yiik onun sonuna qodor tosir etmirse,
onu hemin paylanma gqanunu seklinds tirin axirinadek davam etdirmek
vo bu zaman slave olunmus yiikii oks isare ilo totbiq etmek lazimdir.

4. Integrallanma smoliyyat: méterizeler agilmadan aparilmahdar.

Gostorilon sertler yerine yetirildikde mentegoalorin dénme bucagi
ve ayinti tonliklorine daxil olan eyniadli inteqral sabitleri bir-birine be-
raber olacaq vo meantagalerin saymndan asili olmayaraq biitiin tir {igiin
comi iki inteqral sabiti qalacaqdir, yeni:
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C,=C,=..=C,=C
D =D,=..=D,=D

esag . .
Ogor tirin hor hansi en kosi-

yinde aralig asma oynaq movcud-
dursa, onda tirin ayilmis oxunda bu
kesikds sol vo sag terefden dénmse
bucaglan Ga vo Bag birl-birinden
forglonacoklor, yoni Bes= Ga + A6. Bu-
rada 46 — oynaq olan kesikde dénme
bucaginin sigrayisla forqidir (sek. 9.3.1).
Bunu nezers almaq iigiin oynag-
dan sag terefdoki mentegenin donmse
/// Osag bucaglar tenliyinde dénme bucaginin
{% sigrayist AB(x—a,)® hoddi soklinds
yazilacaqdir. Burada a1 - oynaq yer-
a, loagon en kesiyinin absisidir. Oynaq
olan kesik tiglin wsar = wseg olur. Tir
hor hansi1 en kesiyi iizro kesilorak iki
hissaye ayrilsa ve onlar bir-biri ile iki
Sok. 9.3.2. paralel kicik millorle oynaglar vasitasile
oynaqla birlegdirilse (sok. 9.3.2.), he-
min kasikds sol vo sag terefden dénmse bucaqlarinin qiymsetlari eyni,
ayintilerin qiymetinde iso Aw qoder sicrayis alinar, yoni wseg = wser + Aw
olar. Bu halda ayintiler tenliyinde Aw, serbast haddi daxil edilmsli ve bu
yalniz hemin kesikdon sonraki mentogalorin ayintiler tonliyinde nozers
almmalidir.

Yuxarida sadalanan qaydalarin nezers alinmasini sek. 9.3.3., a-da-

ki tirin ilizerinde géstorak.
Bu sokilde verilmis tirin statik hsll olunan tir oldugunu gosterak.
Tir her iki ucu {izro sert dayaq vasitesile berkidilmigdir. Ona tesir edon
xarici aktiv (giymeti mealum) qiivvelar saquli istiqgameatds oldugu ii¢iin
her iki dayaqda reaksiya qiivvelerinin iifiiqi toplanam sifra bsraber
olacaqdir. Beloliklo, tirin {i¢ machul reaktiv qiivvelari (2 qlivve ve iki
dayaq momenti) olacaqdir. Umumilikds, tire tesir eden biitiin qiivvelor
paralel qiivveler sistemi oldugundan onun iki miivazinet tenlikleri tor-

tib oluna biler (D z=0; > m=0). Machullarm say1 dérd oldugu

ligiin daha iki tenliyi almaq iigiin 1 ve 2 oynaqlarindaki agagidaki gortlori
(1-ci oynaqda biitiin soldaki vo ya sagdaki qiivvelerin momentlsrinin, 2-ci

AW
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oynaqda ise z oxuna proyeksiyalarmn cebri ceminin sifra boraber olmasi)
istifade etmoliyik:

> m(B)= 3 m(B=)=0 vo Tz,(B)= T (B )=0.

Q) V2
RO | @|® ® | W |
‘ M q
M, T X
iz 2 ' 72
F q {
X |
b) . — ‘
z N ‘
x |
7 4 i
PP SN S
MM, o oMl L e
A= L el *
] 11 T ] Hl
RA=,,._”-’.i - 1F A
=h B

Sek. 9.3.3.

Burada P; — biitiin xarici qlivveloeri nezards tutur.
Demsli, dérd machul reaktiv qiivvelerin toyin olunmasi i¢lin comi
dord tenlik tertib olunmugdur. Ona gére do bu tir statik hell olunan-
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olaraq biitiin menteqgeler ligiin yuxarida gosterilen sortler nozoro alin-
magqla eyilmis oxun diferensial tenliyini, dénme bucaglar ve oyintiler
tenliklerini tertib edek. Burada nezere alinmahdir ki, baslangic kesik-
de (x = 0 olduqda) My = M4, Qv = R — baslangic ayici moment vo bas-
langic kasici qiivvedir. Baxilan tirde baslangic kesik dayaqla ist-iiste
diigdilyiine goro statiki baslangic parametrlor adlanan M, vo Qp moachul
reaksiya qiivvelorine bsraber olur ve miivazinat tonliklorindon (statiki
sortlordan) toyin edilirlor.

I'montage 0< x < gq,
EJ W] =My+Q, x;
2

x
EJyH, =M0x+Q07+C1 ;

2 3
X

EJ,w, =M0?+QO%+C1x+D]

Il montage a, <x<a,

EJ wy =M, +Qyx;
2

EJ 0, = Myx+0, fz— +EJ,A0(x-a,)’ +C, ;

2

2 3

EJ,w, = M, %+ 0, %+ EJ,A0(x-a,)+ C,x+D,

Bu iki menteqaler arasindak: serhod gortleri asagidak kimi yazilir:
x = a, olduqda, EJw, =EJw,; EJ®,=EJ, (0, +A0)
Bu sortlerden aling: C,=C,, D,=D,

III mentaqa a, <x<aq,,
EJyw}'H =M, +Q)x;

2

EJ 0, = Myx+0, % +EJ,A0(x~a,)’ +C; ;

2 3
X

X
EJ wy, =M, T+0 =t EJ,A0(x~a,)+ EJ ,Aw+ Cyx + D,
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IV mantago a,, <x<a;

EJ,wi,

EJ,6, =

EJ wy

2

=M, +Qox+M(x—aM)0 ;

= Mx+0, — +EJA9(x a,) +M(x-a, )+C, ;

2 3

Vmonteqo a, <x<a,

2
X X x—a
= M07+QO—6—+EJyA9(x—a1)+ EJ,Aw+ M(—z-’d +C,x+D,

EJW,=M, +Q0x+M(x—aM)0 +F(x-a,);

2

EJf =Mx+Q = +EJA6(x a ) +M(x- aM)+F(x ~a) +C,

EJw, =

3

4
VImentagd a, <x=a,

EJ Wy, =M,+Q0x+M(x—a,) +F(x—a.)+

EJ 6, =

X—ag

2

+F(
2

EJ wy,

=M0

2 3

X X
7+Q0?+EJyA€

2

3
]\40%+Q)%+EJyA9(x—al)+EJyAw+M(x_2aM) +F(x_60F) +Cox+ D,

glx-a,f
D) >

Mx+ Qox—2~+ +EJ A0(x - a,) + M(x —a,, )+

ke o

2
(x—a,)+ EJ 4w+ M(x—_zal) +

3 —
+F(x_aF) +q( aq)4+C6x+D6

6

24

VII mentaga a, <x </

EJ Wiy =My +Qox+ M(x—a, ) + F(x—ap)+

q(x—aq)z _ q(x—a;)Z s
2

2

(x—a;)3.
6 2
2
EJ 6y = M0x+Q0x—+EJ AB(x-a, ) + M(x—a, )+
_ ’ _ 75\4
ppla) gl a)3 (x6a")3+Kq(x % ,c,;

2

6

24 7’
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2 3
X

2
X x—am
EJ Wy, =M, THO T EJ,AO(x - a)+ EJ Aw + M% +

3 _ -a -a)y
+F(x—ap) +‘](x aq)4_q(x24aq)4+Kq(x ;‘1) +C,x+D,

6 24

Burada K = 9 y

Menteqoler arasindaki sortler agagidak: kimi ifade olunacaqlar:
x =a;olduqda, 6, =06, +A6;, w, =w,

X =a,olduqda, 8, =6,,; w, =w,+Aw

x =a,olduqda, 6, =6,,; w, =w,

x =ayolduqda, 6, =6,; w,, =w,

X =a,olduqda, 6, =6,;; w, =w,

AN

x=a, olduqda, 6, =6,,; w,=w,

Bu sertlere miivafiq mentaqgelerin yuxarida gosterilen donmse bu-
caglar ve yintileri ifadslerini yerine yazib uygun olaraq:

¢ =C,; D,=D,; C,=C,; D,=D,; C,=C,; D,=D,;

C,=Cs; Dy=Ds; C;=Cg; Dy=Dg; Co=C,; Dg=Dy;
beraberliklorini, buradan ise

C=C,=C=..=C,=C

D,=D,=D,=..=D,=D

aliriq.

Belslikls, biitiin menteqgslerin tenliklerinds cemi iki inteqral sabit-
lori — C ve D istirak edir. Bu inteqral sabitlorinin fiziki menasi miioy-
yonlogdirmak iigiin I mentagelerin dénme bucaglan ve syintileri tenlikle-
rindo x=0 olduqda, =6 ve w,=w, (& ve w, — tirin koordinat baglan-
g1c1 kesiyinin dénme bucagi ve eyintisidir) yazmaqla C=EJ,6, D=EJ,wy
toyin edirik. Demsli, C vo D inteqral sabitleri koordinat baslangic1 kasi-
yinin uygun olaraq dénme bucagi ve syintisinin EJ, sertliyine vurma
hasiline beraberdir.

Bu inteqral sabitlori ve oynaglar olan kesiklordan tenliklore daxil
edilmis daha iki machul kemiyyetlor 40 ve Aw tirin berkidilme (ki-
nematik baslangic) sertlerindsn teyin olunurlar:

x=0 olduqda, 6=0, w;=0, x=I olduqda, &u=0, wvus =0.
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Montsgelorin tenliklerinden goriindilyii kimi sonraki mentsqe
tonliklerinden ondan avvalki biitiin mentagalerin tenlikleri alinir. Ay-
dindir ki, axirinci mentoegolerin tenliklerinden tirin biitiin mentagaleri-
nin tenlikleri alinacaqdir. Bunu neazere alaraq, biitiin tir {i¢lin vahid
ayintilor tonliyini yaza bilerik. Bu zaman nazere almmisdir ki, 2 = 2!,
6 = 3!, 24 = 4! (faktorial soklinds) gebul olunmusdur.

w= w0+0x+ Q° x +A0(x—a1) +
EJ 5t EJ, 3 ;
n-mr
+ 4w +M(x—aM)2 F (x aF | qx a)4| (@)
. B2 EJ. 3 |V EJ 4 \
_q(x—a;)4 X (x--a;)5
EJ 4 s
vir

Bu tenlikden birinci tertibden téoreme almagla dénmo bucaglan
tonliyini yaziriq.

w=0= H+ QO + A8 +££‘¥%M) +
EJy TE 2 1 v B, 20|
(b)
. F (x-ag) 2‘ x a)’| x aﬂ (x—a;)4
EJ, 2 |V EJ3 | EJ3 ’m K EJ 4

Oyintiler tenliyine, eyni zamanda tirin ayilmis oxunun universal
tanliyi vo yaxud tirin elastik xattinin tanliyi deyilir.

Donme bucaglar ve oyintiler tenliklerinds baslangic parametrler
My, Quv, &, wo istirak etdiyinden bu tonliklor vasitasi ilo yerdoyismoloa-
rin toyin olunma iisulu baglangic parametrlor iisulu adlamr. Bu tenliklor-
do asagisinda reqemler yazilmig saquli xatler miivafiq mantegelerin ser-
hadlerini gosterir.

On iimumi halda tire her név qgiivveden «n» sayda tesir etse, ayin-
tiler vo dénme bucaglari tenlikleri agsagidaki kimi yazilacaqdir:



22 §9.3. Coxmantaqali tirlorda yerdayismalarin tayin edilmasi

M 2
T EJ, 0 53' Z‘AWZA
-1 .(x aM)z = OF (x aF)3 =g, (x—aqi)
Z 21 +;EJ 3! +,Z=1:EJy a4
(9.22)
& 4q; (x a, )4 nzl K (x— aq)
i=1 EJ - i=1 EJ 5'
+"‘1Kq (x a)5 & g (x— a)
i=1 EJy i=1 EJ
2 n— n-
6 =6, +—2 __Qo_f_+ 14149,.+ M, (x—aM_)+
EJ, EJ, 2! 3 o BJ, i

~E] 2 “~EJ] 3 = EJ

+nz—1 F, (x—aF,.)z 54 (x‘“qf 4, (x_3"';f)3+ (9.23)

y

(§ K o) QUK boa) 8, (e

Bu tenlikler tirin ayintiler ve donme bucaqlarinin universal ten-
liklaridir.
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§ 9.4. Yerdoyismoalorin grafo-analitik iisulla
toyin edilmasi

Qrafo-analitik iisul universal tonliklor tertib etmadasn tirlerin isto-
nilen en kesiyinin yerdeyigmslerinin teyin edilmsesi ii¢iin alverisli {isul-
dur. Eyni zamanda bu iisuldan pillovari tirlorde yerdeyismolorin he-
sablanmasinda da istifade olunur.

Oyilmade eyici momentlo yayilmis yiikiin intensivliyi arasinda
movcud olan asagidaki asthilig::

d’M
—+=alx) (@)
tirin ayilmis oxunun teqribi diferensial tenliyi
dw M
T = (b)
de>  EJ,

ilo miiqayise etsok, gorarik ki, onlar arasinda miieyyen analogiya mov-
cuddur.

(b) tenliyinin sag tersfindeki ifadeni her hansi bir serti (fiktiv) tir
tigiin sorti (fiktiv) yiikiin intensivliyi kimi gebul edek:

M
Y
—r =g, (9.24)
EJ,
Onda (b) tonliyi bu sokls diisecek:
d’w

(9.24)-den gbriiniir ki, fiktiv tirin yiikii haqigi tirin oyici moment
epyurunun sahsesinin, intensivliyi iso ordinatlarinin EJ, sertliyine bo-
liinmokle alimir. Aydindir ki, bu fiktiv yiikiin tesirinden tirin M fiktiv
oyici momenti ilo do 9 intensivlik arasinda (@) asilihigina oxsar asililiq
yaza bilerik:

2
d°’M,
dx2

(9.25) ve (9.26) tenliklerinin sag terefleri berabar oldugundan sol
torofleri do eyni olacaqdir:

w=M, (9.27)

Demoli, verilmis tirin har hans: kasiyinin 9yintisi ona uygun olan fik-
tiv tirin fiktiv yiik tesirinden homin kesiyinin fiktiv ayici momentina bo-
rabordir.

=q, (9.26)
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Sonuncu baraberliyin her iki teroefinden tirin absisi x-o gére birinci
tortibden téremso alaq:

dw _dM,
dx  dx

aM
f_
x 2
— fiktiv tirin kesici qiivvesi oldugunu nezers alsaq, yaza bilerik:
=0, (9.28)

Demsli, haqiqi tirin hor hansi kosiyinin dénme bucagi, ona uygun
fiktiv tirin homin kasiyindaki fiktiv kosici qiivvesine barabordir.

(9.27) ve (9.28) ifadsleri tirin bii-

2 tiin, o climleden dayaq kesikleri ii¢iin

% dogru olmahdir. Buna ssaslanaraq

Z verilmig tire uygun olan fiktiv tirin

0 #0 dayaqglan miueyyonlesdirilir. Tutaq

L ki, iki oynaql dayaq iizerinde oturan

2 ; fiktiv tir 4t verilmisdir (sok. 9.4.1., ¢). Bu tirin

her iki dayagmda w=0, 6 20

e e olmaldir. (9.27) ve (9.28) diisturlarina

M0.0,#0 M0.0,#0 esasen fiktiv tirin hemin kesiklorinde

Sok. 9.4.1. M=0 vo Qr#0 alinmalidir.

a) Bu sertleri yalniz oynaqh dayag-

w=0 o W#0 lar 6deyir. Demoli, bu halda fiktiv

6=0  verilmis 0 £0 tirin dayaqlar heqiqi tirin dayaglari ile
a tir eyni tipli olmalidir (sok. 9.4.1., b).

A

)

Burada j_w =6 — verilmis (haqiqi) tirin dsnme bucag,
x

a) verilmis tir

~

Z
w=0,8+0 w=0

7 5 Oger tir konsol tirdirse (sok. 9.4.2., a),
onun barkidilmesinde syinti ve dén-

M +#0 mo bucag sifra beraber, serbast ucun-

= ; 0 da ise sifirdan ferqli olacaqdir (seok.
g 0 Jiktiv 2 f 9.4.2.,a). Ona goro do fiktiv tirdo 1 ko-
S fir siyinde My=0, Qr#0, 2 keasiyinde ise
1 2 M#0, Q#0 olmahdir. Bunun iigiin fik-
Sok. 9.4.2. tiv tirin 1 kasiyi serbest, 2 kesiyindo

ise sort dayaq olmahdir (gek. 9.4.2., b).

Iki oynaqli dayaqlar iizerinde oturan konsollu tirlerde konsola yaxm da-
yaqda w=0, & #0 oldugundan, ona uygun fiktiv tirlorde hamin kesikds

asith oynaq qoyulmaldr, ¢iinki bu halda oynaqda My=0, Qr#0 olacaqdir
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(sok. 9.4.3). Iki konsollu tirlere uygun fiktiv tir iki asilh oynag olan uclari
iso sort berkidilmis tir seklinde olur (sok. 9.4.4.).

w=20 w#= 0

a) verilmi.; 0 £0 8 £0
tir
7 v
b) M,+0
M=0  fiktiv M~0 Q,#0
s#0 tir 70 &
] o
- 2 3R
i
Sak. 9.4.3.
a) w0 w=0 verilmis w=0 w# 0
60 6#0 tir 6#0 6#0
M,#0 fiktiv M2
b) 1 Q,#0 tir 0, N
A M0 M0 N
Qf# 0 Qf¢ 0
Sak. 9.4.4.

Baxilan misallardan goriiniir ki, ekvivalent (uygun) verilmis (haqi-
qi) ve fiktiv tir qarsihqli bir-birini ovez eden olurlar, yoni agar haqiqi
tirlor b) variantinda gosterildiyi kimi olsalar, onlara uygun fiktiv tirler
a) variantinda gosterildiyi kimi olacaqlar.

Beloliklo, grafo-analitik iisulla tirdoki yerdayismolari toyin etmak iigiin:

— verilmis tirin 9yici moment epyurlar1 qurulmah;

— verilmis tirs uygun fiktiv tir secilmoli;

— verilmis tirin ayici moment epyurunun sahasini yayilmis fiktiv yiik
kimi qobul edib fiktiv tire totbiq edilmali (bu yiikiin intensivliyi
4,=M,/EJ, olacaqdir);
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— yerdayismolori axtarilan kasiklorin fiktiv ayici momenti vo fiktiv
kasici qiivvosi hesablanmahdir.

Indi ise isare qaydalarin1 miieyyenlesdirek. Dyici momentlar epyu-
runda epyurlar sixilan lifler torofds yerlogdirilir.

z oxu asagidan yuxari yoneldiyi halda miisbet oyici momentler tirin
oxundan yuxarida, manfi ayici momentler ise asagida ayrilirlar. Bu gay-
dalara emal olunduqda tirin ayilmis oxu fiktiv eyici momentler epyuru
ilo ist-iiste diisocokdir. Bir ne¢o sado misallar nezorden kegirok.

Misal 1. Konsol tirin ucunda tatbiq olunmus topa F qiivvesinden
(sok. 9.4.5., a) on boyiik syinti ve dénme bucagini teyin edok.

Halli: Malum oldugu kimi, tirin ayici momentler epyuru iigbucaq
soklinde olacaqdir. Bunu nezere alaraq fiktiv tiri qururuq (sek. 9.4.5., b).

Fx

Fiktiv yiikiin intensivliyi 4 T olacaqdir. Ugbucaq qanunu ile de-

¥y
yison bu yayilmis yiikkden fiktiv ayici momentin ifadesini yazaq:

Mf=_EF_ny(1_x).l_Tx— ! (Fl—Fx)-(l—x)-%-(l—X) Vo ya

2EJ,
a |z Y
M, =-F0 oy
y p F 6EJ,
< +?_‘7 (c) ifadesine esasen qurulmus
0 \Z\ ) fiktiv ayici momentlar epyuru sok.
| x Y 945, c-de gosterilmisdir. ©n bs-
€ == i yik eyinti en bdyiik fiktiv ayici
B R momentos berabardir, yoni
fiktiv tir ’
b) 2¢/3 . Winax =mafo =a)-3~'l
Fr T X Buradan iicbucaq yiikiin cemi
& 2
EJ m%;// a)z_l F J=-— Fl oldugunu ne-
¢ @ A 2EJ,  2EJ,
f Mf zors alsaq, tapa bilerik:
1\ i X Fl3
Wmax =~
3EJ,

Eyni qayda ile en bdyiik don-
ma bucagini toyin edok:

FI*
2EJ,

maxl9=mafo =W=-
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Misal 2. iki oynagqlt dayaglar iizerinde oturan agirimi / olan tire
yayilmis yiik tesir edir (sok. 9.4.6, a). Tirin an boyiik oyintisini grafo-
analitik iisulla toyin etmsli.

Holli: Belo tir iigiin fiktiv tir, hemginin iki oynaqli dayaqlar iizerin-
de yerloson tir onun fiktiv yiikii ayici momentlar (parabolik ganunla
deyisen intensivlikli) epyurunun sahasi olacaqdir (sok. 9.4.6., b).

a z
) T q
A \Z\
/.
l gmax £
e
b) @ |
[ q¢
8EJ,
Ty
B X
7
Rf
A B
fiktiv tir
Sok. 9.4.6
Fiktiv dayaq reaksiyalarini tapaq.
W
R; = Rl{ = —2— .
Burada @ - parabolik sahadir vo agagidak: diisturla hesablanir:
2 3
a)=g 9! = al .
38EJ,  12EJ,
r I’
Onda R/ =R/ =1 , 0, = f—o_pf=__91
477 24E5 ) Cr ==K 24EJ,
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On boyiik ayintini (tirin orta kesiyinde bag verir) toyin etmok iigiin
hemin kesiyin fiktiv ayici momentini hesablayagq.

I ol
M.=—R/ Z4+Z| L _ 9.29
max M , y ( xcj ( )

Burada x. — yarim parabolik sahenin agirliq merkezinin absisidir
vo asagidaki kimi hesablanir:

L 1 o .
¥ q
J‘EJ}, xdx EJ, J(7x——2—)xdx ar _glt
x =2 = 0 — 48 128=_l.
[4 w 13 b
% 3 & 16
X-nin bu giymetini ve R/ ifadesini (9.29)-da yerine yazib alirq:
4
max Mf = _i ql
384 EJ,
Tirin an bdyiik ayintisi do bu qiymeti alacaqdir:
4
w =>4 (9.30)
384 EJ,

Bir sira sade konsol tirler, habelo iki oynaql dayaglar {izerinde oturan
tirler li¢lin miixtslif yiiklor tosirinden xarakterik kesiklorinde ayinti vo dénma
bucaglarinin diisturlar miivafiq olaraq 9.1 ve 9.2 cedvellerinds verilmisdir.

§ 9.5. Mil vo yast1 millar sistemindo yerdoyismalarin
energetik iisullarla toyin edilmosi.
Kastilyano teoremi

Deformasiya olunan berk cisimlerde yerdeyismolerin teyin olun-
mast liglin mithendis praktikasinda somorali sayilan energetik iisullar-
dan genis istifads edilir. Bu iisullar sistemin potensial enerjisini osas
gotiiriirlor. Yast1 ayilmada (§ 8.9.) miisyyen edilmigdir ki, millerin hor
hans1 en kesiyinde yaranan daxili qiivve amilleri (kesici qiivve ve
oyici moment) nazere alinmaqla, deformasiyanin potensial enerjisi
(8.68) diisturu ile teyin olunur. Millor sisteminds beazi elementlorin en
kesiklorinds kasici qilivve ve ayici momentls yanagi, normal qiivve de
yaranir. Belo millor sisteminde deformasiyanin potensial enerjisini
hesablamagq iigiin normal qiivvenin tesirini de nazers almaq lazimdir.
Bunun iigiin (8.68) ifadssine dartilma ve sixilmada alinmis potensial
enerji disturuna esasen slave hadd daxil edilmslidir (¢oxmenteaqgali
millar ii¢iin).
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U= Zj ijEJ > szAj (9.31)

=1y i=1p,

Burada I; — mentegolerin uzunlugu, i=1, 2, ..., — mantagslerin ném-
rosi, n — sayidir, k — kesiyin formasindan asili olan &l¢iisiiz emsaldr.

ayr
7= - (Sb2 )’ ”
y 4 (z)

Xotti elastiki deformasiyalar daxilinde deformasiyanin potensial
enerjisi U qiymetce daxili qiivvelerin gordiiyii ige (W) barabar olur, yo-
ni U=W. W daxili qiivvelerin kvadratlar ile ifade olundugundan hami-
so miisbat isaralidir.

(9.31)-ds inteqralalt: ifadelerde istirak eden millerin daxili qiivve
amilleri (M,, Q,, N) xarici qiivvelorden asili olaraq teyin edilirlor. De-
moli, miller sisteminin potensial enerjisi xarici qiivvelordsn asili olan
funksiyadir ve deformasiya prosesinde onlarin 6z istigamatlarindeki yer-
deyismelerds gordiiyii ige baraber olacaqdir, yoni:

U=AF,F,y.. F, M, M,,... M, ..) (a)

Burada F,,F,,... — topa qiivveler, M,,M,,... — topa ciit qiivvele-
rin momentidir.

Topa qgiivvelerin her birine miisyyen yerdeyisma uygun galir: topa
qiivveye — meahz bu qiivve istiqametinda bas veron xotti yerdeyisma,
topa ciit qlivvoye ise hemin ciit qiivvenin momenti istigamatindaki bu-
caq yerdoyigsmosi uygundur Miixtelif quvvalarl ohato etmoyi sadsalos-
dirmak iiglin onlari iimumi bir P hoerfi ilo isare edsrak, limumilasdiril-
mis qiivva adlandiraq.

Umumilosdirilmis qiivve istigameatindo bas veron yerdoyismoyo iimu-
milosdirilmis yerdoyismo deyilir vo A ilo isaro edilir.

Ogor bu topa qiivvelorden her biri sonsuz kigik artim alirsa, onda
potensial enerji do miioyyen artim alacaqdir, yoni:

U,(F, +dF,,F, +dF,,..M,+dM,,M, +dM,,..)=U +dU (b)

olacaqdir.
Burada dU - U ¢oxdayigenli funksiyasinin tam diferensiali oldugun-
dan asagidaki kimi toyin olunur:

U=k %%k v + % o Y g 4., (932

oF, JF, oM, oM,
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a) dF Tutaq ki, verilmis tire F topa
‘ quvvesi statiki tesir edir (sok.
9.5.1., a). Onda bu qiivvenin 06z
tosir xotti istiqamatindo gordiiyii
St - —F is sok. 9.5.1,b-de gostorilmis Oab
” 7”7 icbucagmin sahesine beraber
b) dw ¢ g

| | olacaqdir, yeni 4=F". F qiiv-

<N C a, aq, . 2
vesine dF qader sonsuz kigik ar-
¢ G G tim versek F qiivvesi istigame-

tinde dw qoder alave yerdeyisma

alinacaqdir. Onda tam ig AOa;b;-in
sahesine berabar olacaqdir, yeni:

/ b, W A =S0005 = Ssom t Sasaap,

0 b )
SN I +Smglaz=%3+F-dw+dF dw
L
Sok. 9.5.1. Bu ifadeds sonuncu hadd daha

yiksok tertibli kigik kemiyyst ol-
dugundan nezerden atila bilor.

Onda

4= % +F-adw (c)
Ss0ap, = Sacae, Olduguna gére S, . =S .. ,yeni

F-dw=w-dF (d)
(d) ifadesini nazers alaraq (c)-n1 bu sokilds yazaq:

4= _Fz_w +w-dF (e)

_ F qlivvesinin dF artimina uygun isin artimi eyni ilo potensial ener-
jinin de artimi olacaqdir, yoni:

dU=dAd=A-A=w-dF ®

Oger tire tekce topa ciit qiivve tesir edorse, onda (sek. 9.5.2.) po-
tensial enerjinin artimi (f) diisturuna analoji olaraq yazilacaqdir, yeni:

dU = 6-dM (2)
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M_
AJ B
Z E e H /4 A
Sok. 9.5.2

Umumilesdirilmis qiivve ve iimumilesdirilmis yerdoeyisme anlayisla-
rina kegsak (f) vo (g) ifadslorini:
dU =A-dP (h)
Hor hansi bir imumilesdirilmis qiivve tigiin (9.32) ifadesini ise asa-
g1daki gokilde yazing:

du = %(idp &)
(h) ve (k) ifadslerinin sag teroflerini berabsrlesdirsek alariq:
A-dP = v, dP

oP
vo yaxud

oU

=— 9.33
P (9.33)

Buradan goriiniir ki, iimumilesdirilmis yerdoyismo tirin deformasi-
yasimn potensial enerjisindon bu yerdoyiymoayo uygun iimumilosdirilmis
qilvvoyo gora xiisusi toromayo barabardir. Bu Kastilyano teoreminin
ifadasidir. Yerdayismeosi axtarilan kesikde ona uygun timumilegdirilmis
qiivve tesir etmadikds slave giivveler iisulundan istifade olunur. Homin
kesikdoe sorti olaraq qiymeti sifra beraber olan iimumilesdirilmis qiivve
(P»=0) totbiq olunur vo xiisusi torems bu qiivveye goro gotiiriiliir:

oU
A=—— 9.34
oP, (9.34)

(9.31) ifadesini (9.33) ve (9.34)-dos yerine yazib aliriq:

N,dx 9N, M, dxaM  Qudx 90,
—E_I:,I EA, P _II EJ, = ,I G4, oP ©-33)
M, dxaM

i=1j EA aP i=1 j EJ ,11 (;A7 aP
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Bu halda xiisusi téreme emsliyyati apardiqdan sonra yerdeyismea
ifadesinde F, =0 qobul etmak lazimdir.

(9.31) ifadesinden tekce ikinci hoddi saxlasaq, yeni yalmz syici
momentin tasirini nezore alsaq, diisturlar bu sekle diiseceklar:

M, aM
A= Y dx 9.37
P ©.37
oM. oM
A= 2. Yigx 9.37
;JEin BPa ( )

Burada A - P vo P, iimumilesdirilmis giivveler istigamatinds bas
veran yerdeyismoalordir.

Hor hans1 kesikde ayintini teyin etdikde (9.37), (9.37’) disturlarmn-
da P=F veo ya P3=F; - topa qiivvelori gotiiriilmalidir, dsnma bucagini
toyin etmak ii¢iin ise hemin diisturlardan asagidaki sekilde istifade et-
mok lazimdir:

M, oM,
) ,_1,Ein am
oM. oM, 9.38)
=25

Burada M ve M — dénmse bucagina uygun iimumilegdirilmis qiivvelerdir.

Bu iisulun tetbiqini bir sade misal {izerinds gosterek.

Misal. Tutaq ki, verilmis konsol tirin (sek. 9.5.3.,a) serbest ucun-
daki B en kesiyinin (en bdyiik) donme bucagi ve en bdyiik ayintisini,
habele orta C kesiyinin ayintisini (s, ws Vo wc-ni) tapmaq taleb
olunur.

Halli: Ovvalce tirin B kesiyinin oyintisi w, -ni toyin edak.

M
Bunun iigin M, =-Fx, aFy =—x ifadealerini (9.35) diisturun-
dan bir mentegali tir ligiin alinmis agagidak: diisturda yerine yaziriq:
Fl
A=w,6 = J. ) =
= [ e

Bu diisturla alinmis eyintinin miisbat isaresi sartldir, ¢iinki o, @yin-
tinin haqiqi isaresini deyil, onun istiqgamstinin imumilesdirilmis F qiiv-
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vesi istiqgameti ile ist-liste diigdilyiinii gostorir. Menfi isareli natice yer-
deyismonin ona uygun limumilogdirilmis qiivvenin aksine yoneldiyini gosterir.

a) F
B | c N 4

a=
) B e N4
| ]
L L

Sak. 9.5.3.

indi ise B kesiyinin donme bucagini teyin edsk. Bunun iiciin he-
min kesikde dénma bucagina uygun iimumilesdirilmis giivve, yeni M
tosir etmoadiyine gére alave giivve fondinden istifade edorsk, B kesiyin-
de momenti M, = 0 ciit giivve slave edirik (sok. 9.5.3.,b). Qyici moment
ifadesi bu gokilde olacaqdir:

oM
M, =-Fx+ M, ,buradaniso —*=1 (9.39)
g oM,

. 1
Onda (9.38)-in ikinci diisturundan @ ; = J-(—
0

2

yaxud 6 , =- 2;11

alirig. D6nms bucagimin menfi alinmas1 onun My
y
{imumilegdirilmis qiivvesinin sksine yonaldiyini gosterir.
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C kesiyinin oyintisini tapmagq tgiin bu kesikde Fy = 0 giivvesini
totbiq edirik (sok. 9.5.3.,c). Bu halda, tirde iki moenteqe alindig {igiin
onlarm har birinde moment ifadslerini yaziriq:

/ oM
Imontaqe 0<x<—, M =-Fx L =0,
27 oF,
11 montaqa OSxSé, M, =—F(-12—+x)—15'a " X;
M
Buradan Y = —x;
F,
Bu ifadsleri nezere almagla (9.37)-den aliniq:
L !
2 ! 3 |2 3 3
-F(5+x Fl x* X 1 FI° FI
w= G g L Hx  pxyt L P
s EJ, EJ 2 2 30 EJ, 16 24
Buradan
3
w =1 @
48 EJ,

§ 9.6. Islorin qarsihihig1 vo yerdoayismoalorin qarsihhig
teoremlori

Kigik elastiki deformasiyalar daxilinde her hansi tire bir ne¢e qiiv-
ve tosir edirse, qiivvelarin gordiiyii is (eyni ilo potensial enerjinin miq-
dar1) ayri-ayn qiivvelerin tetbiqi ardicilhigindan asili olmamahdir, giin-
ki neticeds biitiin giivveler tetbiq olunmusdursa, onlarm gordiiyii is
ayri-ayr qiivvelerin gordilyil isin comine beraber olacaqdir.

Tutaq ki, tire iki iimumilegdirilmis topa qiivve tesir edir (sek. 9.6.1., a).
Bu qiivvelerin tesirinden ayilmis tirin qiivveler tetbiq olunan kesikle-
rindo eyintilori w, ve w, olacaqdir. Indi ise qiivvelari miixtslif ardicil-
ligla tetbiq edek. ©vvalcs (sek. 9.6.1., b) F7 qiivvesini statiki olaraq tet-
biq edok. Onda tirin eyilmis oxu punktir xott veziyystini alacaq, Fi-in
istigamatinds ayinti w,, olacaqdir. Fr-in w,, istigametindo gordiiyii is

A, = ’;” L olacaqdir. F qiivvesini punktir xett veziyyeatinds olan tire

yena de statiki olaraq tetbiq etsok, onda onun da 6z istigametinde

— Fw,,

gordiiyii i A4,, olacaq. Bu zaman F; qiivvesinin giymeti sabit
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galmagqla 6z istiqgametinde F3 tesirinden yaranmis slave w,, eyinti-
sinde gordiiyii is 4,, = F, -w,, olur. Belolikle, giivveler baxilan ardicil-

ligla tetbiq olunduqda, biitiin tirin deformasiyas1 zamam qiivvelarin
gordiiyii tam ig berabar olacaqdir:

A=y —Fz;”n +Fw, (9.40)

Qiivvelerin tetbiq olunma ardiciligimi deyisdikds (sek. 9.6.1., c),
avvelce F; sonra ise F; qiivvelorinin tetbiqinden gorilen tam is asagi-
daki ifade ile teyin edilocak:

— Fywy,

4 +1”ﬂ1—;”u+sz21 9.41)

(9.40) vo (9.41) ifadslerinin sag tereflerinin de bir-birine berabar
oldugu i¢iin yaza bilerik:

Fw, = Fywy (a)

Sok. 9.6.1.

Ogor tire momentlori M; vo M olan iki ciit qiivve tesir etse, onda
(a) ifadesine asasan
M6, = M,0, (b)
olacaqdir.
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(@) vo (b) beraberliklerini iimumilegdirilmis qiivve ve yerdeyisme-
lorle ifads etmokls aling:

FA,, = PAy, vo A, =4, (9.42)

Bu boraberlik islorin qarsihh@ima dair Betti teoreminin ifadosidir.
Bu teorema asason xotti elastiki deformasiyalar daxilindo iki statiki qiiv-
vo tosir etdikda birinci qiivvenin (P;) 6z istiqgamotinds ikinci qiivve (P2)
tosirindon yaranan yerdayismado (4;2) gordiiyii is (472) ikinci qiivvonin
(P2) bu qiivva istiqgamatinda birinci giivve (P;) tesirindon yaranmis yer-
dayismada (4;;) gordiiyii iso (A21) borabardir. Qiivvelor bir-birins bera-
ber olduqda (P; = P»), (9.42)-den aling:

A, =4y (9.43)

Bu boaraborlik yerdoyismolorin qarsihhigina dair Maksvell teoremi-
nin ifadosidir. Bu teoremo asason konstruksiya elementinin miixtalif nog-
tolorinda tesir edon iki bir-birine borabar iimumilogdirilmis qiivvolordon
biri istiqgamatda digorinin yaratdigi miivafiq iimumilosdirilmis yerdayis-
mo (Ar2) ikinci qiivva istiqgamatinda birinci qiivvodon yaranan yerdoyis-
moya (A1) barabar olur.

Qiivvelorin giymati vahide beraber (vahid qiivve miicerroed kemiy-
yotdir vo P herfi ile isare olunur), yeni P, = P, = I oldugda (vahid yer-

dayismaler 4 ilo isare olunur), (9.43) ifadesi asagidaki kimi yazilacaqdir:

0, =0, (9.44)
Bu teorem sak. 9.6.2-do tesvir olunmusdur.
I) ‘ P=1
%M
II) —
.

W %7//

Sok. 9.6.2.

Hoamin gakilds tirin iki miixtslif kesiyinde vahid giivve tesir edon
iki hali (vahid hali) gésterilmisdir (I ve II hallar).
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I vahid halda ikinci qiivve istigamotindoki yerdayisma (321) II vahid
halda birinci qiivve istigamotindoki yerdayismoyo (812) barabar olur.
(9.43) vo (9.44) formalarda yazilmig yerdeyismelerin qarsililig teorem-
loerinden miihendis praktikasinda konstruksiyalarin sinag zamani da
istifade olunur.

§ 9.7. Mor iisulu ilo yerdoyismalarin tayin edilmasi

(9.36) diisturlarindan goriiniir ki, inteqralalt: ifadelerde daxili qgiiv-
ve amilleri olan N, M, vo Q;-den iimumilesdirilmis qiivveys gére xiisu-
si toromsalar, aslinds, vahid iimumilosmis giivveden vahid hal {i¢iin da-
xili qiivve amillerine berabaer olur, yani:

oN _ oM, _ 90, =
a N b aP y? Qz ( )
ON - oM, _ 00, =
=N, Y -M., =z = 9.45
> T 9.45)

Bunun sebebi ondan ibaratdir ki, N, M, vo Q; ifadsleri imumiles-
dirilmis P ve ya P;qiivvesindon asili olan xatti funksiyalardir, yeni:

N=P-f1(x,a,b,c,...), M, =P-f2(x,a,b,c,...),Qz =P-f3(x,a,b,c,...).
Ona géroe de %_]1\_)7_ =1-f(x,a,b,c,..)= N ,
aM AL an
P - f,(x,a,b,c,...)= M,, T
(9.45) ve (9.45’) ifadelerini (9.36)-da nezers alsaq, yaza bilerik:

(x, a,b, c,...)= Q

A= zj—dx Zj——dwzjk—a&dx (9.46)

=1y i=1p i=1p

Bu diistur Mor diisturu adlanir. Homin diisturla yalniz mistevi mil-
lor sisteminde yerdeyismelerin teyin olunmasi tg¢iin imumi ifadedir.
Foza miller sistemi iigiin (9.46) diisturu 6 hadden ibarst olacaqdir, ¢iin-
ki bu iimumi halda sistemin her hansi en kesiyinde alt1 daxili qiivve
amilleri yaranir. Demsoli, bu halda M.=M; — burucu momenti,
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M;; — ayici momenti ve Qy; — kasici qiivveni do nezere alan asagidaki
hadler (9.46) diisturuna slave olunacaqdir:

(M- M
I xi l i)f z I zi zi i}, jﬂ (a)
I i=1 I EJzi i=1 A
ayr
Burada: 7= 7 I (5;
z 4 (y)

- N,M y,,Qz,, x,,Mz,.,Qy,. — toyin olunan yerdeyismoeyo uygun

sistemin vahid hali Gigiin daxili qlivve amillerinin ifadeleri;
~-N;,M ,,0.,,M ;.M — verilmig qiivvelerden sistemin daxili

xi? i Zyi
qivve amillerinin ifadeleridir, (9.46) ve (a)-ya daxil olan inteqrallar
Mor inteqrallar1 adlandirilir.

(9.4) Mor diisturu ile yerdeyigmoelori asagidaki qaydada teyin
edirlor.

Ovvelce verilmis qiivvelorden miller sisteminin biitiin mentegslori
ugin N;,M ,,Q, normal giivve, eyici moment ve kesici qiivve ifadeleri

tortib olunur. Sonra ise sistemin verilmis qiivveleri atilaraq yerdoyis-
mosi axtarilan kesiyinde bu yerdeyismeye uygun tekce iimumilesdiril-
mis vahid qgiivve tetbiq olunur (belsliklo, vahid hali segilir) ve buna uy-
gun miivafiq vahid daxili qlivve amillerinin ifadsleri yazilir.

Bu zaman nezers almaq lazimdir ki, verilmis millar sisteminin
(sok. 9.7.1.) mantegenin har hans1 K kesiyinin milin oxu istiqgamatinde
xotti yerdeyismasi teyin olundugda hemin néqteds x oxu boyunca va-
hid qiivve, enins xatti yerdeyisme hesablandigda — enins vahid qiivve,
dénme bucag: tayin olunduqda ise vahid moment totbiq etmoklo 3 va-
riantda vahid hallar seg¢ilmslidir.

_,{q 1 vahid hal 1l vahid hal Il vahid hal
{ 1 KN
KL
: .f.. K lI \/
777 7 4 7.

Sok. 9.7.1.
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Vahid qiivvelerin istiqgametlori ixtiyari gotirildiiyline gére bu he-
sablanmis yerdeyismelerin isaresine tesir edecekdir. Belo ki, netice
miisbet isareli alindigda yerdeyisme vahid qiivve istigametinde bas
vermis olur, manfi isarsli alindiqda ise — vahid qiivve istigamatinin ok-
sine yonalmis olacaqdir.

Yast1 miller sistemi, osasen, ayilmeye moaruz qaldigda (mssalen,
gorgiveler ve s.) normal ve kesici giivvelerin yerdeyismelora tosiri oho-
miyyetsiz (kigik) oldugundan nezere alnmir. Ona goro do (9.46) distu-
rundan bir hadd saxlanilir:

n MM,
A=Zj-—zjﬁ—de (9.47)

i=1 g

i

Oyrioxlu bruslar fiiin (9.47) Mor diisturu (tokce syici moment nozers
alindiqda) asagidaki kimi yazilir:

A= Z jy%y—ds (9.48)
i=1 S; y

Burada ds — brusun merkezi oyri oxu iizerinde ayrilmis sonsuz kigik
elementdir.

§ 9.8. Veressagin qaydasi

Tir vo miller sisteminin en kesiyi (sortliyi) sabit ve yaxud pillevari
(mentaqe daxilinde sabit) her hansi kesiyinin yerdeyigmelarinin Mor
{isulu ilo toyin edilmesi iigiin Mor diisturu asagidaki kimi yazilr:

n 1 .
A=Y — jM M dx (9.49)
Burada igtirak edsn J‘M M dx Mor inteqrah adlanir. Bu inteqra-
li

lin hesablanmasi iiciin qrafo-analitik {isuldan istifade etsok maselonin
helli xeyli asanlasacaqdir. Dogrudan da, tutaq ki, verilmis tirin xarici
qiivvaler, imumi halda yayilmis yiik, tesirinden i-ci mentegosinin ayici
moment epyurundan bir fragment gétiiriilmiisdiir (sek. 9.8.1.,a). M,

vahid qgiivveler tesirinden eyici moment oldugu tciin hemige mentage
boyu iimumilegdirilmis vahid qiivveden astli olaraq ya diizxetli funksiya
kimi doeyisir, yaxud sabit galir. Ona gére de vahid ayici momentler ep-
yuru ya maili, yaxud absisler oxuna paralel diiz xatt soklindo olur. Tutaq
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ki, imumi halda maili diizxetli vahid syici momentler epyurundan da ve-
rilmig tire uygun bir fragment ayrilmigdir (sek. 9.8.1., b).

)2
?) Xi . dx
Myi r—\w da)l
; %
Myi
s N
G X
b) _
Myi A Xei — /
a; - d M.:
My, 7 X
¢;
|‘ -
Sok. 9.8.1.

Koordinat baslangicin1 maili xetle absisler oxunun kesisme ndqte-
sinde gétiirek. M, epyuru sahesinde her hansi eni dx olan elementar

zolaq ayiraq. Elementar zolagin sahasi dow = M ,i “dx oldugu ti¢iin bu

ifadenin her iki terefini inteqrallamaqla biitiin syici moment epyuru-
nun sahasini aliriq:

0, = [M,dx (@)
;

Vahid epyurdan M, = x,-1ge,.

Burada @; — vahid epyur xettinin maillik bucagidir. Sonuncu ifade-
leri Mor inteqralinda yerine yazib alinq:

J. M M dx= Ixi ‘ga -do=1ga; |x,-do (b)
I I

Wi
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Burada J.xi-da) — M,; epyuru sahosinin (@4-nin) statik momen-
tidir. Oger bu sahenin C; agirhq merkezinin vaziyysti, yeni x, koordi-

nat1 malumdursa, onda inteqralin orta qiymoti haqqinda teoremo asasan
yaza bilerik:
[x-do=a, x, | ©

(c)-ni (b)-ds yerine yazib, aliriq
J.MyiA_indx = tgaz .a)i .xci *
&

Burada x.: tge; hasili @, epyurunun agirliq markezi seviyyasinds
vahid epyurundaki ordinatdir, yeni x tga = M

ye; ©
Onda
(MM, dc=0-M, (d)
I

Buradan goriniir ki, iki eyici momentlorin funksiyalarinin hasilinin
inteqralim onlarin epyurlariin bezi kemiyystlorinin hasili ile avez et-
mak olar.

(d) ifadesini nozere alsaq, Mor iisulu ilo yerdeyigsmalerin teyin
olunmasi ii¢iin (9.49) diisturu bu sekle diisecek:

~ WM
A=) —*
i=1 EJyz
Burada @ — i-ci mentaqoede verilmis qiivveloerden ayici moment ep-
yurunun (yiik epyurunun) sahesi,

M, - @ sahosinin agirhq merkezi C; seviyyesinde vahid oyici

moment epyurundan gotiiriilmiis ordinatdir.

Belalikls, (9.50) diisturu ile tirin her hansi kesiyinde yerdeyismenin
hesablanmasi agsagidaki ardicilligla ve gaydada aparilir:

— verilmis tirin ayici moment epyuru (yiik epyuru) qurulur;

— yerdayigmasi axtarilan kesikde bu yerdoeyismoyo uygun istiqa-
moatde miivafiq fimumilesdirilmis vahid qiivve tetbiq etmoklo alinan
vahid hal {iglin vahid ayici moment epyuru qurulur. Bu paragrafda baxi-
lan tisulun tetbiqi liglin qurulmus epyurlar gtrixlonmirler;

— yiik epyurunun mentaqgolorde saheleri (@) ve onlarmn agirliq
morkazi C; toyin edilir, habelo bu merkezi néqteler seviyyssinde vahid

epyurdaki ordinat (M,.,) tapihr. Dgor epyurlardan biri eyrixetlidirse,

(9.50)
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onda bu epyurun sahesi (a) diisturuna esasen, onun agirliq moarkezinin
absisi ise (¢) diisturundan istifade etmoklo asagidak: kimi toyin edilir

IMy_x,.dx
X, =S (9.51)
[u,

— epyurlarin her ikisi menteqe daxilinde diizxatli epyurlardirsa, on-
da bu epyurlarin birinden (ferqi yoxdur hansindan) sahs, digerinden
ise ordinat gotiirilir;

— yiik epyuru ayrixstlidirse, sahalor bu epyurdan, ordinatlar ise — va-
hid epyurlardan gotiiriilmslidir;

F
a) 7 C
A ﬁl 'B
/2
| 4 _
= -
M, (FO)b _J5
y Myc 6
X
b) M
1.0 Q tirin vahid hali
1
c) % ‘

9)

Sok. 9.8.2.

— tirin montegelere bdlinmasinden asili olaraq eyni epyur xatti vo ya
siniqoxlu ola biler. Bunu bir misal tizerinde izah edek. Tutaq ki, verilmis
konsol tirin C kesiyinde (sok. 9.8.2., a) oyintini tapmagq teleb olunur. Yiik
epyuru sok. 9.8.2, b-de, tirin vahid hali (sok. 9.8.2, c) ii¢iin vahid syici
momentler epyuru iso sok. 9.8.2, ¢-do gosterilmisdir. Tirin M, yiik syici
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momentlar epyuru bir menteqeden, M , vahid eyici momentler epyuru iso
iki diiz xatlerden ibarat siniqoxlu gokilde olacaqdir. Ona goére de her iki
epyuru iki menteggli tir ligiin AC ve CB hisselerine ayirib, onlan bir-
birine vurmagq lazimdir. Bu halda daha olverisli olar ki, M , vahid epyu-

rundan sahe @, M, epyurundan ise vahid ayici momentlor epyurunun
agirliq merkazi seviyyesindaki ordinat gotiiriilsiin, yoni:

— her bir mentegede @, - M J, hasili hemin mentsqoeds tirin sertli-

yina (EJ,;) boliiniir ve bu nisbatlorin biitiin tir fi¢iin cebri comi miivafiq
yerdoyismeni verir. Epyurlar eyni torofde yerlesdikde hasil miisbaet,
miixtslif terefde oldugda ise menfi igsarsli olur.

Mor inteqralinin hesablanmasi ii¢iin yuxarida gosterilon gayda Ru-
siya alimi A.N.Veressagin torofinden totbiq olundugu ii¢iin Veregsagin
gaydasi vo yaxud epyurlarin bir-birine vurulmasi qaydasi adlanir. Veres-
sagin qaydasinin riyazi ifadesi (9.50) diisturudur.




44 §9.8. Veressagin qaydast

Bozi hallarda Mor inteqralinin Veregsagin iisulu ilo hesablanmasi miim-
kiin deyildir. Bunlardan biri — syrioxlu bruslardir, ¢iinki bele bruslarin
hem yiik epyuru, hem de vahid epyuru ayrixetlidir. Diger hal ise en ka-
siyinin Olgiilori «wo» absisinden asili olaraq dayigen funksiya soklinde olan
tirlordir, ona gbre ki, bu halda (9.48) Mor diisturunda J, stalet moment
x-don asili funksiya oldugundan inteqraldan kenara ¢ixarila bilmaz.

g
M HHih\

l |
™ a F p | c
[
M,
x
Y
My | oo
X
M,
x
\}\LCZ
2
Sok. 9.8.4.

Praktiki masslolerin hsllinds miirekkeb epyurlarin bir-birine vu-
rulmasini onlarin sahasi ve agirliq markezi melum olan sade fiqurlara
ayirib bu sade epyurlarin bir-birine vurma hasillerinin cemi ile evez et-
mok olar. Bu zaman, oksor hallarda her iki terefden vahid {imumilegdiril-
mis qiivvenin tatbigi noqtesindaki epyurlarin sinma ndqgtesine yaxinlag-
magqla yiik epyurlarin qurmaq daha slverisli olur. Boazi miirokkab epyur-
larin sade fiqurlara ayrilmas: sok. 9.8.3-do sade fiqurlarin sahesi ve
agirliq markoezlerinin veziyyati ise codvel 1-do gdstorilmisdir. Verilmis
qivvelorden oyici moment epyurunun qurulmasini asanlagdirmaq
maqsadi ile har bir giivvelsri ayrica totbiq edib onlarin ayri-ayriliqda
epyurlarini qurmagq lazimdir (sok. 9.8.4).

Ogor tirin konsollar1 varsa (bir ve ya iki terafden) ve yerdoyisms tirin
asirimindaki her hansi kosiklori tigiin toyin olunmalidirsa, onda xayalan
konsollar kosilib atilir ve onlara tesir eden giivveler yaxin dayaqlara kogii-
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riilorak dayaq kesiklerinin @yici momenti vo kasici qiivvesi ile avez edilir-
lor (sok. 9.8.5).

q M
Het
A B
7 7 Z2
R, R,
| a b c
g it A YN
A=%€ e /
R, R,
Sok. 9.8.5.

Bir sade misal nozarden kegirok.

Misal. Verilmis konsol tirin (sok. 9.8.6., a) K kesiyinin donms bu-
cag1 ve ayintisini tayin etmsali.

Holli: Ovvelcs tirin ssas (yiik) ayici moment epyurunu quraq (har
qiivve ligiin ayriligda (sek. 9.8.6., b).

Vahid hallarin epyurlari dénme bucafini teyin etmok iiglin sok.
9.8.6., c-do, ayintini tapmagq ligiin iso gok. 9.8.6., ¢-do goésterilmisdir.
Indi ise Veressagin gaydasi ile hesablamalari aparagq.

Dénmse bucag iigiin (sok. 9.8.6., b, ¢ epyurlar: bir-birine vurulur):

, oM, +0, M, _%0,5q12-1-1—q12-1-1_ 5 gf°
£ EJ - EJ 6 EJ,

y y

Oyinti iigiin (sok. 9.8.6., b, ¢ epyurlan bir-birine vurulur):

_ — 1 2 7 3 |
" =a)].j‘1yq_|..a)2.Myc2 =_’§0,5q1 lzl‘l‘ql lizz ql4
¢ EJ, EJ, 8EJ,

Alinmig naticenin miisbet isaresi yerdeyismenin vahid {imumilog-
dirilmis giivve istiqgamstindo oldugunu, manfi isarasi ise onun aksine
yonoldiyini gosterir (sek. 9.8.6., d). Demsli, baxilan misalda donme
bucagi & vahid moment istigamstinin oksine, ayinti w, iso vahid topa
giivve istiqamsetinde bag vermisdir.
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b)

¢)

d)

M=qt?
q q
77
] 1 | ¥ |
K
= ! -
My(qt?)
C;
1.0"] o,
X
o — o
03 v774 !
Y I vahid hal
) )
My | Myc, Myc, X
] I |
7 II vahid hal .
M) o L
My, M.
.07 x
. 22 5
% 1
/\1 i
|
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§ 9.9. Yast1 diiz ayilmado statik hall olunmayan masalolor

Ovvelki sade deformasiya noévleri dyrenilen mévzulardan melum
oldugu kimi, statik hell olunan sistemlorden forqli olaraq, yasti diiz
oyilmads statik hall olunmayan tirde ve bruslar sistemindo «artig» rabi-
teler ve onlarda yaranan «artig» mechullar mévcud olur. Basga sézle,
ager her hansi statik hall olunan sisteme «artig» rabiteler daxil etsek,
o, statik heall olunmayan sisteme g¢evrilocokdir. «Artigq» rabitelerin
(machullarin) say: sistemin statik holl olunmazliq derecesini miisyyen
edir ve k ilo igare edilir:

k=m-s (9.52)

Burada s — machullarin toyin olunmas: ligiin yazilacaq statikanin
miivazinat tonliklarinin sayi, m — meachullarin sayidir. Statik hell olun-
mayan bir nega tirlar ve sistem sok. 9.9.1-do gésterilmisdir.

a) tirinde dord reaktiv rabito (mechul reaksiya giivvesi); b) tirinde
alt1 reaktiv rabite (machul); ¢) ¢er¢ivesinde bes reaktiv rabito (mechul)
movcuddur. Har bir rabitade bir machul yarandigin1 nazers alsaq, mec-
hullarin say1 uygun olaraq m=4; 6; 5 olacaqdir.

a) M, fRu d)
s=3, m=4
H, N4 k=1 B
A
b R,
) M, 0 s=3 m=6k=3 f
H, N7 IRh 7)73
R,
R,
c) ' )
"y, B
s=3, m=5 $=3, m=6
k=2 k=
4 A
%> " I,
R,

Sok. 9.9.1.

Bu machullarm teyin olunmas: iigiin yazilacaq miivazinat tenlikle-
rinin say1 miivafiq olaraq s=3; 4; 3-e beraberdir. b) tirinin 4 miivazinet
tonliklerinden biri onun o oynaginda sag tersfindeki qiivvelerden oynaga
nozeron momentlorinin sifra beraber olmasi tenliyidir. Demsli, (9.52)
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diisturuna esasen gosterilen tirlerin ve ¢orgivenin statik hell olun-
mazliq deracesi kK = m—s =I; 2; 2 olur. Gosterilen hallarda machul
reaktiv giivveler teyin olunduqda hemin tirlerin ve ¢argivenin biitiin
en kesiklorindoki daxili giivve amilleri teyin oluna bilar (kesms iisulu
ilo). Lakin bezi hallarda reaktiv qiivvelerin (dayaq reaksiyalarinin)
statikanin miivazinat tenliklerinden toyin olunmasina baxmayaraq,
sistemin biitiin millerinde (menteqgolerinds) daxili qiivve amillerini
tapmaq miimkiin olmur (meselen, sisteme qapali kontur daxil oldug-
da). Bels misal sok. 9.9.1, ¢-do verilmigdir. Bu halda sistemin {i¢ da-
yaq rabitesindeki ii¢ dayaq reaksiyasini iig statika tenliklerindon tapa
bilorik. Demsli, bu g¢er¢ivenin «artiq» xarici rabitesi yoxdur. Ancaq
bundan sonra da gapali konturun menteqgslerinde daxili qiivve amil-
lorini tapmaq miimkiin deyildir. Demoli, bu sistem statik hall olunma-
yan olaraq qalir. 9gor qapali konturun elementlori bir-biri ile sert birles-
dirilirse, onda hemin sert gapali konturu hor hansi en kosiyi iizro xe-
yalen kesib agiq kontura gevirsok, onda sistem 3 mechul daxili giivve
(X1, X3, X;3) tesiri altinda olan statik holl olunan sistem goklins diigacek
(sok. 9.9.1., d). Bu qapal1 konturu kesmakle onu ii¢ daxili rabiteden azad
etmis oluruq: iiz-lize baxan (kesilmeden evvel vahid bir kesik olan) iki
kosiklor bir-birine nezeren boyuna ve enins qiivveler X7 ve X2 istiqamaot-
do xotti yerdeyismelor, ayici moment X3 istiqgamstinds ise bucaq yerde-
yismosi (dénme bucagi) almaq imkani olde edirlor. Belolikls, bu halda
comi ti¢ daxili giivve mechul olduguna gore sistem ii¢ dofo statik hall
olunmayandir. Bunu basqa ciir do izah eds bilerik: mechullarin say:
comi altt m=6, onlardan iicii reaksiya qiivvelori, diger igii ise — daxili
qiivveloerdir. Statikanin miivazinet tenliklorinin say1 s=3 olduguna
gore, bu meselo ii¢ dofe (k=m-s=6-3=3) statik hall edilmaysn ola-
caqdir. Buradan belo bir notice ¢ixarmaq olar ki, har hansi sert qapah
kontur sistemin statik hell olunmazliq deracesini 3-e qadar artirir. Oger
gapal konturda asma oynaq movcuddursa, oynaqda ayici moment sifra
boraber oldugundan gapali konturu oynaq iizre kesmekle cemi iki daxili
rabiteden azad etmis olurug. Eyni ilo bagqa nov daxili rabitesi olmayan
gapali kontura da baxmaq olar. Bu xiisusi hallarda sistemin statik holl
olunmazliq derecesi do miivafiq siirotde azalacaqdir.

Belolikle, iimumi halda statik hall olunmayan sistemlar o sistemlors
deyilir ki, onlarda moachul xarici reaktiv vo daxili qiivvelorin say1 onlarmn
tayin olunmas: iigiin yazilmas1 miimkiin olan miivazinat tenliklerinin
saymdan ¢ox olur (messlods «artig» machullar mévcuddur).

Statik hall olunmayan tir ve miller sisteminin halli {i¢iin qiivveler
iisulundan istifads edok.

Bu iisulun tetbiqi asagidaki qaydada aparilir:
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1. Ovvelco sistemds machullar miieyyoen edilir. Sonra ise statika-
nin miivazinet tenliklerinin say1 teyin olunur (miistevi sistemloar igiin
hor hansi miistevi giivveler sistemi iigiin statikanin miivazinet tenliklori-
nin say1 s=3 olur).

2. Sistemin statik hall olunmazliq deracesi ve yaxud «artig» moc-
hullar miieyyenlegdirilir.

3. Verilmis sisteme uygun «asas sistem» segilir. Bunun ii¢iin artiq mac-
hullan1 yaradan «artig» rabitelor xayalon atilaraq onlarin sistemo tosiri
«artiq» machullarla («artig» machullar Xj, X3, ..., Xa ilo isaro edilir) avoz
olunur. Bu zaman diqgeat yetirmek lazimdir ki, osas sistem statik hall
olunan ve kinematik deyismez sistem olsun. Moachullardan hansimn
«artig» machul kimi segilmosindon asih olaraq asas sistemlor miixtolif olur.

4. Dsas sistemin verilmis sistemo ekvivalentliyini temin etmsk tigiin
atilan «artig» rabitelerde yerdeyismelerin qiymstlerine dair sertler, yoni
yerdoyismoler tenlikleri: xarici «artig» rabitelerds — barkidilme sortlori vo
ya mosalenin baslangic sortlori, daxili «artig» rabitalords iso — yerdayis-
molorin soldan va sagdan giymatlorinin biri-birino borabar olmasi sort-
lori yazihr. Bu sortlorden mosalonin «artig» machullan toyin olunur. Mo-
selonin sonraki halli statik hall olunan meselonin helli kimi aparilir.

Misal olaraq, sek. 9.9.2., a-da gosterilen tire baxaq. Bu tirin da-
yaglarinda 4 rabite (4 mechul) mévcuddur. Bunlarin teyin olunmas:
ficiin 3 miivazinet tenliyi yazmaq olar. Demali, tir bir dafe statik hall
olunmayandir, ¢iinki mesalede 1 «artig» machul vardir.

Tutaq ki, bu machullardan biri, meselen, sag dayaqdaki reaksiya
qiivvesi «artig» machul kimi secilmis ve X il isare edilmisdir (X=R5).
Onda «artigp mochula uygun esas sistem sok. 9.9.2., b-deki kimi ola-
caqdir. Artiqg mechul kimi M, gebul olunsa, esas sistem sek 9.9.2., c-ds,
R4 gebul olundugu halda ise sok. 9.9.2., ¢-de gosterildiyi sokildo ola-
caqdir. ©ger machul qiivve kimi tirin her hans1 k kesiyinin syici mo-
menti Myz-n1, yoni daxili giivveni gebul etsok, onda bu hala uygun ssas
sistemi almagq iigiin gosterilon kesikde asma oynaq yerlegdirmek lazim-
dir (sok. 9.9.2., d). H, qiivvesini «artig» machul gebul etmek miimkiin
deyildir, ciinki bu halda esas sistem kinematik deyigen sistemo gevrile-
cokdir ki, bu da yolverilmazdir.

Mosalenin hallini birinci variantdaki esas sistem iigiin davam etdirak.
Bu hal iiciin osas sistemin verilmis tirle ekvivalentliyini temin etmok tigiin
osas sistemin sag dayaginda X istigametinde oyintisi w, sifra beraber
olmalidir, ¢iinki sslinds, tirin bu kesiyinde B dayag vardir, yeni wy =0

ve yaxud
Wy = W, + Wpy + Wpy = 0 (9.53)
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R,
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Q.49
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8 X
Sak. 9.9.2.

Burada wj, — esas sistemin B dayaginda ¢ yiikiinden, w,,, — M ciit
qiivvesinden wy, ise X topa qiivvesinden alinan ayintilordir. Verilmis

qiivvelerden (g ve M) yerdeyismeni wy, — ilo isare etsek, onda (9.53)
diisturu bu seklo diisecok:

Wy = Wpp + Wy =0 (9.54)

X qiivvesinin giymati mslum olmadigina gore onun tesirinden yer-
deyismani bu gokilds yaza bilerik:

Wy =Wy - X
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Burada w,, — X istigametinde tesir eden vahid giivveden ayinti-
dir. Sonuncu ifadeni (9.54)-ds yerine yazib aliriq:

Wy X +Wpp =0 (9.55)

Bu slave yerdoyigmeler tonliyidir.
Baxilan misalda osas sistemin bagqa variantlari @i¢lin miivafiq
siirotde yerdeyismeler tenliyi agagidaki kimi yazilir:
0,=6,-X+6,=0 (Il variant ii¢iin)
w,=w, X +w, =0 (III variant ii¢iin)

IV variant liglin yerdayismaler tenliyi k kesiyinde donme bucagi-
nin soldan ve sagdan alinan giymetlerinin bir-birine beraber olmasin

ifade etmolidir, yoni 8 }” =6 ;* ve yaxud
(b2 - 08 )+ x (637 - 6;%)=0  (V variant).
Baxilan misal iiciin yerdeyismeler tenliyini asagidak: imumilegmis

sokilde yazmaq olar:
Ap+0,,-X=0 (9.56)

Burada 4 ,, — X qiivvesi istigamatinde verilmis xarici qiivveler-
don, 6,, — ise homin istigametde X =1 vahid qiivveden alman yerde-

yismalordir. Demoli, A, vo & 4, yerdeyismelerinde indeksin birinci iga-
rosi (X) hans1 qiivve istigamstinde, ikinci isare ise hansi qiivveden yerde-
yisme oldugunu gosterir.

Sok. 9.9.3., a-da gosterilen 2 defo statik hell olunmayan tir iigiin
secilmis osas sistems (sok. 9.9.3., b) uygun olaraq, yerdeyismoler ten-
liklari bu sokilde yazilir:

4y = §X11X1 +5X12X2 +4,,=0;

4 = é‘leXx +5X22X2 +4,,=0.

Vo yaxud X7 ve X qiivveler istiqamatini «I» ve «2» ilo isare etsok,
bu tenlikler asagidaki kimi yazilacaqdur:

A=6,X,+0,X,+4,=0,

9.57
4 =6, X +6,X,+4,=0. 37
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Umumi halda k-dofs statik hell olunmayan sistemler iigiin yaza bilerik:
O X 46, X, +..+8, X, +4,=0,;

Oy X +0y - Xy +.. 48, - X, +4,=0; (9.58)

0y X+, - X, +..+0, - X, +4,=0.

Miisyyon nizamli formada yazilmis bu tenliklers qiivvelar iisulunun
kanonik tonliklari deyilir.

Burada J; (i=1,2,3,...k;j=1,2,3,...,k) - vahid qiivvelerden (vahid)
yerdeyismeler, 4, — yiik yerdeyismsleridir. Indekslerindoki her iki isa-

1o eyni i=j olan vahid yerdeyismoler & ,;,d ,,...,0 ,, (9.58) tonliklor
sisteminde esas samsallar adlanir veo hemige miisbat olurlar. Yerdoyis-
molerin qarsihlifs teoremins uygun olaraq i #j olan halda & — komek-
¢1 omsallar iciin yaza bilerik & =d;. (9.58) tenlikler sisteminin tenlikleri
miivafiq olaraq X, X,,..., X, artiq mechullarinin yarandig1 artiq rabitoler
istigamstinde yerdeyigmenin sifra barabar olmasi sortini ifade edirlor.
Bu tenliklerin birinci haddi &77-X;1—X7 mechul qiivvesinden, & -Xi—Xx
mochul giivvesinden, A,,— xarici qiivvelerden i-ci (i=1,2,...,k) artiq moc-
hullar istigamatinde yerdeyismelordir. Bger «artig» rabitolor deformasiya
olunan elastiki dayaqglardirsa, onda kanonik tonliklerin sag terofi sifra bora-
ber deyil, hemin dayaqlarda bas verocok deformasiyalara berabor olmahidir.

Osas sistemin segilmasinden asili olaraq statik hell olunmayan sis-
temin hellini xeyli asanlagdirmaq olar. Bunu bir nego misallar iizorinde
gostorak.

1. Sadoe biragirimh tirlor. Ovvelce sok. 9.9.2-de gosterilen statik

hall olunmayan tirin I variantda osas sistem iiciin hsllini davam etdi-
2

rok. Bunun tgiin M = % gobul edak. (9.56) tonliyine esasen dx; vo

Axp yerdoyismoalerini toyin etmok iigiin Veressagin iisulundan istifade
edok. Bunun ii¢lin hemin tirin yiik (M,) epyurunu ve vahid epyuru

(M ,) qururug (sok 9.9.2., e). Homin epyurlardan teyin edirik:
2 3 2 3
Vg ,_ e, _a ,_4a"

o, ;
32 67 22 T

N | =
(&}
<
o
N
<
A
N |~
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Veressagin diisturuna ssasen yaziriq:

3 3 4
A1p=i(w1-ﬁy +o, 7, )=L _gb 3,98 1) _1al
EJ, @ g 6 4 2 2) 8EJ,

2 3
(;HzL(l_.lezl |
EJ,\2 3 ) EJ,
Bu ifadsleri (9.56)-da yerins yazib aliriq:
A

3
X=-—12=-ZqlL
g, 8

Tirin I variantda oasas sistemi ii¢iin (sok. 9.9.2., b) ayici moment vo
kesici qiivveler ifadslerini yazaq:

2
My=M—X-x—%—; Q. =—X+gx,0<x</ olur.

x=0 olduqda, M, =M =05¢¢*; Q,= %qﬂ;

2 2

x={ oldugda, M =M+X-f—ﬂ=o,5qw2 —qu2 —ﬂ=—§qzz;

g 2 8 2 8

11
=—q/
Q. =39

_! 2 3 2 gl 2 .
x—E olduqda, M, =0,5¢¢ —quf —5(5) =0,19¢¢°. Alinmis qiy-

motlore asasen tirin epyurlan qurulmugdur (sok. 9.9.2..1).

2. Coxasirimh kosilmoz tirlor. U¢ momentlar tanliyi. Bels tirler bir
nego araliq oynaqli ve kenar oynaqlh ve ya sert dayaqlar iizerinds oturan
statik hall olunmayan biit6v tirlers deyilir. Eyni zamanda onlar kasilmoaz
tirlor do adlanuirlar. Sok. 9.9.3., a-da ikiagiriml kesilmaz tir gésterilmis-
dir. Oynagh dayaglardan biri, adoten, torpenmaz, digerleri ise terpensn
olurlar. Dayaqlar «0»-dan, agirimlar ise «I»-den baglayaraq soldan saga
dogru artan reqemlarle ndmroalenirlar.
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2 E O A
!
2
Z
R,
b)
F| 7 osas
* sistem
A2
X,
Sok. 9.9.3.

Ogor bu statik hell olunmayan tir {igiin esas sistemi ovvelki misal-
da ve yaxud 9.9.3., b soklindo gosterildiyi kimi, yeni biitiin araliq da-
yaglar («artig» rabitsleri) atib, onlar1 artiq mechullarla svez etmokle
segsok, onda har bir «artig» rabite istiqgametinde yerdeyismenin (oyinti-
nin) sifra beraber olmasi sorti slave deformasiya tenliyi kimi gobul olu-
nacaqdir. Kasilmaz tirin dayaqlari sert dayaglar oldugda bu dayagqlar oy-
naql dayaqla avez edilir, yoni dayaq momentini yaradan rabits artiq rabite
kimi atilaraq onun tesiri dayaq momenti (artiq moachul) ilo ovez edilir. Bu
halda deformasiya tonliyi kimi hemin dayaglarda donme bucaginin sifra
beraber olmas: sertinden istifade olunmalidir. Beloliklo, artiq mochullarin
toyin olunmasina dair masslenin halli ¢oxsayh, her birinds biitiin mac-
hullarin istirak etdiyi cebri tenlikler sisteminin hslline getirilocekdir ki,
bu da, xiisusile agirimlarin say1 ¢ox oldugu halda bdyiik hacmli hesabla-
malar taleb edir. Masalonin hallini asanlasdirmaq meqsedi ilo osas sis-
temi basqa ciir segok. Kosilmoz tiri biitiin araliq dayaglar iizerinde xeo-
yalen kasib onlari bir-biri ile oynaqla birlesdirek. Bu halda ssas sistem
bir nec¢o iki oynaqli dayaq iizerinds oturan sade birasiriml: tirlerden
ibarat olacaq. Her bir araliq dayaq kesiyindeki eyici momenti artiq
mochul olaraq X; (i = 1, 2, 3, ... ) ilo isaro edok (sok. 9.9.4., ¢). Kesil-
moz tirin kenar dayag: sert barkidilme oldugda, bu tipli dayagin konstruk-
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siyasina esaslanaraq (sok. 9.9.4., d) onu uzunlugu sifra beraber olan slave
asirimla ovez edirik. Sert dayaq solda olduqda slave agirimin uzunlugu
1lp=0, sagda olduqda ise axirinci agirimin ndmrasinden («s») sonraki ndmro
ilo isare olunur (+7). Bu halda soldaki kenar dayagm némresi «1»,
sagdaki kenar dayagin ndmresi ise — s +1 olur.

Verilmis tirin ayilmis oxu selis kesilmez oyri xott olduguna gore,
araliq dayaq kesiklerinde bucaq yerdeyismesi (dénme bucagi) igiin
yegane giymet alinmali, yoni osas sistemin her hansi n-ci dayagmdaki
kesiyin soldan ve sagdan dénme bucaqlarinn fergi (sek. 9.9.4, ¢) sifra
borabar olmalidir, yeni:

AG, =6 +6% =0 (9.59)

Bu yerdeyismeler tenliyindeki dénme bucaglarmi Veressagin tisu-
lu ile toyin edek. Bunun iigiin n-ci dayaga bitisik iki qonsu agirmlar

iiclin yik oyici moment epyurlarm (MM, M M x.,) Vo
0" ve 0:%® yerdoyismelerine uygun momenti vahide boraber olan

(X.=1) ciit qiivvelerden vahid epyurlan quraq (sok. 9.9.4., e).
(9.50) Veressagin diisturuna osasen yaza bilorik:

6 =w, M, +0,-M, +0,-M

ya n yep ?

(a)
g'fag = a)"+1 .Hycm +a):+1 'A—lyca +w:+1 ’ —}’04 ’
Burada
— a — 1 = 2 X
c T 7 s e A c, - @, = 5
b4 ln ye 3 Y 3 2
(b)
X 1l — b — 2
wnz_ n n; e - n+1; Myc .
2 el i 3 3
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Mc =l’ w:;+1 — Xn 'ln+1 : w:ﬂ — Xn+1 'ln+l :
3 2 2
(b) ifadelerini (a)-da yerine yazib sadslosdirildikden sonra aliriq:
42X (LD )X =—6-[‘”"l"’" + “’n}l 'b"“j (9.60)
n n+l

Bu hor hansi n-ci dayaq iigiin yazilmig yerdayismo tanliyinda comi
ii¢ artiq machullar (X,_,,X, vo X,,,) istirak edirlor. Ona gore do bu
tonlik iic momentlor tonliyi adlanir. Beloliklo, araliq dayaqlarin har biri
{iciin yazilmig ii¢ momentlor tenliyinde «artig» moachullardan yalniz
{icii istirak etdiyinden, bu ciir tenlikler sisteminin halli slbstte ki,
nisboten asan olacaqdir.

3. Konstruktiv simmetriyanin nozero ahnmasi. Bazi statik hsll olun-
mayan mesalolorde konstruksiyanin simmetrik olmasindan istifade ede-
rok osas sistemi elo segmak olar ki, vahid epyurlar simmetrik vo aks sim-
metrik alinsinlar. Bu halda kanonik tenliklerin vahid emsallarini teyin
etdikde simmetrikle aks simmetrik epyurlar1 bir-birine vurulma hasili
sifra beraber olur ve belslikle, tonlikler sisteminin halli xeyli sadslosir.
Tutaq ki, sok. 9.9.5., a-da yast1 ¢er¢ive verilmisdir. Bu gercive 3 defe
statik hell olunmayandir, ¢linki iki dayaginda 6 machul dayaq reak-
siyas1 yaranir. Miivazinat tenliklerinin saynin 3 oldugunu nezers al-
saq, moasalonin 3 defo statik hell edilmeyen oldugunu miieyysn edirik.
Corgiveni simmetriya oxu iizre xeyalon kesib en kesiyindaki rabiteleri
(iic rabite) ataraq onu iki hisseden ibaret statik hall olunan esas
sistemo ¢eviririk (sok. 9.9.5., b). Artiq rabitelor istigamatinds yaranan
daxili giivveleri eyici moment, normal ve kesici qiivvaleri X7, X2 vo X;
ile igare edirik. Onda kanonik tenlikler asagidaki sekilde yazilacaqdir:

O X +6,X, +0, X, + 4, =0,
0y X, +0,X, +0,X;+4,,=0; 9.61)
03 X, + 0, X, + 0, X, +4,,=0

Bu tenliklordoki amsallar1 ve sarbest hadleri hesablamaq iiciin

Veregsagin isulundan istifade edirik. Bunun ii¢iin miivafiq yik ve
vahid epyurlar qurulmusdur (sok. 9.9.5., ¢, ¢). Bu vahid epyurlardan

M vo M 4,3 — simmetrik, M 2 189 aks simmetrikdir. Ona gore de

§1z=5;1=0, 5®3=0»2=0. Bunlar1 nezere alaraq (9.61) tonlikler sistemini
bu gokle saliriq:
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a
) € q Q) M M, By
_4t e 05 10 <
=7 T “J_y" A
Cd - —_
‘ . 8 _{chz 57// . M,.]
| M, () M1 M,
- B
v i,
f _r
” 8 107
b)
@D x, xx, @

3

F N i

TR

@ asas;sistem
|
77, ‘ 77
d
) 0.19
0.08
it 0.28
E N LT
N H
g H
M, (qt)
H Ng©)
0.25 029 022 0.28 0.04
Sok. 9.9.5.

511X1 +§13X3 +4p =0;
5, X, + 4, =0, (9.62)
531X1 +533X3 +A3p =0.
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Buradan gériiniir ki, 3 tenlikler sistemi iki sads tenlikler sistemino

. A
aynlir. Ikinci bir mechullu tenlikden X, = ——% aling, daha sonra I ve
22

M1 iki machullu iki tenlikden ise X7 ve X3 asanliqla tapirg.
Mosolonin hallini axira ¢atdiraq.

3
P N O YOS T N
E1," 20 030 T3 R,
2 2
513=L.2 RV IO . : 31=513=_i;
E1, 2 EJ, EJ,
3
522=_1_2(l£.l_g£+£2]._l_j= 13/ ; 523=§32=0; 533=_§l_;
EJ,\22232 27 2) 12EJ, EJ,
2 2 4
4,,:—1— 9E 512574090 5 2 =H_‘ZI_;
El\ 2 737778 T 2) 6B,

1 (1 / ql*
= (Lopy i) 2,
by EJY(Zq 2) 2E]

A, __ 11 12.21+_‘11_221.2+__._.
P~ TR\ 21 3 2 24 EJ,
A
5, 13
16 5
?13X1—412X2+gql4=0

37
—4*°X, +5IX, - =—ql’ =0
1 3 24q

2
Buradan X, =—%ql; X, =%.

Indi ise ¢or¢ivenin M, , Q; ve N epyurlarini quraq. Bunun iigiin asas
sistemin sol terafi li¢lin miivafiq daxili qlivve amillerinin ifadslerini yazib,

xarakterik kosiklorde onlarin qiymstlerini hesablayagq.
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2
I'mantogs 0<x<//2. M, =—£p26——X2-x+X3 ;

0, =gx+X,;N=X, =—§92—qlz—0,28ql;

2
x=0 olduqda, M = % ~0,08¢/°; 0.=X, = —%ql = —0,46q/;
/ qgl> 6 I q* 59 , 2
=——olduqda, M =-‘—+—¢ql-—+"—=—""¢ql* =0,19¢/*,
P O L T T Y T T 1
ql 6 q!
=——-—gql="-=0,04q/,;
0= T3 == 00
2
II mentage 0<x<2/; My=—%-— Z-é—Xl-x—q?lx+X3 ;
ql 9 ql 7
=X, +—=——ql+=—=—ql=0,22ql,
Q =X +r=-27ql+7 327 q
N=—X2—g£= +@_q_l =—-qu = —0,044l;
2 13 2 26
x=0olduqda ,
gl l g’ 3 ., ql* 2
M=-"—X,—+X,=—"—+"—¢gl"+2—=0,19q!*;
S T R I T T R
x=2l olduqda,
qgl> 6 /I 9 q! gl’ 2
=—"—+—ql-—+—¢ql- 2] --2]+Z—=-0,25q]*;
T BT TR T 1
III mantago
gx* 9
0<x<1/2; My=—7+X2x+X3; Q0 =—gx+X,; N=X1=~3—2ql.
gl’ 2 6
x=0 olduqda, M, = X, =Tz—z0,08ql ; 0.=X, =—Bql

/
=— olduqda,
x 20 uqda

2 2 2
9" _3 ]2+il__=_§§€l_.~_(),27 I*0, = 25

T 1Y T T a2
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IV mantoqo
<<l ql’ ! . 9 ..
O_X_ZI, My=——8—+X2'E+X3—X1'x, QZ‘—‘—X]:qu,
ql ql 6 25
N=-+X=-2-——ql=-—¢4l = 0,964,
2 T Ty Tt T 6 1
_ qg> 6 1 gql* 5
x=0oldugda, M =—-"——-—ql-—+Z—=-0,27ql";
e TR T 7
_ qgl> 6 gl> 9 2
x=2lolduqda, M, =—"——-—ql- 2|+ —+—¢ql-2] =0,4ql°;
o M = TR T T 1

Bu naticelers asasen ¢orgivenin My, Q; vo N epyurlari qurulmusg-
dur (sek. 9.9.5, d).
Bu fosile dair daha miirokkeb misallarin holli § 9.10-da verilmisdir.

§ 9.10. Misallar

Misal 1. iki oynaqh dayaq iizerinde oturan tire (sek. 9.10.1.) sol da-
yaqdan «a» mosafesinde F topa qilivvesi tesir edir. Tirin dayaq kesiklori-
nin dénme bucagini, qiivvenin totbiq olundugu kssikde sayintisini ve an

bdyiik ayintisini toyin etmali. a > % gobul etmsli.

Sok. 9.10.1.

Holli: Messlenin hslline baglangic parametrlor iisulunu tetbiq edok.
Bunun ii¢iin koordinat baglangicim tirin sol dayaq kesiyinde gotiiriib absis-
lor oxu «x»-i soldan saga yonoaldek ve elastik xattin universal tonliklorini
tortib edek. Malum oldugu kimi, tirin dayaq reaksiyalar:

Fb Fa

RA =T,RB =T
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Tirin dénme bucagi ve oyintiler tonliyini (9.22) ve (9.23) tenliklerin-
den istifads edsrak yazinq:

M, 0 ¥ F (x-a

0=6 +
EJ, EJ,2 EJ, 2

Q9 x_ F (x-a)
EJ, 3 EJ, 3

Burada M,=0; Q,=R, = %’l; w, =0 oldugu iiglin sonuncu ten-

w=w, +6 x+

liklar bu gakls diisacokler:
2 2
o+Fbx__F (x—a) : (@
EJ, 21 EJ, 2

3 N3
w=6x+ Fbx F (x-a) .
EJ, 6l EJ, 6

(b)

Bu tenliklords istirak edon machul baslangic parametrini (sol kesiyin
dénms bucagim) tirin sag dayaginda ayintinin sifra beraber olmasi sertin-
don toyin edirik. Homin gort x=I olduqda, w=0 soklinds yazilir. Bu serti
(b) ayintiler tonliyinds yerine yazib aling:

272
Buradan 6, =—ﬂ -5)
EJ, 6
do yerina yazib onlan bu gekle saling:
_Fb (12—b2)+ Fb ﬁ_ F (x-a)*
EJ, 6 EJ, 21 EJ, 2

y

olur. Bu ifadeni (@) ve (b) tenliklarin-

6=

__Fb(@-b)x Fbx F (x-a)
EJ, 6l EJ, 6l EJ, 6

y

Bu tenliklords x=a gobul edib F qiivvesinin totbiq olundugu kesiyin
dénme bucagi ve ayinti ifadesini yaziriq:
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a._ - F &b Fb (’-b).
= EJ, 21 EJ, 6 °

W __Fab (12_1)2)+ Fa’b __ Fa’b’
= EJ, 6l 6EJ]  3EJ ]

y
Tirin en bdyiik ayintisini tapmaq iigiin birinci montogenin syintiler
tonliyinden istifade edirik, ¢linki @ > b sortine géro mohz bu menteqede
on bdyiik ayinti bag veracokdir:
0 < x < a olan I mentegp iigiin

__Fb (P-b)x  Fb X
EJ, 6  EJ, 6l

y

(©

Bu syintiler funksiyasinin % =0 ekstremum sortinden an boyiik

X=Xy

oyintisi olan en kasiyinin veziyystini miioyyen eden x, absisini tapiriq:

aw =ﬂ(12_b2)+F_bﬁ=
dx|., EJ, EJ, 2
2 _ 32
Buradan aling: x, = ! 3b

Bu ifadeni (3) tonliyinds yerine yazaraq on bdyiik oyintini toyin edirik:

Pyt -t%) [P—5 b NP —57)
Vo =W, == 3 T 6

=_Fb(lz—b?‘)\/3(l2 -b%) )

e 27EJ |

va yaxud

Tirin sag dayaq kesiyinin donme bucagini tapmagq iigiin (1) tenliyindo
x=l yazing:
_g -_Fb (12—b2)+ Fb | Fb _Fa(’-a°)
=% EJ, 6 EJ 2 2EJ,  6IEJ,

(e)

(4) ve (5) ifadelerinde @=b=I/2 yazmagqla xiisusi hal ii¢iin topa qiivve-
nin tirin agirminin ortasinda tesir etdiyi hal {igiin en béyiik ayinti ve don-
ma bucaginin ifadslerini aliriq:
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FP 0 -8 FI?

Wiax = ’ B 0~
48EJ, 16EJ,

Misal 2. Verilmis tirin (s0k.9.10.2,a) sortliye goro hesablamadan bu-
raxilabilen qiivvesini ve bu qiivveye uygun on bdyiik normal gerginlikleri
toyin etmoli. Tirin en kosiyini 30 Ne-li ikitavr, buraxilabilen ayintini
[w]=1/800, elastiklik modulunuE = 2,1-10° MPa, a=0,5m, I =12a qo-
bul etmsli.

Holli: Tirin on bdyiik ayintisi onun asiriminin orta kesiyindo yaranir.
Qiivvelor tosirinin bir-birinden asili olmamasi prinsipine asasen 9.2-ci
codvelo asason tirin on boyiik oyintisini toyin edirik:

FP__2Fa(3F -4d’) __F(2a) 4Fa(3-144a’-4a") _ , Fa'

W. =
" 48EJ, 24EJ, 48EJ, 48EJ, EJ,
a) R=2.5F R,=2.5F Sortament codvelinden (slave 3)
IF ‘ F 2F otalet momentini J, = 7080sm*
y , B miigavimat momentini
> A Wy=472sm3 gebul edib (9.3)
4 12a 4 sortlik sortinden istifade etmoklo
b) yaza bilorik:
MFa)} ;s T 2.5 Wro| <[] vo ya
3
0 x 74FL < 12a _
EJ, 800
Sak. 9.10.2. 12
Buradan 74[ la _12a vo ya
EJ, 800

-4
[F]= 2,1-10 70?0 142 _12,07kN
74-800-0,5°-10

Tire simmetrik olaraq tokce topa qiivveler tesir etdiyinden onun da-
yaq reaksiya qiivvelori asanligla tapila biler:

R,=R,=25F
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Tirin xarakterik kosiklorinde ayici momentlori asanligla teyin edib onun
M, epyurunu qururuq (sok. 9.10.2.,b). Epyurdan gériindiiyii kimi sn boyiik
oyici moment agirmin ortasindaki kosikde yaranir vo maxM | =5Fa olur.

On boyiik normal gorginliklor tirin orta en kasiyinin kenar néqtelerin-
de yaranir vo agagidaki diisturla toyin olunur:

maxM, 5Fa 5.12,07-0,5-100
w w 472

y y

=63,93MPa

max o, =

Misal 3. Verilmis tirin sortliyi mentogeler {izro miixtelif olan (en ke-
siyi pillovari deyigen) tirin B ve C kesiklerinde donma bucag1 ve ayintini
toyin etmali (sok. 9.10.3., a)

M
a) 'RA 2 ']y ‘RB Jy
A C
; ; B
. 7 4 e—]
I [ — a —
b) M, |\
! X
M
A, Fiktiv tir
C) | B N C
fYYYYYYY | M
2EJ, EJ,

Sok. 9.10.3.

Holli: Moassleni grafo-analitik iisulla hell edek. Bunun iigiin svvelce
onun dyici momentlor epyurunu quraq (sok. 9.10.3., b). Verilmis asas tire
uygun fiktiv tir $0k.9.10.3., c-de gdsterilmisdir. Bu fiktiv tirin yiikii ayici
momentlor iizre deyisen yayilmis yiik seklinde olacaqdir. Bu yiikiin inten-
sivliyi ayici momentin hor menteqeds tirin sertliyine nisbatine bsraber
olur (sek. 9.10.3., ¢) ve monfi isaroli epyur oldugundan saquli istiqgamatde
(yuxaridan agag1) olacaqdir.
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Qrafo-analitik iisulla tirin donms bucag1 vo oyintisini agagidaki diis-
turlarla hesablayirq:

0 =Q,; w=M,. Burada O, vo M, fiktiv tirin miivafiq kesiyinin
uygun fiktiv kesici qiivvesi ve syici momentidir. Ovvelce tirin 4, reaksi-

ya qlivvesini tapaq. Bunun iigiin fiktiv tirin B oynaginda ayici momentin
sifra barabar olmasi gertinden yaza bilerik:

Af-l—lil —/=0.Buradan 4, M
22E], 3 12EJy
B kasiyindo fiktiv kasici qiivve
B 1 M Ml Ml Ml
O =4 =39m T Er e T eET
y y y y
li M. E=0 g =0 ol
Demoli, 6 , T M =0 oldugundan w, =0 olur.

y
Indi ise C kesiyinin fiktiv kesici qiivvesi ve ayici momentini hesablayaq.
1 M Ma Ml Ml Ma

0.=0=4,-— /- - _
=01 =43 2EJ,  EJ, 12EJ, 4EJ, EJ,

_ﬂ(l 1} Ma __ M _ Ma__ M(+6a)

b

B EJ,\12 4 EJy 6EJ EJ 6EJ,
wC=Mf=Af(l+a)—— M l(a+—)~£-a-£=
2 2EJ, 3% EJ, 2
Ml I. Ma® M IPP+la & la+%2
=—-—( a)—-——(@a+-)- = ( - 1) =
12EJ, AEJ, 3% 2EJ, EJ, 12 2 4

(? +1a—6a> =3la-1*)=-

Ma

y

12EJ,

Misal 4. Verilmis tirin (sok. 9.10.4.) deformasiyasimin potensial ener-
jisini toyin etmoali. Kasici qlivvelarin tesirini nezere almamali.

Holli: Qyilmada tirin deformasiyasinin potensial enerjisini (8.68) diis-
turuna asason hesablayiriq:

j 2yE(.} @
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Verilmis tir iki mentogaden ibarat ol-
dugu ii¢lin bu inteqral iki inteqralin cemi @ @
kimi (her menteqade oyici momenti 6z q

ifadssi oldugu ii¢iin i=1 2) yazilmahdir:
2
J‘Mj(l)dx My(Z)dx (b) X
2E] 2 2E] o

Burada i=1, 0<x<a oldugda, | —

, |
Mym=—%” i=2 a<x<I oldug- ¢ -

LY,

(x-4%) Sok. 9.10.4.

2
Bu ifadsleri (b)-de yerins yazib alingq:

Ga(— )2 "y _a\P 25 22! 2
A (R ICAN | G ) {qa +q2a I(xz—ax+%-)dx]=
0 a

daiso M, =—qa

2EJ, ; 2EJ, EJ,| 40
2 3 2
ga|l 11 1)
= —+—(5-D——(5-D+= ——1
EJ, [40 6( h- ( ) ( |-

Misal 5. Verilmis tirin (sok. 9.10.5., a) 4 kosiyinin dénms bucagim,
2
C kosiyinin ise ayintisini toyin etmsali. F = %’; M = % qobul etmsli.

Holli: Massloni holl etmoak iigiin energetik iisullarn totbiq edek. Bunun
ligiin avelco tirin dayaq reaksiyalarini toyin edib hor mentags ligiin ayici
moment ifadelerini yazmaq lazimdir. Tirin A ve B kesiklorine nezeron
moment miivazinat tenliklarini agagidaki kimi yazingq:

1 3

2m, =0, —g=-—-M- F>l+Ry1=0;
2 4

2m, =0; qi(i+i)—M—F-i—RA-1=o.
2(2 4 2

q! ql’ e
Buradan F = —2—; M = v nozers almagla tayin edirik:

274 4 22 8 8 4 4 8
Reaksiya qiivvelerinin diizgiin tapildigin1 miisyyan etmak ii¢iin tirin
agagidaki miivazinet tenliyinden istifade edirik:

2z=0 RA—q-;—+RB-F=O.



§9.10. Misallar

68
a)RA @/q M @ IRB @ F
RERRRANY B C x
A
7z /2 /%/ x
{’/Zx £/2 £/2

8,- n1 tayin etmak iiciin
b) ] tirin vahid hal
& 1€ c
B

/.
€
W.- ni tayin etmak tigiin
c) tirin vahid hali )i
1 3
E :
A B C
/4 /4

Sok. 9.10.5.

R,, R, vo F qiivvelerinin ifadelerini burada yerine yazib:

- %l - %l + %ql _al =0 voya 0=0 eyniliyini alirnng. Demsli, reak-
siya qlivveleri diizgiin tapilmigdir.
Tirin her {i¢ mentegpleri iigiin 8yici moment ifadslerini yazaq:
@ _ gk _gx

)
I montaqo OSxSE; M,,=Rx— 5 2 5

IT mantaqgo
! _ I I\ q* 5q¢ 3 ,
ESXS[, My(z)=RAx—q§(x—Zj+T=—-—8—x+§ql

_ __q
My(3) ——Fx——;x

s

B |~

IIT mantaga 0 < x <
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Tirin A kesiyinin dénme bucagini toyin etmek iiglin Maksvell-Mor iisu-
lundan istifade edok. Bunun iigiin tiri xarici qiivvelorden azad edib 4 kosi-
yinde dénme bucagina uygun olan vahid moment — vahid timumilesdiril-

mis giivve tetbiq etmaklo onun vahid halm qururug (sok. 9.10.5., b)

Bu tirin reaksiya qiivveleri gokilde gosterildiyi kimi qiymetce 1/ ol-

dugunu nazers alaraq vahid eyici momentlsrin ifadelorini yazing.

I mantage Hy(n =—%x+1 ;

I1 mantaqo —]\Zy(z) = —lx+1 ;
e

III mantaqa M y3 =0.

Maksvell-Mor iisulunun (9.47) ifadesine esason yazirgq:

1 j —
0A ='E7‘li My(i)My(i) dx=

y
[1/2

EJyLO 8 2

.3 4 3
1 (qx L _qlx _gf)
Ej |24 8 16 6 "o

© 13 3 3
1 ql(l 1]+ql __q_l_+5

2

1/2 5

EJ,| 824 6
5 3 3
D Py gl gl -
2232 1627 1647 "32
5 1.3 5 1 3)_&113_

24 2 8 192 8 16) 384 EJ,

Tirin C kesiyinin ayintisini teyin etmak iigiin onun miivafiq vahid hali
sok. 9.10.5., c-de gosterilmigdir. Bu tirin vahid eyici moment ifadeleri

8.16 6.4 247

qlﬂ

+(—gx
(24q

3

menteqeler iizre agagidaki kimi olacaqdir:

I montaqo _My(l) = ——%x;

I1I mantago M y2) = —%x

I
2
L ot e 383 gry X e nar |-
) 2 8 8 /

3 3 2 5 2 3 2
3 — 2 241
TRl adart o
3 5 .3
ISR JHE B 3
167 167 T31
_ili(__l__L RS
EJ,\ 64 64 128

1

/2
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III mantaga Hy(s) =-lx
Maksvell-Mor iisulunun (9.47) ifadesine esasen yaza bilorik:
1/2

_ 2
we - L J-]ny(i)Myu)dx=L J‘[—gli—ﬂj(—lxjd?ﬁ
EJy I

EJ,|o 8 2\ 2

112

f(—s—"’— +2 qlz)( x)dx+ f(—%lf (-1 x)a | =
3 4 |12 3 ! 3|2 4
S L |l g x| (Salx’ 3¢ X\ gl X2 37 gl*
EJ,| 163 44 16 3 16 2 )iz 2 3 768 EJ,

Tirin 4 kesiyinin donme bucaginin isaresinin monfi alinmas1 hemin
kosiyin deformasiya nsticesinde vahid momentin istigamstinin oksine
donmesini, € kesiyinin oyintisinin miisbot alinmasi ise bu kesiyin ayinti-
sinin vahid qiivve istiqgametinde bag verdiyini gosterir.

Misal 6. Verilmis en kosiyi sabit olan (EJ, = const) siigoxlu konso-
lun (sek. 9.10.6,a) serbast ucundaki K en kesiyinin saquli yerdeyismesi
vo donms bucagim toyin etmsli.

Halli: Sistemin vahid hali gek. 9.10.6.,b,c-de géstorilmisdir. Sistem
iki menteqaden ibarstdir (; = 1, 2). Ovvelce verilmis qiivveden eyici

moment ifadslerini yaziriq:
2

Imontaga 0<x</; M, =—132C— ;
ql’
IImonteqa 0<x<2/; M, = -5 (a)
O rogml, @ 9 @
= Ny .
o
vahid Il vahid
@ @} ! hal © hal
7. 77 77
Sok. 9.10.6.

Saquli istiqgamatdas (sek. 9.7.2., a) xetti yerdoyisme wx-n1 toyin et-
moak {i¢lin I vahid hal ii¢iin
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I montoqa M oy = (b)

II monteqa M oy =1 =-1
Onda (9.47) diisturunda (a) ve (b) ifadelerini istifade edib alirg:

4
L (gt )9
EJ 8 8 EJ,
Dénme bucagini teyin etmok ii¢iin ona uygun olan II vahid halin

vahid eyici moment ifadelerini yazaq:
I montaqe M o =5 (©)

II mantoge M o =1
(a) vo (c) ifadelerini (9.47)-ds yerins yazib ahing:

I 2 2/ 2 3 3
EJ |\ 2 JU 2 EJ,\ 6 6 EJ,

Misal 7. Bir asma oynag olan biitiin uzunlugu boyunca miintezem
yayilmus yiik tesir eden tirin (sok. 9.10.7., @) K oynaginda dénme bu-
cagi forqini ve ayintini toyin etmsali.

Holli; Sistemin vahid hallan sek. 9.10.7., b, c-de gosterilmisdir.

Ovvelco verilmis tirin sag dayagindaki reaksiya qiivvesini teyin
edok. Bunun ii¢iin K oynaginda momentin sag torefdaki giivvelerden
sifra berabor olmasi sertini yazaq:

ZMk(R’°‘)=RB-l——“I%—-0 buradan R, c121

2
a, &

I montaqg iiciin (0<'x<1) oyici moment ifadesi M, = 5y

II mentoga ii¢iin (0sxs)) M, =
I vahid halda:

_ql (x+1)
q—(l+x)—q 5

I montaqo iigiin M, = %x
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e ]
7
A | R 1Y ‘,‘:7 1Y
x K
e { —
b) o I vahid hal 1
A Iw 1 {
K B
7
X X
c) o II vahid hal
A
A
Sok. 9.10.7.

I montagqp iigiin M, = %(x +1)
II vahid halda:

I mentogp ii¢iin 1\7y =0

Il mentago iigiin M, =-1-x

Mor diisturuna esasen K kesiyinde dénme bucag forgini teyin et-
mak iigiin I vahid halin tenliklerinden istifade edib yaza bilarik:

] 2 ! )
A9=—l— q_lx_gc__ L+ ‘1_1(l+x)_q(x+l) -x+ldx=
: 2 2 )1 : 2 2 /




IX Fasil. Qyilmada yerdayismalarin tayin edilmoasi 73

K kosiyinde ayintini toyin etmok iigiin II vahid halin tenliklsrindsn
istifads edirik:

Wy = ﬁj[‘fz_’(x +1)- fl..(_’%i](- Lx v =
/

y

[q?(_ x? —lx)+%(x3 +2Ix% + lzx)}dx =

3 2 4 2 ! 4

_ g x a2 2L P
EJ 23 2 2 4 3 2 . 24 EJ,
Misal 8. Sok. 9.10.8.,a-da verilmis en kasiyinin 6lgiilori sabit daire-

vi eyrioxlu brusun serbest ucundaki en kasiyinin saquli ve bucaq yer-
doyismelarini teyin etmsali.

q

/gs ={d@

a) H}H;LHH

d(po

b)

Sak. 9.10.8
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Hblli: Ovvelce verilmis yiiklorden brusun her hans1 O0; radial kesi-
yi liglin ayici moment ifadasini yazaq:

2 _ 2
M, =—ql'(l“Oe)+@=—ql(l—l-cos¢)+w=
2 q12 )
—q (l—cos¢)+_2_(1_cos¢,) (0<p<7)

K kosiyinin xatti ve bucaq yerdeyismslorini toyin etmak iigiin I vo I1
vahid hallar i¢iin (sek. 9.10.8.,b,c) vahid syici moment ifadslerini yazaq:

Ihaliigin M, =-1./(1-cosg); I haliigiin M, =1

Baxilan ayrioxlu brus bir mantaqgali oldugu ti¢iin (9.48) diisturundan
asagidaki sokilds istifads edirik:

M,-M
= I—y ~.ds (a)
J EJ,
Bu halda $0k.9.10.8-don almmis ds = R-d@ =1 -d¢ ifadesini ve her iki
haln M, M , tenliklerini (a)-da yerina yazib yerdeyismeleri hesablayaq:

2
A, L —q12(1—cos¢)+£(l—cosqo)i'-[—l-l(l—cos¢)] ldp =
EJ,; 2
ql* 7 1 3ml*
= +{1- -—(l- dp=—"—
o R B

2
BszLJys ~ql*(1-cos @)+ qé (1- cosq))} 1-ldg=

3

7 3
= ql 1+cos¢)+l—cos¢7+ os’ ¢ d¢)=—ﬂ
EJ, . 2 2 4EJ

y

Misal 9. Sok. 9.10.9., a-da gostorilmis en kasiyinin hiindiirliyi
H sabit, eni B diiz xatt {izro doyison berabsrmiigavimatli konsol tirin ser-
best ucunun ayinti vo donme bucagini toyin etmsli.

Holli: Masslonin halline Maksvell-Mor iisulunu tetbiq edek. Bunun
ticiin avvalce tirin verilmis giivveden ayici moment ifadesini yaziriqg:

M,=-F-x (a)
Indi ise verilmis tirin vahid hal iigiin ayici moment ifadesini tortib edok.

Bu megsedls verilmis tiri xarici giivvelerden azad edir, ona yerdoyismesi axta-
rilan kesiyine miivafiq (iimumilegdirilmis) vahid qiivve tetbiq ederek hamin



IX Fasil. 9yilmada yerdayismalarin tayin edilmasi 75

vahid giivveden ayici momentin ifadesini yaziriq. Tirin serbest ucunda (K kesi-
yindo) oyintini toyin etmak {i¢iin ona uygun vahid hal gok. 9.10.9.,b-de
gostorildiyi kimi olacaqdir. Bu halda moment ifadesi agagidaki sekildo
yazilir:

M,=-1x (b)
Tirin en koasiyinin eni B(x) = B; qanunu ile dayisdikdes en kasiyinin
neytral oxa nazoren atalot momenti:

1= BB x

=Jy(1)-§ ©)

12 12 1

AN

b) 21 I vahid hal *1
2 x| K
©) A II vahid hal —~—— ;
l
Z| | K| _
x

Sok. 9.10.9

3

olur. Burada J (1) = BII; — tirin qorxulu en kesiyinin neytral oxa nozeren

otalot momentidir.
(a) + (c) ifadslerini Mor inteqralinda yerine yazb, tirin K kesiyindo
(en boyiik) eyintisini teyin edirik:
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e = 1 [M,M, j‘(Fx)(lx)dx FP
EP T ELQ) 2EJ ()

Konsolun serbest ucunda dénme bucagini toyin etmok {iciin tirin miivafiq
vahid halm sek. 9.10.9., b-doki kimi gétiiriiriik. Bu halda vahid ayici moment

M, =1 olur. Bunu, (a) vo (c) ifadelerini Mor diisturunda yerine yazib aling:

(—F)-1 FP?

* 1 EJ,(x) "B (1) .[ EJy )

Doyigen en kosikli tirin en boyiik ayinti ve dénme bucagim sabit en
kosikli tirin serbost en kesiyinin miivafiq yerdeyismeleri ile miiqayiss et-
sok gorerik ki, doyisen en kesikli tirin yerdeyismeloeri (hom ayinti, hem
do dénmo bucagi) sabit en kesikli tirin ayinti vo dénma bucag: qiymetlo-
rinden xeyli ¢ox olurlar, yoni bels tirlor daha gevik olurlar.

Bu messlado oyintinin igaresi miisbet, donma bucagmin isaresi ilo menfi
alimmgdir, ona gore ki, ayinti wx vahid qiivve istigamatinde, donme bucag:
6O iso vahid momentin istigametinin oksino bag vermigdir (sok. 9.10.9., a).

Misal 10. Verilmis tirin (sok. 9.10.10., a) K kesiyinin ayintisini teyin
etmoli. M=2qa?; F=2qa qoabul etmali.

Holli: Masalenin hollini Mor iisulu iloVeressagin qaydasindan istifa-
do etmokle aparmagq igiin avvealce har bir mentegenin ayici moment ep-
yurlarin1 qurmaq lazimdir. Tirde 5 yiik mentegeleri oldugundan epyurlarin
qurulmas: iigiin ¢oxsayli hesablamalar toleb olunur. Maselenin hallini
asanlasdirmaq moegsedi ilo tire tesir edon qlivvelerin her birinden ayri-
ligda epyurlan qursaq yekun epyuru bir ne¢e sade epyurlarla ovoz etmis
olarigq.

Secilmis iisulla meselonin helli iigiin avvelce ayintisi teyin olunan
K en kosiyinds tire tokce vahid topa qgiivve (verilmis xarici qiivvoleri ne-
zoro almadan) totbiq edib tirin vahid halim1 aling (sek. 9.10.10., b.).

Bu tirin sol dayaq reaksiyasi 1/3, sag dayaqdaki ise 2/3 oldugunu nezero

alaraq, M, vahid eyici momentler epyurunu qururuq (sok. 9.10.10., c). Indi
ise verilmis tirin dayaq reaksiyalarim miivazinet tonliklerinden teyin edok:

2m,=0; F-a+M+4qga-5a—R,-6a=0,buradan R, =4qa ;
>m, =0, —F-5a+M-4qa-a+R,-6a=0,buradan R, =2ga

Tirin konsolunda tesir eden giivveleri yaxindaki B dayagina kogiirerok da-
yaqda tetbiq olunmus M = qa’/2, F, = qa ilo avoz edirik (sok. 9.10.10., ¢).
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Vahid qgiivvenin tetbiq ndqtosi K-dan solda ve sagda yerleson her bir qiivvedon
ayrica epyurlan qururuq (K ndqtesine yaxinlasmagqla) (sek. 9.10.10., 4, e, f).
Homin epyurlarin sahslarini toyin edsak:

a) F M q
‘ EERLETEENER!
é%a ‘ Za« a K2a WJVa
R, ! 1 R, |

b) 7%7 7,
1 e — 2
3 M,., M, M, 3

]\—Zy i}

AL 4 Hc6 ‘7
M, 4 ]wycg TL
c) hubalil
M, |
%) ‘F M q 9
H‘HHH”)—WW

R, R,
M (qa®) ]
< >
Y [}\%&/‘m ° x
A A
g ' @, Gy
€) M(qa?) 20
w, G 0)5 ) X
f) M (qa?) ? 0.5
(D7 X
c; >
lg \ (06 C'6 7 ~

Sak. 9.10.10
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o, =%8qa2 da=16qa’; w, =%6qa2 2a=6q9a’; w,= —%6qa2 -3a =-9qa’;

3
w, =2qa’-a=2qa’; o, =-0,5ga’ -2a = —qa’; W, = —%O,Sqa2 a= —%;

w, = —%anz 2a= —gqa3.

Bu sahslerin agirliq markezleri seviyyesinde vahid eyici moment ep-
yurundaki ordinatlar1 hesablayaq:

Voo =80 W 8. 77 - 7 = 2
My =g M, =ga My, =a; My, =ca M =7

Mo, =§a; My, =a.

K kesiyinin ayintisini toyin etmok iigiin (9.50) diisturundan istifade
edirik:

1 — 1 8 8 7
W, =——2.0OM,, =——(16ga’ ~a+6qa’ - —a-9qa* -a+2qa, - —a—
=gy oM gy, 097 gt 6aa ga=9qa at2qa, ca
3 4
__qa3.Ea_ﬂ.éa._iqa3.a)z12’1qa
3 6 4 3 EJ

y

Oyintinin miisbat isarali alinmasi onun vahid qiivve istigamatde (yu-
xaridan asag1) bas vermesini gostorir.

Misal 11. Sok. 9.10.11., a-da gdsterilmis sertliyi sabit (EJ,=const) ti-
rin 9yici moment vo kosici giivve epyurlarini qurmals.

Holli: Tirin bir «artig» rabitesi oldugundan o, bir defo statik hsll
olunmayandir. Masalenin hslline qiivveler iisulunu totbiq edok. Bunun
ligtin tirde movcud olan 4 xarici rabitedon birini — B dayagindak: saquli is-
tigametinde yerdeyismenin qargisini alan rabitoni «artig» rabite kimi ge-
bul edirik. Bu rabitede yaranan R, dayaq reaksiyasim «artiq» machul ki-
mi, yeni R; = X qgobul edib ona uygun osas sistem segirik (sok. 9.10.11., b).
Bu machulu teyin etmok iigiin giivvalor tisulunun (9.58) kanonik tenlikle-
rinden istifade edib baxilan tir {igiin (esas sistem iigiin) 1 kanonik tenlik
yazirgq:

0,X+A,=0 (a)

Burada istirak eden d ,, vo A, uygun olaraq, vahid ve yiik yerdayis-

malarini Veregsagin lisulu il toyin etmok ligiin F vo X=1 qiivvolorinden
osas sistemin syici moment epyurlarint qururuq (sek. 9.10.11,, ¢, ¢). Ep-



IX Fasil. Qyilmada yerdayismalarin tayin edilmasi 79

yurlar sade olduguna goro hesablamalar 4) Rs
verilmamigdir. Bu epyurlardan istifade @ @ |F
edarak Veressagin tisulu ils (a) tenliyi-
no daxil olan &;; ve A,, yerdoyismolo-
rini hesablayinq:

AANANANNNY
=
[+ )
T

2a a

y c)

3
=- ! -lZa-ZalFa=—ﬁFa. 1 M
EJ, 2 3 3 EJ,

Bu ifadolori (a)-da yerins yazib aling:

X=ZF.
4

M, vo Q, epyurlanmi qurmaq M) 'l

ii¢iin onlarin ifadslarini tortib edirik. ) j\ T
¢ ¥
I mantaq iigiin 0<x<a 2 AN\C P —u_ x

M,=-F.x; Q,=F

x=0 olduqda, M,=0, x=a olduqda, | M,(Fa)
My= _Fa d) ?
IT montaqa ligiin 0 < x <2a
M,=-F-(a+x)+ X -x, 0.5/
QZ=F—X=F—ZF=—§E; 1
4 4 \o®
x=0 olduqda, M,=Fa; x=2a oldug- )

da, My=—3Fa+%F-2a=0,5Fa. x

Ale
AN

Tirin ayici moment vo kesici qiiv-
vo epyurlan sak. 9.10.11.,d, e-do gosto-
rilmigdir. Sok. 9.10.11
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Misal 12. Verilmis tirin (sok. 9.10.12., a) ayici moment va kasici
giivve epyurlarini qurmali.

a)/ g ) d) M@
iy %Lm\ x

) 77 7s 1.0
b) asas sistem
y 9 ¢) TQ,(‘]{)
HHHHH‘HH v % x
X
0 o s
| Myp(9f?
X
1.0 ¢ G @,
[0
0.5 ”’L”‘_f/z_.
B 3¢/4
¢) lMy({’) _
\\ Mycz
1.0 G o, ¥
M, /3 |
1
Sok. 9.10.12

Holli: Verilmis tirin 1 «artig» rabitsasi oldugu ii¢lin o, bir defe statik
hall olunmayandir. Tirin sag dayaq rabitesini «artig» rabite gabul edib
ona uyfun osas sistem qururuq (sek. 9.10.12., b). «Artig» machulu
X ilo igare edib kanonik tonliyi asagidaki sokilde yaza bilerik:

8, X +A,, =0 (a)

Osas tire tosir edon verilmis xarici qiivvelerin har birinden ayri-ayrihg-
da, habels X=1 vahid qiivveden ayici moment epyurlar1 sok. 9.10.12.,¢c,¢-do
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gosterilmisdir. Veregsagin iisulu ilo &7 ve A, yerdeyismelerini toyin
edok:

— 3
PR RS B0 PV O
EJ, EJ, 2 3 3EJ,
1 — — 1 1q¢%, 3 2 o 1
=——(w-M_+0, M )=———="—1-=1+ql"-1-—)=
A]P EJy( 1 ye 2 ycz) EJy (3 2 4 q 2)
34’
8 EJ,
Bu ifadsleri nezere alaraq (a) tenliyinden alirig:
15
X=—ql
3 q

Tirin M,, @, epyurlarini qurmaq ti¢iin onlann ifadslarini yazaq.
2

M =—M—i’2‘—+X-x; 0 =qx-X

y

Burada 0<x</

x =0 olduqda, My=—M=—qlz; Qz-_-—X:—%ql

x =1 olduqda, My=%qlz; QZ=—%ql

Tirin oyici moment ve kesici qiivve epyurlar $0k.9.10.12.,d,e-do gos-
torilmigdir.

Misal 13. En kesiyinin 8lgiileri (sertliyi) sabit olan goxasirimli kesil-
moz tirin (sok. 9.10.13.,a) kesici qiivve ve ayici moment epyurlarini qur-
mali.

Holli: Verilmis tirde 3 «artig» rabito olduundan o, ii¢ dofe statik
hall olunmayandir. Kesilmez tiri iic momentlor tonliyinin tetbiqi ile hell
edirik. Bunun ii¢iin ayici momentleri moachul olan dayaq kesikleri iizre tiri
xoyalon kesib bu kesiklorde oynaq yerlogdirmeklo dof edilmis «artig»
rabitelori bu rabitelerde mdvcud olan syici momentlerle (dayaq moment-
leri ilo) — «artig» machullarla svez edirik. Beloliklo, tirin esas sistemini
bir nego sads iki oynaqh dayagq iizerinde oturan tirlerden ibaret segirik. Bu
zaman sort dayaq olan torefden tire gorti olaraq uzunlugu sifra berabor
olan asirim slave edirik. Mochul dayaq momentlari X,;, X, vo X; ilo

isare edilmisdir (sok. 9.10.13., b).
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a) F=gt M=g¢’ 4q

C Oaain \

A4 ¢4 f/ﬁ ¢ 2
f

asas sistem
T4 X, X,

MA r’\umu W

w

F M:qu X =L gt
M (¢t =29
. 2 S
0.5 ®, \ x 7 2
wB\J/O,S R, R
Q) ! /4 t/4 | €/4
1
M, (qt?) g)
X, =25 qt* =8 g¢2
4014 x 2 g X5
[ | -
025 0245 024 026 028 4% -
D ey e, dR
025 0%
N a0 xehat Xpghae
NV N -~
0.25 0.24 ‘ 028 h)
e 4 7
i 7. 7.
0, P
1.96 | ] | 0.84 X
T
10 198 1
2.04
x,=0.51¢
Sok. 9.10.13

Bu tirin her bir araliq dayaglarima (9.60) i¢ momentlor tenliyini tetbiq
ederok li¢ tonliklarden ibaret tenliklor sistemini aling:
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X 42X, +1)+ X,l, = —6 (_a%Jr w;bz }
1 2

X1, +2X,0, +1)+ X1, = 6 “’;"2 ; (a)
2
XL +2X,(0,+1,)+ X 1, =0
Dsas sistemo tosir eden xarici giivvelerin epyurlan sok. 9.10.13.,c-do
gostorilmisdir. Bu epyurlardan istifade ederek (a) tonliklerine daxil olan
komiyyastleri hesablayaq.

va -w;au,a,;a»__lq_lz.i.z.i+1.gﬁ.i(£+1.1)_q_l“_.
ITRATARTT 0 434 2 2 4\4 34) 96
24 1 ql* ql*
a)b =—"—l‘_='—'; . -1
253706 TG
2
Bu ifadelerive 1, =0,51; 1,=1; 1,=0,51;1,=0; X,=M, =_g£_
oldugunu nazers alsaq, (@) tenlikler sistemi agagidaki sokile diisocak:
ql’ A AN
~L051+2X,(051+ D)+ X, I=—6-(———+=-—)=——ql°;
4 {03141+ X, Go-051 160 87
4
X,-l+2X2(l+0,51)+X3-0,51:-6.%=_q13;
X,-0,51+2X,-0,51=0
Buradan aliriq:
3X1+X2=—qlz;
X1+3X2+0:5X3=_q12; (b)
X, +2X,=0

Bu tonlikler sistemini hall edib machul dayaq momentlarini tapiriq:

X, =—hgl X, =gl X, =2

29 29 29

Dayaq momentlorinin bu giymetlorine esasen osas sistems tosir eden
bu momentler iigiin oyici momentlsr epyuru sok. 9.10.13., ¢-do gosteril-
misdir. Sek. 9.10.13., ¢ ve sok. 9.10.13., ¢ sekillerinde gostarilmis ayici
moment epyurlarimn xarakterik kesiklerinde (l-ci vo 3-cli asirimlarda)
soldan vo sagdan toplamagla (miivafiq qaydada) yekun ayici momentlor
epyurunu qururug (sok. 9.10.13., d)
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Ikinci agirmin ayici momentlor epyurunu dsqiqlagdirmak ve tirin ke-
sici qlivve epyurlarim qurmagq tigiin osas sistemin aginimlarmi ayri-ayrihg-
da nazorden kegirok.

Birinci asirnmin (sok. 9.10.13., f) dayaq reaksiya qiivvelerini hesab-
lamagq ii¢iin miivazinst tenliklerinden istifade edoak:

2m =0; _F3emir Lix -0
1 4 0 2 1

F-31-M-x, ) 0,75q1* - qI* - %5 qI°

[
5 0,5/

Buradan R, =

=-0,98q/

Sag dayaq reaksiyasini 22=0 miivazinet tonliyinden tapiriq
Xz=-F+R,+R] =0 voya —ql - 0,984 + R, = 0. Buradan R, = I,984l.
Konsol hissede Q, = —¢l; asinmdaise Q, =—ql + R, =—1,984l.

Ikinci agirmi nozordon kegirak (sok. 9.10.13., g). ®vvelcoe miivazi-
nat tonliklorinden reaksiya qiivvelorini tapaq.

In =—4gl- Lo x v x. 4R 1=0
2 2 1 2 1

2q1* +J5ql* - 59
/

Onda R; =4ql-196ql = 2,044]

Buradan goriiniir ki, kesici qiivve epyuru maili diiz xatt soklinde ol-
magqla (miintezom yayilmus yiik tesir edir) menteqe daxilinde sol dayaqda
miisbat (1,96 ¢/) sag dayaqda ise menfi (-2,04 ¢l) giymet alir. Demoli,
agimda kesici qiivvenn sifra baraber olan ndqtesi ve bu noqtede syici
momentlor funksiyasimn ekstremumu mévcuddur. Homin néqtenin (en
kesiyinin) veziyyetini tapmaq i¢iin kesici qiivve ifadesini sifra beraber
edib x, absisinin qiymetini tapiriq.

Buradan R’=

=1,964l.

0. =-R; +4qx (c)
Buradan - R} + 4¢x, = 0 ve yaxud
R 204l o
9 4
Oyici momentlor tonliyini yazaq:
Agx’ ,
M, =-X,-——+R]-x
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Oyici momentin ekstremum qiymstini toyin etmak li¢iin bu ifadeds
x =Xx, yazib aling:
mex M, = —%qz2 -2¢-(0,517) +2,0441-0,51] = 0,264/
Bu agirimin kesici giivveler epyuru asanligla alinir.
3-cii aginmin ($0k.9.10.13., h) kesici qiivveler epyurunu qurmagq tiglin
bu asirimin da svvelce dayaq reaksiya giivvelsrini hesablayaq:

2m,=-X,-X,+R,-0,5=0.

X, +X, 3590 + 399"

Buradan R; =R, = 5] g

=0,84¢l.
Bu agirimda kesici qiivve Q, = 0,84¢l.
Tirin yekun kesici giivveler epyuru $0k.9.10.13.,e-do gosterilmigdir.
Misal 14. S$0k.9.10.14., a-da gosterilmis siniqoxlu brusun biitiin men-
togelerinin sertliyini eyni gebul edib (EJ ) =const), onun daxili qiivve

amillerinin (M;, Q; vo N) epyurlarim qurmali. M = 0,5¢1° gebul etmali.

a) i— 2t p i C) C) X063
TR 4 G0 e ¥at)
. L9 |, 017 0.7
e TN M@ ‘\
B o; !0.5{’]] 0.63
M p > 0.5 - 0.13
§) @ ¢ MMM, f) I8 0@
b) @ a ) o — v i WMH.M’”
. MM = @ i 0.3 :
DIHUHOHIIR . 7 M, [ —
2 0.63
@__ xi 0.17 ¢
= @ M N(qt,
Bx x] d) (7)768 "ws Myc, /‘\f g) ilTFranIllllll(zlzTﬁ.{]"l/O-17
M 4._’6 [ ° - M =
Gl M =M e =
e M E
@ £ " 0.63 Emmmmm.

Sok. 9.10.14
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Hbolli: Verilmig siniqoxlu brusun cemi 5 aded xarici dayaq rabitelari
méovcuddur. Demsli, brus iki defe statik hell olunmayandir, ¢linki onun iki
«artig» rabitesi vardir. Maselani hall etmak ii¢iin oynaql terpenmaz da-
yaqdaki iki rabiteni «artigq» rabite kimi gabul edib, bu rabiteleri xeyalen
ataraq onlarda yaranan — X7 vo X2 «artig» machullar ile avaz edirik. Be-
lolikle, alinmis sistem (sok. 9.10.14.,b) siniqoxlu brusa uygun asas sistem
olacaqdir.

Osas sistemin verilmis simqoxlu brusa ekvivalent olmasi iigiin X7 vo
X «artig» machullan (B dayaq reaksiyasinin iifiiqi vo saquli proyeksiya-
lan) istiqgamatlerinde yerdeyismalerin (A, ve A,) sifra barabar olmasi
sortlorini ifade edon agagidaki kanonik tonliklarini yaziriq:

A =6,X,+6,X,+4A,=0; (a)

A, =0, X,+0,X,+A,, =0
Bu tenliklsrin emsallarin1 ve serbast hadlerini Veregsagin iisulu ilo
hesablayaq. Bunun iigiin yiik epyurlarim (M y) vo X, =1, X, =1 vahid qiiv-
valerinden vahid epyurlar (My], MyZ) qururuq (sok. 9.10.14., c, ¢, d).

Epyurlar sade oldugundan qurulmasi tigiin hesablamalar verilmomisdir. (a)
tonliklorine daxil olan yerdeyigmeloer liglin hemin epyurlardan istifade
edoarak agagidaki ifadsleri aliriq:

3
@FL(IHEI +1-21 1) 7L,
203 3

EJ EJ

y

3
P N P
EJ, 2 2EJ,
3
22=—1— 11—1+111+ 11312) 2
EJ, 23 EJ,
4
4, - L ——l 1-0,5g1% +— 2(1712 21-1-0,5g1% -21- l]_ii-
EJ, 3 12 EJ,
1 l 7 ql*
=—o/|-0,5q*1-1- Logr o L)=14
e EJy( 1 371 2) 6 EJ,
Bu ifadeleri (a)-da yerins yazib aling:
7 1 1
X +=X,+—ql=0;
3Ty TR

1 7
SXi+2X, =gl =0 (b)
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Buradan alinqg X, = —%ql =-0,17ql; X, =0,63ql.

Verilmis gorgivenin M, Q, vo N epyurlarini qurmaq liglin har ¢
mentege tigiin miivafiq daxili qiivve amillerinin ifadelorini yazaq:

I mantaqo

0<x<l; M, =-X,x; O, = -0,63g/; N=X,=-017ql
x=0 olduqda, M, =0; x=1/ olduqda, M, = —0,63ql’

IT mantaqo

0<x<l;, M, =-X,-1+M-Xx

0,=-X,=017q; N=-X,=-0,63ql.

x=0 olduqda, M, =-0,13¢/’; x=1I oldugda, M, = 0,044l 2

IIT mantaqa

2
X

0<x<2; M, =-X11—X2(1—x)+M-%—;

Q. =X,-qgx; N=-X =0]17¢ql;

x=0 olduqda, M y = 0,044l 2, 0, = 0,63ql;

x=1 olduqda, M, =0,17ql’; Q,=-0,37ql.

x =2l olduqda, M, =-0,7ql 2, 0,=-1,37qL

x=0 vo x =1 kosiklorinds kesici giivvesinin igaresi deyigdiyine gére
onun bu intervalda sifra beraber qiymeti mévcuddur. Ona gére de Q, =0
vo ya X, =¢-x, sertinden kesici giivvenin sifra boraber oldugu kesiyin
absisi x, toyin edilir:

XZ

x,=—2=0,63/. Bu kesikde oyici momentlor funksiyasimn ekstre-
q

mum giymatini toyin edak:

M

ylx=x

2
==X X, (- x,)+ M- % =0,17¢1* - 0,631 - 0,371 +0,5¢1* -

- %(0,631)2 = 0,24q1
Miivafiq epyurlar sok. 9.10.14..e, f, g-do gdsterilmisdir.
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Misal 15. Sok. 9.10.15., a-da gosterilmis konstruktiv simmetriyaya
malik gorgivenin daxili qiivve amillerinin epyurlarm qurmali. F =gl,

M = ql’ gobul etmsli.

X, X,
a) q b) @® q ) ( @ 9 c) "H‘é
bbbl Brit )
R: b R avf e o, .
= Mo g |~ el ® M, (qt)
F ! F M ;
; Ri r =
¢ o b c
S <) o4
® ® A
i ' ’
4 777 77 7. 1 1
5§10 10 %
M,,
¢) d) L (ﬁ 05 g 10 =
o5 My, > @
M,,(0) || MmO - M,
e “lof M.=0,, “lg
M, M _ M, =M,
-~ Y4 0_)6 i Myc, Yeg 7 Myc
(0% yey yep = - !
i =
ye,
7 ~ 7
20 2o 05 0.5 1.0 10
0.73 TM
%N 0.27 Vs
0.28F E SEEE MRNRNNNY = =
=040 =NE:
0.28 0.56 | — g
| =H
044 0.56 0.73 027

Sak. 9.10.15.



IX Fasil. 9yilmada yerdayismalarin tayin edilmasi 89

Holli: Miistovi ¢orgive li¢ dofo statik hoall olunmayandir, ¢iinki onun
comi alt: xarici reaktiv machul giivveleri mévcuddur, onlann teyin olun-
masi ligiin yazilmas1 miimkiin olan miivazinet tenliklerinin say1 ise 3-o
beraboerdir. Messlonin hslline giivveler iisulunu tetbiq edak. Sistem kon-
struktiv simmetrik oldugundan osas sistemi se¢mak iigiin gar¢iveni sim-
metriya miistovisi lizro xoyalen keserak iki hisseys ayiririq. Hemin kesi-

yin daxili rabitelerini onlarda yaranan daxili qgiivvelerls, yeni X;, X, ve
X, «artig» machullar ilo avez edirik. Belolikls, alinmig sistem «asas sis-
tem» olacaqdir (sok. 9.10.15., b). Bu sistema tesir eden xarici qlivvolor-
den yiik epyuru gok. 9.10.15., c-do, X, =1, X,=1 vo X;=1 vahid
giivvelerden vahid ayici moment epyurlar ise sok. 9.10.15., ¢,d,e-do gos-
torilmisdir. Osas sistemin verilmis ¢or¢iveye ekvivalentliyini temin etmok
ticiin kosim edilmig simmetriya oxu (z-z) lizerindoki kesiklerin X,;, X,
vo X, «artig» rabitoler istigamatinde soldan ve sagdan miivafiq qarsihiqh
yerdoyismolerinin forqi sifra beraber olmas: sertlerini ifado eden kanonik
tonliklerini yazaq:
6, X, +6, X5+ A, =0;
0, X, +4,,=0; (@)
0, X, +0,X;+A,, =0.
Konstruktiv simmetriyadan iroli golen 6,, = J,, = 6,; =0,, =0 olma-
s1 (@) tenliklerinde nazere alinmigdir.
Bu tonlikler sisteminin emsallar1 vo serbest hadlerini teyin etmok

ligiin Veregsagin lisulundan istifade edirik. ©vvelco vahid qiivvelerden
yerdoyismolari tapaq.

3
So=—2.aH, =222 2= L
EJy 2 3 3 EJ
2
513=-L20—)5'M_c __—_!_2 2[ 21 1—-——11-—,
EJy Yes EJy EJy
1 — _
522 _m— (Eﬁ 06+a_)7 . )——
EJy » ¥
=_2__(121.i 11121\ 137
EJy 2 2 222132 12EJ
L oW, +a 1 51
0s, E(z ngyL-8+w9 Mycg) EJ (2 1-2-7-1+1-1- 1)

Y y
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Yiik yerdsyismslerini yiik epyurunu (sek. 9.10.15., ¢) M I M y2 VO
M ,; vahid epyurlara vurmagqla aliriq:

1 —
Ap = EJ, (cz)1 M +2a)2M +w,- Mm):
2 4
S R PVENEI I LLu TR 4 A Lo
e, 2" 3T Y 2 ) 6 EJ,

1 — — 1 (1 I I ql*
Azp =-E—J—(a)1-Mycl+a)4-My64) EJ ( ql l- E— 12 /. 2j=_4EJ ;
y y

1 . _ _
ASP =_ET((()1 Mycl +2w, 'Mycz +2(l)3 .Mycz + o, .My”*‘):

2 2 3
S O D E DB TED Y LU YO0 B S AL R E 3 00 B X Lo
Er,| 27 8 38 2 24 EJ,

Bu ifadelerden &; ve A,, (a) tonliklor sisteminin 2-ci tonliyinde ye-
rins yazib X, -ni toyin edirik:

3 4
BL. )= 9l =0 Buradan aling: X, =iql.
12 EJ, 4EJ, 13
(a@)-nn digar iki tenliklerini birge hall edok:
16/° 17
‘X, -4 X, +—6—ql =0;
2
-4 X, +51 X, ——ﬂql3 =0. Buradan X, = —2ql; X, =_g_l__.
24 16 24

«Artig» machullan teyin etdikden sonra asas sistemin har iki hissesi
ligin M, Q, ve N daxili qiivve amillerinin her bir mentoegaye dair ifade-

lorini yazib, xarakterik kasikler iigiin onlarin qiymatlarini hesablayaq.
I montoga. 0<x<//2

2 2 2
qx gx® 3 q!

M =-2 _x xix =" _°2 . 9.
O T A T T L L'

Q,=gx+X, =qx+—1§3—ql; N=X, =—%ql=-——0 564!

2
x =0 olduqda, M, = X, =—%=—0 04ql;

-
I
)
T
u
=
N
[
Q
—
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x=é oldugda, M, =-0,28¢/"; Q %%ql =~0,734l.

II mantaqa. 0<x</

gl’ /
My=—Xl x__8_— 2.—2—+X3’ QZ_X1=——qlz—0,56ql,
q! ql 3 19
N=-2L_x =2 _ = 1=—"Z41~-073ql
2 T3 7 1
2 2
x=0 oldugda, M, =9 _3 1. L4 _ 2841,
T8 137 2 24

III montaga. 0 < x </

2
M, =—X1(l+x)—Fx-—%—X2-é+X3;
Q,=-X,+F= —T7—6—ql =~ 0,44ql°;

19
N =-—g¢ql =-0,73q!
26q q

9 gl 3 1 ql )
=0 oldugda, M, =—ql-|-*——-—ql-——*—=0,28q!/
* a8 M =16 T T3 s 1
9 qgl* 3 1 ql* 2
x=1oldugda, M =—ql-20-ql-1-9 2 g1.2_ 9" _ 164!
d e T T e T 3Ty T 1

IV montoaqo. 0<x<

N |~

2

x 9
My=X2-x—q——2—+X3; 0.=X,-gx N=X1=—quz—0,56ql
2
x =0 oldugda, My=X3=—%z—O,O4qlz; 0. =X, =~0,23ql

) 3
=~ oldugda, M = —ql-——L— -2 = 0,05¢/%; ~—0,27ql
x = oldug F 5% 778 ql”; O, q
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Bu mentegenin serhadlerinde kesici qlivvenin isareleri miixtelifdir.
Demoli, bu mentege daxilinds kesici qiivve sifir qiymetini alir. Bu kesiyin

veziyystini mileyyen eden x, giymstini Q, = ( sortinden tapaq:
X = x0
X, —qx, =0. Buradan x, = LS —%l = 0,23/
q

x = x, = 0,23/ olduqgda, ayici momentin ekstremum qiymsatini aliriq:
g - 3 q » _ql’ 2
maxM, =X, -x,—-=x, +X,=—¢ql-0,23]-2(0,23]) —=—=0,0144!
y 2% 75 %o T3 q 5 ( ) 24 q

Vmoentoga. 0<x</

2
M =—%+X3 +X, .é_Xlx; 0, =-X, =%qlz0,56ql;

y

q! ql 3 7
Ne-L oy, =22 o T e 02741
7 T Ty Tt T e 1

2 2
ﬂ__ql_+_3_ql._l_.~,_o,05q12;
8 24 137 2
2 2
x =1 oldugda, M, =—q—é——%+%ql-é+%ql-lzO,Slqlz
VI mantaqo. 0<x<li
2
M =9 x +x i-X(zr+x)—M;
8 3 22 1

y

x =0 olduqda, M =—

9
=-X, ==ql=0,56ql;
0, 1= 169 q

ql 3 ql 7
N=x,-L==g-L - 1o 02741
2Ty Tl Ty T e 1
2 2
al” _al” 3 L2 —gl* = —0,49¢1?

x=Oolduqda,My=_g 24 137 2 16

x =1 olduqgda,

qi? q* 3 1 9 2 2
L L e 2 gl 20— gl = 0,071
S IV T L AT 1

Verilmis ¢orgivenin M, @, ve N daxili qiivve amillerinin bu giy-

motlore asasen qurulmus epyurlan sek. 9.10.15., f, g, h-da gdsterilmisdir.
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OSAS DUSTUR V39 ASILILIQLAR

T

1. §=-~—— — dénme bucag: @ ils ayinti w arasinda asililiq

&

2. w,,, < [W] — oyilmade sertlik gorti

—_ W, Cae
Burada W, = '}‘“" — on boyiik nisbi ayinti;
[W] — buraxilabilen nisbi ayinti;
Wiax — ©N bOylik ayinti;
I - tirin uzunlugudur.

3.1_M, _tirin eyilmis oxunun ayriliyi ilo sortliyi ve oyici moment ara-
p EJ,
sinda asililiq
4 M : e
4. + ax’ =—2 — tirin @yilmis oxunun daqiq (qeyri-xotti) diferen-

I+ (@ef 7 EJ,

sial tenliyi
2
5. + dw
dx2
EJ 6= IM , +dx+C — donme bucaglan tenliyi;

= M, _ oyilmis oxun taqribi (xatti) diferensial tonliyidir.
EJ
y

EJ,w= [dx [M dx+Cx+D - eyintilor tonliyi.

Burada — C, D - inteqral sabitloridir vo mosslenin baglangic, yeni tirin bor-
kidilma sortlorindan tapilirlar.

2
6. 6. = FI”__ serbest ucunda topa F qiivvesi tesir edon konsolun an
y
boyiik donme bucagy;
3
o = — on boyiik ayintisidir.
y
3
7.0, = 66113“IJ — biitiin uzunlugu boyunca miintezem yayilmus yiik tesir
Y

edon konsolun serbast ucunda yaranan en boyiik dénms bucag;

4
w. =-9" _ on boyiik syintisidir.
™ 8EJ,

3
8.9=-0,=- fl — biitiin uzunlugu boyunca yayilmg yiik tesir edon iki
24EJ
y

oynaglt dayaq iizerinds oturan konsolsuz tirin dayaq kesiklerindeki dénme bucaqlari;
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5 ql4 . _— s
Wyax =~ — aginmun orta kesiyinde sn bdyiik ayintidir.
384 EJ, Y TS
9.6,=- VT — sol daya@ina saat eqrebinin gedisi istiqgamotinde topa ciit
Y

qgiivve tesir eden iki oynaql dayagqlar iizerinde oturan tirin sol dayagindak: en
kosiyinin dénma bucagy;

6, = M sag dayagindaki kasiyinin donma bucagi,
y
1 MP

W, =—— — on boyiik ayintisi;
93 EJ,

= [1 ——l—jl — on boylik ayintisi olan en kasiyinin sol dayaga goder mesa-

V3

fosidir.
10.
Qo S < M, (x —aM')Z
w, =W, +ZAW,.+ZA6,.(x—aA)+Z——‘——’—+

EJ P EJ 3 e P Y FE, 2

5

+...

+nz—1E13 (x_aFi +nz_l q; (x_aqi)4_n_l 4 (x—a:zi)4+ Kq (x_a:z)

S EJ, 3 S EJ, 4 SEJ, 4 EJ, S

y

— baslangic parametrlor Gisulu ilo yerdeyismslerin toyin edilmesi ligiin ¢ox-
mantaqali tirlarin ayilmis oxunun universal ayintiler tonliyi;

0,0+ Merr 2250045 Meloa )

EJ, 2 45

+Z F, (x-a.)f Z‘: g 6-4,) g, ("“’51,.)3+ K, (x“’;i)dJr

2 SE, 3 SE, ¥ EJ, A

y

- unlversal donme bucaqlari tenliyidir;
Burada:
8,, w, — kinematik baglangic parametrlor;

M,, Q, — statik baglangic parametrler;

A@, — asma oynaq yerloson kesikle dsnma bucaginin soldan ve sagdan qiy-
metleri arasinda forq (sigrayis).

Aw, — dénme bucagmmn giymetinds forge yol vermoyen oynaqda oyintinin
soldan ve sagdan qiymetleri arasindaki forq (sigrayss).

K, = c lql — — intensivliyi diiz xatt izre doyisen yayilmig yiik emsali;
-a
q
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q, — diiz xatt iizre deyigen yayilmis yiikiin en boyiik intensivliyi;

M;,F,,q - tiro tosir edon topa ciit qlivvelerin momenti, topa qiivvaler ve
miintezem yayilmis yiiklorin intensivliyi;

a; — asma oynagin yerlasdiyi en kesiyinin absisi;

Ay Ay Ay a;,. — indekslards gostorilon qiivvelerin tatbiqi noqteleri-
nin (baslangic totbiq ndqtesinin — yayilmis yiikler ti¢iin)

x —oyinti ve donme bucagi toyin olunan en kesiyinin absisi.

11. M, =q, ~ grafo-analitik iisulla ayilmade yerdeyismolerin toyin olun-

EJ
Y
mas iigiin qurulan fiktiv tirin yayilmig yiikiiniin intensivliyi,
d’M, T . TN
— =q, - fiktiv tirin fiktiv ayici momenti ilo fiktiv yiikiin intensivliyi
arasinda diferensial asilihig;
2 M
d 12” =—2% =g, - tirin oyintisi ilo fiktiv yiikiin intensivliyi arasinda dife-
dx”  EJ,

rensial asililiq;
w= M, — tirin eyintisinin fiktiv eyici momento beraber olmast;

9:% =ddx& =Q, - tirin @yintisinin birinci tortibden téromasinin, yoni
dénms bucaginin (0) fiktiv kasici qiivvaya (Qf) baraber olmasi.
12. = Z J‘ J‘ IQndx — Uimumi halda, yeni brusun
2EJ, _1 2G4,

=1y,

i

en kesiklerinde ham normal giivve N,, ham oyici moment (3/,,) vo hem do ke-

sici qlivve (Qz,.) yarandiqda onun deformasiyasinin potensial enerjisi.

ayr
- A2 I ( by; )2 dA — deformasiyanin potensial enerjisine kosici qiivvenin
YT

(2)

yi 4
tosirinin nezore alinmasinda en kosiyinin forma smsali.

13. A= E;_U — Kastilyano teoreminin tirin deformasiyasimin potensial enerjisi ilo
P

: Q. 90, ;.
_ZIEA > ZIEJ aP Z IGA, oP

i=l =1y, i=1
N, M, veo Q, daxili qiivve amilleri ile ifadeleri;

Burada:
A —iimumilegmis yerdoyismo;
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P — {imumilosdirilmis yerdoyigsms axtarilan kosikde tetbiq olunmus ve bu
yerdoyigsmaya uygun iimumilagdirilmis topa qlivve;
P, — yerdoyismesi axtarilan kesikde bu yerdeyismeays uygun iimumilosdiril-

mis qiivve tetbiq olunmayan hallarda serti olaraq hamin kesikde qiymsti sifra
boerabaer slave limumilagdirilmis topa qiivva.

14. 4, = A4, veya P -A, = PA,, —islerin qarsililigy,

A,, =A,, —yerdayismelerin qarsililig1 teoremlerinin ifadesidir,

A, — B, birinci timumilesdirilmis topa qiivvesinin ikinci P, qiivvesinden
P, istigamstinde yaranan A,, yerdeyismade gordiiyil is,

A,, — P, qivvesinin birinci P, qiivvesinden P, istigamatinde yaranan A,,
yerdeyismesinde gérdiiyl is.

15. A:Z":jﬂdwi IMY—MdeZ J?-Q——Q—dx — miistovi mil-

i=l ] EA; i=l ] EJ yi i=l | GAi

ler sisteminde Maksvell-Mor iisulu ilo tayin edilmesi iiglin iimumi ifads;

A=iJ‘N,EAN, ZI Z_’_ZJ'k Q.- szdx+

i=l i=l

o§ [P B [ i 3 e o,

—11 111 —11

— foza miller sisteminde Maksvell-Mor {isulu ilo yerdeyismslerin teyin edil-
masi tglin iimumi ifads;

A (S5
= T)dA Q, kesici qlivvesinin tesiri nezere alindiqda tirin en
Jyt 4 b(Z)
kosiyinin forma emsah

S “y’
n=— J’LdA — xoy miistevisinds yaranan Q, kesici giivvesinin tosi-
sz 4 y
rinin nezers alinmasinda en kesiyinin forma esmsal.

N, M Jis 0., M, M, Qy, yerdoyismasi toyin olunan kesiyinde mii-

vafiq imumilesdirilmis yerdeyismaye uygun vahid iimumilesdirilmis qiivveden
daxili qﬁvva amillori.

= Z y’ dx — yast1 @yilmada tirin yalniz syici momentin tesirini ne-
=l

zoro almaqla Maksvell-Mor tisulu ile yerdeyismalarin toyin edilmssi {igiin ifads.
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16. A= iw’—Myc’ — Veressagin iisulu ilo (epyurlarin bir-birine vurulmas:

i=l yi
qaydast ile) yerdoyigmslerin toyin olunmasi {i¢iin ifads;
@, — oyici momentlerin epyurlarmin ayri-ayr1 menteqeler tizre sahsleri;
M, - o, sahelerinin ¢; agirliq merkezi seviyyosinds vahid syici moment-

lor epyurundaki ordinatlar.

17. k=m—s — statik hell olunmayan millor sisteminin statik hell olun-
mamazliq deracesi

Burada m — machullarin say, s — statikanin miivazinet tenliklerinin sayidir.

0, X, +0,X, +.. 40, X, +A,, =0;
Oy X, + 0, X, +.. 40, X + A5, =0;

8, X, + 0, X ..+ Oy X, + Ay = 0 —qiivveler iisulunun kanonik tenlikleri,
5,7 (i, j=12, 3,...,k) — vahid yerdoeyismslor — amsallar,

A, — xarici qiivvelorden «artiq» machullar istigametindeki yerdoyismeler,
yoni tonliklorin serbast hedleridir.

18' Xn—lln + 2Xn (ln + ln+1 )+ Xn+1 n+l = _6 : (ﬂ;_a_" + g)_nlﬂb—nﬂj - QoanIrlmh
n n+l

kosilmaz tirlerin halli ii¢iin {i¢ momentlor tonliyi.
X _, X, ve X, - tirin iki gonsu aginmlarinin dayaqlarmdaki kesiklorin

ayici momentlori (mechul dayaq momentlori);
[, 1 .. —iki gongu aginmlarin uzunlugu;

n? “n+l

a,, O

. — tokee xarici giivvelerden ayici moment epyurlarinin (yiik epyur-

larinin) sahsleri;
a, — @ saholerinin agirliq merkezlerinden sol dayaga qeder;

b,., —sag dayaga qader olan mesafeler.
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Oziiniiyoxlama suallar1

1. Tirin elastiki xatti noyo deyilir?

2. Tirin oxunun oayrilik radiusu, ®yici momenti vo sortliyi arasinda
hans: asililiq mévcuddur?

3. Oyilmads yerdeyismslerin teyin olunmasi hans1 megqsedler ii¢iin
istifade olunur?

4. Qyinti ve dénme bucag neye deyilir? Onlar arasinda hansi asilihqg méveuddur?

5. Tirin ayinti ve dénma bucaqlart hans: isullarla teyin edilir?

6. Oyilmis oxun diferensial tenliyi neco yazilir vo ondan nece istifado olurur?

7. Oyilmada tirin sortliye gore hesablanmasi neco aparilir?

8. Oyilmis oxun universal tenliyi neco yazilir? Onun yazilmas: iigiin
talob olunan gortler hansilardr?

9. Yerdoyismslari grafo-analitik {isulla teyin etmok iiciin hans: diis-
turlardan istifads olunur?

10. Osas ve fiktiv tirlerin barkidilme sertlori neco miieyyenlosdirilir?

11. Sade yiiklomslerds konsol ve iki dayaglar tizorinde oturan tirler
liglin on boyiik ayinti ve dénme bucaqlarinin diisturlarin yazin.

12. Oyilmads elastiki deformasiyamn potensial enerjisi neco hesablanir?
Statiki xarici qiivvelsrin gordiiyiiu is ilo potensial enerji hans nisbetdadir?

13. Iglerin qarsililign ve yerdaylsmelerm qarsililigr teoremlori neco
ifade olunurlar? Bu teoremlorden ns iigiin istifade olunur?

14. Umumilesdirilmis qiivveler ve iimumilegdirilmis yerdeyismoler
nays deyilir?

15. Kastilyano teoremi ns iigiin istifade olunur ve onun tetbiqi ne vaxt
alveriglidir?

16. Maksvell-Mor teoremindsn ns iigiin istifade olunur ve onun totbi-
qi neco aparilir?

17. Veressagin qaydasi neden ibaretdir? Onun tetbiqini izah edin.

18. Energetik iisullardan istifade ederken alinan naticeler (yerdeyis-
molerin isarelori) neyi gosterir? izah edin.

19. Yast1 ayilmado statik hell olunmayan tirlor ve millerden ibaret sis-
temlsr nays deyilir? «Artig» rabitolor vo «artiq» mochullar hansilardir?

20. Sistemin statik hsall olunmamazliq derecesi nece teyin olunur?
«Daxilan» statik hall olunmayan sistemler hans sistemlere deyilir?

21. Statik hall olunmayan sistemloerin helli {igiin hans iisullar méveuddur?

22. Qiivvelar iisulunun mahiyysti neden ibaretdir? Osas sistem noyo
deyilir ve neco segilir?

23. Kanonik tenlikler hansi gertlerden ireli golir ve noyi ifade edirler? Bu
tonliklere daxil olan kemiyystlorin mahiyysti nadir vo onlar neco hesablamrlar?

24. Coxagiriml kesilmaz tirler hans: tirlers dey111r"

25. Ug momentlar tonliyi neca tertib olunur ve ne {igiin istifade olunur?

26. Statik hall olunan sistemlorlo miiqayisede statik hall olunmayan
sistemlarin iistiinliiyii naden ibaretdir?
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X FOSIL

BUTOV ELASTIKi 9SASDA
_ _ OTURAN
TIRLORIN HESABLANMASI

§10.1. Osas anlayiglar. Vinkler modeli. Tirin oyilmig oxunun
diferensial tenliyi

§10.2. Sonsuz uzun ve yarimsonsuz tirler

§10.3. Qisa (sonsuz uzun olmayan) tirlor

§10.4. Misallar

Osas diistur vo asililiglar

Oziiniiyoxlama suallan
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§10.1. Osas anlayislar. Vinkler modeli. Tirin ayilmis
oxunun diferensial tonliyi

Miihendis praktikasinda ¢ox genis istifade olunan konstruksiya-
lardan biri de biitov elastiki osasda oturan tirlerdir. Buna misal olaraq
binalarin ve yol tikintisinde istifade olunan lentvari biinévrelari, yol
boyu uzanan relslori, habele spallar1 ve s. géstermak olar.

Belo konstruksiyalarda tirler biitév esasda oturduglarina gére on-
lara sonsuz sayda elastiki dayaqlar iizerinde oturan tir kimi, yeni statik
hall olunmazliq deracesi sonsuz olan tir kimi baxmagq olar.

Lakin bels tirlorin statik hall olunmayan tirler kimi qiivveler iisulu
ilo vo yaxud bagqa iisullarla helli miimkiin deyildir. Bu halda elastiki
osasin tire reaktiv tosirinin yayilma qanunu teyin edile bilmir, ¢iinki
reaksiya qgiivveleri tirin ayintisinden ve oksine, tirin syintisi do @sasimn
reaksiya qiivvelerindan asih olaraq doyisirler.

Sekil 10.1.1-ds elastik osasda serbest oturan tir verilmisdir. Tire in-
tensivliyi ¢(x) mslum olan xarici yayilmis yiik tesir edir. Elastik osasin
tiro reaktiv oks-tesiri (miigavimeti) intensivliyi ¢,(x) olan yayilmus yiik
kimi gosterilmisdir. Elastik esasin tir ilo toxunma sethi deformasiyaya
meruz qalaraq punktir veziyysto diigecokdir. Bu zaman absisi x olan hor
hans enins kesikds sethin ¢6kmesi (tirin ayintisi) w(x) olacaqdir. Belo ti-
rin hesablanmasi mesolosi reaktiv oks-tosirin teyin olunmasmdan asilidur.

(w)z
q(x)
Sonsuz
0 ) uzun tir X
| |
= I NERRR RN RNV
3T :*,L«J__ =
P |
N
X
9.0
Sek. 10.1.1.

Baxilan masslenin hslli #igiin miieyyen farziyyeler gebul olunur. ©n
genis yayilmig forziyyelerden biri elastik osasin tire oks-tosiri ilo asasin sot-
hinin ¢6kmssi arasindaki asihligin alman alimi E.Vinkler terefindon toklif
olunmus model («Vinkler modeli») soklinde gebul olunmasmna osaslanan
forziyyadir. Bu ferziyyeye asasen esasin tiro reaktiv oks-tosiri ilo onun set-
hinin ¢6kmssi (tirin ayintisi) arasindaki asihhq diizxstlidir, yoni:

q,(x) =—kw(x) =—kB - w(x) (10.1)
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Burada:

gr(x) —osasin reaktiv oks-tosir qiivvesinin (milgavimetinin) intensivliyi,

k — osasin elastikliyini xarakterize eden miitenasiblik emsali ve ya-
xud dégems emsali (k emsalinin 6l¢ii vahidi N/sm3, k-nin Slgii vahidi
N/sm?). k amsal1 — elastik osasin vahide beraber ¢ékmesinds tirin 1m? sa-
hesino diison oks-tesir reaktiv qiivvesi, k emsal1 ise — tirin vahid uzunlu-
guna diigon oks-tesir qiivvesidir (miigavimatidir). k omsalinin qiymetleri:

— orta sixligh siixurlar ii¢iin — 5+50 N/sm3, six siixurlar {i¢iin — 50+100
N/sm3, ¢ox six siixurlar iigiin iso 100200 N/sm3 hadlerinds dayisilir.

B — tirin sasas ile toxunma sethinin eni;

w(x) — osasin sethinin ¢okmesidir.

Tire tesir eden qiivvelerin cominin tam intensivliyi g.(x) verilmis

yiikiin intensivliyi ilo reaktiv oks-tosirin intensivliyinin cebri cemine
beraber olacaqdir:

q,(x) = q(x)+q,(x)
vo yaxud (10.1) nazere alinaraq

g,(x) = q(x) — kw(x) (10.2)

sonsuz ax)

i\ T L)

i

:-5:
’ 2 < < < 38
N
miitlaq bark soth
Sok. 10.1.2.

Vinkler modeline gore (sok. 10.1.2) elastiki osas miitlaq bark seth
tizerinde yerlogon goxsayli bir-biri ilo bagli olmayan, ham sixilmaya,
hem de dartilmaya eyni isloyen elastiki yaylar kimi gobul edilir. Eyni
zamanda forz edilir ki, esasin deformasiyas1 yalniz tirin yerlosdiyi sa-
hads bag verir.

Maosolenin halli {igiin tirin ayilmis oxunun teqribi diferensial tonli-
yinden istifads edirik:

d’w M,
dx*  EJ,

(10.3)
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Tirin sertliyini sabit (EJ, = const) gobul edib (10.3) tenliyinin her
iki torefini iki defe diferensiallasaq, yaza bilerik:

d'w_ 1 d'M, g,

= 10.4
dx*  EJ ) dx* EJ, (104)
(10.1) ifadasini burada yerins yazib alinq:
4 . 4
d Zv _9) —hw veya d Zv+ k w= 9() (10.5)
dx EJ, dx" EJ, EJ,

Burada % =4p* isarosini gobul etsek sonuncu tenliyi asagidaki
y

sokilde yaza bilerik:
d*w g(x)
—+4fw=120 10.6
& T EJ, (10.6)
Burada =+« kB (p emsalinin 6l¢i vahidi: ——{—, 1z vo s. olur).
4EJ, sm m

(10.6) tonliyi elastik osasda oturan tirin ayilmis oxunun toqribi dife-
rensial tonliyidir.
(10.6) tenliyini iki dofe diferensiallayib her iki terefini tirin sertliyine
vursaq alariq;
d®w d’w d*q(x)
EJ, —% +4B°EJ, PR

vo yaxud

4

e (EJ W) +4B*(EJ W) =q"(x).

Burada (10.3)-den EJ yw’ =M, oldugunu nezere alsaq, elastik asasda otu-
ran tirin togribi diferensial tenliyi ayici momentloe ifade olunmus sekle diisecokdir:

d‘M ,
dx4y +4,34My =q"(x) (10.7)

Bu tenlikden yayilmis yiikiin intensivliyinin x-den asili olaraq xatti
sokilde deyisdiyi hal {igiin istifade edirler, ¢iinki bu halda onun sag torofi
sifra beraber olacaq ve o, bircinsli diferensial tonliys gevrilecokdir.

(10.6) tonliyinin hellini asanlasdirmaq maqsedi ile yeni  =pfx

d'(.)_ . d'(.)
dx* =b dn*

deyisenine kegok. Bunun igiin (10.6) tenliyinds

oldugunu da noazers alsaq yaza bilerik:
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w" () +4w(n) = ﬁ?_(’g, (10.8)

Bu tonlik elastiki asasin ¢ékmaleri funksiyasina nazeren doérdiincii

tortibden adi geyri-bircinsli xotti diferensial tenlikdir. Bu tenliye uy-
gun bircinsli diferensial tenliyin

w” (7)+4w(n)=0 (10.9)
r* +4 =0 xarakteristik tonliyinin kokleri asagidak: kimi olur:
r,=t2i =t(+i) o, =tJ-2i =£(1-i)
Onda (10.8) tenliyinin iimumi helli belo yazilir:
w(n)=C,e" sinn + C,e" cosn + Cye™ sinn + C,e”" cosn + w(n) (10.10)

Bu ifadenin birinci dérd hadleri (10.9) bircinsli tenliyinin halli,
w(n) ise (10.8) tenliyinin sag tersfine (tire tesir eden xarici yiike) uy-
gun bir xiisusi helldir. C;, C3, Cs vo Cy inteqral sabitleridir ve onlar
masalenin baglangic sertlorinden tayin edilirler.

Oyintiler funksiyasi w(7) miioyyen edildikden sonra ayilmede miiva-
fiq diferensial asililiglardan tirin en kesiklerinde dénme bucagi, ayici
moment ve kesici qiivvelerini teyin edirik:

6(n)=B-wn)
M, (n)=EJ,BW (n); (10.11)
0.(n)=B-EJ,BW (1)

§10.2. Sonsuz uzun va yarimsonsuz tirlor

1. Sonsuz uzun tirlor. Elastik osasda oturan tire tesir eden qiivveler
tirin uclarindan kifayet geder uzaqda tetbiq olunduqda onlara sonsuz
uzun tirler kimi baxmaq lazimdir.

Tutaq ki, ¢ox uzun tire topa F qiivvesi tesir edir (sok. 10.2.1, a).
Tire yayilmus yiik tesir etmediyi iigiin bu messls iigiin (10.8)-ci tonlikde
vo (10.10)-cu ifadeds ¢(n)=0 gotiiriilmelidir. Bu halda maselenin halli
bircinsli diferensial tenlik ils aparilir.

Eyni zamanda ¢ox uzun tirin uclarindan topa qiivve uzaqda yer-
legdiyi tiglin onun tesiri getdikco azalacaqdir, yeni bu qiivveden yara-
nan oayinti (w) ve daxili qiivve amilleri (M,, @Q;) sonsuz gobul edilen ti-
rin uclarina yaxinlagdigca intensiv azalaraq sifra beraber olacaqlar.
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a)
b)
c)
0 ,
2n/p /4—,9%17’,
P s AR T v X(?])
JINp /B
2n/B
¢) M,
| F
4
- | - x(n)
o), N
4| TP
d) Ql
F /B
Aﬁr 2 x(n)
s F AN P 0
14
28]
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Buna gore de (10.10) ifadssinde # boyiidiikes kaskin artan hadler
atilmalidir, yeni C, =C, =0 olmahdir. Bu neticeys tirin asagidaki iki
baglangic sortlorinden do golmak olar:

n =0 oldugda, w=0, w' = 0. Dogrudan da, agoer bu sertleri (10.10)-da
yerine yazsaq C, =C, =0 olacaqdir. Onda ayinti ii¢iin asagidak: ifads
alinacaq:

w(n)=C,esinn+C,e”” cosn (10.12)

Bu ifadedoki C3 ve Cy sabitlorini messalenin asagidaki diger iki bag-
langic sortlorinden toyin edirik:

F

n =0 olduqda, 8=0ve Q% = 5 (a)

(10.12) ifadesini (10.11)-ds yerine yazib aliriq:
0(’7) = Pe”” [<C3 - C4)COS77 - (C3 + C4)Sin77];
M, (n)= —2EJ Be” (- C,cosnp+C,sinn);
0,(n)=2EJ Be"[(C, - C,)sinn+(C; + C,)cosn]  (10.13)

Bu ifadsleri (a) sertlorinde nozore alsaq, yaza bilerik:

6(0)=B(C,-C,)=0;  Q,(0)=2EJ,5°(C,+C,)= _g

Buradan teyin edirik:
F
C,=C,=———— b
Pt 8ELp ®)

Bu sabitlori nozers alaraq (10.11), (10.12) va (10.13) ifadslerinden
toyin edirik:

F
w(n) =- e”’(sinn +cosn) ; 6(n) = e sin;
8EJ, B’ 4EJ p*
F . F
M, (m)= 4,Be (cosm —sinn); Qz(ﬂ)=—?e cosy;  (10.14)

(10.14) ifadslorinds istirak edon hiperbolik-triqgonometrik funksi-
yalari agagidaki kimi isare edok:
@ +@, = e (cosn +sinn); @, —@, =" (cosn —sin7)
@ =e"-cos; @, =e" -sinn.

(©)
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Onda (10.14) ifadsleri bu sekle diisocak:

F . — F -
w(n) = —W(@ +9,), o(n) = —4,32EJy ?,;
M, () =%<¢1 —0); 0.m=-2. (10.15)

(c) ifadslerine asasen @, ve @, funksiyalan tiglin arqumentin giymotlo-
rins uygun miivafiq hesablamalar aparitmig ve xiisusi codvel tertib olunmug-
dur (cedvel 10.1). Homin cedvelden ¢, ve ¢, funksiyalarinimn miixtelif kesik-
lerds giymstlerinden istifade ederak elastik ssasda oturan sonsuz uzun tirin
sag terafi iiglin ayici moment veo kasici qiivve epyurlarim1 qura bilerik.

(10.14) ifadslerinds # =-n yazmagla tirin sol torefi {igiin miivafiq
ifadslori ala bilerik:

w(=17) = w(1); 0(-n) =-6(n);
M, (-1) =M, (1); Q.(=m=-Q.(m) (10.16)

Buradan goriiniir ki, F qiivvesinin totbiq olundugu kesiye nezoron
w ve M, epyurlar1 — simmetrik, Q; epyuru ise — oks simmetrikdir. Mii-
vafiq epyurlarin iimumi goriiniigii gok.10.2.1-de gosterilmisdir. Bu za-
man onlann xarakterinin tesviri deqiq alinmasi1 moagsedi ilo ayrilerin
sifir néqtelerini tapaq. Bunu oyintiler epyuru lizerindo gosterak.

w/” oy = 0 sortinden e™ (sim],, +cosn, )= 0 alng. Buradan

. 3 7 11

siny, +cosy, =0 vo ya tgn, =-1, 9, ZZ”; ;n; 77: Vo S.
n =fx vo ya 1, =fx, isarosini nozore alaraq yaza bilorik
x_'l_o_3”,775,117’-'

"B 4 4 4

Donma bucaqlar epyurunun sifir ndqtalerini tapmagq iigiin ¢ / yn, =0

sortinden istifade edak. (10.15)-den O(n) ifadesini (c)-ni nezers almagqla
bu sortde yerine yazib aling:

e ™sinn, =0 ve ya siny, =0. Buradan
4ﬁ2EJy 7o y Ho

. T 27
1, =0,7,2x,..., yoni x, =0, '-6;,7,... aling.
Digor epyurlarin sifir négtalari de bu gaydada toyin olunur.

(10.14) ve (10.16) ifadslorine asasen w, 6 Q. ve M, epyurlarn qu-
rulmusgdur (sek. 10.2.1, b, c, ¢, d).
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Sonsuz tire iki topa qiivve tesir etdikde tirin har hansi kesiyinds,
oyinti ve donme bucagini, habelo daxili giivveleri teyin etmak iigiin yu-
xarida bir topa qiivve iigiin alinmig diisturlardan istifade oluna biler.

K x ()

Sok. 10.2.2.

Topa qiivvelerin say1 ¢ox oldugda (sek. 10.2.2, a) belo hesablama-
larin aparilmasi xeyli ¢otinlogir. Lakin bu ¢atinlikleri aradan qaldir-
magq i¢iin bagqa yanagsmadan istifads edsak.

Tutaq ki, verilmig sonsuz uzun tirin har hans: K kesiyinds ayintini
(wi) ve oyici momentini tapmagq teleb olunur. Qiivvaler tesirinin bir-
birinden asih olmamasi ve toplanmasi prinsipinden istifade edersk
K kesiyinin ayintisini agagidaki sekilde yaziriq:

e =YW =Y, -F, (10.17)
i=1 i=1
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Bu ifadede w,, K kesiyinds i-ci F; qiivvesinden yaranan ayinti,

w,; K kesiyinds i-ci istiqgametlorde tetbiq olunmus vahid ( F, =1) qiiv-
vesi tesirinden ayinti.

w,; — vahid ayintini hesablamagq ii¢iin i=1,2,3,...,n sayda vahid qiiv-
velerden epyurlar qurulmalidir. Lakin yerdeyigsmelorin qarsililigi teore-
mindan istifads etsak (10.17) ifadslerindaki w,; vahid yerdeyismolori-

ni w, ile avez eds bilerik, yoni

Wy = Wy (10.18)

Bu ifadeni nazare alsaq, (10.17) diisturu bu sokle diisecek:
Wi =zwk~F,- =ZW1kE (10.19)
i=1 i=1

Burada w,— K kesiyinde tetbiq olunmus F, =1 qiivvesinden F,
qiivveleri altindaki ayintilerdir ve onlarin teyin olunmasi xeyli asanla-
sir, ¢linki bu halda yalniz bir vahid qiivveden (K noqtesinde tetbiq olu-
nan F, =1 qgiivvesinden) syintiler epyurunu qurmaq kifayet olacaqdir.
Deyilanleri sakil 10.2.2-de verilmis misal iizorinde géstorak.

Koordinat baslangicim1 K néqtesinde gotiirek. Bu kesikde vahid
qiivve tetbiq edib onun tesirinden syintiler epyurunu (%) qururuq. Bu
epyurdan tire tesir eden Fj, Fj Fs3,.., F. topa qivveleri altinda
Wik s Wag s Wap 500, W, Ordinatlarini toyin edirik.

Goériindilyii kimi, bu ciir yanagmada (o ciimleden iki topa giivvenin
tosir etdiyi halda da) maselenin hslli xeyli asanlagir.

Eyni ile bu yanagmani ayici momentlore do tetbiq etmek miimkiindiir.

Dogrudan da, ager (10.19) ifadesinden iki defe x-o gore toreme
alib EJ, sertliyine vursaq syici momentls tirin eyintiler funksiyasinin
ikinci tertibden téremssi arasindaki EJ, -w”(x) = M, asililigindan isti-

fade edoersk yaza bilorik:
EJ W, =EJ,> wy. =EJ,> W, -F, (10.20)
i=1 i=1

Vo ya

F (10.21)
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Burada M s« — K kesiyinde tetbiq olunmus vahid qiivve (F,=1)
tesirinden qurulmus (sek. 10.2.2, ¢) ayici moment epyurunda F, qiiv-
volari altindak: My,k,Mka,Mﬁk, ,M . ordinatlaridir.

Elastik osas iizerinde oturan tire intensivliyi g(x) olan yayilmig

yiik tesir ederse (sok. 10.2.3), onu sonsuz sayda dF = q(x)dx =ﬂldr]

elementar topa qiivveler ¢oxlugu kimi gobul edib, elementar qgiivve iigiin
(10.14) diisturlarina asasen tapilmig miivafiq helli (dw, d6, dM,, dQ;)
yayilms yiikiin totbiq serhadleri daxilinde inteqrallamaq lazimdir. Bu
gaydada K kesiyindaki ayici momentin giymetini asagidaki kimi aliriq:

M, = 4,5 Iq (n)e™" (cosn —sinn)dn (10.22)

K i WW " x(n)
”K%@%@%@% =

o

Q

Sok. 10.2.3.

2. Yanmsonsuz tirlar. Xarici giivveler elastik asasda oturan kifayot
geder uzun tirin uclarindan birinds totbiq edilibse, belo tir yarimsonsuz
tir adlanur.

Sek. 10.2.4, a-da tirin sol ucunda topa F qiivvesi totbiq olunmus
yarimmsonsuz tir gostoerilmigdir.

Bu halda sonsuz uzun tirden (gek. 10.2.1) ferqli olaraq baslangic
sortlor asagidak: kimi yazilacaqdir:

n=0olduqda, M, =0, Q, =-

Bu sertleri (10.11) ve (10.12) ifadslerinds istifade ederok, C; vo Cy
inteqral sabitlorini toyin edok:

0.(0)=2£J,°(C;+C,)=-F
M (0)=2EJ B*C, =0;
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Buradan
F
C,=0, C,=——.
2EJ B
zl
a) l F tirin ayilmis oxu

_x(w)

) ‘W?Lﬂ)

Sek.10.2.4

Bu sabitlari (10.12) vo (10.13)-de yerine yazaraq yarimsonsuz tirle-
rin oyintisi, donma bucagi, syici momenti ve kesici qiivvesi ii¢iin asag-
daki ifadsleri alinq:

w(n)=- 2E5 7 e’ cosn; 6(n)= 2T B e”"(cosn +sinn);
’ ’ (10.23)
M, (77) = ——%e"’ sin7; 0, (77) =—Fe™ (cosn —sin 77).
ve yaxud (c) isaralerini nezers alaraq
F F
win)=-———0;  0n)==—7 (% +0);
2EJ 2EJ
P P (10.24)

My(n)=—%

M y(n) Vo Qz(u) epyurlarinin xarakteri gok.10.2.4, b, c-do goste-

o 0.(n)=-F(p-o).

rilmigdir.
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Elastik asasda oturan sonsuz ve yarimsonsuz tirlers ciit qiivveler tesir
etdiyi halda da yuxarida gosterilen qaydada (10.14) ve (10.23) asililiglar-
na analoji olan ifadsler alina biler.

Hesablamalar gosterir ki, elastik osasda oturan sonsuz ve yarimsonsuz
tirlere tesir eden her hansi qiivvelerden onlarda yaranan eyinti, dénme
bucagi, syici moment vo kasici qiivve funksiyalan qiivvenin tetbiq sahe-
lerinden uzaqlagdigca siddstle azalir ve qiivvenin tetbiq néqtolerinden

n =15z veyaxud fx =g 4, =15z , 4, = 2"

mosafods shemiyyotsiz

deracads kicik qiymstler alirlar.

§10.3. Qisa (sonsuz uzun olmayan) tirlor

Elastik asasda oturan qisa tirlorin hesablanmasi ii¢iin §10.1-de ha-
sil olunmus (10.10) ayintiler tenliyinde istirak eden biitiin hadlar, o
ciimleden tirin uclarina dogru istiqgamoatde sénen funksiyalar nezere
alinmahdir, yani C; ve C;inteqral sabitlori de sifirdan forgli olmahdir,
Qisa tirlere de yayilmisg yiikiin tosir etmodiyi hal i¢iin (10.10) sayintilor

funksiyasinda e” ve e™ funksiyalarim hiperbolik-triqgonometrik funk-
siyalar ilo ifade edib (e” =chy +shyh e =chy —shy disturlan va-
sitasi ilo) alinq:

w(n) = Ashnsinn + Bshncosn + Cchnsinn+ Dchncosn  (10.25)

Burada
A=C-CyB=C,-C,C=C,+C;;D=C,+C, (10.26)

Akademik A.N.Krilov terafinden (10.25) funksiyasinin asagidaki
xiisusi bir geklo salinmasi toklif olunmusdur:

w(n)= oY, (n)+ oY, (n)+ a,Y, (n)+ @Y, (n) (10.27)

Burada A.N.Krilov funksiyalar adlanan ¥;, ¥, ¥3 ve ¥4 funksiyalan
(10.25)-ds istirak eden xiisusi hallorin xotti kombinasiyalarindan ibaratdir:

Y1(77)=Ch’700877; 1’}(77)=%(ch775in77+sh77c0577);
(10.28)

1 ) 1 .
Ys(’7)=5Sh7731n77; Y4(77)=Z(chnsmr7—shncos77)

(10.27) ve (10.25) ifadslarini bir-biri ile miiqayise edib alirq:
o,=D; a,=24;, a,=B+C; a,=2(C-B) (10.29)
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(10.26)-n1 nozors almaqla yaza bilorik:
a,=C,+C,; a,=C+C,+C,—C,;

10.30
a,=2(C,~C,), a,=2(C,~C,+ G +C,) ( )

A.N.Krilov funksiyalarindan istifadenin alverisli cehati ondan iba-
ratdir ki, onlar diferensiallandiqda tekrarlanirlar, yoni:
Ay iy dh

—==Y; —=Y; — =Y. 10.31
dn dn dn > dn 3 ( )

Eyni zamanda baglangic noqteds bu funksiyalar agagidaki giymaet-
lori alirlar:

10)=5  1(0)=x(0)=x(0)=0. (10.32)
(10.11) ve (10.31) diisturlarindan istifade edib dénme bucagi, ayici
moment vo kasici qiivve ifadslerini yaziriq:
9(’7) = ,B(_ da ¥, +aY +anY, + a4Y3)a
M, (n)= EJ B’ (- 4a,Y, - 4a,Y, + oY, + &Y, ); (10.33)
0.(n)=EJ,B’(-4aY, - 4aY, - 4o ¥, +a,Y,).
Qisa tirlerin hesablanmasinda baslangic parametrlor iisulunu tot-

biq etmak ii¢iin gok. 10.3.1-de gostoarildiyi kimi 7 = 0 baslangic kasikde
baslangic parametrloari daxil edak:

w0)=w,; 60)=6,; M, (0)=M; 0.(0)=0, (10.34)

y

Sok. 10.3.1

Mosalonin ai, as, as vo oy inteqral sabitloerini basglangic parametr-
lorle ifade etmsak iigiin (10.27) ve (10.33) ifadslerinde 7 = 0 gabul edib,
(10.32) vo (10.34) sortlorini nozare alsaq yaza bilarik:
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W(0)= Wy =Qy; 9(0)'_' 6, = pa,;
M, (0)=M,=EJ B’a; 0,(0)=0,=EJ fa,.
Buradan
) M, 0)
Bu amsallar (10.33)-ds yerine yazib aliriq:
/7] M,
W)= oK)+ BT )4 ) Efﬂ3 Y, (n);
0(n)=46w,Y,(n)-6,Y, +MY"Y Qo Y,
n)=4pwY,(n)-6,Y,(n) ot ,B (m+ ol ,82 (1); (1035)
M ()= 4EJ , B2w,Y, (1) + 4ET , BO,Y, () + M oY, () + 222 ¥, (m);

B
O(n)=4EJ ,B*w,Y,(n) +4EJ B°0,Y,(n) - 4BM ,,Y, (1) + Q.. Y, ().

Sonuncu ifadsler tirin uzunlugu daxilinds yayilmis yiik tetbiq olun-
mayan, topa qiivvelerin ise onun sonundaki kasikde tesir etdiyi hallar
tigiin dogrudur.

Elastiki esasda oturan tire araliq kesiklerinde totbiq olunmus miix-
tolif név qiivvelarin ve yaxud diger tesirlerin nezers alinmas: tli¢iin he-
min tenliklerde slave hadler daxil edilir.

On {imumi halda sok. 10.3.2-de verilmis qisa goxmantaqgali tir ligiin
oyintiler tenliyini yazaq:

Q.o
EJ B

Y,(m

0, M,
w(m) =woY, () + Y, (1) + Y, (m)+

B EJ ﬂ2

46
+7Yz(77 —~ Q)

14

m w

M
t——h(n-ay)

EJ B*
+fi-v@ —a,)]}

{[ Y,(n-a,)]

(10.36)

+ AWYI (’7 - aAw)

vi vi

F
‘Wxs(ﬂ—ap)

4EJ B
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Oyintinin vo ayici momentin an boyiik qiymsatlerini fx =0 olduqda,
bu codvalden tapinq:
F 100 =-0,215sm

w=wl0)=- =—
maxw = w{0) 8EJ  8-2-10°-1223(%)

max M, =My(0)=—F—= 100 _ 14 7knm
4 43

Miivafiq epyurlar 10.4.1-ci gokilds gosterilmisdir.

a) 4
F
x(n)
b)
x(n)
c)
x(n)

Sok. 10.4.1

Misal 2. Misal 1-des baxilan relse bes topa qgiivveler (parovozun 5 ¢arx-
larmin tezyiqi kimi) tosir edir (sok. 10.4.2.). Relsin orta ve besinci carxla-

rinm altindaki kesiyin normal gerginliklerini teyin etmsli.
Holli. Koordinat baglangicini orta ¢arxmn altindaki kesikde gebul edek.

Onda bu ¢arxin altindaki kesiyin eyici momenti agagidaki kimi tapila biler:

My<o>=z%zF<¢l—¢z>
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Bu kesikden diger dord carxlara geder mesafoler x;)=289sm,
o =143sm, x;=0, x,)=143sm, x; y=289sm. Onda ﬂx-ln qiymsatle-

ri asagldakl k1m1 olacaqlar.
289 143
ﬂX(l) = —7—5— = 3 85 ﬂX(z) = “’E =1 90 ﬂX(:;) = 0, ﬂX(4) = 1,90sm,

By =3,85.

10.1 codvelindoen tapiriq:

I vo V carxlar iiciin @r—@= — 0,0024 interpolyasiya yolu ilo; II vo IV
carxlar iigiin @7 — @»= - 0,190; III ¢arx {iciin ¢ — ¢»=1. Bu qumatlan yu-
xaridak: diisturda yerine yazib, orta garxin altindaki kesik ii¢iin ayici mo-
menti toyin edirik:

M, (0)= 15 [(80,3+89,4)-0,0024)+ (80,5 +87,2)~0,190)+89,0-1,0] =

=10,60kNm

Bu kesikde an boyiik normal gerginlikler

M0 :
max o, = ,(0)_10.6-100 =58 8MPa
W 180

y

Tokco III, IV va V ¢arxlann tosirini nazere alaraq V garxin altindaki
kosikde oyici momenti hesablayaq:

745 [89,0(—0,0024)+87,2-(~1,90)+89,4-1,0)=13,7kNm

M

¥y
Miivafiq on bdyiik normal gorginliyin qiymati:

_13,7-100

o, =77MPa
180
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OSAS DUSTUR VO ASILILIQLAR

1. g, =q(x)+q,(x) - elastiki osasda oturan tire tesir edon yayilmig yiikiin
(qiivvenin) tam intensivliyi;

g(x) — tire tesir edon xarici qiivvenin intensivliyi;

q.(x) — elastik asasin tire oks-tosir qiivvesinin intensivliyidir.

2. g,(x)=—kw(x) — elastiki osasm tiro oks-tosiri ilo tirin syintilori, yaxud osasin
¢okmosi w(x) arasindaki diizxotli asiiligia dair E.Vinkler modelinin (forziyye-
sinin) ifadosidir.

k=kB — bu diizxetli asililigin miitonasiblik emsalidir, onun Ol¢li vahidi

i k]\; vo s. olur;

’

sm m

k — elastiki osasin sortliyini xarakterize edon emsal, yaxud désome amsali,

1 ... N kN
onun dlgii vahidi —, = ves. olur;
sm” m
B — tirin elastiki osas ile toxunma sahosinin enidir.

3. d'w 4.4,34 % — elastik osasda oturan tirin oyilmis oxunun toqribi
E

y
diferensial tenliyi;

B= kB

. — tirin ve elastiki asasin sortliyinden asili olan parametr, onun
4EJ
y

8lgii vahidi . L ve's.
sm m
EJ, — tirin sortliyidir.

4. w +4w(77) —qg% — tirin 8yilmis oxunun teqribi diferensial tonliyinin
y

yeni # =fx doyiseni ilo ifadasi.

5. w(n) =Ce’sinn+C,e” cosn+Ce™" sinn+C,e™ cosn+w(n) — elastiki
osasda oturan tirin oyintiler tanhyl yoni 4-cii bendde gdsterilen adi qeyri-bir-
cinsli diferensial tonliyinin iimumi halli;

w(n) — homin toqribi diferensial tonliyin sag torofine uygun, yoni tire yayil-

mus yiikiin tetbiq olundugu hal ii¢iin xiisusi halli;
C,,C,,C, vo C, — inteqral sabitleridir. Onlar meselonin baslangic sertlerin-

dan tayin olunurlar.
6. w" (17)+4w(n)=0 - tiro xarici yayilmus yiikiin tetbiq olunmadig: hal {igiin

oyilmis oxun toqribi diferensial tonliyi,
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w(n7)=C,e" sinn +C,e” cosn+C,e”" sinn+C,e” cosp — onun halli ve ya
oyintilar tonliyi,

6(n)= pw'(n) — donmo bucaglan,

M, (n)=EJ, B*w"(n) — @yici momentler,

Q,(n)=EJ B w"(n) - kesici qiivveler tenliyidir.
4

7. = 2 +48'M, =q"(x) - elastik osasda oturan tirin ayilmis oxunun

ayici momentlar il ifade olunmug teqribi diferensial tenliyidir.
8. w(n)=C,e"sinn+C,e™" cos7 — elastik osasda oturan sonsuz uzun tire
topa giivvenin totbiq olundugu hal ii¢lin ayintiler tonliyi;

C=C,=~ — bir topa F qiivvesinin tatbiq olundugu hal iigiin inte-

F
8BEJ,
qral sabitleri,

w(n) = _Le"’ (Sinﬂ + 00577) — bu sabitler nezere alinmagqla tirin oyin-
86°EJ,

tilor tonliyi;

6(n)

= e sinn — dénms bucaglart tenliyi;
apEs,”

M, (77) = f_e‘” (cos n—sin 77) — oyici momentlor;

4p

Q. (;7) = —ge'” cos? — kesici qiivveler ifadesi ve yaxud

W)=

F
(¢1+¢2 ) ; 9(’7) @5

F
— = _.
86°EJ, 4B°EJ,

M, (n)= %((01 -0,);  0.0n)= _§¢1 — miivafiq olaraq eyinti, dénme
bucagi, syici moment vo kasici qiivvelerin hiperbolik-trigonometrik funksiyala-
rn @, =e " cosy vo @, =e " siny yeni isare edilmosi nozere alinmagqla ifade-
loridir.

9. w, = iWkFi = Zn:Wki -F, = Zn:W’.kFi - F, (i=1,2,3,...,n) topa qiivve-
i=1

i
i=1 i=1
lori tesirinden elastik osasda oturan sonsuz uzun tirin hor hans1 K kesiyinde
dyintisi;
n —
Myk = ZMkui = ZMyik - F, — ayici momenti;

n
i
i=1 i=]
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Oziiniiyoxlama suallar

1. Biitov elastiki osas nayo deyilir?

2. Elastiki osas iizorinde oturan tirlerin hesablanmasinda hansi
forziyysloar gabul olunur?

3. E.Vinkler modelinin mahiyysti naden ibaratdir vo ondan ns
ii¢iin istifade olunur?

4. Biitév elastiki osas iizerinde oturan tire tesir eden qiivvelsrin

tam intensivliyi nece yazilir? k vo k omsallarinin fiziki meanasi nodon

ibaratdir? Miixtalif ndv siixurlar iigiin k omsali hansi qiymatler alir?
5. Biitov elastiki osasda oturan tirin ayilmis oxunun diferensial
tonliyi neco yazilir? Bu tenliyin hoelli hans funksiya seklinde axtarilir?

B omsal1 hansi diisturla hesablanir?

6. Elastiki osasda oturan sonsuz uzun tir, yarimsonsuz uzun tir vo
qisa tir noyo deyilir?

7. Sonsuz uzun tirin hesablanmasi nece aparilir?

8. Sonsuz uzun tirin ayintiler tenliyi nece yazilir?

9. Sonsuz uzun tirin donme bucag , @yici moment va kasici qlivve
ifadeleri neco yazilir? Onlarin hiperbolik-trigonometrik funksiyalarla
ifadasi neco olur?

10. Sonsuz uzun tirlards topa qiivve tesirinden yaranan ayintiler,
dénme bucagi, ayici moment vo kasici gilvvelerin epyurlarn hansi xa-
rakter alir?

11. Sonsuz uzun tire bir negd topa qiivve tetbiq olunduqda syinti-
lor ve ayici momentlorin ifadsleri necoe yazilir? Yayilmis yiikiin tosiri
neco nazore alinir?

12. Yarimsonsuz tirler ii¢lin topa qiivve kenar kesikds tatbiq olun-
duqda ayintiler, donme bucaglari, kesici qiivve ve ayici momentlerin
ifadslori necos yazilir?

13. Qisa (sonsuz uzun olmayan) tirlerin hesablanmasi neco apari-
1ir? Sonsuz uzun tirlorden forgli olaraq onlarin hesablanmasinda hansi
xiisusiyyst mévcuddur?

14. AN Krilov funksiyalari nece yazilir? Onlarin hansi xasseleri var?

15. Baslangic parametrlor {isulunun biitov elastiki @sasda oturan
tirloro dair universal ayintiler tenliyi necs yazilir?

16. Universal donms bucaglari, ayici momentlar ve kasici qiivve-
lor tonliklerini yazin. Miixtolif oynaqlarin tesiri bu tenliklerde hansi
hadlerle nazere alimr?
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§11.2. Coap ayilma

1. Daxili giivvalorin tayin olunmasi

Xarici qiivvalerin tasir miistovisi (qiivve miistovisi) tirin bas otalot
miistovileri ilo miisyyen bucaq emole getirdiyi (iist-iiste diigmediyi)
ti¢lin onun her hansi en kesiyinde avezloyici M eyici moment do qiivve-
lor miistovisindas tesir edocokdir. Belos ayilms yast1 ¢op ayilme adlanr.

Sok. 11.2.1.

Bir ucu sort berkidilmis, diger ucundaki en kesiyi miistevisinds
yerleson ve onun agirliq merkezinden kegon oy ve oz bas merkezi ox-
larla Gst-liste diismayen (oz oxu ilo & bucag emelo getiren) F giivvesi
totbiq olunmus tire baxaq (sok. 11.2.1). Koordinat oxlarinin istiqgamati
ele secilmigdir ki, F qiivvesi I riibde olsun. Bu qiivveni xoy vo xez bas
miistaviler iizre iki toplanana ayiraq:

F,=F sina, F =F - cosa. (11.5)

Belaliklo, F qiivvesini bag stalet miistevilorinde yerlogen iki Fy vo

F; qiivveleri ile avez etdik. Indi ise tirin her hans: (serbest ucundan x

mesafesinds yerlogon) en kesiyinde daxili giivveleri teyin edok. Kosik-

den sag terafdaki qiivvelerin (Fy vo F;) kesiyin y ve z oxlarma (merkezi

O: ndqtesina) nazeren momentloari miivafiq sayici momentlsre, hamin
oxlara proyeksiyalari ise kosici qiivvelore baraber olacaqdir:

M,=-F-x;, M, =-F,x; O =F; Q=F,. (11.6)
Q, vo Q, kesici qiivvelerinin istiqamstleri tirin sag torefi ligiin goste-
rilmisdir.
(11.5) ifadslorini (11.6)-da yerino yazib alinq:
My =—-Fx-cosa=—M -cose;

M, =-Fx-sina=-M -sing, (11.7)
Q, =Fsina; Q. =Fcosa.
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Sok.11.2.1-de bu daxili qlivve amillerinin istiqgamati kesikden sag to-
rofdoki hisseye tesir eden vo bu hissedeki xarici qiivvelerin (F), F;) tesi-
rini miivazinoatlogdiren qiivveler kimi gostorilmisdir.

F, ve F; qiivvelorinin ixtiyar1 en kesiyinde x oxuna proyeksiyalar
ve bu oxa nezersn momentlori sifra beraber olduguna gore, hemin ke-
sikde normal qiivve ve burucu moment yaranmir (M=M;=0; N=0).
Belolikle, baxilan tirin en kesiyinde xoy bas miistevisinds yerlogon Q,
ve M, xoz bas miistovisinde ise yerlogon Q; vo M), daxili qiivve amilleri
yaranir. Ona géro do tir iki yast1 enino diiz ayilmeys maruz qahr. De-
moli, enino ¢ap ayilma iki bir-birina perpendikulyar bas atalot miisto-
vilarinda iki enine yast1 diiz oyilmalorin birga tosirindan ibarat olur.

2. Gorginliklarin toyin olunmasi

Enine ¢ap ayilmede tirin serbest ucundan x measafedeki her hansi en
kosiyinde ixtiyar1 K(y,z) noqtesinde hem normal, hem de toxunan ger-
ginlikler yaranir. Bu gerginlikleri (11.3) diisturunda N=0, (11.4) diistu-
runda ise te = 0 yazmagqla ala bilerik:

M M
o =—tz4—2 11.8
e AN a4 (11.8)

y z

T=\l7, +7., (11.9)

(11.7) ifadelerindeki oyici moment diisturlarm: (11.8)-de yerine
yazib aliriq:

(11.10)

zcosa_l_ysina’
J J

y z

o, =—M(

Bu ifads ¢op oyilmada normal gorginliyin diisturudur. Burada M —
yekun eyici moment, o — yekun ayici moment yerloson miistevi ile bas
otalat miistovilordon biri arasinda bucaq, y, z — normal garginliyi axta-
rilan néqtenin koordinatlari, J;, J; — kesiyin bas markazi atalet mo-
mentloridir. (11.10) ifadesinden goriiniir ki, ¢op ayilmade normal ger-
ginlikler diiz xatt ganunu ile deyisilir.

(11.10) diisturunun tetbiqi zaman biitiin hallarin shate olunmas: iigiin
bas morkoezi oxlarinin istiqgamati elo segilmalidir ki, M yekun ayici mo-
mentinin miistovisi I ve III riiblerden kegsin. Bu halda M momenti I riibde

dartilma yaratdiqda o, diisturu (+) isaresi ilo, sixilma yaratdiqda ise (-)

isaroesi ile gotiiriilmalidir. Beloalikle, (11.10) diisturunu asagidak: kimi da-
ha timumi gokilde yaziriq:
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o =iM(zcosa + ysinex
J, J,

»y vo z koordinatlarinin isaresinden asihi olaraq kesiyin iizerinds
hem dartici1 ve hem ds sixic1 gerginlikler yaranacaq ve beloliklo, kosi-
yin sahaesi dartilan ve sixilan zonalardan ibarst olacaqgdir. Bu iki zona-
lar arasinda neytral ox (sifir xatti vo ya neytral xott) yerlosocokdir.
Neytral xatt lizorindski néqtalerin koordinatlarmni y, ve zo gobul etsok,

neytral oxun mévcudlugu sortini agagidak: kimi yaza bilerik:

) (11.10")

vo yaxud o gerginliyinin (11.10) ifadesini burada yerine yazsaq alangq:

—M(ZO C?jSCZ_{_ Sltl’lla

y z

)=0.

Buradan M#0 oldugunu nozors alsaq,
2)C0SQ _ Yy sina
J J

v z
olacaqdir. Bu tenlik ¢op ayilmado neytral oxun tenliyidir. Tonlikdon gé-
riiniir ki, neytral xott koordinat baslangicindan kegon ve manfi (I ve
IV) riiblerds yerloson diiz xatdir, ¢iinki bu tenlik en kesiyinin merkezinin
Y,=0 ve z,=0 qiymstlerindo 6donilir, habelo y, vo z, koordinatlarn-

nin igaresi bir-birinin aksinadir (sok. 11.2.2, a). (11.11) tenliyinden aling:

0 (11.11)

yO Jz
voe yaxud
J
tg,B=—J—y-tg0{ (11.12)

z

Bu diistur ¢op oyilmada neytral oxun voziyyatini (4 bucagini) miioy-
yon etmak iiciindiir. Buradan goriiniir ki, neytral oxun maillik bucagi

|ﬂ|¢a , yoni diiz enins (sade) ayilmeaden forqli olaraq, ¢op sayilmads

yekun ayici moment miistovisi neytral oxa perpendikulyar olmur. Bas
morkozi otalot momentlori bir-birine baraber olan kasiklor (kvadrat,

daire ve s.) tigiin (Jy = J; oldugu ii¢iin) (11.12) diisturundan | |=a al-

nir, yoni qiivve miistovisi neytral oxa perpendikulyar olur.



