
Faik Sultanmrrradoýlu
Sadrxov
(1935)

Bakr Dovlat universitetini
tЫqlonma diplomu ilo va Moskva
Universitetinin aspiranturasmr
(19б1) bitiгmi;diT. 1965-1971_ci il-
larda BiTla9mig Niiva Tэdqiqatlarr
institutunda (Dubna) va Roma
l.]rriveгsitetindэ elmi i;Iэт
apaTmrqdш. l973-cii ilda "Yiiksak enerjili lepton чэ hаdrопlапп
elcktromaqnit qar;rlrqlr tasirlorinin tэdqiqi'' adlr doktorluq
disseгtasiyasl mйdаfiа edib, fizika-riyaeiyyat elmlari doktoru
dэracosi almtq va |974-cn ildan Bakr Univsгsitetinin professorudur.
I973-80-cr illагdа Universitetin Fizika fakultasinin dеkаш чэ elmi
ýчrаsmlп sэdri olmuqdur. l992-98-ci illагdа Тйrkiрdэ Qаrаdэпiz
Texniki (ТrаЬzоп) vo ETciyes UniveTsitetlaгinda (Кауsегi) aparrcr
professor vazibsinda faaliyyэt gdstаrmiýdir. опчп rаhЬгliуi ila 6
поfэr еlmlэr паmйэdi adr ahnr;dlr. Sadixov lO0-dan gox еtmi
mэqalanin miiэllifidir. Aldrф elmi паtiсэlэr yiiksak епеrjilэrа aid
diinya laboratoTiyalarrnda tiz tэcriibi tэsdiqini tapmrgdrr. Опчп
elmi nэticalэTi AmeTikada пэ9r оlчпап "Methods of ехрегimепtаl
Physics vol. V. Nчсlеаr Physics'', Nerv-Yoгk, 1960 vo "Yорrоsr
estetisznaniya" Moskva, 19бl kitablarrna daxil edilmisdi. О, "Kvant
mexanikast (mэsэllэrdа)" Bakl, 1992, "РтоЬlеlеrlе kvant mexaniýi''
Trabzon, 199б vo "Leptonlar чэ Наdrопlаr',, Bakl, 2001
kitablaгrnrn miiallifi diг.

,l.

*
}i
?'



Nачо]аriп Qапirа vo
.hhraya hasr etdiп.

Faik Sultапmurаdоýlч
(Sadrxov)

kvant mexanikast kursu
6 iи citali* 1

Bakr Dбvlat universitetinin
Fizika fakultasinin

taqdimatr ilo gap оluпчr.

Bakr 2002



, 53о*с g9"
Kitaba rоу чеrапlоr:

Akademik F.М.На9imzаdэ

AzMi univeгsitetinin Fиkа kafedrasr

ixtisas redaktoru:

Fizika-riya ziyy atelmlari dоktогч ý. М. Naýryev

Faik SultanmuTadoýlu <Kvant mexanikasr kursm>. Bakr,
"ismayil" Nagriyyat Poliqrafiya Miiassisosi. 2002-ci il. 296 sэh.

Olgtisti:60x84 l/16

TiTaj: 1000 niisxa (I buraxrlrg - 300 niisxa)

<Фаtrопаt-S> girkatindo tortib edilmig
va 9ар olunmu;dur.

с 1704о2000о 20а2

I:1; ] -| i_ i: а н ась:
t25

',, \ .. .,i,

Lisenziya АВ 022062

@ Faik Sultanmuradoýlu



оп sбz

9aЕdaя fиikапrп asasrnda kvant mexanikasr dчruг. uzчп illar
Bakr Dбvlat, Rоmа, Тflrkiуэпiп Qаrаdэпiz Texniki va Еrсiуеs Uпi-
versitetlarindэ чегdiуim "Kvant mexanikast" va "Yiikýak епегji.
lэr" fizikasrna aid darslarin, hэmgiпiп tаlэыэrlа Ьч sahada mаýа-
lаlаr holl еdаrkап meydana 9rхап ptinliНarin аrаdап qаldrпlmаsг
шп nэticalari bu kitabm yrTlmasrna sabэb oldu. Кiиь iH cild ola-
raq tагtiь olunmugdu. BiTinci cild qеугiгеýамstik kvant mexanika-
Sr va опчп Ьir 9ох рrоЬlеmlагiпiп izahmda istifadэ оlчпmаsша,
ikinci cild isa гelyawistik kvant mexanikasl рrоьlеmlаriпа hаsг
оlчпmч9dчr.

вiriпсi cild I-v fasildэn iьаrаtdiг. I fэsil kvant mexanikaslnrn
yaralrmaslna sabab olan tасrЁьi faktlar, dalýa funksiyastmn xassэ-
lаri, dinamik dауigапlэгiп орrаtоrlаrlа tamsil olunmasr, faza koor-
dinatorlarrnrn, impuls, harakat miqdan mоmепti, епеrji орrаtотlа-
ппrп аgkаr pklinin alrnmasr, bu орrаtоrlапп mэхstБi funksiyalan
va mэхsчsi qiymэtlari, bаzi fйki kamiyyatlar tigЁп qеуrimЁэууап-
lik mi.inasibtlorinin altnmasl, опlапп паtiсэlаri, kvant -.*uoik*r-
nrn harakat tanliklaгi, onlardan Hassik mexanikaya kegid, kэsilmoz
va diskTet spektгa sahib olan hаllапп alrnmast otгaflr рrh olunmup-
dчг.

II bsilda zаrrасiуiп potensial qutuda harakati, ýrtidiпgеr tanli-
yinin hагmопik osilyatora tэtbiqi, mэrkэzi sаhаdэ hагаkа! maqnit
sahasinda hагаkэ! hidгоgеп аtоmчпчп епеrji sачiууаlагiпiп аlш-
masr, birvalentli аtоmlапп dачгаш9l, опlаrrп maqnit mоmепflаri-
nin alrnmast аtгаflt iпсаlапmigdir.

Fasil III. Dalýa funksiyasr va ореrаtоrlапп tamsil паzагiууэsi.
па gоrа miixtalif tэmsillarda yazrllýt, unitar gечirmаlаr \Ф zalnana
gоrа dayigmэni aks еtdirап чпitаr gечiгmаlэr, sistemin hаlrшп sшlrq
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matrisi ila хаrаktеrйа оlчпmаsr, matris kvant mexanikasrna giriý

kimi mбчдlаг аrаgdшImrgdш.
w fэsilda krl,ant mexanikastnda istifada оlчпап taqribi metod-

lаrdап , varyasiya metodu, kvaziklassik уахiпlа9mа ffsulu чэ haya-

сапlаgmа nazariyyosinin asaslarr, опlаrrп stasionar чэ stasionar ol-

mауап hallarda tatbiq olunmasl tafsilatr ilэ miizаkirэ оlчпmчgdчг.

V fasil isa hауасапlаýmа nazariyyasinin tэtbiqlarina hаsr

olunmugdur. Вчгаdа апhагmопik osilyatorn enerjisi va maxsusi

funksiyasr, хаriсi elektгik sahasinda atomlann епегji sачiууаlэгiпiп

раrgаlапmдsr, xatti va qеуri xatti ýиrk effekti, rоtаtоrчп xarici
elektrik sahasinda enerjisinin dayigilmasi, elektronun spin mоmепti-

пiп mеуdапа gэlmаsi va spin funksiyalaгrntn xassalari, simmetik,

antisimmetriНik ргtlаri, helium atomunun nazariyyasi, раrа va оr-

tohelium hallan, опlапп enerji dауэrlаriпiп miiэууап edilmasina

hаsr оlчпmчgdчr. Вчrаdаса еlеmепtlоriп periodik sisteminin asas-

landmlmasr gбstarilmigdi. Вч fasilda tafsilatl ila dipol va muldipol
giialanmanrn kvant nazariyyasi iц69ýпmi9dir. Dipol, maqnit dipol
va kvadruPl mоmепtlаriп hеsаЬrпа оlап kegid ehtimallan taprlmlg-

drr.
Kvant mexanikasina аsаsэп hоmороlуаr va hеtеrороlуаг mо-

lеkчllапп уаrапmа sabblэri ауdrпlаgdrпlшлdш. Iki аtоmчп mоlе-

kul уагаtmаsrпdа sinqlet va triplet hаllапп оlmаsrшп гоlч mЁаууап
edilmigdir.

Нэуасапlаgmа nazariyyэsinin Ьагй tэtbiqi olaraq isrýln kohe-

rепt sapilmэsi, pni igrфП dispersiyasr hadisэsi агаgdшlm,gdt.

Kvant mexanikasinda iH пбч mtЬЫ погmаl va anomal dispersi-

уа, hэm dэ mапfi поrmаl va апоmаl dispersiyanm varlrýr gбsыil-
mig vo опчп tастЁЬэdа tэsdiq olunmast qeyd edilmigdir. Вчrаdа
hamginin kоhеrепtоlmауап Raman effekti аdlапап kombinansiyon
sэрilmэ hadisasi da буrэпilmiЕdiг. lslфn sapilmasi пэtiсэsiпdа, s+

рihпаdап sопrа miixtalif tediklarin kombinasiyast уаrашr. Вч s+,

pilnadan istifada edarak mоlеkчllапп qчrlщчпч бугапmаk оlчг.

Хаriсi maqnit sahasinda аtоmlапп епеrji sэчil,уаlаriпiп dэуi-
gilmэsiпdа bu fasilda буrапilmiЕdiг. Xarici maqnit sahasinin qiy-
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mэtiпdоп asth оlагаq епеrji sайууэlаriпiп miiгэkkэЬ gэkilda раг9а-
lanmasr, Zeeyman effekti mfrfassal izah оlчпmчgdч. Опчп погmаl,
anomal qisimlrinin varlrýr asaslandlпImrgdrr.

ikinci cild Vi-viii bsildan ibaratdiг. Vi Ъsildэ qrup паzагiу-
yasinin апlаущlап, опlапп kvant mexanikaslnda istifadэ olunmast,
matris mexanikaslna gёrЬ bo'zi kvant kamiyyэflarinin qiymati mti-
ayyan edilmigdiг. Вчrаdа yiiksэk епегjilаr Гиikasrnda gený Ыbiq
оlчпап bэ'zi saxlanan kamiyyatlarin xassэlaTi аrаgdrпlmrgdrг.
Hamginin Lоrепtz ча Рчапkаrе qruрlаппа фi9 verilmigdiг.

Vii bilin mбrrаrlап Кlеуп-Gеrdоп, Dirаk tanliНrinin asas-
lап, Ьчгаdа istifada оlчпап mаtrislэr, опlапп хаssаlэгi, tam hаrа.
kat miqdarr momenti, опчп maxsщi funksiyasr incilanmi;di. Вчrа-
da Dirаk tanliyinin sэгы zагrэсik iigiin hallr, Ьч hallin d<ird hala
uyýun gaLrrasi gostaTlmig, spinin va епегjiпiп iki qiymэtinin-manfi
чо miisbэt halda olnasr g<istarilmiEdi. Eyni zamanda hidгоgепаЬп-
zаг аtоmlаrdа relyatvistik effektlar аrаsdгrlтu;drr.

Giiclii maqnit sahasinin аtоmчп eneryisinin dayigilmasina et-
ki gбstarmasi Viii fэsilda ёyranilmi;di. Spin orbital tasiгin maqnit
mоmепtlагi ila baýlrlrф aldэ eilnigdir. S-saviyyэsinin рагgаlапmаsь
шп tасгtiЬdэki qilmata чуЕчп galmasi miiayyan olunmugdur. Bu-
гаdа hamginin Dirak mаtrislэriпiп сэЬгi, fегmiопlапп srxlrq matris-
lari бz garhini tapmrgdrг.

Bu fosilda пеуtгiпо adh, siikunat kiitlasi sfiTa yaxrn olan, pol-
yariza olunmug zarraciyin slxlrq matrisi aragdrTrlrugdr. Вчrаdа
hamginin sopilmg matгisi va sэрilпа amplitudu, вогп yaxrnlaýna_
srnda amplitudun аrаgdrгrlmаsц hауасапlаýmа пэzэriууоsiпdа Fеу-
пmап diаqrаm'Iдц6l4о istifada еdаrаk Соmрtоп effektinin kэsiyi in-
caianmi;dir.

ЕlеktrопIапп xarici sаhэdэ sэpilnasi va опlапп hаdrопlаr-
dan elastiki, hamginin, dагiп qeyrielastiki sapilma ргоsеsiпiп effek-
tiv kэsiyi miiayyan edilmigdi, Рrоtоп-пеуtrопIапп xassalari taprlmrE
va опlаrrп maqnit mоmепtlэri эldо оdilп9diг.

Hamginin elementar zагrасiklаr Гиikаsшrп miiasir anlaytglan,
kчаrНапп hаdrоп Гиikasrnda rоlч mffаууэпlаgdirilmigdiг.
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VIЦ fыilin sonunda iso iКnci kvantlanma паzагiууаsiпiп asas
mЁddaalan veгilmigdir. КiИЬш sопчпdа Ь fasillara aid gаlrgmаlаr
va опlапп hаllап чеrilmigdiг.

Zапп ediran Н, bu kiИb 9aýda9 Гиikапlп Ьiг 9ох рrоЬlеmlэ-
riпiп aragdrnlmasrnda vo опlапп yaxgt anlaylmasrnda ёz sоmагаli
faydasrm g<istoracakdiT.

КiИЬш уаzrlтпа5шdа yaxrndan igtirak edan ча faydah mаslа_
hаtlаr чегэп hэmkаrlапmа samimi tарkkfiгflmfl бпсаdэп Ьildiгm+.
yi бziima Ьоrс sашrаm.

Prof.Faik SчlИпmчrаdоýlч Sadrxov
Bakl2002 il.
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Fiziki qапчпIаr riyazi nafislik talab edir.
A.P.Dirak

I fasil

Кvапt пехапikаil vo опuп riyazi asaslart

ý1. kvant mexanikasrnrn уагапmаslпа sэьь оlап hаdisэlэr

Niiyuton mexanikast, elastiНik nazariyyasi, aerodinamika, ter-

modinamika va elektгodinamika klassik Гйkа аdlапап fиikашп
tаrkiь hissalaridiг. klassik Гиikа makroskopik сisimlgliц tamali
goxlu sayda atomlar sistemlaгinda bag чеrап hadisaН аrаgdшап sa-

hаdir. Klassik Гиikапrп biittin bбlnalorinda olan kasslar ХХ yiizi-
lin ba;lanýrcrnda ёz izahrnr tapmaq iizга idi. Dеmэk оlаr ki, Ьir
nega fiziki hadsa чаr idi ki, onlarn da Гziki аsаslш чеrmаk lааm idi.
Bela hadisalar оlаrаq, istilik giiаlапгrаsц Ьrk cisimlarin xfisusi isti-

lik tutumu, аtоmlапп xэtti spktra malik оlmая, elektronlarrn dif-
raksiyast, fotoeffekt, Frапk-Неrst tacrtibsi, Srcгп-Негlаh hadisalэ-
ri'kimi Гйki hadisalari gбstэгmэk оlаг. l925-ci ildan sопrаlir Ьir
gox bagqa Гиiki hadisalarda mfigahida оlчпmчgdчr ki, опlаr da

klassik Гиikашп qапчпlаrrпа gбrа izah olunmalr idi. Lakin Ьч hadi
salarin heg Ьiri Hassik Гиikа qапчпlатша gёrа tamamila doýru-dii-

rfist izahrnl tapa bilmamigdir. Bu hadisэlari sаdаlапdшmаýа kep-
yin.

а) lstilik ýfialanmasr. Qиdrгrlmr; cisimlar elektromaqnit gfiala-
rr Ьчrахшlаr va kifayat qadar yiiksak tеmрегаtчrlаrdа giiаlапmапш
Ьir qismi gбda gёгiiпап igrq pНinda mфаhidа оlчпчr. ýiialanma-
шп intensiliyi va епегjiпiп miixtalif tezliНi dаlýаlага ý6га paylan-
masr (spektTal рауlапmа) gtiаlапап cisimin tеmр€rаtчruпчп va cisi-
miп materialrndan asilrdrr. Qara cisimin giialanmasr isa mаddэlэriп
mаtеriаlrшп xassalarindan deшrak оlаr ki, asilr оlпчr. Uzэriпа dii-
gan igrýr tamamila чdап cisima miitlэq qаrа cisim deyilir. Веlэ qara
cisimlarin giialanmast уаlпи cbimin tеmреrаtчrчпdап asilt olub,
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опцп пraterialrndan aslr deyil. ýtiаlапmашп tezliya gбrа enerji рау-
lanmast qапчпч

аВ"(Т) =Y+ ч2dч (1.1)

еЕ -t
alda edilmigdi. Bu qanunauyýunluq yalntz enerji mtibadilasinin
kчапtlаrlа фогsiуаlаrlа) olmasr ila izah оlчпчr. Spektral рауlапmа-
ш ýаКl -dэ olan kimi gбstаrmаk olar.

VоV
фkil 1.1. Ьlli tеmргаtчrdа sрktrаl рауlапmа.

ýэkil 1.1-dэ qшq-qпq аугi Reley-Cins qапчпчпч, biitбv xэtt isa
tасrЁьпiп natcasidir. xbusi halda

ав,(т)= Чкч'тач (1.2)

оlчг.
Ьчгаdа V=abc kчЬчп hacmidi, К-Воlsmап sabii, T-miitlaq tempe-
гаhrrdчr, c-ýrq siirэtidi. ýfiаIапmапlп tam enerjisi

Е(t)= аТа ч (a-sabitdir) (1.3)
Вчпа da Stefan-Bolsman qапrшч deyilir.

Ь) Вагk cismin xtsus MolekulyarГиikаdапЫ-
lidir К, bэrk cbmin xiisusi istilik tчtчmч

с =!=F== зл = 5,958lml.dra (1.4)
dт

qiymatini аlш. Вчпа DЁyting-Piti qanrrnrr deyilir. Вчrаdа R (R=
1,99 kаl.dагt.) univeгsal qaz Mbitidi. ТасгЁЬ gбstаrir Н, xibusi is-

,lE*
dч I,l

l
t,

2

|2



tilik tчtчmчпчп tеmреrаtчrdап д5{lhЕt pkil 1.2 da gбstагilап kimi-
dir.

2
с

6

l
l
l
iз,

1

sakil 1.2. Ваrk cbimin xiisusi istilik ltчmчпчп
tеmрегаtчrdап asftlrý1. 

i],,

ýakil 1.2-da Ьiгiпсi эуri tвсriidэп altnan, 2-ciayri Diiylonq-Piti qa-
пчпчпdап, 3-cii эугi isa Eynigteyin dЬtчrчпа gбrа olan nэticalardi.
Istilik tчtцmч Еупigtеуiпэ gбrа

(т \2 3
С=3Дl *l е' (1.5)t.zi . :

pklinda tayin olunur. Вчгаdа Z: = fr ао.

с) Atomun xatti spektri. ТасгаЬ faktlara gбга mаddапi qиdrrdrqda
vэ уа hаг hansr Ьir yolla hayacanla;drrdrqda mаddапiп qaz halrn-
dakl аtоmlап xatti spektra malik оlчг. Oztiaa Ьчrахilап ýrqda уаЬ
пи mtiэууап tediНi elektгomaqnit dalýalar mбчсчd olur. Эрr hаr
Ьir аtоmчп sреktгiпdэ yl va и, tezliНi хэttlаг чаrýа, spktrda
v| + vz va |ч, - чr| teaiНi xattlarda mбчсчtdчr. Bu qanunauyýun-

luq Ritsin kombinasiya prinsipi аdlашл. Bu prinsipdan аhшr ki, iki
tezliyin сэmi (va уа fэrqi) чаrsа, bu spktTda опlапп сэmi rlaya Ьr-
qina uyýun оlап xattlarda miýahida оlчпчr. Вчпч siibut etmak
iigiin Fапk-НеrЬ tacriibinda kбzэrdilm ig katod ila anod аrаsrпdа-
kt potensial fuqi civa Ьчхап iigfiп miiаууап qiуmэtlаr alrr чэ bu
qiуmаtlэr 4,9V, 9,8V; lб,7V va s. оlчг. Tacrtib ýбstагir Н, katod
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ila anod araыndakr чоltаmреr xaгakteristikasr a;aýrdak kimidir
(ýaкl1.3)

I

ýakil 1.3. Frапk-Неrts tасгЁЬiпiп naticasi.

е) Elektronlann difraksiyasr. Kristal, atom vo уа ion qrчрч-
nun miiayyan qanunauyýunluqla bza qэfаsiпiп diiyiim пёqtэlаriп-
da уеrlаgmэsi demakdir. Вчга dfisan elektron dalýasr Ьч сiirа dii-
уfimlагiпi yeni dalýa manbyina gечiriг va ekranda bu dalýalar
iiсiiпmа'lчm

2d siп9 = пТъ, п=1,2,3,...

diisturu ilэ tayin оlчпап difralsiya manzarasi аlrшr.
Вчrаdа п- difгaksiya maksimumlannrn dаrэсаsi, i -;frашп dalýa
uzunluýu, d- difraksiya qаfэsiпiп sabiti,d- qэfэsiп погmаlr ila sapi-
lэп gйа аrаsшdаlr bucaqdrr. Difraksiya hadisasinin agaýrdakr ;akil-
lаrdэ gбstаrilап kimi mШаhidа olunmugdur.

I

ýaНl 1.4. Еlеktrопlапп difraksiyasr. GiimЁg iпсэ lбvhada elektron
gfiщrшп difraksiyasr.

,I
б,,1,894,9

14



Вчrаdап da Е = йч enerjiyo, F = Й impulsa malik olan elektro-
пчп de Вrоуl dalýast olmasmt sfibut edilmigdi.

d) Eotoeffek!. Metal sэthina diýэп iglq metaldan elektron gr-
хагlг ча Ьчпчп nэtbsinda dбчrаdо саrэуап ilrпrг. Вэlli tezliНi igiq
eyni energiya malik оlап еlеktrопlаrr metaldan gD€гrr. Оgэr igrlrn
intensivliyini агtrrшrg olanqм, 9шап еlеktrопlапп kiпеtikъпеrjгаri
dayigmaz qаlш, lakin опlапп sayr аrtrr. ЕlеktrопIапп enerjisi isb ап-
5an igrýrn tezliyi Ьбуiidйkсэ агtmrg оlчг. Diigan i;rфп епегjЬi

hv =-u' + А
2

tanliyi ila ifada оlчпчг. Вчrаdа h - Plank sabiti, А- еlеktгопlrп mе-
taldan glxr9 i9idiг. Fotoeffekt hadisasinin Гиiki asaslarrnt tapmaq la-
zmdш.

h) ýtетп:ЕТеrlах tасrЁЬsi. GiimШ аtоmчпчп spektrininmaq-
nit sahasindэ iki dasbya aynlmasr mшаhidа olunmuýdu. Bu hadG
ъza kvantlanmaslmn olduфnu gбstэгir. yani, faza kvantlanmasln-
da giimtig аtоmlапп dasbi iki dastaya раrgаlапш. Demali, хагiсi
maqnit sаhэsiпdэ atom dastэsinin рагgаlапmаsl fэzа kvantlanmasb
па siibutduг.

Btitiin sбylanilan hadisalar Гиiki kamiyyaflarin hаmiр kэsil-
maz qiymatlaг deyil, bir gox halda kasitli, diskret qiуmаtьг da al-
masrna siibutdur. Fйiki kаmiууаtlагiп diskret qilmatalmast bu k+.
miууоtlагiп kvantlanmasr dernakdiг. Yani, tabiatdэ ela qапчпlаr
чаг ki, опlаr kvant xaгakterlidi. Bu qanunauyýunluýu agrqlamaq
kvant Гиikаslшп asas рrоьlеmlаriпdэпdir ki, onun da bmalinda
kvant mexanikast dчгчr.

ý2. Kvant hаlrшп dalýa funksiyasr ila xarakteriza olunmast
рrmslрr

Kvant mexanikasrnda hаr hansr Ьiг hal, Гиiki hal оlаrаq, Ьiг
dalýa funksiya ila хаrаktеrйа оlчпчr. sistemin hаlrш хаrаkйгь
еtmэk figffп dalýa funksiyasr

а) аrqчmепtэ gбга ftз5ilmз2,

. Р) аrqчmепtiп Ьir qiyпratino Ьir funksiyanrn чуýчП gэImаsi,
yani Ьir qiymatli funksiyan,n чуФп galmasi,

с) arqumentin bfitiin qilmatlarinda sonlu,
d) kvadratik inteqrallanan, уапi
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fVf аl' .* olnalrdrr. (2.1)

-Ф
Bu prtlari (Ьуап ixtiyaгi funksiya, dalýa funksiyast va уа hal

vektoru аdlапrг. Bu funksiya у i|o va уа |с) ita igагэ оlчпчr.

rлfчпksiуаlа solБllz sayda olub, kompleks da ola Ьilэrlаr. (2.1)

gаrtlагiпi бdауэп sonsuz sayda haqiqi va kompleks funksiyalar сох-
luýuna Нilьеrt fаzast, 1и -lаr isэ Нilьегt fazasrmn чеktоrlап аdlашr.

Dolayrsr ila, dalýa funksiyalan hal чеktогч оIчЬ, Hilbert fэzasrnl
чlаgdшrrlаr. Dalýa funksiyasl hаr hanst bir dinamik dayipnin чэ уа
radius чеktоruпчп funksiyasr ola Ьilаr.

GбtfiT'rilmffg hасm еlеmашпdа zэrrасiНэriп saymln, ауrl-ауrl
аггасiнэriп hаmiп hacmda olma еhtimаltшп hasilinэ Ьаы ol-
masr Ыlidir. Опа gбrа у(r) ПrпКsiуаsrшп kvadгatl y" F) ehtimal
srxlrýrna mtitэnasibdir. yz-funksiya iimumi pkilda kompleksda ol-
duф tigЁп, ehtimal srxlrф haqiqi kamiypt (rеаl) olduфna gбrэ

lyl'аlt =у'(r\у(r)аrауа, (2.2)

ifadasi zэrгасiуiп dV- hacтrinda оlmа еhtimаIша mЁvaГrq оlчг.
BelaliНa, (2.2) ifadasi zаrrасiуiп i - пфtаiпdа оlmа ehtimalrnm
sжlrýrdrr. Вч сflrа gёstarilan dalýa funksiyasr Гrzili mа'па kasb et-
maz va y .уа fozada olan Ьir dalýa kimi Ьаr,mаq olmaz, Вч fчп-
ksiya ila fэzашп hаr hanst Ьir nбqtasinda оlmа еhtimаllш, yaxud
bu чэ уа hаr hanst bagka Ьiг Гйki dауфпiП bu rra уа bagqa qiymat
аlпа ehtimalrm аrаgdrгmаq оlаr.

Kvant mexanikasrnm эsаý miiddэasr оlаrаq, zаrгэсiуiп hага-
katinin ehtimalh xarakterda olmasl tamal gаrtlэгdап biri kimi qabul
оlчпчт. Bu xfisusiyyat zаггасiНаriп saytnrn gox olmastna baýlr ol_
maytb, ya|uz tak bir агrасiуiп hаIrпш ehtimallr olaraq mf,аууап
оlчпmаstш tayin edir. Zаrгэсiуiп dY -hасшiпdэ olma ehtimalr
y'фч olduqda re Ьч vahida погmаllаgmrg оlчrsа, опdа l0ff/o
ehtimalla zэrrасik Y -hacminda оlаr. Оmчmiууэtlа, inteqrallama
bfltiin fazaturo оIdчф iigffп iпtеqгаllаmа sarhaddini --oo dan
+ф -а qэdэr gбtfiгmаk laamdrr, уэпi

.Ф +Ф

tу'ф" = t|v|'ьФа" =t Q.4)
{ {
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olub, biitiin bza {izra iпtеqгаlаmаш gбstаrir. (2.4) ifadasi dalýa fun-
ksiyastnrn поrmаllаmа рrtidir. Bu рrtа gбrэ potensial enerji mйау-
yэn_slgraylýa чýrаsа bela уа уа potensial епеrji sonsuz olarsa, dalýa
funksiyasr ча опчп ttiгаmэsi kэsilnaz оlчr va уа sfiга уаюпlа9rr.

Qeyd ctmigdik Н, kvant mexanikasr агrасiуiп dачrашgrш
уаlпи ehtimal anlamrnda буrапilir. Bu ehtimallrq zaraciyin miqda-
ппrп 9ох olmasma Ьаф deyil. Klassik Гиikadakl da statЫik ап-
Iamda goxlu zэгrасiНаr sistemi ehtimallr dаrташg da оlчr. Lakin
kvant mexanikasrndakl statistik qanunauyýunluq Hassik Гиikadakl
statistik anlayr;dan fэrqlidir. SИtЫik qanunauyýunluq goxlu sayda
zагrэсiНаriп qargrlrqlr tasiri nэticasinda уаrапrr чэ zаrrэсiуiп hаг
Ьiгiпiп dачrашgt kbsik mехапikашп dinamik qапчпIап ila tаsчiг
оlчпчr. ZаrrасiНаriп ýayr azrldtqca Hassik sИtЫik qanunauyýun-
luýun rоlч azalrr, zаrrэсik sayr kifayat qэdаr az olduqda isa, Hassik
sИtЫik qanunauyýunluq бz ma'naslnl itiгir. Masalan, tеmрrаtчrа
az sayda zагrасiНаг iigfin (va уа zаrгэсik tigffп) <iz апlаmrш itiriг.
Kvant mexanikasmda statistik qanunauyфnluq, zагrасiуiп daxili
xassalarinin mеуdапа 91хпrаsr оlчr ча опlаrrп sayr Ьir dэпа olanda
bela biruza gжlr.7эrrхiуiп hаm kоrрчsНуаг va hаm da dalýa xas-
sэsiпа malik olmasl, onun фiiп Hassik fиikа mеtоdlаппdап ra ап-
layrglaгrndan Ыifadэ efuak imkаш чегmir. Вчпdап бtагi zагrасiуiп
хаssаlэriпi бугапmаk flсйп yeni iisullardan, уепi Ьmsillаrdэп bifa-
dэ etmak lаzm plir.

МikrоzаrгасiНагiп hагаkаt qапчпачуýпlчqlапш tapmaqdan
бtrii, опlапп meydana gэlгrа sаЬЬIэriпi va idаrэ оlчпmа qапчпа-
чуýчпlчqlаrrш tayin efuak Ёgiiп yeni mexanikadan istifada оlчп-
malrdrr. Вч mаsаlаlэrlэ kvant mexanikast magýul оlчr.

Kvant mexanikasrnda sisteпrin iki mfixtэlif haldan, yeni Ьiг
halrn alrnmast tamamilo basqa qanunauyýunluýa tabе оlчг. Вчпа
gбrа kvant mexanikaslnln asast oliaraq, superpozisiya рriпsiрi qabul
оlчпчr. Bu prinsipa gёrэ аgэr kvant sistemi rл, -dalýa funksiyasr
ila xaakteriza оlчпап haldadшsa va yz -dalýa funksiyasr ila хаrаk-
tегйа оlчпап haldadrrsa va s., опdа Ьч sistem dalýa funksiyasr
V ч V z,... funksiyalarrn сэmi

V =atyt*azyz+...+ аоV"*...=tо"y" (2.'
c*l

t*-:,*_, 
,--.",5s.*+!

I7 i -,,]"."""- 
Ё*

::

ý i..;,, _,,::,i:aj
ll, *-_, 5JФ_Jя



olan halda da оlаr. Вчrаdа 412(l2y..da ixtiyari sabitlrdi. Yani sis-

tешl у4 , yz , Vз va s. halrndadrrsa, onda hэmiп sistem V
hahnda da оlаг va Ьч hal

y =atyt*azyz+...+ anVn*.--=flo"y" (2.5)
c=l

pklinda da tаsvir оlчпчr. Klassik Гйkаdа da bu prinsip чаr. Оrаdа
hэr hansr Ьir Гйki kamilyat suprpozisiya паtiсаsiпdб atlnmlgsa,
bu kamilryat supeгpozisiya olunan kэmiyyэtlarin kombinasiyasr
оlчr. Маsэlап, dinamik dayigan оlаrаq elektrik sahasinin garginliyb
ni Ирmrg оlчгsаq, bu komiyyэt hог Ьir nбqtado оlап gэrgiпliНэriп
cami оlаr:

E:ZE,=E, + Еr+Еr+...
j

Kvant mexanikasmda toplam (superpozisiya) (2.5) kimi isa,
yt -hаlшdа fiziН kamiyyэt Q1, Vz halrnda bu kamiyyat q,
dауriпi va sаirа аl:лsа у halrnda da bu fиiki kamiyyatya|пz q,

va уа da g, qiymatini alrr. Klassk fиikаdа (qf qr) -inin оrИq
bir qiyпrati оlаr. Kvant mexanikaslnda q, va q, {эп уаlпи biTini

almr; оlаг. Аlrпап g, vауа q2 qiymati hаr hanst birinin пэ (р-
dаг 9эН ilo, yani (2.5) -daki с amsallannrn qiymti la miiayyn olu_
пчr. Маsэlап, Hassik Гиikаdа amplitudu с olan iki eyni raqsi top-
lasaq

Xt = аsiпсф

Xz = asil,clt

уеkчп raqs
Х = Xt* Х, =2аsiпсй

kimi 9la1, yani, яmрlitчdч 2с olan rэqs аlrпаг. Yani, toplamdan
бпса rэqsiп amplimdu с -dtsa, supгpozisiya naticasinda toplam
raqsin amplitudu 2а оlаr. Кчапt паzэriууаsiпdо iki еупi halr topla-
drqda, yeni dalýa funksiyasr Ьiг sabib ччrчlrrr. Belalikla, hal fun-
ksiyasr eyni hah хаrаktеrizа еdаr. Supгpozisiya qaydasma gбrа Гь
ziki kэшiууоt qiymatini dэyigmaz va sistemin halr dayiqmaz qalar.
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(2.5) ifadasina g0ra аlrпап difГеrепsiаl tэпliНаr хэtri differen-
sial tэпliнаrdir. опа gкiга da kvant mехапikаsmrп tапliнаri xatti
diferensial ъпIiklагdiг va Ьч tanliНarin vt,vz,yэ чэ saira
hаllагi mъчсчtdчrsа

V = alVt * azYz + азal/з +...
hallida diffeгensial tэпtiуiп hаЦidir.

Kvant mexanikast Hassik mexanikanr xibusi hal оlаrаq бzfiпd
aks etdiгmalidi. Кчапt mexanikasrnda dalýa funksiyasr хэtii diffe-
rепsiаl tanliyin halli оlчr. klassik fizikada isa elektron zаrrасik
olub, i(r) trayektoriya ila harakat edir. Вч trayektoriya hэrэkаt
tanliyina gatirib , 9Iхапr. Kvant,rэ Hassik mexanikanrn Ьir Ьiriпэ
kegidi hэпdэsi optika ila Гиiki орtikашп arasrnda olan kegid kimi
miigahida olunmaltdц.

Dalýa (Гziki) optikaslnda, y=ae'' dаlgаsrпш hэqiqi а аm_
plitutu vo ср fаzаsrпа (buna hэndasi optikada eykonal deyilir) mа_
lik оlчг. Эgаr dalýa чzчпlчфпчп kiqik qiymatlarinda чэ уа Hgik
mаsаfэlаrdа fаzапm bбyiik qiymatlrinda hэпdаsi optikanln miidb
аlаппt tatbiq etmak kegarlidir. Yani, Шyak dalýa uzunluýunda va
kigik tezliНardэ Гиiki optika qапчпачуфпlчqlагr tatbiq оlчпа bi-
liг.

Sёуlапilапlаrа чуфп оlаrаq, kvant mexanika'smda ly = цglО
dalýa funksiyasrnda fazaы p-li

Р = сопstl
ila ачаz оlчпmаltdш. Вчrаdа I -tа'siг inteqгah va уа aylam аdlашт.
i- tа'siг iпtеqrаlmm ёlgiisti епеrji ila zаmап чаhidlагiпiп hasili kimi
olmalrdг. Onda qa =constl -daklsabit й-' -оlmаhdш( fi -inva_
hidi епеrji zаmашdrr). Ya'ni

1-
Р =i'

оlаrsа, dalýa funksiyasr

il(;,l)
V =аео Q.6)

;аkliпdэ yazrlmaltdr. (2.Ф pНinda оlап dalýa funksiyasma kva-
ziklassik чэ уа klassikэbnzэr dalýa funksiyasr deyilir. Kvant mеха-
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пikаsmdап Hassik mexanikaya kegid, ЬdуПК fazaya чуЕчп olduф
iigtin й + 0 yaxrnlagmasr (dalýa optikasrndan handasi optikaya
kegid datýa чzчпlчýчпчп lt + 0 kimi) vacibdir.

ý3. Ореrаtоrlаr va опlаrш xassalэri

Kvant mехапikаstшп riyazi еsаslапш ореrаtоr hesabl tagkil
еdir. Vеrilmig goxluqda Ьiг fчпksiуаш bagqa Ьir funksiyaya geviTan

аmэlilryаИ oprator va уа iglamgi deyilir:

9 = Qy (3.1)

Р - iglamgisi va уа орегаtогч 1r -funksiyanr ba;ka Ьiг p -funksiyasb
па geviгdi. ýfiЬhэsй, hаm qл va hэm da р funksiyalan (2.1) gагtiпi

бdауап funksiyalar olmalrdш ki, sistemin Гиiki hallini xarakteriza
etsin. Xibusi hаldq орrаtоruп tэsiri ila yeni р funksiyasr deyil,
rл funksipslnln bir q - sabitinэ ччrulmчg ifadasi alrnmlý olsun,

уэ'пi
р = qY (3.2)

olsun. Onda (3.1) ifadasini

QV =qV (3.3)

kimi yaza Ьilаrik. Bu tэпliуiп hаr iki tаrэfшdэп kompleks qoýma

amalilryatt аlrш9 оlчгsаq

Q'V'=q'V' (З.4)

оlur. (ulduz kompleks qogmalrýrmэsalan, Z=x* iy olanda Z'=х
- iy оlаг, gtЬtэrir). (3.3) va уа (3.ф tanliyina mэхsчsi fчпksiуаш ta-
уiп edan tanlik deyilir

QY = qч (з.3)

bnliyinda funksiyaya maxsusi funksiya, q - isa mэxsusi qiymat de-
yilir. Bir у - funksiya frgiiп Ьir dэпэ q- tapillгsa, bela hala сшIа;mа-

ш9 hal deyilir. ýayat Ирilап q -пiп bir qiymatina Ьir пеgа ;л fчп-
ksiya чуфп gэlэrsа, Ьч hala огlа9ш9 (qэtmэrlэgmiý) hal deyilir.
(3.3) tanliyinin holli zаmаш q-lаг kasilmaz qilmatlar аlаrsа, (3.3)
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tanliyi kasilmaz spektra malik оlчr. Оgаr alrnan qilmэtlar diskret
qiymatlar olarsa, onda Q орrаtоru dbkret spektra malik оlаr.

Diskret ча kasilmoz sреktrэ malik olan орrаtоrчп maxsusi
funksiyalan ba;ka-bagka хаssаlэrэ sahib оlчrlаr. ВеlэliНа, diskret
spektr iigtin

QVо = qоyо (3.3)

va kasilnaz spektr Ёgtiп isa

Qy =qч (3.З)

bnliyini уаппq.
Riyaziyyatda goxlu sayda орrаtог (iяlэmqi) чаr : wrmа, kб-

kalma, qiiwotа ytiksaltnak, inteqrallama, tбrэmааImа va sаirа ila-
хlrа.

Кчапt mexanikлrnda бzаl орегаtоrlаrdап istifada оlчпчr.
Burada орегаtоrlаr iki бzэl ргti бdауэп ореrаtогlаг olnalrdц va
Ьч ёzallik bilavasita Г,ziК talabatdan irаli рlir.
вч бzlliklэr Ьчпlаrdlг:
а) Ореrаtlаr xatti ореrаtоrlаr olmalr:

О(о,у, * azyz +... + апу/ п) = Oio"y. =io"(Ov") Cr.rl
a=l a=l

Ь) Оретаtrlаr егmit (бz-oziina qogma) qоýmа operatorlardt:

ir'Ьrh"=ir(О'r'оч) (з.6)

Burada р уо y ixtiyari halln dalýa funksiyasrdrr.
Bu рrtlаrdап xэttilik ;эrti superpozisiya prinsipinin istifada оlчп-
maslnl чэ ermitlik prti Ьа ореrаtоruп maxsusi qiуmэtiпiп haqiqi
(rеаl) эdad оlmаstш tayin еdir.

Эрг (3.3) sol tагэfdэп V' ф, (3.4) isэ V -уо vurub, biitiin Ь
za llzra inteqrallamrT;:Ёb 

у = qjy. yarr
-ф -Ф

fr(O,r,hr, ={З{фy
-Ф -Ф

Таrаf-tаrэЬ 9цm!ý olursaq, ermitlik ргtiпа gбrа

2|



o=(q _ч,i!ч'чdrt

Nогmаllаmа ргtiпа gбrа jv'vaT' =t olduýutigiin

оlаr

-Ф

0:q-ч* оlаr.

ВеlэliНа
q = q* (3.7)

ЬгаЬliуiпi alrпq. Yani, егmit ореrаtоruп maxsusi dayarinin (qiy-

matinin) haqiqi adad olduýunu Ирmrý оlагrq.

Эgэr iki ixtiyari xэtti va еrmit орсrаtоrlапп уеrlаriпi dayigdir-

dikda: 
i'y = $), (з,8)

olursa, 2,В оргаtогlаппа komutativ ореrаtоrlаr deyilir. Yox,

"gэ, 
2 r," t ореrаtогlагt sшadagipn ореrаtоrlаr deyiba, уопi

ДВу + ВДtу (3.9)

olarsa, А vа В ореrаtоrlаппа komutativ оlпауап ореrаtоrlаr de-

Yilir' ЭРr' 
Бy = -ъ2ч (з.10)

оlчrsа, 2 
"" 

В орегаtоrlаппа antikomutativ орrаtогlаr deyilir.
(З.8) - (3.10) ifadalaini ёdауап рrtlаr Гйkаdа 9ох бпэmli ;аrtlэrdi
va kvant mexanikaslnda faydalr Гlziki паtiсаlаrа ptirib 9rхаrап рr-
tlardir.

ý4. Kvant mexanikasrnrn postulatlarl

Кчапt mexanikasmda dinamik dayiganin Ьч va yada Н, Ьа9-

ka qiyпrat аlпа ehtimahndan rB dinamik daylpnin orta qiymэtin-

dап sёhЫ agilrT. Buna gбrа da kvant mexanikasmda dinmnik dэyi-

рпlаr adadlarla deyil, daha bagka бzэlliуi olan орrаtогlа xarakte-

riza оlчпчr. Mahz, опа gбrа da kчапt mexanikasmda postulat ola-

rаq iig postulat qabul оlчпчr:

22

Ф



l. Наr Ьir dinamik dауфп xatti va егmit орrаtоrlа tamsil оlчпчr.
Вч kvant -";alifoa5lnm birinci postulatrdш. Yani, @ ореrаюru

LZo.y. =Zо.Oy"
с а

(4.1)

lч'Oчrаl' = lЙ'o'dY
;lаriпi,ёdауап ореrаtоrdчr/ Bu; gаrtlаг daxilinda Ьч ciira ореrаtог
yчгmа ореrаtоrч (i -radius vektoru) va уа diferensial ореrаtог
(-'V)ob biliг.

2. Наr Ьir орегаtоruп maxsusi qiymatini tapmaq tigiin

0y, = чyо i,l.z)
tanliyindan istifada оlчпчr. @ - ореrаtоru ila хаrаktеrйа оlчпап
dinamik dауфп dэqiq olaraq, bu ореrаtоrчп maxsusi qiyпratlo-
riпdп hаr hansr Ьiri оlап q mШаhidа оlчпчr, Вчrаdап gбriiпiiг ki,
Гиiki kаmiууаtlэгi хаrаktеrizа еdап оргаtоruп maxsusi qiymati
gerpk haqiqi adaddiг. Вч kvant mехапikаstшп ikinci postulatrdlr.

3. Эgаr hаr hansr Ьir yr funksiyasr iхtiуагi halr xarakteriza
edirsa, bu funksiyanr mэхsчsi fчпksiуаlапп cami gаНinda уаzз,Ьi-
larik.

y =Zо.yо (4.3)

Dalýa funksiyastnln statbtik апlаruпа gбrэ bzada goxlu say-
da ЬirЬirlагi ila kаsigmэуап oblastlar var Н, опlапп hаr birisinda
оlmа ehtimall 1и ila tэуiп оlчпчr. Вчrаdа iigfincii postulat оlагаq
bela Ьiг posfulat qэЬчl оlчпчг. ýayat hэr hansr Ьir dinamik dayip-
ni ёlgаrkап q dауаriпi alma ehtimalr superpozisiya prinsipinda olan
со -lаrrп |с"|' mtitlaq qiymatinin kvadratr ila tayin olunrrr. Ya'ni

w= lc" l' (4.4)

ehtimal srхlф bu gaКlda чеrilmц оlчr. Bu postulata gбга Ьtапilэп
dinamik dayipnin bu va уа ba.;ka qiymat аlпа еhtimаhш gбstэrir.
BelaliНa, q maxsusi qilmэti бlgiilnakda оlап q-lагiп hаг hansl biri-
nin alma ehtimalr, 1и -funksiyasmrn, и{ -maxýusi funksiyalann
Ьiri ila iist-ibfia dфmа ehtimalrnr iпаmlа sбylamak оlаr.
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Веlаса, iig postulat qabul оlчпчr:
1. Dinaniil< dауiрпlэr xatti va егmit (бz-6zЁпа qо9mа) орега-

torlarla gЬtаrilir.
2. Olgti zайаш оргаtоrlапп mэxsrrsi qiуmаtlэriпdап q Ьiгi

аlшI.
3. olgt zamanr maxsusi qiymaflardan Ьiгiпiп alma chtimalr

sшhB
w= lc"l'

dW =|o,1'Oo

-dbkrethalda

-kasilnaz halda (4.5)

tэyin olunur.

ý 5. Kasilmэz spektra sahib оlап ореrаtоrчп
maxsusi funksiyasr

Орrаtоruп kаsibnaz maxsusi qiymatЫ va mэхsчsi funksiya-

srш tayin edon tanlik (3.3)-а gбrэ

QV = qy (3.3)

kimi уааlш. Kэsilmadiyi tafsilatr ila ага;drmаq flgtiп bu tanliyэ

kэsilпаz dэуiqап q daxil edak. Опdа (3.3) Bnliyini

Qyо =qyo (З.3)

pklinda dayazabilarik. Bu halda Лrrl'an daýrlan ifada оlчг чэ

|иr|' iГ"а"ri daha tez sonsuduqda sfira уахшlа9lr. BelaliНэ, zэrг+'

ёiК Ьч dчrumdа da mahdud оlmауап, infmitiv hаrаkаt edir. Bela

hаllагdа ixtiyari halrn dalýa funksiyasrm sчрегроzЬiуа рriпsiрiпэ
gбrэ

и(г)= !o,v,Q)aq (5.1)

kimi gёstara bilarik. Kэsilmoz spktrin moxsusi funksiyaslnt еlэ 9а-

kilda sepk ki,

|o,1'oo
ifadasi qл halrnda Гиiki kamiyyata q ila q+dq intcrvalrnda qiyгrat
alma ehtimalrnr tayin edar. q - qiymatinin ЬftПп dэуаrlэriпiп аhпа

еhtimаllапшп сэmi:
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ЬwrаЬwr o|arl у

olduýu iigtin

yaanaq
оlап

Вчrаdап

tlo"|'aq =1

-funksiyan'n поrmаllаmа ;wrtinw ьгw U4)
tv"t,dl'=t

(5.2)

(5.8)

у' = lа;у|dч (5.5)
superpozisiya рriпsiрiпdэп istifada оlчпmч;dчr/ (5/4) ifadwsindwn

ао = ly'ydV (5.6)

аlшq.

tur|wdV = ! |оr|'.аl =t (5.з)

1i,L |tv,vidY - оо ldq = О (5.4)
miimkfindii. (5.4) ifadosini аlаrkап, kasilnaz spektr halrnda

о, = !o,,(!v,.viar|n' (5.7)
ifadani ixtiyari со iigfln hаr zаmап fiапiliг. Вчпчпyaza bilarik. Bu

iigiin g'#g olmayanda lvr,viar =0 оlаr, q'=q olanda isa

lупу;аV -+ оо ýonsuza уахrпlа9r, giinki aks taqdirda dV gёrа in-
teqral stfir оlаr. Demali inteqral

Iу,,ч,iал,
(q' - q ) -пiп funksiyasr olnalrdг. Bu funksiya бzаl funksiya оlап
Д -funksiya оlаr.
Yani

lv,,v;ar =6(q'-q)=
0, q'*q
Ф, q'=q

olmast lazrmdш.
Вч ifada kэsilmaz spktrin mэxsusi funksiyasrnm 6-funksiya-

уа поrmаllапmаsl prtidir. Вч ргtа gбга Гйki kamiyyat F ila F+dF
arasrnda qiymat аlпа еhtimаlrш tayin еdir. F Гиiki kamiyyati hаг
hansr Ьir F -э ЫаЬ obnayanda

lvn,t;at' =0,q * q' (5.9)
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olduýu iigtin kasilmoz spektrin mэxsusi funksiyalaгr ortoqonal
(vп,у)=0 оlчr. Орr Гиiki kаmiууtlаr eynidiгsa, onda (5.8)-а

gбга inteqral daýrlan оlаг. (5.8) ifadэsindaki 6(q' -q) funksiya
xi.isusi funksiya оlчЬ, Dirаkш d' -funksiyasr аdlапrr. Bu funksiya
siпkчlуаr funksiya olaraq hаr уеrdа sfir olub, уаlпlz х=0 nбqtsinda
sonsщ boyiikdiiг va опчп inteqralr (Olava А)

IД(rЕ = r оlчr.

6 - fчпksiуашп tагiГша g0rа

(5.10)
sin(Bx)

= J-i"'" аъ
2лт J

6(х): ц-
g-+Ф м

yaza bilarik.
d -funksiyamn agaýrdakt xasslari mа'lчmdчr:

Д(.т)= Д(-r)
d'(х)= _,,(_,)
х6(х) = 0,х5'(r) = _r.(r)

6(сх) = *Obl IД(, - "У(,Y, = f(o)
lal

aleU')- pT)l= 1 бU,- f)

ц f=|,

Masalann? kooгdinat ореrаtоru kasilmaz spektra malik olduýu
tigiin

у(7)= lo,,v,,V\u
о,, = tvF)ýF' - r)ач = чr(7')

(5, l l)

(5.12)

yazrraq оlаг.
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Belalikla, biitЁn kasilmaz spektTa malik olan ороrаtоrlапп
maxsusi funksiyalan, Д - funksiyaya погmаllапап fчпksiуаlагdrr
va погmаlаmа ;artlari d'- funksiyastmn xassalari ila miiayyэnla9di-
гiliт.

ý6. Diskret spektra malik olan ореrаtоruп maxsusi funksiyalarr

Fаrz edak ki, ореrаtоr Qorlagmamrg diskTet spektra malik
оlчr. Onda bela орегаtоruп maxsusi funksiyasr

Qyо= qoyo (з.3)

bnliyini ёdауап funksiya оlчr. Вч tanliya kompleks qoýma tanlik

0'v; = nor; (6.1)

оlаr. (3.3) ifadasini soldan yр-аw (6.1)-i isa qл"-уа vurub, biitйn

faza iizra inteqrallamrg оlчгsаq

IчЬOу"аr =ч"lч)ч"dY

lv"O'v)aY = 8l tч"уЬал,
аlапq.

Вч ifadalari taraf-tarafa glxsaq, Q opratorunun ermitlik prtine
gоrо

lчЬOуr"аУ = tv"O'v'pdr
оlаr чэ Ьчrаdап

(q"-q)l vbv"dll (6.2)

alda еdilэr. Оgэr go * gr -dirsa, уэпi с * / brqlidirsa, onda (6.2)

ifadasinda

garti аlrпаr. Bu mэхsч,, ,r*I;I#J.rL"r"u,o*.,,oo. f,"],
miixtalif maxsusi qiymati olan hаllаr Ьir-Ьiriпа ortoqonaldr. BaEqa
sбda, Гиiki kamiyyati чэ уа dinamik dayipni бlgап zаmаш c-ha-
lrnda Гиiki kаmiууэt iigtin Ьir qiуmэt, /-halrnda isa bagqa Ьir qiy-
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mэt almrg oluruq. Орr qo ={доlагsа, уэпi c=/olursa, опdа
(б.2}dап

I ч|чr"аl' = l|v"|'dT, =t (6.4)

оlаr. Yani Ьч halda l0tr/о ehtimalla sistem а hаlшdа оlчr ki, bela
ahalrnda ohna ehtimallann саmi vahiddir.

(6.4) поrmаsrш gбzбntina alarrqsa, dbkTet spektrin maxsusi
funksiyalaг 9охlчф (6.3) ila biгlikda огtопоrmаl fчпksiуаlаг siste-
mi taýkil еdiг va огtопоrmаlrq sarti

f , л [t а=0
! чЪч"аr = d"р = 

t0 а +'в (6.5)

оlчr. Demali diskret spektra sahib оlап орrаtоruп mэxsusi funksi-
уаlап оrtопоrmаl funksiyalardr. Digэr tагэfdэп Ьч mэхsчsi funksi-
уаlаr tam (чэ уа qapah) sistem tэgkil edirlar. Ya'ni istanilon ixtiyari
funksiya qл, dауiрпlэrdап asllr оlаrsа, ис mэхsчsi funksiyalann
sшast kimi tamsil оlчпаr:

y(q)=Z""y.(q) (б.6)
а

ьчrаdа саmlэmа Ьiiýiп kvantadadlari ctizra оIчr.
(6.5) оrtопогmаllаmаш пэzэrа alarrqм, (6.б)-пr V'p,lo ччrчЬ,

Ьfr tfr п fаzз, tzтa inteqraЦamr g olursaq

lчiчQУq = Zyby "о 
odq = fo.6 *

,о=[ч;чQй " 6,7\

alda edirik.
lstаnilan funksiyanr diskгet sрktгiп maxsusi funksiyalaгln

toplaml kimi gtistэrа bilarik:
6(q'-q)=Zo"(q'\y"(q) (6.8)

Bu (6.8) ifadasi (6.Фпш xtbusi JO OuU*, опа gёrа (6.7)-уа asasan

o"(q')= !viQ)ýQ'-qVq=vi(q') (6.9)

оlчт. Вчrаdап (б.8) уеriпа yzrzanqsa

28



6(q' - q)=Zvi(q'\y"(q) (6.10)
а

almrg oluru_q. Нэm diskret va hэmdа kasilrraz sреktrэ malik olan
оргаtотlайп maxsusi funksiyalaп aýasdakl pkilda оrtопогmаlа-
mа gartini оdэуап funksiyalar оlчг

ZviQ'fu"(ф+ lvi,v,av=6(q' -Q) (6.11)

ореrаtоrlапп maxsusi funksiyalaгr eyni zamanda Нilьеrt ф2glпtп
оrt чеktоrlап olduqlan figtin огtопоrmаlrq prtini bu pkilda da
yazmaq olar

< F /а r= ! v)v"o = r, = fi ::r, (б.12)

ý7. Fйiki kamiyyatin orta qiymati

Наr hanst bir dinamik dayipnin оrtа qiymэti bu dayipno
qаrgl qoyulan ermit ча xatti operatorun va ixtiyaгi hаhп hal vekto-
ruпчп veribnasi ilэ tayin оlчпчr. Bunu gбstагmаk iigiin оrtа qiymat
апlаущшdап istifada edak. Мэ'lчmdчг ki, огИ qilmat

' 
F =<д,= 

Ш,4 *ilr4 *...il"4 =Е+ (7.1)

kimi hesablanrr. Yэ'пi, F kamiyyэtini бlрrkаП, Nr dаfэ Fr qiymэti,
М dafa Fz qiymati, Nз dafiа Fз qiymati va saira qiуmоtlэг аЙ. Bbti-
mаl пэzаriууаsiпа gёrэ

F =<Fr=}ч}е+= Zцw(r") (7.2)

pklinda yaala Ьilаr.
Ugtincfi postulata gOга ((а.а))

w (ц) = Ь "(цl' = ":(п)о,(r")оldчф fiфп
F =ZЦо:о.=ZZЦаоаобо,

уашrаqоlчг. 
В В Р
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Оrtопоrmаlhq рrtiпэ gёrа

бор = [v"wlal' =< Р la > (7.3)

Onda F-iп orta qiymati tigtin

F =ZZF"ооо. !ч"чоdrt =ZZr;v;FoaoyodV =
ар'ор

= [Zo;r;|F"a"y.dv =!\ "bvoi|a.y.dV = (7,4)
-р а F d

- lZ";r;F|a"y"dvРа
alda еdэrik. Ballidir ki, ixtiyari V vа V'funksiyalarrnr

'=Zoo,o
,, =|a)vb

р
maxsusi funksiyalann slrast kimi yaza bilarik va

< F >:-F = [v,(7,t)ry(r,t)ar (7.5)

kimi оrИ qiymati tapmlý oluruq. Demali, kvant mexanikaslnda Гиi-
ki kamiyyatin огtа qiymati Ьtiуагi halrn dalýa funksiyasr ila tayin
оlчпчr. ОrИ qiymab sistem maxsusi halda olduýu zаmап maxsusi
funksiyalaпn toplamr ila ifada olunan, ixtiyaгi halrn dalýa funksiya-
st ila

Р = !v'F,t)Fy(r,t)arr (7.6)

miiаууап оlчпап qiymatdir.

ýЕ. Moxsusi qiymat va maxsusi funksiya tanliyi

Dinamik dayipnin оrtа qiymati (7.б) ifadasi ila tayin оlчпчг:

V = lv'(7,t)Fy(r,tPv (7.6)

Вч ifada ila noinki orta qiymati, hamginin kvadratik оrtа fэrqlап-
mani hesablamaq оlчг. Haqiqatan F-iп xatasr

М=F-<F> (8.1)
оlчr rlа Ьчпа uyýun егmit ореrаtоr da
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М=,F-<F>
оlаr. Buradan чэ (7.6)-уа gбrа kvadratik огИ Ьrqlэтrmа

(8.2)

.(м)',: Jи,(й\h)*" (8.3)

(8.4)!v'мчпr,: ЦЙ)'v,dl/
olduýu йgiiп

. (м)' ,= !r' *Bn= Ir(Й)' y'dv =

= Ifrr(й)'r,оr= I(й)r|" 
on

kimi yazrlar. Yani,

.(м)',= I|(*)r|'rn (8.5)

alda edirik.
(8.5) ifadэsi istanilan dinamik dayisanb ixtИri halda огtа

qiymatindan kvadratik оrtа fаrqlапmапi hesablamaq miimkiindiir.
(8.5)-dan mа'lчm оlпауап hal, kvadratik оrtа fаrqlапmа stfiг оlап-
da mёчсчd оlаr, yani, F kamiyyati mtiayyon qiymata sahib оlчr.
Bela hаllаr iigtin (8.5) ifadasi sflr olar

{(;)r|'о" =. (s.6)

iпtеqrаl altr ifada mtitlaq miisЫ ifadэdir. Опа gбга inteqralrn sflr
olmast ii9iin

(*)r=о (8.7)

prti daxilindo labfiddtir._ (8.2) ifadasindэn

1Я-.Fr)r=о (8.s)

pklinda уаzilаЬilог. М орегаtоruп егmitlik рrtiпа gбга
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уатlаг. Эgаr F mfrаууап оIчгsа, 1Р 2- .F оlаr va (8.8) tanliyi
FV = Fy (8.9)

kimi yaalar. Вч tanlik xatti bircins diffегепsiаl bnlikdir. Mahz Ьч
сffга tanliЯ hall etdikda dbkret va kasilmэz spektr, hamginin сrr-
lagma olub va уа оlmяmаslш tapa bilarik.

Орrаtогчп maxsusi qiymэtlorin toplamr F kamiyyatinin ixti-
уаri halda miimkЁn оlап qiуmэtlаr аlпаsша imkan чеrir.

ý9. Fйiki kэmiyyatin mtэууэп qiymat аlmа gэтti

Орr hаг hansr bir halrn dalýa funksiyasr eyni zamanda Ьir пе-

9а ореrаtоrчп maпsusi funksiyasrdlrsa, опdа Ьч halda орrаtоrlаrа
чуФп gэlап fйki kэmiууаtlэr mtiayyan qiymat аlrr. Sistemin ha-
lrndan asilr оlагаq bu va уа bagka kэmiууэtmЬууэп qiymata sahib
olar. ТасгflЬ gбstаrir ki, faqat еlэ kamilryatlar da оlчг ki, опlаr heg
Ьir halda mЬууап qiymat ala bilmir. Yani, опlаr qеугimЁаууап qa-
lш. Вч xibusiyyat mikToalamin бzalliyidir К, Ьчпчdа kvant mехапi-
kasrnda aks etdiгmaliyik.

GбsЬгmаk olar ki, арr iH Гиiki kamiyyat eyni zamanda mfr-
аууап qiymat аlrгsа, опlапп орrаtогlап komutativ оlчrlаr. Fйiki
kamiyyatlarin mйэууап оImаsц iK О, n Q орегаtоrапшп еупi
btr V. maxsusi funksiyaya malik olmast demэkdir. Riyazi dilda bu

а- ЦоргаогlапЁgfiп
1rYо = qrLо

LrV. =qrYo (9.1)

уашаq demakdir. Вчrаdап

ааv"=ЧrOry"=чlчzVо

аау" = qrayo = lzчlyо (9.2)

эldэ edarik. (9r2л) iйdasindэki ВпliНаri tэrаf-ьгэfэ gжагtqsа, onda

|аrО, - аrЦful о = qfl zy о - чzQlV о = 0

olar. Вчгаdап
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Ь,а-ааЬ.=о
аа=аа

tapmrý olariq. ixtiyari hаlrп dalga funksiyasrm

'=Zo,,oyaanlý оlчrsаq

(О,а - с.,аЕо"v. = Ь,а - аа\о :

=Zo"(O,a-aaL"=o

(9.3)

а
taparrq. Ya'ni,

(О,а-аО,)r = о (9.4)
оlаr..Dеmоli, ixtiyaгi halda da eyni Ьir dalýa funksiyasrna sahib
оlап iki орrаtоr sшаdауфп, komutativ орейtоrlаг оiаrlаг. Bu te-
оrеmiп tarsini da gбstаrmаk оIчг. Bunu сlrlаgmаIшý hal оlапdа
g<istorak. Tanliyi аа = аа pndaxilinda

аyо = qrYо (9.5)

gaklinda yazaq. (9.5)-iп hаг tаrаfiпi a-yrvuraq.
О,(о,r")= q,(Q,v")

Yэ'пi

аЬ,r.)=q,(р,v.) о'ur.

а(Оrr")=аgо = qrp.
Вurаdа 

р" =aYo (9.6)

Сrгlаgmаmrg hal olduф iiqtin р" 9и" -dап Ьrqli ola Ьihпэz ча
аgэr fагqli оlчrsа, bu fuq Ёпи Ьir sabitla fuqlana Ьilэr:

Ро = ЧzVо (9.7)
(9.6)-nr уеriпа yazarsaq

QrV,=qrVо (9.8)
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оlаr. Вчrаdап ham 0, - 0r, hаm dэ ореrаtоrчпчп eyni bir mох-

susi funksiyasr оlчr. Оgаr q4 - halrnda bir пер kamiyyatin и" mii-

аууап qiymoti чаfsа, опdа Ьч kamiyyatlarin miýtэrоk dоуаrlагi
оlаr. Ba;ka deyimla, ореrаtоrlаrr komutasiya edan Гziki kamiyyot-
lаri Ьiг-Ьiriпа апgэl оlmчrlаr.

ý 1 0. Dinamik dayiganlэr iigйn qeyгimtiayyonlik
mflnasiЫi

Ореrаtоrlап komitasiya edan Гиiki dayiganlar Ьir-Ьiгilагiпа
эпgэl оlпауап kаmiууэtlаr оlчrlаг va опlаr eyni zamanda miiayyan
qiymat аlап kаmiууэtlагdi. Lakin komutasiya еtmауап ореrаtогlа-
rш dinamik dэуigапIэri isa Ьir-Ьiriпа anpl оlап kamiyyatlar olur,
опlаr eyni zаmапdа heg Ьir halda miiаууэп dэуаr almaq imkашпа
sahib dеуillэr, опlаr аrаsmdа qeyrimiiayyenlik mбчсчddчr. Эgаг
орrаtогlап komutasiya еtmэуэп еrmit ореrаtоrlаr Ёgiiп komutasi-
уа 9arti

Р,В]=i (10.1)

чаrýа, ixtiyari halda А чэ В kamiyyoflaгinin оrtа qiymati

.7 = ly'Тydy =(у,Ач\,Е = [v'hйr =(у,Ву)
olmaqla, А ча B-nin xatasl

kimi оlчrt," ьчыч'оfi ;j;#;,-;i", fi :,, ifadasi alrnar
Гл л''|

L^д^в] 
=,с (l0.2)

Ьчгаdа N4 = д-7,лВ= Д - F,-dir.
Onda

@)' = !ч (a-rln n

@)' ={у,А'у)=(,qу,lч) (10.з)

(^B-)' = !ч,(в 
_т| уаl,

1lвr =(у,в'у)=(вч,вч) (10.4)

з4



yaza bilarik. Ogar
ДV =yu,By =Vв

kimi igаrа edariksa, (l0.3) чэ (l0.4) ifadasini

(мГ(дд)r = (у,,v nfu ,,v,)

;aklindэ уаuшý оlчгsаq, |аЬ|' s|a|'|b|' olduф ugiin)

Бr@r rl(ч,,ч,\'
yaanaq o|at. (y r,ly 

") 
= (l,y, В у) = (у,,аВ) olduýu iigtin va

2В =i
2й-ъ2 *Б+ъ2 =Б+ffl2

2

^ дв-вдл--
i

2i

ооьчl 
"tr.K 

[6 - дВ + Вд 
-2'

М(^8r >
lV,:r1' 

*|(ч,Бчf,

dv20

(10.5)

(10.6)

(l0.7)

(l0.10)

-2
(aaf (лвf >} (l0.8)

оlчг.
Вчrаdап

@)@)>; (10.9)

almq.
Demali, (l0.1) garti olduqda, Ьч А va В kamiyyatlэr figiiп (l0.9)
qeyгimtiayyanlik miinasiЫi аhпrr.

Bu (l0.9) miinasiЫi ba;qa yolla da alda eda bilarik. Вчпчп
iigiin haqiqi раrаmеtr olan а gdга mfitlaq mfisЫ ifadэya baxaq:

1(с)= IРА_,оЪ)r|'

ча уа

Вч ifadanin saНini dayigsak
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I(a) =(" oh-, t'")rp d' - t ьЪ')ч' аl, =

="'{A)r(oi,)r,on- (ЁИ ьЬ,)ч,аr, -

_," (t'"Иоi., 
)on 

-," (А)r[Ё, )r,rn 
=

=", Jи,(oi)'ydl, +1r,(i")'и y -ia!r,Ь,ЬVоп
alanq. Ya'ni

r(a)=o'(^A)' +d +(дв)r >о (l0.1l)
оlчг.

Вчrаdап 4 раrаmеtriпiп biitfln qiymotlarinda 1(а)>0 olmasl

фfiП 
БF*F={ (10.12)\ /\ , 4

оlчr. Вчrаdап

'@'@ru 
(l0.1з)

alarrq.
Орrаtогlап komuИsiya еtmауэп Гиiki kamiyyatlardan kordinat
чэ impuls, azimut bucaýr va hэrэkаt miqdan momentinin Ьiгlарпi,
zaman va епеrji

Ах.^рх >

(10.14)

^/.^Е>
kamiyyatlori аrаsmdа qeyrimibyyanlik mtinasiЫi уаrашг.

(10.14) miinasiЫina gога impulsun х-Ьirlэрпi barada ша'lч-
mаfi, опчп чуФп kоогdiпаtr haqqrnda mэ'lчmаh tаmаmэп itirdik-
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dэ abnaq оlчr. Еупilэ koordinatm dэqiq toyin olunmasr iigiiц im-
pulsun чуýчп Ьirlа;апi haqqrnda malumat alnaq obnaz. Hamginin
zагrасiуiп mtiayyan Ьiг оrЬitdэ vaziyyati оrЬiЬ peгpendikulyar
mtistavida impuls mоmепtiпп Ьirlэ;эпiпiп Ьаrаdа mа'lчmаtm ta-
mаmап itirilmasi ilo аldэ оlчпчr. Enerji ila zaman iigiinda Ьч sбdэri
sбylamak miimktindtir. Епегjiпiп АЕ daqiqliyi ilэ tayini А' zаmап
iпtеrчаlrпdа оlчг. Ya'ni, sistem Д/ zaman farqinin hаг hansr Ьir

qiymэti olanda, onun епегjisi ДВ - 4"N]
daqiqliyi ila tayin оlчпчг va епеrjiпiп бlgйImа mffddati N zаmа-
шпdа miiqahida оlчпчг.

BelaliНa, qeyгimiiayyэnlik mtinasiЫi zaпaciyin аtоm бlgiila-
riпdа trаеktоriуа anlayrgma malik оlmаmаsrш gбstаrir.

ýl1. Koordinat va impuls ореrаtогlаrtшп agkar gэkili,
опlаrlп maxsusi qiymэti ча maxsusi funksiyalan

Bu va уа ba9qa Ьir ореrаtоrчп аskш pkilinin mffаууап edilmэsi
dalýa funksyaslmn hansr dэуiрпdап asrh olnasrna baýlrdrr. Кооr-
dinata baýlr olan dalýa funksiyast verilmig olursa, опdа Ьч funksiya
koordinat tasvirinda чегilmi; funksiya оlчr. Yani, farz edak ki, dal-

ýа funksiyast koordinat tasvirinda verilmigdi (и(r) . ОrИ qiy-
matin

F = tv'Fйy = !ч'Fvd"tdldz
Ifadasina g<ira koordinatm оrИ qiymэti

i = tч'?чrа*ала, (11.1)

yazrla Ьilir. Digаг tаrаfdэп 1и hahnda kооrdiпаtш qiprэti

7 = lrly|'aTt = trу'цrr = tч'iчtdy (11.2)

bu ifada ila tэуiп оlчпчr. (l1.2) ila (l1.1)-i mflqayisa еdагsаk,,kооr-
dinattasviTinda 

? _-r (ll.з)
аlапq.
Demali, koordinat Ьsчiriпdа kоогdiпаt орrаtоrц kооrdiпаИ ччг-
mа ореrаtоrч оlчr. Bu орrаtоruп maxsusi qiymэtini Ирmаq figiin
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?ч."(r)=1ч,"(i) (11.4)

tanliyini уаzлq. Вч tanlikdэ / = i olanda, y,о + о оlпаh, V +V"

OlmaYanda isa qл," = о otmasl lazmrdrr. Bu сflrа хаssэуа Dirakln

delta funksiyasr d(i - {) matik оlчг. Ya'ni

Y," = 6(i -1)
Веlаса, faza koordinafrnln gр€гаtqru чэ maxýusi funksiyasr

r=r
l 

;"rtr-r.И' аR = a(r _i.) (11.5)Yо =й !. ил - 0,1

kimi 1gуiд оlчпчr. Вчгаdа koordinat i,-o-dan,*oo-a qаdаг kэ-
silmz qiуmэtlаг аlаr. (-- .7 . *)

bpuls орегаtоruпчп аgkаr pНini Ирmаq iigiin dalýa funksiya-
smш гаdiчs vektorundan asrlr olnasrnr fэrz edak va опч r- atrafin-
da sгауа ayraq.

,rF) + ,{(i + а) = чF)* ,#|! :, (l 1.6)

Орr tл funksiyasr НаssikэЬпzаг funksiya оlагsа,

Y(;)= е*,{,|

0ly
а7

ifadasini hesablamrg olsaq

+=+";It.l -!Ы e;I(r' (l1.7)ffi ffi hФ
alda еdаrik.
Вэllidiг ki, Hassik fizikada impuls, Bsir iпtеqrаhшп fazada dэуig-
masi kimi, уапi Ьir inteqralrnrn qradientidir. Вчпч паzага alsaq

*r|)=it =F (l1.8)

оlчr. Onda (l1.7)-dan

38



а i-
ыY =iРY

Вurаdап_dа

i =-iп!=-ihi'ai
aldo edilir.
BelaliНa, tig dапа impuls орrаtогч almrg oluruq:

р, = _ihP, i, = _ih9, ь. = _ih9
й, оу oz

Bu ореrаtогlаr Ьiг-Ьirlаri ila komutasiya еdал ореrаtоrlаrdr

i,ir- Ь,h,=[д,а]=О
P:i,- i,i, =[i:,i"l=о (l1.1l)

р"р,- P,P"=lP",Prl=0
Lakin kooгdinat x,y,z ореrаtогlап ila чуФп i,,ir,i" ореrаtоrlаrt
komutasiya еtmiг, апсаq gаtрш чуФп kоmропепtlаr komutasiya
edar. Mosalan,

Fb,- i,,лу =-,о(,*-*"), =-th(,*-Y -,*)=,о,

Gi,, - ь,,\" = -,о(, 
& 

- *"), = -"(,+ -,#)= о

alrnar.

(l1.9)

(11.10)

аlrпаr.
Demali

ф, - h,x= [r,д] = tП,|r, ЬrJ=[r,i,] = 0

УЬ,- Ь,У= [у,а]= rh,ly,b,l=ly,h"l=o (t1,12)

zF, - i 
"z 

=V, Ь "l= 
th,V, i "l=V, i, rl= о

mtinasibtlarini аldэ еdагik.
indi dэ impuls ореrаtоruпчп mахsщi qiymati rrэ maxsusi funksiya-
slnt tapaýrn. Вчпчп iigiin бпса marsusi qiymat va maxsusi funksiya
tanliyini yazaq:

iу,F)=-tпiу,(r)= Fy,F) (l1.1з)
Va чуфп Ьirlэgапlаriп бdadiyi ЪпliНагiп
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-ftаY-:) = ь-Y^F): l,w*(r)

--#= i,v,F)= р,у,(7)

-roaY-(F) = i"y,(f)= а"v*(r)

vo(i)=x(x)y(y)zQ)

(l1.14)

(1 1.15)

(1 1,16)

(1 1.17)

(l1.18)

аIшаг.

pklindэ ахtаrаq. Опdа
,*_ d<(r)

- lп-
dx

У (y)z(r) = p,x(x)v (y)z(z)

hallini

Yani

. оIаг. Вчrаdап

#=*о,*,
olduýu figiin

-*+)=дх(х)

-,hф = p,Y(y)

_*+)= p"z(")

#=*о,оr,#=*о"*

)Х(, Рвх
eh

Y(sl)="To"

Z(z)=";o""

Vр, = fr(у,r)ф"'

Yр, fr(r,rVio"
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l
yр, = fr(r,y)Bio'" olar.

Bu hallar impulsun-o . Ц. +ф va -Ф < Р" <la qiy-

mаtlаriпdэ уаrаrlr hall оlчr. (l1.19)-da fr(y,"\fr(r,"),fr(r,y)
funksiyalan iхфаri funksiyalardr.
Вчгаdап (1 1.13)"п halli

чо(7)=g"*(",**","*О) =C":F' (11.20)

alda еdilаr.
impulsun -Ф<Р <+о kasilmaz qiymatlarinda yp-nin dalýa
funksiyasr оlmаslш sахlаr (kosihnэz, birqiymatli, sonlu qa-
Iаг).lmрчIs kasilmaz maxsusi qiуmаtlаг аldlфпа gбrа, (11.20) mах-
susi funksiyalan d -funksiyaya поrmаllапап funksiya оlаг (Ьх
(5.10) va (5. l l)-a)

[y,'(rfu,(r)ar =6Ь'- р) (l1.2l)
Вчrаdап

l4' p-*o,-uy dч = a(F, _ F)

'6(Ф,_ 
F)=

с =(z,a)i
taparrq. BelaliНэ, impuls ореrаtоruпчп mэхsчsi funksiyasr

1
,__

"iо"

_L lеЦF,-рУdF(2п)'l

Vо=W
Вч zаmап impuls -ф < Р < lo kasilmaz qiymatlar almlg оlаг,

ýl2. Enerji орегаtоru, ýrбdiпgеr tanliyi

Dalýa funksiyastnln sistc,min hаlrш xaraktcriza еtmэsiпэ mtivaГrq
оlаrаq, hahn zашапа gбrа dayigilmasi da йIýа fцпksфstшп za-
manla dayýmasi ilэ tэуiп оlчпчr. Bunu gбstэrmаk чФп fuz edak

0l.п)
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ki, dalýa funksiyasr 7аmапа Ьаýlrdш. t-ашпdа sistemin Ьаl_ y(V,t)
funksiyasr ila xarakteriza olunursa, t'=l*lоашпdа аа y(i,t')
funksiyasl ila хаrаktегizа оlчпаr. аgэr 1и(i,r') funksiyasrm Теуlоr
SlгaБlпа ауrrапqsа:

y(i,t+t.)=y(r1)+t"]vF,t)+... (l2.1)

оlаr. Вч sшаш

V(i,r 
+ r") = Z$.ff' Ko,t7 = 

""*V 6,t1 Q2.2)

kimi da yazmaq imkanrnda da olarrq. ,r(i,t) n" y(r,t) funksi-

уаlап eyni Ьir halr ifada еdэп funksilardrr.y(7,t) funksiyasrm
kvaziНassik funksiya kimi qabul еКэk

|v|,i = J"*'"''' = iff vF,,)
yaza bilarik.

Klassik mexanikadan -Ч =l/ hamilton funksiyasr olmast Ыlidir
at

чэ

+=-|нч (l2.з)
оIп

alda edila bilar. Вчrаdап

н=Ё=ih9 (l2.4)
0t

уа?аflq. (l2.4) ifadэsi encrji ореrаtоrudчr Н, buda Наmitоп орега-
tоruпа ЬrаЬеrdi. Hamiton opratoru гelyativistik оlmауап (v<.c)
halda Hnetik tla potensial епеrji ореrаtоrlапшп toplamrdrT:

й =++(J(x,y,z)= -ýО' +U(x,y,z) (l2.5)
.Ll

(l2.3)-э gбrа

lп+=fry(rs)
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Bu tanliyi ýrёdiпgеr tanliyi deyilir. ýrбdiпgег tапliуiпэ gбrо
Hamilton ореrаtоruпчп dalýa funksiyasrna tasiгi sistemin hаlrпrп
zаmапа gбrа dayi;masini чеriг. Вч tanlik kvant mexanikasrnm эsas
tanliyidiг.

Оgэr Hamilton ореrаtоru zаmапdап а9kаг рkildэ asrlr deyib
,", y(r"r)-.ri

у/(r,t)=чQlе(t) 02.7)
kimi yazrrrq va onu (12,6)-da уеriпа ya7аtaq

ф y,(r)= нчОеQ)
dt

ih

alda еdагik. Вчrаdап

r#(_йч,t)
W--yт -f,,

iki miixtalif dэуiрпlаrdап asllr оlап ifаdаIагiп Ьir-Ьiгiпа ЬаЬ
olmasl iigiin, опlаrrп Ьir sabib ЬаЫ olmasr laaпrdr. Вч sabita Е
dеуэriksа

пdеQ) = Eco(t|dt '\' (l2.8). нуF)= вчQ)
yaziar.
(12.4) gёrа (l2.8)-in brincisindan Е-пiп tam епеrji olnast ауdш
оlчr. (1 2.8)-in birinci tэnliyindan

-!Ж=E[at
ih|псрQ)= й (l2.9)

р(j)= "-*"
(12.9).ifadasinda zаmапа baýlrhýr Е епеrjЬi ila tэуiп оlчпчr. ($:;'
ifadasinda

Hy(i)= вчF) (12.10)

Qgliylng stasionar (qэrагlr) hal tigiin ýrёdiпgег tanliyi dеуilir. Istэ.
nilan halrn dalýa funksiyasrm stasionar hаllапп
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ч,(r,r)= rr,FЕi"
dalýa funksiyalann supгpozisiyasl kimi yaanq:

y{i,r)=|a"y;(i,t)

dbkret sреktг olanda, 
l

ч8,t)= !"(сУ,QУ-*" ав (l2,1l)
kэsibnaz spktr olanda alanq.

SИsiопаг halda ehtimal srxhф zаmапdап asrlr deyil. Dофг-
dапdа stаsiопаr halrn ehtimal slxhýr

|т =|y,(7,t)' =|и;(r)"*" r,ЦrУi"|= 
Q2.12)

чr:Fуи,F) =1v,(rl'
zamandan aslh olnaz.
Eyni zamanda Гиiki kэmiууаtiп оrtа qiymati

F = !y'(rt)ry(r,t)atr
zamandan asrh deyil. Haqiqatan огtа qiymat

r = lvil|ri" Fr,"i" ar = !ч!F)Fч,FУт (l2.1з)
оlаr rra operatoru 7зmапа baflr olmaz_sa, onda

r = lч,'(r)rч,F)ау
aslft deyildir. Еlэса da dinamik dэyipnin hэr hansl Ьir qiymat аlmа
ehtimah zаmапdап asrlr olmм. Dоýгчdапdа

w(r,) =p@, )' 1lr;.(r,t\y(r,t)ar|' =

|!r;.СVЭчFY*" 
ar,|' =lIr* (rlуFY4' 

(12'14)

аlrпаr. Stasionm halda sistemin halrnln zаmапdап asilhф епеrji ila
mfiэууап оlчпчг.

а
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ýl3. Kvant mexanikasrnrn hаrоkэt tэпliуi

Kvant mexanikastnda hаrэkэt tanliyini almaq Ёqiin Гиiki ka-
miyyatin оrИ qiymati dirstrrrundan

V = tv' (r,t)r y(r,tPxayaz
istifada etmak miimktiпdЁг. Вчrаdа yalnlz

dF dF
(l3.1)dt dt

prtini, yani kаmiууэtiп dayigma siirэtinin orta qiynatinin, оrtа
qiymatin zamana gбrа dayigmasina ЫaЬrlik рrtiпi qabul еdэk.
Вчгаdа

#= lr''r,iffv|,tpxdydz (13:2)

-# 
= * !v' F,tP v(r,t)bayb

olduýu Ёgiiп

!ч' F,iff yf ,t)all = * !r' (r,фr y(r,t)arr (lз.з)

уя7апq. Вчгаdап

!v' F,iff y(r,t)al, = ! *rr" 
(;,t)rу(r,tУп =

tffrr*y,#y*v,Bff|r 
(13'4)

0t
va (12.6)-пiп qogmast olan

alda edarik.
(l2.6)-dan ýсhёdiпgеr

=*u,F,,)

= H'v/(7,t)

tаnliyina
ачF,t)

gбrэ

(13.5)

_roav'(r,t)
0t

tanliyindan
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+=-Lfr,,r.(7,4 (lз.6)

yaza bilarik. (13.5) va (13.фпi (13.4)-da уеriпэ уаuшý olursak
(l3.4) ifadasi

!v'F,iffy(r,t)al, =

= I{r' {r,, )ý vt,i* !ч' tr,,)rн y(ч,t) -

- i U, r, (r, t)r y(r, t\at,

рНiпа dtipr.
Hamilton ореrаtоruпчп егmitlik рrtiпi nazara alsaq

lH, ч, F,rlyF,t)ar = lч, Q,t)H y(r,t)alt
onda аlrпап ifadani

л

[v, {;, iff у (r, t)all= Iи, (,,,{ # - +(r 
u - нr\ч F,,Ут,

gаkliпdэ gбstаrа bilarik. Вчrаdап

*=+-+FЁ_ЁF) (lз.7)dt ы it
аlшаr. (l3.7) tanliyina kvant mexanikastnrn hэrаkаt tэnliyi deyilir,
(l3.7) tэnliyinda

ifadasipuasonun-*,(З;#];ЁI:'] 
trз вl

Вчrаdа аgаr ореrаtот. с фаиdап аqkаr pkilda asilt olmazsa,

аr-: - 0 va eyni zamanda F ореrаtоru Hamilton ореrаtоru
ы

ila komitasiya еdагsа 
F'н - нF= 0,.Ё/i = йF (lз.9)

onda
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л

Щ=о
dt

Yani

Е=O.F= сопst.
dt

olur. Demal i, + =О,[ЁЁ]= 0 olarsa, fиiki kamiyyat saxlanan ka_'dt
miyyatdir. bsalan, епеrji ореrаtоru оlап Hamilton орегаtоruпчп

!Ц, !6ОВl Lй, йJ =0 olmasrndan enerji dayipni saxlanllr1, gfgгik
dt

simmetrik sаhэdа harakat miqdап momentinin kvadгatt va опчп
proeksiyast

{=о * Р,Ё]=о

*=о о [i,Ё]=о (lз.ll)
olduýu tigtin

(l3.10)

оlаr.

(13.12)
Lz =сопSt

E="on,t
оlчrlаr, уопilz va d sferik simmetrik sahada sахlашlш

ý 1 4.Kэsilmэzlik tanliyi

Univeвal sахlапmа qanunlarindan.olan уiikцп va madda
miqdапшп saxlanmasl qапчпч kvant mexanikasmm asas tantiyi
olan Sсhбdiпgеr bnliyindэ бz эksini tарmlgdrг.
Веlэ ki, (12.6) ifadэsina uyýun olaraq

,*. а v@ 
=( - {о'* u]gи(r, r)'n-a, \ 2, )
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_ rпаv'ý ,r) 
=( _ L+ л: + ulyr.(r,r) (l4.1)0t \ 2. / \"

yaza bilirik. Вч tanliНarin har tarafini чуЕчп оlагаk biringini

1и'(r,r)iНпgiпi isa yF,t) soldan vurчЬ, tагаf-tаrаfа 9шаq:

,о r, (r,,)* + iп у(r,)Ц!Р =

= r'(- *v' + u)и(r,4 - r(r,,{ - ýо' * u)t F,t),

ih 
*(чr' F,r }д(;, r )) = - ý<r' t-, tN' у (7, t) - у (i, t)y' ч, (i,, ) -

- y' (i, tУ,{(г, 4 * y(r, t|l у' (r, t)

ih+ = _{V(r'iч -й ч')-чr]ч' +Uv'yа 2m *

Вчrаdап

#=-*u(.чч-йч,)
оlаr.

- h(
Оgоr l = 

'*V|[/'=V'Y
igаrэ qэbrrl etsab (l4.2){an

aW

'iч- й ,')

(l4.2)

(l4.3)

-v,а
Ya уа

Ч+ij =о (14.4)
0t

alda ediik.
(14.4) tanliyina kasilmazlik tanliyi deyilir. (la.a)-da W ehtimal srxlr-

Еr, 7 orаyanln ehtimal sшhEr adlanrr.

Эgаr W -ni va j -ni elektrik yukuna vrrrýаq
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W" = р, =Ayl'

j" =*(r,uч-й{) (14.5)

kasilmэzlik tanliyi 
эп
ff + dii" =0 (14.6)

al_arrq, Bu (14.6) ifadasi elektrik учkfiпйп saxlanmast qanrrnrrnu
gёstаriг. Qiinki,

lPn - labi"arr =о
inteqrallama ЬЁtiiп Ъza iizrа olduфna gёrа

* lo"on = -{j-Б (14.6)

ума bilarik ча sonsuz hacmi ahata edan sathdan kо9ап selin miq-
darl srfiг olaT. Onda

} lo"on =о
оlаr. Buradan

Q = te"d.rr = collst (l4.7)

оlчr. Yani иm elektrik yiikii saxlantlrr

Q = сопst
Eyni yolla (14.3)-ii kfttlэ m-э ччrsаq

Wn = р^ =rlylr,

}. =!(ч,iу-йу,)
уцddа miqdапш хаrаktеrь еdэп mаddэ srхJrфш ча mаddэпiп se-
lini alanq va bu da maddanin miqdannln sЙan-asr qanrmrrnu
olar. Ya'ni

0W.,,rij _п
;*clluj,=g (14.9)

(14.8)

(14.9)
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+ = 0,М. = сопst. (14.10)

оlчr.
Demali, madda miqdannrn чэ ytikiin saxlanmasr qanrrnu ýchбdin-
gеr tanliyinda бz aksini Ирmаqdаdrг.

ý1 5. Erenfest tеоrеmlагi

Kvant mexanikasmda zaman kegdikcэ impuls va koordinatrn da-
yigma qanunauyýunluфnu tapa Ьilmаklапmdц. Кооrdiпаt чо im-
puls opratorlarr zamandan аgkаr ;akilda aslh olmadlýrna gёrа ha-
гаkаt tanliklari

л

Ц=Llr.я1
dt ih' J

Ь =rгu ul 
(15'1)

dt ihL'J
kimi уааlаr. (l5.1) ifadalari klassik Hamilton tanliklaгina anoloji
tanliНardi, yalnlz (15.1) ifаdэlаri орегаtоrlч tапliНэr pklindadiT.
Bu tапliНаr siiгаt ila impuls arasrnda va impulsun zamana gбrо da-
yigimini gбstаriг. (1 5. l) birincisindan

r,,Ёl=*F:*_е)t" , 2mih, ^

Ь,Я]= *еr-yF) (l5.2)

V,"!=*Ф:r-zР)
аlrшт. Вчrаdап

[r,Я]= *V'r-iР') (15.з)

yazmaq оlаr. (15.3) ifadasinda

F,rr _7Р =-zihi' (15.4)

аlшаr va
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а=;
almш.
Eyni qayda ila (l5.1) ikincisindan

д
dP, __aU
dtы

лdP, aU
dtф

д
d4 _ _aU
dt az

yaza bilaгik. Yani
д

dр

-; 
_!(/

dt

V,fo|=: (15.5)

эldа edirik
BelaiНa

л а
рdi

(15.6)

(15.7)

(15.8)

оlаr.
(15.6) va (15.8)-а gбrа

4 [r,оrоt, =L[y,ijvdr
clt J m'

d
* Iv'ivarr = -tv'iuydv (l5.9)

(l5.9) ifadalari ETenfest tеоrсmlаri аdlашт. Ya'ni, Hassik Гиikаdап
brqli olaraq, kvant mexanikasrndafoza kooгdinatrntn чэ impulsun
dayigmasi оrtа qiymat anlamrnda istifada оlчпчг. Ya'ni

й=F
dt п'
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{ = -gradu (15.10)
clt

olar. Оgаr potensiyalm qгadienti 9ох az dayi9ima monrz qalarsa,
onda biitfln bza iizrа potensiyalrn dayi9imi az olar va klassik Гиikа-
da оlап bnliyi, уэпi Nytrtonun ikinci qапчпчпч аlапq.

ý l б. ýrбdiпgеr tanliyindan Hamilton-Yakobi
tапliуiпiп alrnmasr

Kvant mexanikasr ila Hassik mexanika arasrnda olan alaqa
Hamilton- Yakobi tanliНarinin, фhбdiпgеr tanliyinin xiisusi hali
olmasmda daha qаЬапq ýaНlda бztпЁ gбstarir. Ма'lчmdчr ki, На-
milton- Yakobi tanliyi

п -!-u =о (16.1)
2m

рkliпdаdiг. Эgэr fаrz eЪak Н, dalýa funksiyasr klassikabnzar dal-
ýа funksiyasrdrr

у = "*'{r,'| (16.2)

фчrаdа a=l qаЬчl olunub). Ixtiyari hal iigiin ýodinger tanliyini

*ЦР=(-*о, *u)v|,t) (16.з)

pklinda yazaq.
(l2.4) ifadasina gбrа Иm епеrji

B+E=ihL
0t

olduфiigiin

-Lv'+u
2m )v=Bv

tanliЯni аlапq. (16.2) kvaziНassi dalýa funksiyasrm Ьчrаdа уеriпа
уаашý oluruqsa

hz !1
v2'er +Ue|

2tп

аlапq. (16.a}da V2 ila rл funksiyaya tasirini hesablasaq

52

L1 L1
Ееh (1б.4)



v,"*' =i .9"*'= v(;vr"*') =

= 
i. уrр*'* 11Vl .vle;' =hhh
vrk*' -| ftzf "*'

I

h
olda edarik. Вч iйdalari уеriпэ yazsaq

-ffo,,*}(vt +(J=E (1б.5)

Klassik mexanikadan mа'lчmdчr ki,
|l=grgdl=P

оlчr. Вчпч паzаrа alsaq 
.а

h*ч -*fu.iI =Е

Е_Р'_u+LatФ=o2tп 2tп
Vа уа

' - { -u + rпd|uF =g (16.6)2п 2m
эldа edarik.
(16,6) tanliyina kvaziНassik va уа Hassikabanzar tanlik dеуiliг. Bu
tanlik Hamilton-Yakobi tanliyi (16.1) tanliyindan sопчпсч hadla
fаrqlапir. Эgаr

h

P2h
->>-2tп 2m W*4 (t6.7)

оlчгsа, (1б.б) tэnliyindan fi ila рrоропiопаl hэddi пэzага аlmапq-
sa, Hamilton-Yakobi tanliyi аIlшr. ( l 6.7)"dэп

Р ,, п!!-
dx

оlчr.
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Yani, imрчlsчп kvadгatlnrn impulsun qradientindan gox-gox biiyiik
olnast halrnda Hassik qanunauyфnluqla kifayatlanmak оlаr. Вir
ьаяqа deyimlg, impulsun dayigmasi, kinetik епеrjiуа пisыэп 9ох
kigik оlаrsа, Hassik mexanikanrn tatbiqi qanaotЬэxg hesab oluna

Ьilэr уа уа fэzada dalýa uzunluФ 
't 

=2Й' kasНn оlmауаrаq dayb
р

рrsэ, yani

Ф..Zо
dx

оlаrsа, ýсhffiпgег tanliyinin taqribi hэlli, Hassik mexanikanrn
miiddaalan ilэ uzlagan паtiсаlаr чеrir.

ý17. impuls momenti ореrаtоruпчп аgkаг gаklпiп
ahnmasl, опчп maxsusi qiymati

va maxsusi funksiyasr

Кчапt mexanikastnda asas ореrаtогlаrdап birisida impuls mо-
menti ореrаtоrчdчr. Bu ореrаtоruп na сtiга ореrаtоr olduýunu tap-
maq iigiin Ьzашп йоtорlчфпdап istifadэ edak ча Ъrz edak ki,
dalýa funksiyasr koordinatrn funksiyasl оIчr. Qapah sistem Ёgiiп fэ-
zanrn biitfin istiqamэtlari eyni hffquqlu оldчфпа gоrа fazada son-
suz Hgik dбпШfimа Ьахапqsа, y(r)"a y(l) dalýa funksiyasr еу_

ni halr хаrаktегizа еdiг. Вчrаdа / dayipnin dбпmауа mafirz qa-
lап radius vektoru

7 =7 +ff =7 +|aP.r|
pklinda оlаг. indi и(/)-i frаtгаfшdа srгауа аупhгsа

уr(7)=уr(7 +tr)=y(r)+tr

yaalabilar. Onda

(17.1)
ау(r)| +",
-:-l-Ф |r=Ф

у(7,)=(,-г**- )и(,} (u=#)

lаr\ = ф[iV] = Ф.|frL- ф"hVL + ae"|fl|
va
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olduýu rj.gun бр,,6рrvа 69"Ьчсаqlаrr х,у ча z охlап atrafinda

aonsuz kigik donma bucaqlandrr. (l7.2) dtisturunda
I___=l а а
[rV} = уБ-" Ф,
I-] а а
[rV} = уы-' Ф,
t___=] а а
[rV} = "б- rы,

оlчг.
Орr (17.2)-ni +ih-a ччruЬ va bdbak

,п!аоЬv)=i{-,ilао[п1

alanq ki, burada i орrаtоruпа

t = -п[П|=Vр1 (17.з)

kimi Ьаха Ьilагik va bu орсrаtоrа impuls momenti ореrаtоrч deyi-
lir. Вчrаdап iig dana impuls momenti ореrаtоru

i,=-tпU!-"9l- yi"-zi,oz ау

i, = -ihQ*- -*l = zp, - Ф,,ох oz

i, =-iп{,$- r*)= хЬ,- yi,, (17,4)

оlчr ki, bunlar biT-birlari ilэ komutasiya etmayan ореrаоrlагdtг.

Masalan, бгпаk iigffn t va Z, ореrаtоrlаппа baxarsaq

i,i, - L rL * = (й, - rЬ )Qi,, - ф 
") 

- (rР, - rЬ 
"Xyi, - "i r) =

= yi,zb, - zbrrh, - yh"xi, + zhrф, - ф,уЬ" + х?"уЬ" + zP,zP, -
- xi,zi, = yb,b,z - yb,z\" + фrф" - xbrh"z = yh,Ф,z - zh)+

+ xPr(zP, - i,,r)= -ihф, + tф, =m(хt,, - yi,)= ihL"

olur. Eyni yolla
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|ц; rl: irt, _ i"ir:ihi_,

lL",L,7= t"i,,_ L,i, = iй,
гI
LL,,Lrl=L,Ly-LyL,=ihL" ( l7.5)

miinasiЫlarinda alarrq.
Вчrаdап gёгtiпfiг Н, Lr, LyvaZ" орrаtоrlап komutasiya etmaz-

lэr, уэпi опlапп ortaq maxsusi funksiyalarr уохdчr, опlаr tam ГziН
kэmiууэtlаr рхlчФ tagkil еtmаzlаr. Вч Ьашmdап, alverigli оlчr
ki, L,,Lyva I" ореrаtоrlаr avazina t r"impuls momentinin hэr

hansr Ьir Ьirlэýэпi, masalan, i , i;lапсЬiпdэп istifada оlчпчг. л8 va

i"ореrаtоrlап komiИsiya edan ореrаtо-rlаг olubl va !Гиiki
kаmilryэtlагi tam Гиiki kamiyyatlar gохlчф tagkil еdiгlэr. impuls
momenti ореrаtоru dбпmэ ilo эlаqаdаr olduф iigiin опlаrr sfeгik
kооrdiпаtlаrdа уаzлаq liizчmч meydana рlir. Dеkагt koordinat
sbtemindan sfеrik koordinat sistemina kegid Ьч сiiга арапlrr.
(x,y,z+ r,O,p)(pkil 1.5)

х = rsindcosp

у = rsindsinp
z = rCOS9

Вuгаdа

z
(l7.6)

r

х

0

у

у

ýakil 1.5. Sfегik kоогdiпаИ kegid

r = (r' + у2 + "'Y ,rgр = Z,cosl :1
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Yа уа

оIчг. Вчrаdап
а

9 = агссоsi ,р = arctg!rx
аfu

ы
0r

0r 0х

ы + у2 +z'

аа0 00о+_-+- ,

аOЫ 0рfu
2х

= 
i 

- sindcosp (l7.7)r
00 _cos9cosp 0р __siпg
0х r 'ах rsind

Onda
0 л,_ л_^_._ 0 . cosdcosp 0
- = slno'cos@- + 

-- 

-ы 'ar r 00

Eyni qayda ;l. 9 -da уяzапq.ф

sinp Э

rsin? 0р
olar.

а aar.aa0.00p
ф=ыф* *ы-Фй

уааlаr va

t = sinds iпr_Щ_ cosdsin{a 09 _ соsg
Ф "ф r 'ф rsind

olduýu tigiin

9 = sindsi nr!* cosgsinp 0 * cosg о
Ф 'ar r 00'rsiпOОg

ifadasini almrg oluruq.
а
; - kiramasini da sferik kooTdinatlma gбга yamrg оlчrsаq
oz

а fuа.аOа.Oр0
Б=БЫ*Б ао*БФ

(l7.8)
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!:"о"о,Р=о,+- -sin9iйozozr
а ^а sindЭ_ = cosol-az --- ar r 00

Ирапq. (|7 .7),(l7 .9) ifadalarinin сэmi
а а а 0.cosdcospE sinp а
:- * -:- * -:- = srnt/cosp;-
Ох' ф ' Oz ' ar r 00 rsiп9 0ср

+siпоsiпр*-Ч* *-Ж+ "о,о| +*
чегiт. (l7.4) ifadэsinda *, &""*- 

lаri yerina, (17.7),(17.8) va

(17.9) ifadalarini yazarrqsa

t, = -,п(, ! - 
" *)= 

iп(",^ о $ * ов о *, е ft)
L, = -ih(" * -, *)= -;и[соs я $ - аво,^, *)

t"= -'Ё[, -lп

(17.9)

(l7.10)а)l_

ы)
а

0ср

alanq. Вчгаdап (l7.10)-a gбrа

t =L,,+i,,+|=-h,Г+$[riпа.а 
\ t а' 

'l

[sind od\ *)*ЫТ афJ
alda еdiгik.
BelaliНa, sfeгik koordinat sbtemin da i-,, L r, L" n. t ореrаtоrlаrr

r, =и[ri,,я $*r,вО"".r*) 07.12)

', 
=-*[* "9*-"tgl,i^p+) (l7.1з)
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i, =-ih! (17.14)
ор

8=-о'[#*(""r*)-#h] ,17.15)

qakilinda tayin оlчпчr.
i," u. -8ореrаtоrlап р чэ 0-dan asilr орегаtогlаr оldчф

tigЁп, dalýa funksiyastnm р ча 0 - dап asrllrýrnr qabul еtmэk kifa-

yatdir. Mahz buna gёrаd" t ua i ореrаtогlаrlпlп mэхsчsi qiy-
mati

tу(о,р)= l'ч(о,р) (l7.1б)

i"y(o,p)= r,у(о,р) 07.17)
Ьпliklэriпdэп taprlmalrdrr. lndi оgэr gбstэrsаk ki, Ьч tanliНorin
hэlli eyni funksiyadrг, onda bu ореrаtоrlаr biTi digэгi ila komuИsi-
уа еdirlэг. Onca (l7.17) tanliyinin hallina baxaq.

--+=L,v
9и funksiya,, ri'",r-o;Ё]; -*

ор
0V 

=rЧap,Vп
умrlаr. Вчпч inteqrallasaq

у = r*оr, yr, : 
"*",

alanq. Umumi hall 
!-t_,

Vl, = деr "

L"
оlчг. Вчrаdа

ri аlrr ча hall

= tta adadi olduqda m =0,*l,!2,... qiymatla-
h

59



Yl, = деl^9

kimi уааlаr
Demali, L" =hmqiymatlari аlrr va m-а maqnit kvant adadi deyilir
va оrЬiИl momentin рrоеksiуаsrш tayin edir. bpuls momentininz-ЬlrЬРШ 

:::L
L" =XZh

va sairа diskret qiymatlari alrr. Yэ'пi, Д,diпаmik dayigani

kчапtlашr. Вч kчапtlапmа da m adadinin impuls mоmепtiпiп
proeksiyaslnm tayin edan bir kamiyyat оlаrаq, Гziki mа'па da-

ýrmasr ауdшdlr. Dalga fцnksiyastn,n поrmаlizа olunmast ýarti-
па gбгэ

2l 2

!v",|ap=t
0

уааIаr. Brдadan
2r22*

Лпl*| dcp =|l|' lc-n ё,п dp = 2olAl' = t
0о

/- l
Б

alanq. Опаа Д' -in maxsusi funksiyasr

1Yl,=S
va mэхsчsi qiymati L, = hm, п = Q,x|,fl.,", оlаr.

lndida л8 оргаtоrчпlш maxsrБi funksiyasr va maxsusi qiymoti-

ni Ираq. .8 -пiп tanliyi (l7.16)-ya gбrа

tч = t}y
Yani

ei'9 (7.18)
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--[#*(*,*)- *#1v=I}v
Bu tanliyin hallini

qe, =о(9)ю(а)
pНinda axtaraq (l7.t9) halli (17.1 6) - da уеriпа уаzаrýаq

*$аrЮ(р)=о

(17.19)

gЬ) а
siп9 d0

("ioo!!\* o(q) а'а
\ d0)'siпzOdр2

ча уа

ffi#(" "'#)- #,^" =й# 07.2о)

аlагrq. (17.20)-dan gбгiiпdfiуii kimi bu bnliyin soldakl qbmi
уаlпz d-nin, saýdakr qismi isa р-пп funksiyasldш. Onda оп-
lаr Ьir-Ьiriпа ЬгаЬг olduф iigtin (17.20) ЬraЬrliyi Ьir sabita
ЫаЬог оlаr. Bu sabib f,.2 deyak. Опdа

_ l_ _d'Ф(!) =7, (l7.2l)о(е) dp'

. 
yamlaq оlаr vа o*uflo= 

"о" (7v= m) ( l?.22)
tapaгrq. Tapilan (17.22) halli ela Z, ореrаtоruпчп da mэxsusi
funksiyasrna uyýun galir. (l7.20)-пiп sol tаrаГt

,,,а$(-, 
", #)- $"in' оо{о) =х'0(0) (17.2з)

va уа

#*(,^,#)-(#-fi)ao1=o
оlчr. z=rcos d olduф iigЁп

dy 
= 

dz dyt 
= _siпOdyjo - d0 dz o"'u 

d,
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gЦ4r_.6z rdq(z)
sind dz\ dz

ifadalorindan (1 7.23) tanliyi

*|чl=,
d (b_"zldil(z|\ ( t и' \

dz\t )ry)-[.;-ft)'t"1=o Q7'4)

pklina diiqэr. Вч tanlik z=llqiymatinda *hэddina 
gбrа

- z' + со sonsuzzl yaxrnlagrr чэ tanlik sinqulyarlrýa sahib оlur.

sinqulyarlrqdan azad "Ъ'ёj:ё];?,1';tГ"' (17.25)

kimi ахtагаq.(l7.24}dа bunu уеriп Уа7m,ý оlагsаq

(|- zz){J"(z) - (ztz +2z)u'(z)+(# * #-")ur' = О

-u *u'|' -{' 
]uG) = оL-z )

)-(#-

(| - z\rJ " Q) - 2z(| + фu' (z) +
L2

т

rJ,(z)=+ (17.26)

аlапq.
v = m 2 0 qiymatinda sinulyarlrq аrаdап qalxar va (17.26) tanliyi

(| - zz)(]' (z) - 2z(п + I)u' (") *( * - *r., * r|ulr1 = о (|1 .27)\, [fr, ,)

;aklina dtýаг. (L7.27) tanliyinin hallini srra gэНiпdа

U(z)=torro (17.2s)
&=0

axtaraq. (|7.27) ifadasinda (17.28) slraslnl уеriпэ yazsaq agaýrdakr

саЬri bnliyi аlапq:

Ёt- 
+ zftk+ 1)о**, -|#- (t * .\ъ +. *thr],"r =о

Ьчrаdап

бz



(l1.э =#-У,-:у 
-:-u

,,,u,,n,o amsallaTr ;; ffiDaIýa -JJ;]
sonlu olmaltdr. Вчпчп figiin (l7.2s) srгаsrшп 1lz.zяlЪ-rчtГ".rЪ-
ynk k qiуmаtlэriпdэ ао + О olar, lakin ар+2 =OolTnalrdrr. Buda о
vaxt оlаr ki,

I2

;т-(р+rпh+и+1)=9 (l7.З0)

olsun. (р = 0,I,2,з,...)
Эgаr р + m = / ila igaTa etsэk, /-in 0,1,2, ... qiуmаtlаr аlmаstш
gёstаrir .

(l7.30) -dan
L' =h'lQ + 1} l=0,1,2,... (17.зl)

qiymati almaq imkanl уаrапrr. Demэli, impuls momentinin kvad-
гatr орегаtоrч п't(t +1) maxsusi qiуmаtэ sahib оlчг. (t7.3l)-dэп

l =0,I} =0
l =l,L2 =2h2

l =2,Lz =6hz
(l7.32)

l =3,L2 =|2h2
BeloliНa, / adadi огьitаl kvant adadi аdlапrr va Ьч kvant adadi
impuls momentinin kчаdrаtlш tayin edan эdаddir. Giiгtiпdflуti ki-
mi impuls momentinin kvadratl diskret qiymatlaг аhr. r kчапi Ь-
9jзil_!чt Ь_rr. qiymati tiqЁп 2/+1 qadar hэll mбчсчd оlчг. Опа gбrа
(17,25) ifadsini

2l +L
0r @)=

zQ +m)l
лQ'(cоsd) (17.зз)

gaНinda yazarlq. Burada {"(cos9) funksiyasr Lеjапdг polinomu
аdlапш ча опчп ifadasi (ЭIачэ В)

{,(соsd)=#(,_""*rЁff#/ (l7.з4)
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kimi аldэ edilir. (Olava ...)
(17.22\ ifadэsini-da паzаrа alsaq, impuls momentinin kvadratt va
Йоrn"оtiп z-Ьirlарпiпiп maxsusi funksiyasr

yi,(0,p)= l;Г,;йГ, .Q'(cosd)e-9 (17.35)

siferik (kiira) funksiya оlчr. Ya'ni, hаm л8 va hamdai z ОРеrаtОr-

lап
tц,(о,р)=п'tQ +!r;,(о,ф 

(17.з6)
i, 

"r7 
(о, р) -_ hmyr (0, р)

ъпliНэriпd а h' l(l + |),htп mэxsusi qiymэta w Y,^ (0, ср) maxsusi

funksiyaya malik оlшlаr.
(l7.З5)dо лQ' (cosg) funksiyalan kffranin saфinda огtопогmаlltq

рrtiпi бdауэп
ц2* '

l [(ri @,ч)) у,"(а,р),iпИИр = б16*' (l7,з7)
00

funksiyalardш. sferik funlsiyalann xiisusi halda bzilari / -iп чэ

m-iп qiymatlarinda саdчэl l -da gbtarilmisdir,
Cadval 1.

/=0rrz=0 Гоо lfr 1

4lT

+1

1

Б
г-

l=l, m=0 f; = ,/f "".а

Еr-q"'"l=1,m=+1 Yi = lъ
l=l, m=-1 Ц' = Е"iпd|е-t"

l=2,п={ ,J = E(J"o,' 0 -:

Еr = }"о"'о
lr'l' = lsin'alД| 2п

lЦ'l': }so,e

),F;г 
=*Е*."r-:)

Ф



l =2,m=2 
': 

=+Еsiп2 ae-z'P lY:l' 
:flsin'О

l =2,m=I,y;= ffrioa coste'P lrJl' = f,rir,' 0cos' 0

l =2,m = -|, Y;' = ffrioa cosde-'g ,|Y;'|' = Цrirr' 0cosz 0

I = 2,п = -2,Y;2 = --iЕrriп' ae-r'n ,lltu|z = !-siпо 0
Iпdidэ impuls momenti ila Hamilton орrаtоruпчп alaqasini чэ
Hamilton ореrаtоrчпчп Ьэ'zi бzэlliНarini аrаgdlгафп.

ý l 8. Impuls -"ъЧ ;Ltr,ji',"n 
ореrаtоrчпчп

(17.36) ifadasina gОга .8 u. i ор*tоrlап eyni mэхsчsi fun-
ksiyaya sahib olduqlaп ffgiin опlаг komutasiya еdаrlаг, уэпi fиiН
kamiyyэtlari eyni zаmапdа daqiq бlgШап kаmiууэtlаr оlчrlаr.
(l7.5) ifadasindan istifada etsak

|i:,i.l= t i" _ L"t = <Ц,* Ц + Ц)i" - i,(Ц + t, + Щу =

= ЦL" - t,Ц + t'ri" - i"Ц = Цi" + i,i"i, - i,i"i, - i"Ц + t t 
" 

+

+ iri,,t, - iri"i, - i"Ц = i,(i,i. - t,i,) + (i,i" - i"i,1 +

+ L,{t,i" - i"t) + (i,ri" - i,,t;L, = L,(й) + 1_йrlL, +

+ tr(Й)+irt,i,, =0
olduýunu gбrЁriik. Yэпi

[*,а]=о (1 8.1 )
оlчг. Qapalt sistem Ёgfiп faza bircins olduiiuna gбга impuls saxlanrr,

уэпi impuls ореrаtоru, Hamilton орегаtоru ila kоmчИsМ edir.
Ba;qa s<izla
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Ц = lу'FWчОаv = t 'Q +а)йу(r +aPv =

= Iи,(r{r -*uu- )u(,- iuч*')r{rчп=

= t -;lънl*о(",)
yaza Ьilагik. Вчrаdап

Е =Е -IulЪВ]-о(о') (18.2)

оlur. Yani [ея]= 0оlаr чэ Р saxlanan kamiyyatdir. Fаzашп йot-

ropliyindan isa

Е = !v'F + м)ну(r + ffiPtt =

= Iи, (r(r - ; 
rrt-D H(t - 

iао[r-vl)и(r)аи 
=

= !v, F)HvFyrr - +Iи, tг{; [;я))аrч" + о(ар,) =

=Е +iao|it]+o(a9')
yazaгrq. Yani

Е =Е -iао|iн]*о(ая')
оlчr. Вчrаdап

[iit]= 
о (l8.з)

Dеmэli, qapalr sbtem tigtin impuls momenti sахlапап kamiyyat ol-

mаltdlг. (128) чэ (14.1) ifadalrina gоrа

,пачУ,') =( - Lo'* ulуfi,ф0t \2*
нф)= пчF)
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Вчrаdап Hamilton ореrаtоru, Hnetik enerji орегаtоru ilэ potensi-
yal enerjinin

fr =-h' V'*(J
2m

cami kimi gбstаrilа Ьilаr. ýfегik koordinat sisteminda Laplas ореrа-
tоrч

о, = + 
!*(', 

*) - i[,* *F", *) - # #],,, о,

olduýuna gОга .Рореrаtоruпч Vzореrаtоruпчп bucaqdan asrlr
olan qismi ila

* =_h,y," ^ =_о,Г ' L("ino!)-_lj.'l'' ' О0 '- 
[sind аа [""'" а0 ) ' siп' 0 аср2 )

alaqada оlаr va Laplas operatoru l ilа ifada оlаг. Вчrаdап Hamil-
ton operatoru

ft=_#*(r*)-#t+u (ls.6)

gaklinda yaziar.
Belalikla, kinetik enerji орrаtоч rаdiчs vektorun harakatinin kine-

tik enerjisindr" -#*(r*)чэ dбпmа hаrаkаtiпэ чуЕчп

i2
оhп ;a=kinetik епеrjЬiпdап ibarat оlчr.

2mr'
Elektromaqnit sahasinda enerji орrаtоrч

(Ъ-:r)'+ey+u (l8.7)Ё=_1_
2m

gaklinda уаzrhr. Вчrаdа 7 sahanin vektor-potensiyah, ev-isa skab
уаr potensialdг. (l8.7)-dan Ё ореrаtогчпч

U = *(i' * 5 n' - iei - :ri)- ey + u
yaza Ьilэrik. Оgаr
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ii+ 7i = -thlТ-zйi
otmaslnr паzага alsaq, Hamilton opratorunu

fr ={*З-1'- " hij
2m 2mс' mс

gaklindэ alda еdэrik.

* i"h dй+eV+U
2mс

(18.8)

Demali, Hamilton орегаtоru, епеrji орегаtогч оlаrаq, zаrrасik-
lэr sisteminin va опlаr агаsmdаkr tasir qiiwatinin xarakteri ila mfi-

эууап оlчпчr. Dolayst ilэ Hamiltoo, f ," i орrаtогlагr siferik
simmetrik sаhэdа bir-biri ilэ komutasiya еdаrlоr, опlапп Гиiki kэ-
miyyatlari saxlanan kаmiууаtlаrdiг.

Potensialln miпimчm qiymati U* -оlаrsа, епеrjiпiп оrtа
qiYmati ixtiYari halda 

Е =к +о (l8.9)
оlчr. Kinetik епеrji ореrаtоruпчп К mэхsчsi qiymati hаг zaman

mibbtdir, опа gtira da K>Oolar. OrU_^olduýu iigfln

E rU.," аldэ edirik. Bu ргt (E>U",b) bfftiin hallarda dоýrudчr,
onda biitiin maxsusi qiymotlar iigfinda

EnrU-^ (18.10)

оlчг. Sonsuduqda slfira yaxrnlaEan potensiallr sahada U(x,y,z)+0
olursa, maxsusi qiymatlar manfi qilmatlar аlш Е<0 чэ опlаr diskгet
qiymatlaг оlчrlат. Вч isa sistemin halrmn rabitali olmasnl gбstariT,
yani baýlr sistem оlчgdчruгlаr чэ hоrэkаt finit оlчr. Oksina maxsusi
qiymatlar mfrsЫ оlчгsа, onda опlаr kэsibnaz sреktr оlчgdчrчг va
hэгаkаt infinit hаrаkаt оlаr.

Bfitfin fazada U(x,y,z)>O olanda (l8.10) gбrа Е>0 оlаr чэ Е>0
olduqda, spktr kaslnaz оlаr. Yani bu halda timumiyyatla diskret
spektr olnaz чэ hэгаkаt hаmiр inГrnitiv оlаr. Dеmэli, епегjiпiп
qiymэti potensial enerjinin па pkilda olnasmdan asilt olub, diskret
va kasilmaz qiуmэtlаrа чуФп ola bilar. DiskTet spktrinin stasio-
паr hallarr hamiga Гrпit hаrаkэt еdвп sistem оlчr, уэпi sistem va уа
onun miiэууап qismi sonsuzluýa geda bilmaz.
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FosilI-э aid gаhgmаlаr vo опlацо tr"ц'

Qalrgma lJ.0 d
орсгаtоruпчп сгmit орегаЮr оlmщшt gбsЬгiп.

dx

Hall: Ermitlik ргtiпа gбгэ
{Ф

Iч,; Yr& !v,O'via,0
.}Ф

-Ф-Ф

оlmаltdrг. OnOu jи,' 
flnr*n^intcqralr 

agsaq:

ir' ** =|yiy,l: ]:,# * = -fr, fu,:b
Yani

jr' n#* = -fr,!Y оfur. Dernali, 
ftо*rurоru 

шtiеrmit

оргаtоrdчг.

Qalrgma I.2. О=* орегаtоruпчп maxsusi funksiyasmrn чэ maxsusi

qiymatini ирm.

Hall: Рорrаtоrчпчп maxsusi funksiyasr va maxsusi qiymatini Ьуiп сdап
tэпliуi

)yG)= tчQ) уаzагýrq

ф=rr6,dф) =fdх,[Ц= [r*dх -'"'V|х) -'Jyl

|пV = !i,y: е$
аlапq. Onda bu funksiyanr

Y= д{
yaza Ьilагik. f =!ik olanda qл-fчпksiуаsr birqiymatli, kasilmaz va sопlч
оlаг. k-ntn bйttin kasilmaz qiymatlarinda bu funksiya dalф funksiyasr
olur, уэпi f- xayali qiуmаtlаг аlmц оIчг.
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ýalrgma I.3. Егmit орегаtоruп maxsusi qiymatinin va dinamik daqiganin
оПа qiymatinin haqiqi оImаsшr gёstагiп.

Нэlli: DЬkrеt sрktrа malik olan Р оргаtоru gёtfrгаk. Опчп mэхsчsi
qiYmЭti 

оV* = q*Vr (I.з.1)

tэnliyindan taprlrr. Опчп kompleks qogmast

Q,yi = qivi G.з.2)
оlаr. Eгmitlik gагtiпа giira

Irl(or,hn = !у,(О,ч;hп

уаzrlаг. Вчrаdап (I.3.1) va (I.3.2).уэ gёrа

olduýu ii9Ёп

оlаrН, buda

dеmаkdiг.

FИki dэуiрпiп оrИ qiymati F

lv;(Ovrhy = !vr(O,y;Yv

!чi(ч rv rVr' = lv r(чiуr;Уv

ч* tvivodl/ = чi tvivrdY,
Ч*=Qi

(I.3.з)

= tv'Ovd.V аrr.

Наr iki ЬгаГrпdэп егmit qogma alsaq F- = [v(O'v')dY о|аr.Егmit-

lik qэrtiпа giirэ bu ifаdаIагiп saý ьгаflаri ЫаЬгdi, опа gбrа da

F =F' yoya < F >-<F' > аldэеdагik.

ýalrgma 1.4. Kompleks qoýma орегаtоruп егmit va xatti орrаtоr olma-
mл;шl giistaгin.

HalI: Kompleks qogma орrаtогtа'гifа gбrа

Qy =y'
olar. ixtiyari а|уоа2 sabitlari Ё9iiп

0Ьrу, + аzy r) = (аrу, + аry r| = aiyi + aiy| = ai) ч, + ai| ч,
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ущ;1tаr. а| + а|' уа а2 * ci olduýuna g<iго bu qoýma xatti орегаtог deyil.

iпtеqrаl lviO,rrаУ = !чiчiаУ olduýu Ё9Ёп чэ inteqral

lv,O'viall = !v,(Qv,| ar'= !ч,у,ап
oimastna gar, lvividv * lvyrdY olar.Lakin eгmitlik prtindan

!чiчiаrt = ly,y,drr
olmalr idi. Опа gбгэ, kompleks qoýma орегаtог cгmitlik ýэrtini iidэmiт

Qalrgma 1.5. Ciitltik оIЕrаtоruпчп maxsusi qiymatini tарlп.

Hall: Ciitltik орегаtоruпчп tагiГrпа gtiга

flи(r)= у(-r)
Maxsusi qiymat isa Ёjи(х)= qy(r) Ьпfiуiпdэп tарrhг. ТагiЬ gёга

ч{-,) = q yr b) olduýundan

Ру(- х)= qF'у(х)
оlаг. Вч ifadani у(r)= q'y(r\q' =l,ч =tl yazanq.q=*l оlmщt сЁt_

lriуЁп mЬЫ, ч=-l olmasr isa сЁtЁуЁп mэпfi olmast demakdir.

Calrgma 1.6. 2 =(r*)' n Ё =(*r'орrаtоrlаппl ирm vaопlап

mЁqауЬ edin

Hall:

2 у (х) =(, *)' rь) = (,*I, #) =(, # - - ., #)=
-"#),bl=[,

d
Б

Bu yolla

d2

тdx

7l



в чG) = (* -)', = (* "\*, rGD = (*,хи,) -, #) =

= lл(х)+х ф*2rdчQ) *",
"ач,(") 

*
а'чG)

= и(r)*dх dх dх' dх

*r"!Р*"'оху)= jи(х)+ з,ff-id #у)
hеsаЬlауаrаq

Иpanq.B€laliklo,
ndд- а!--1а2

dx
d2

dt' Ъ =t+зх! + r, d'_
dx dx'

аlапq.

Qalrgma 1,7. 0= -йV +ii(r) оIжгаtоruпчkчаdгаtа ytiksaldin.

* -l]Нэll: V=i*+jй Фы
а -0
-+ k-

]riО'чF) =[- *U - i;(r)X- ihl + 9 ))и(r)=

= (- inV - 
; ft)X- iпi у(7)+ ia{rh,@)= 

_п,ч,ч,(i) -

- tп9 7l ч * ! ,а' (r\r = -п'v'у(7) -

ft:(чil-у(r)* 7l,y + 1v y)*$,l,(ily = -п,ч,у(r)-

-, !(v a\off) - айlи(i) + 5 о" FyrF)
Yani

о, =_h,v, _,фvаF)-z,фzFF *1,q,(r)
ссс
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Qalrgma t.8. xe-k'funksiyaы k-пш hansr qiymatlarinda

лd2
Q=-;T -а.r'орегаtопrпчп maxsrrsi funksiyasr оНчфпu gбstаrап чэ

dх-
чуýчп maxsusi qiymэti Ирrп.

Hall: )= fч,G)

(* *')*"-О' =fir"-* -ах'е-О" =*Ь-" _zlo,"-o')-

-м'е-*' =-2la{b' -4fuеь' +4k"x'e-b' -аr'е-*" -
=-6lжdb' +4kzx'e-b' -ах'сО'=(-Or +4k2x2 -ах'\е-Ь' =

= 4lц{k' + (ыr' - a),g' r.-o'
Вчrаdа

(#-*, )'.ь

(#-*'У"-ь, =Ixd,,

olmast Ё9Ёп 4,t2 - а = 0,k = I+оImаlrdrг. Onda

(# - *')хе-*' -[- ot * (цъ, - o\"l,"-o,

olduýu iigiin
f=-6k

J;f тб -+зJ-а_=
2

оlаr. Demoli, Рорrаtоruпчп mэxsusi funksiyasr Jе-k'oluвa, mэхsщi

qiymati Т3fiоhr.
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Qalrgma 1.9. Bircins хагiсi elektik sаhэsiпdэ уапmkеgiгiсiпiп чdmа zolaýb
пtп kапаr qbminin роzчlmаsmш (Frапs-КеldiЕ effekti) qiymatini Ирrп.

Hall: Elektrik sаhаsiпdэ уапmkеgiгiсiпiп еlеktrопlапшп enerjisinin mini_
mal qiymati аzаlrг. Bu zаmап optik udma zolaýrntn kапаr hissasi роzчIчr.
Onda da kirisИl tагаГtпdап епегjisi qadaýan olmug zolaýrn enindan az
оlап fotonlar чdчIаг.

Ма'lчmdчг ki, elektrik sahasindo еIеktrопчп епеrjЬi dауigiгsа va bu
dayigma

р2
бg =!--- _ +еы оIчr (1.9.1)

/,m

m' -keqirici zonada еlеktгопцп effektiv kЁtlasidiг, а -хагiсi sahonin
intensivliyidiг. Qсугimiiаууапlik mЁпаsiЫiпэ эsаsап

Р.Х =!,Х =L (1.9.2)2, 2р
yaziar. Onda епегji imрчЫа

дЕ(р) =*+9Д (1.9.з)2m' 2Р

ifada оlчпаr va епегjiпiп minimumluq ýэrtina gбга

lаztmdrг. (1.9.3)-а gёrа

аьЕ(р)
= 0 olmast

(1.9.4)

tapanq

+ еhm'с

еhm'с

dF

( F' ейs\l 

-д- 

l

\zп' ' zF )
- о'* # =0i2Fэ -еhпl,€ =0

=0;Р=,Р2F3 -еhп'с
2m'Fz

Bu qiymэti (1.9.3)-dэ уегiпа yazsaq, епегji dэyigimi ЬЕ = Е s - t n

( Д" - kegirici zonadakl епеrjidiг)

*=#(Г+| t,F)*:=
,r|еhm'с-1l 

2

ehc

2

74

m 2



еhm'в
m

2

3еhm'в=Z--;-\г
-IепmЕl .4|-| п|
[2 )

з( "hm'в\!' 1_-l 

- 

l 

-
-2[ 2 ) m'

ьв=l(еfuп'е]"'+ =2r@ l -,-_
2\ 2 )7=ril[ 2 );"'"'

yani ьв =1("Пm'Сlа' (1.9.5)*-zl z )
alartq. Demali, yanmkegiricinin kegirici zonasrnda еlеktrопчп епег-
jisinin qiymati xarici elektrik sahasinin intensivliyi ilэ mЁtanasib
оlчr

дд=1 1

2 m
(1.9.6)

Qahgma 1.10. Digkret spektrda mахsщi qiymatlaгi Ьгqli olan maxsusi
fчпksiуаlагrп огtоqопаl olmasmr gtistarin.

Hall: Q -орсгаtопtпчп mtixtalif maxsusi qiуmёtlаri чаг.

|Vr = qoy*,|'yi, = Q,yt, (1.10.1)

Вчпlап uyýun olaraq Vi,". yryurub, inteqrallasaq

lvi(OvrPl' = ar lvi,vrdr
lv r(O' viby = 8 *, !ч r,";ar

аlапо. Таrаf-tагаЪ cD(saQ.

fu;b, rhn _ !, r(O, ,;hr, = (q r - q 

") lyi,y ,аll
sol tагаfdа fаrq sflг оlчr. Onda

о = (q, _ч)tчi,ч*dv

оlчr va чt * Qt, olduýu ii9Ёп

!v*vi,aT'--О (1.10.2)
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prti аlrпаг ki, Ьчdа maxsusi fчпksiуаlапп ortoqonalhq garti оlчr. (1.10.2)
ifadasini

(yr,Vr)=o (1.10.з)

pklinda do yaza. bilarik. Yапi, q* * 4*, dcyilsa, sistemin eyni zamanda

hаm k, hэmdа k'hаlшdа olma ehtimalt stfiгdr.

Qalrgma 1.1l. Halr и(r)= Д"-7*'*О' funksiyasr ila хаrаktегizа оlчпап
sistemin kooгdinat va imрчЬчпчп оrtа qiymatЫ Ирш.

+Ф 2 *. х2 ., t2 .. l 
"|2Hall: Х : 

Jrlиl 
ь:|.а|' !,;7-'Ц'е "'*no'd*:lЩ I|;T|b

inteqгalaltr ifada tak funksiya olduýuna gОrа (- о,+со) intervallnda

опчп cavabt sfirоlаг: Х =0
ImрчЬчп оrИ qiymati:

u = jr,(- -*)*= j"#-*' (-# +hk"Y+-'^'d* =

л.д+Ф l 
"|2 

+Ф

=# 
J1, 'l ** пъ" 

!y\l'a,
Вчгаdа Ьiriпсi iпtеqгаl, inteqгalaltr ifada tak funksiya olduýu Ёgtiп sb

fiг olar va ikinci iпtеqгаl Ь погmаlаmа prtina giira vahid оlчг. Onda

F =hko оlаr.

Qalrgma 1.12. SЫemin halt

и(r)= ср(ху*""' 1p(x)-baqiqitunksiyadrr)
funksiyasr ilэ хаrаktсrizа olunuвa, impubun огtа qiymatini Ирrп.
HalL у(л) -iп погmаllаmа;аrtiпа gбга

Iy'Q]ly\)b=t
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+ф

*]" =14'= flя(")
1

+ф

Ле(rl" а,

аlапq,

-i*,r6{-,t

-in,r1"{- it

u =i,

= kl,-i"

= kr_i"

(- -*)rьр = jFr"_rп'r('{- *ft)rb>-*"o'* =

+ ,пir"оti)"*"'ь =

+* rорQ))"*"'а, =

= - iп|"|'-i рь)ф ь* F|, 
", 

ЪG), а

|c|'-nln qiymatii уегiпа yazsaq

P=po-"ffi$l'r=*
F=Ро

tарапq.

Qahgma 1.13. Sistem y(O,p)=lsindcosp halmda olduqda Том
qiymэtini tapln.

Hall: Nоrmаlаmа ргtiпа gёrэ

lv' @,rйлr@,рУа= L d(! = siп Иир

|,е|' JJЫnacospsindco sцsiпililр =l
2rr

00
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,,=(,Е)'

=(*)Ti.'"

J"".' 
фр=Т*О- cos2p)dp=f,r|]" +}sinz'|'о" =о

'Т"ь, мо=Г_"о"а+l"оr, ,1" =(r-l+t-1)= ,-?=!
d L з Jo \ 3 3) 3 3

Vr+=l,,q=E

Jsin d cos ,р(- П'V'r,,)siп d cos pddl =

, *. r[- -(# + аво ft - ##)*' cos rфсl =

= -*,(*)i- z.b, 0 sп &t0 = -r,o,(*)ib., а - rP(cos а)

alanq. Вчrаdап da

r =z,a,(L\!=zп,;t =zп,
\ап )3

alda edarik .

_(r-rоГ ; о _

Qahgma t.tЦ, Де za2 glt'o (а,4,хо -sabitlar<li)funksiyasrilaveгil-

= *'(+)Jt(- ,io' d + cos 2 а - r)sio 0 соs2 pdит =

miý halda r,F,(^r)i,(^Р,)' n (Пr - l4)_l"п hемыауrп.

Hall: Nоrmаlаmа gаrtiпа gtiга

ir't"lrt }ь =Vr !"-ьУбg=|.а|'аG=r;l4 =#
аlmr.

r *Ф (,-,о)'

Х =_+ |r"Та*
ant п -.-
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Х =+ [уе-" dy -+ [е-" ау - Xo,-da, =Ч эvazlamosi
*lп u ,,tlT u -' а

(М)Р = k -;)r = xZ _r2 olduýu Ё9Ёп

7 = !,r'vo'd, = + !(ol * ,,Y 
"-'' 

dy = +Ь' !у'е-'' dy +

+ 2ахо !le-" dx + ri !"-r Ц l= { * 4

еdагiksа, Х = Хо alda еdагik

аlшаr. Опdа da

'а'(м)'=9-+r?_t=-\/2vU2
Sопrа

olduýu tigiin ({2 = Ро')

yazrb

alda edaгik. onda

а

(ЙJ =(л, - 1У =р, -р;

Е= tv'lvrar=ro

h2--]-2а2'(цу р: -в =#

^х.м 
=+L=L' ,l2,lza 2

yazanq. Аr=
т,

м, h

Б
olduýundan

аlmаг
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Calrgma 1.15. Laplas ореrаtогцпчп егmit орrаtог olduýunu gtistагiп.

Hall: Ermitlik ргtiпэ gёrа

lvi bv,aTl = lv,(bvriPt'

b=L*L*Lах' ф' az"
оlmаhdrг. Вчпчп sol tаrаfiпi apaq

[vibv,dlr = Jи;9(Пи,Рт, = lЙ(чiПч,Ьп = l(nr:XVr,PTr =

= [аф;Vу,Уr = -J(Vи,V ,{i -y,,tr(Vy,i)YY =

Jи, РVи; Pr, = !v,(n' yiby = !v,(bv;Pr
оlаг

о halda

lvi бч,Ут, = !ч,(ьуrihl,
оlчr. Ya'ni, Laplas оlхгаtоru егmit оргаtогdчг.

Qalrgma llB. Й 
"ореrаtоruпчп 

maxsusi qiymatini ча mэхsчsi funksiyasb
пlИрп.

HýIL Й rФ = М 
"Фtапliуiпdа 

М" .-а
= -|п- olduýuna gбrа, 'опчп

0р

frmчmi balli -fft$ =М,ФiФ= A"*"'"pklinda ахиrаq. pdayigani
ор

0 ilа 2z агаsшdа olduýu iigЁп

ZTf,M, =2laп

уа7япq. Вчгаdа m=O,t 1,t2,...Yoni М" =fuп,Ф. = Дd^9
оhг. Nогmаllаmа рrtiпdэп

2s 2*

}*,"|'о, 
=|,lдl' Р 

gein.dp=t;zol{' =t;д=};
alda еdагik.

80



II F asil

ВоИ sado hallarda $rddiпgеr tопliуiпiп hollari

KЁtlasi m olan zагrасiуiп potensiallr sahada hагаkаti stasionar
ýchбdinger tэnliyinin

- *О' r(r, у, z) + U (х, у, z\y(x, у, z) = Е у(х, у, z) (II.д)

va уа iimumi halrn ýчrоdiпgеr Ъпliуiпiп

*ЦР=fr,у(r,i (II.в)

verilmig potensial епеrjiпiп ifadasi ila miiаууапlа9ап hall ilэ tэуiп
оlчпчт. Onda (II.А) bnliyinin, уапi stasionar hallin ýсhбdiпgеr tэп-
liyini аrа;dlгафп. Stasionar hal iigiin ýchfi iпgег tanliyinin

Нy = Еy (II.с)
holli, U(x,y,z) potensial епегjiпiп ifadasindon asdt оlаrаq miixtalif
хаrаktеr daglylr. Опа gбга da пriixtalif potensial епеrji ffgiiп (II.С)
Фnliyinin halli ila maqýul olaýrn.

ý19. Potensial qutuda harokat еdоп zаrrасik

Daxilda potensial enerjisi sflr va опчп хаriсiпdа sonsuz Шyak
olan qapalr sistema potensial (qutш} deyilir. Sadalik tiфп fаrz edak
ki, Х istiqamatinda оlап hагэkэtа Ьшrпq. Yani potensial qutu de-
dikdэ Eakil I.6-dakr kimi zаггасik паzаrdа tutulur:

U(х)=9,0зх<а
U(r):to,x<0 olanda

U(x)+ -oolsun, х>а olanda

U(x) + о оlчr.

U(x) U(x)

U(x):0

0 а
фКl I.6. Dэriп Potensialqutuda

harakat

х
(II.F) bnliyi qutudan kапагdа
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*#toql(x) = r,у(,)

gaklinda оlаr va qutu daxilinda isэ

_*#=вчG)

У(r)= lsinkr+Bcoslx

, Jz*Eк = 

--ош,.
h

(l9. l)

(l9.2)

Bu tэnliyinhollini
(l9.з)

yaza bilarik, hагаdаki

у(r)ГоКriучst kasilnaz olduýu iigiin qutunun kапаrlаrtпdа (х=0,

х=а qiymэtlarinda)

и(О)= у(о)=О (19.4)

olmalrdш. Bu sэrhаd gartinin olmasr gёstаrir ki, В=0 olmalrdr.
Onda (19.3)-dэ hall

у(r)=lsiпЛт (19.5)

olmasr vacibdir. у(о)=0 prtina gбrа

ka=nz (19.6)

оlаr vo (l9,5)-dэп hall

у(,)=r.r('Т)
pklinda оlаr. (19.6) mЁпаsiЫiпdап

J2*E

-а 

= пlт
h

2mЕ,rа
h, 

О" =п'п'

уа?зпq. Вчrаdап

о _п'h'п' = 
h'n' rlc-п 2mаz 8m7 (l9,8)

alanq. (19.8) ifadэsindan gёгiiпdйуti kimi potensial qutuda hагаkаt
edan zаrгэсiуiп enerjisi diskret qiymatlar аlш, Ьчrаdа olan n kvant
adadi п=0, 1,2,3,... qiуmэtlаri аlаr:

82



z=O,До=0

п=|,Еr=#

п =2,Е, ='О'|"'- mа'
va caira olur. Qutu daxilindo zагrасiуiп оlmа ehtimalr

lVl' = ,q'"iпz 
!L26

olub, O-dan А2 -а qаdэr qiymatlor almrg оlаr.
Qutuda zarraciyin impulsu

(-**,),*
Ос. 

П7Т Пп 1ISrn-xco
=-thi -о о =о (l9.9)

"!"in'ff,b

т='У'(,о#)* =

'lv
0F

|v'vao

п'h'п'-т-

а

2

(19.8)

(l9.10)

(19.1 l)

lr'ф
о

0

оlчr va

0

р2
alda edilar. Вчrаdап Е =|-

2m

olduýuiigiin F =2mЕ
alarrq. Вч natica klassik fйkadakl zаггасiуiп qutч daxilindэ irali
va geiiya hаrаkаtiпэ чуФп gэlir. Ogar qutu daxilinda zагrасiуiп
vэziyyatini tayin edorsak

,( х
х

,r

а
Sln1"

j.'" F
оlаr ki, buda klassik паtiсэпiп fistfina \yl' =l2 sin2 пLх о|апdа

а

пп-х
а

8з



'Ixcdx

Х = +-= { 1 аtцtп. Аmmа х2-шп огtа qiymati tigiin

!"ь z

0

т
.*,("f,)o''lxz

=+(,#) (19. l2)

л,,(,;l*
аlшlr ki, buda Hassik fиikапш verdiyi natica ila чуфпlаgrr.
klassik Гиikаdа

:; 
'F'"* 

а,w2 _0ло ==;- =т (19.1З)

I"b
0

Lakin п-пiп 9ох Шучk qiymatlaгinda Ьчгаdап аlшап natica ilэ
klassik пэtiса ibt-ibtэ diipr. Эgэг zаrrасik iigiilgulfr qutu daxilindэ
hагэkаt edarsa, x,y,z Ыiqаmаtlаriпdа;юtепsiаl

ГO<х<с
(J(x,y,z)=o,|o<r<a (t9.14)

[0(z(c
оlчr чэ bu sагhаdlаrdэп kапаrlаrdа isa U + toyaxtnlagrr. Вч hal-
da dalýa funlKsiyasr

' lll(r,y,r)=lsinft,xsin krysinkrz (19.15)

рkliпdэ yaala Ьilэr. Вчrаdап

kt=щLо,kr=пrt,Оr=ц:

ОфtqfilП qutuda zагrэсiуiп епегjЬi

, =*К1)' -(?)' -(?)'] =*@, + ъ; + ъ) (l9 1б)

84



qiymatini almlg оlаr. Burada hэr bir nl ,п2 va пз kvant adэdi l-dan
Ьаglауагаq tam аdэdlаr dэуагi alrT. Enerjinin qiуmэtlэri artdlqca,
епегji saviyyalari bir-birina уахlпIаgrr. Вiг пеqа haldan еупi епеrjili
qrчрlаr уагашr. Мшаlq (nr, nz, пз)=(1,1,6),(1,3,2) va (2,1,3) hаllаrr
enejisi E -olan qrчра uyýun galir.
_ Dагiп potensial qutuda dalýa funksiyasr va епеrjiпiп qilmati ga-
kil I.7-da giistaгilmiýdi.

Е.3м
', 

= ,l;ýln-
Е.2м

', 
= tl;Srn-

Е.lй
Vl= J- SlП-

|а а
п'h'

L, 
--' 2tпа

Ез =9El

Ez dEl

Et-9E,

Ц,r4

ч

ч

.зЕ
а

=()"r"Т

ll i,r,
fuЕ|

ач

ýakil I.7. Dаriп qutuda zагrасiуiп епеrji savilryalari.

ý20. tlагmопik osilyatorun kvant nazariyyasi

Kvazielщtiki qiiwa tаsiri altmda miiаууап tuliНa rэqs cden
m Hitlali maddi obyekta оsilуаtог deyiliг. Bela Ьiг obyektin уеrdа-
уцlml

х = ло siп(rл + р) уааIlr.
(хо-rэqsiп amplitududur) р -fazadrг.

85



Cisima tаsiг еdэп kvazielastikiuчli

оlrц. Potensial епеrji bu qйwo iigЁn

rQ)=+

pНinda уааlrr va obyekt , = F tezliyi ila hагmопik raqs еdаr.

Bu rаqs k- elastiНik amsalr ila mtiayyan olunur. Belo sistemin епег-
jisi Hassik Гиikаdа

Е,, =ЦВ- (20.1)ЦН- 
2

ila tayin оlчпчг. Вч ifadadэn ауdm olur ki, klassik Гиikаdа osilya-
torun enerjisi kasilnaz qiymatlaг аlrг.
Вогп паzэтilryэsiпdэ isa osilyatorun eneгjisi diskret qiymatlar alrb,

Еп=пhа (20.2)

pНinda оlчr. Вогп nazariyyasina gбга osilyatorun minimum епег-
jisi srfiгdrг. Аmmа tасгiiЬпiп naticasina gбrа diskret qiуmаtlаг

аlап оsilуаtоrчп miпimчm епегjisi stfirdan farqlidi u" +qiymati-,2
пi аhr. indi kvant nazariyyasina g0rа hamronik osilyatorun fiziki
xassalarini эtrаflt аrаЕdrrафп

Probleпrin bэsit halr olan х - istiqamatinda rэqs edan, yani
xatti hагmопik osilyatorun fziki hаllагrш агаgdrгаq. BiTolgiilii osil-
yatorun potensial епсгjisi

__/ \ mа'х'
U(.r)= t (20.3)

оlап zагrэсiуiп ýchtidinger bnliyi

_h' d'v(x) mа'х' 1 \
2m #-ffv|)=Ey/(x) (20,4)

yaala bilar. Вч tanliyin hаr tагэfiпi -**bбlsak

#-#(r-+)r(,)=о (205)
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alarrq. Yeni dayi;an оlап f =

d'V
dx2

olduýu iigйn, (20.5) tanliyi
d'y (€' - "ln, 

=о (20.6)
d€'

5эklina diiЕаг. Вчrаdа 
" 
=?Е -ао.

hal
(20.6) tanliyinin hallini Sommerfeldin polinom qaydasr ila ир-

maq lazrmdг. Qiinki, kosilmaz, sonlu ча biгqiymatli hall фч рrtlаг
hаlliп dalýa funksiyasr olmastnr gбstэrir) polinom qaydaslnda бd+,
пап halldir. Вчпчп tigffn awalca (20.б)-пrп asimitotik hallini, уапi
4 + foo qiymatindэki halli tapaq. (20.6) tanliyinin asimtotik tan-
liyi

ff-r'r, =О (2о.7)

оlаr ча bu bnliyin hallini

Vо = е"€' (20.8)

kimi axtaraq.Onda

у', = ,{€'| е"€' = 2с{е"ё'

Y'о = 2се"€' + Z"6("6'| е"ё, - 2се'€' * 4cz {2 е"ё' = Qд * ц'€'У"'' ;

(4"'Ё'>>2с olacaq)
birinci va ikinci tartib tбrаmаlаr оlчгIаг. (20.7)dап

4с2ý29'Ё' -Е2е"€' =0
tanliyi almrr ча 4cz-l=0 qiymatini tарапq va Ьчrаdапdа с- iigfln

"=*12
aldo edarik. Опа gбrа (20.8)-iп iki hissadan iЬаrэt olduф аgkаr
оlцг:

Er*kegsak, 
onda

_mо dzy
h dЁ'
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Yо=
|,э

-:9
Cz€ '

|,Z
:ь

Cl€" +

|",
Вчrаdа е2- halli, € +fu olanda dафlап оlчr, опа gбrada bu
hаlldэп vaz keprik va yalmz

Vо = "-ir' (20.9)

hallindan istifada etmak lааmdrr. (20.9) halli ilэ birlikda (20.6) tan-
liyinin hallini

|.z

чr(в)=u(€fu" =u(€Р-1' (20.10)

pНinda ахигаq. (20. l0}daki U(f ) -ni

u(€)=t"rcr (20.1l)
t=0

sшasr kimi sеgэk. Вчпч ýсhбdiпgеr tanliyinda уегiпо yazsaq
d'Ч _zt!! +(s - 1)u = 0jF-"ЧЕ т\6 -дл

уепi ъпlik аlапq. (20.1l)dan tбгаmа alsaq

# =Zlr, r€r, ;# =т utu _ Ly *€п-,

чэ Ьчгаdа k-nr k+2 ila avaz eБak
d't]
J ez =I(r'* 2)(k' +lE'*r€*'r-'
u9 k,

yazar7q. Вчrаdа H-i k ila dayi;sak

#=I(t+r[t 
+2)cr*,€r

оlаг. Вчrаdап

E(t +t)(t+ 2ýr*,-(z* *1-е)с*}6е = g (20.12)
k

саЬri bnlik аlагrq. Bu tanliyin аmsаllап iigiin

.1 2k +|- гСr*r=Е_ 
ц )С- 

(20,13)
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ifadasini tарапq. (20.13) diisturu (20.12) саЬri tanliНar sisteminin
amsallarl flgЁп rеkkчгепt dtistur оIчr. Qox boyuk k-lаr ffgiiп

С, + 0 olub, Cn+z=0 olmalrdrr ki, (20.11) ýшasl sonsuz srra olmasm.

Qiinki sша sonsuii оlаrsа, qл-fчпksiуаýl sonsuz оIаr ча dalýa funksb

уаslшп gагtlэгiпdап biri роzчlаr. U-пчп dalýa funksiyщr otnasr
iigiin onu sonlu srгауа сечiгmаk lааmdrr. Bu о zaman оlаr ki, Ыi-
yiik kJаrdа (k=") C,*}olmaqla, Cn+z=0 olsun. (20.13)-э gбrа

bu ;аrt
2п+|-а = 0

mtinasibtindan tapllmlg оlчг. Вчrаdап
е =2п+l

.2Еаlmаr. , =й оldчфпаgбга

2Е =hа(2п+l)
yazarrq. Onda

в,=П.("*f,) (20.14)

alda edilar. Вчrаdа оlап n-adadi tam эdadlar gохlчфdчr. Ya'ni
п=0,1,2... sonsuz qilшаtlаr alan kvant adadidir. (20.14}dап

tt =0,4'=Е,*=+

п=l-Е. =3h'.|2

п =2-Е^ =5h',А 
2

п--з-Е- =,lh',э 
2

епегji dауаrlаri оlаr ki, buda епеrjiпiп diskret qiуmаtlэr alnasl de-
makdir. Demali, osilyatorun епrjisi kчапtlапrr va diskret qiymatlar
almaqla уапаý1, Воrп пэzэriууаsiпdап fэrфi оlаrаq п=Ф,dа Ев=0

olanda, Ьчrаdа Е*у =Р or*. Klassik fиikаdа isa Eш_kasilmaz
2

dауаrlаrа mапsчЬ оlчг. Yэпi епеrji
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п mсо'хf,
LkL= 

2

Ев =пhа (20.15)

Ern
)о,

+
1

2
п

Hassik, Воrh чэ kvant паzагiууаlэтiпdа Ьrqli паtiсэlаr чеrir. Епеr-
jinin kvant хаrаktеri da5rmasrmn Воrп паzаriууаsiпdэп Ъrqli ola-
rаq kvant mexanikasrnda osilyatorun stfirrncr enerjisinin sfirdan

fэrqli olub, Р obu., qeyrimibyyanlik mtinasiЫinin (koordinat
2

ila impuls arasrnda) nэticasidir. Koordinat ila impuls агаstпdа qey-
rimiiayyanlik miinasiЫi

Еr(цу=+
оlчr va osilyator tigtin (Дх)Р > 7 'l. (М'r = { olduýuna gоrа

ьч miinasiы

?r: rЧ (20.16)
4

pНinda уяzl7а Ьilаг. Osilyatorun tam enerjisinin оrtа qiymatini
уаашý oluгsaq, (20.19 ЫаЬгsИiуiпа gбrа

: Р2 mа'х' hz .r'}
2m 2 8mхz 2

alda еdilаг. х2=0 vo уа da х2 -) о olan zaman епегjiпiп оrИ qiy-
mati sonsuz оlчг. Епегjiпiп miпimчm qiymэtini tapmaq tigiin

(20.17) ifadasindan х' -уа gбга tбгаmа аlаrаq, srfira ЬгаЬаг gбtiir-
sэk, yani minimumluq prtini уяzsаq:

-Дд=оaF,J
hz mа'+-=0

2
----.Eli

Sи(х'l
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.hzmа'= ,Wr
+^'r'@| =h',7 = ,h

2mа
aliriq. Olda edilan bu qiymati (20.17)-da yerina уаашý olanqsa

=_h22mо mа'h haД-- з-
8пh 22mо 2

taparrq. Yani
: halu.T (20.18)

оlчr. Demali, osilyatorun эп kigik enerjisi РОr.
2

BelaliНa, koordinatla impulsun агаstпdа оlап qeцimtiay-yan-

lik miinasiыi osilyatorun miпimчm enerjisinin srfiг deyil, Ч qiy-
2

mэti abnastnr gбstаriг. (20.11) ifadasi bu zaman sonlu srrа оlаr ki,' 
u(c)= н,(с)=сп"Ё" # (20.19)

bu polinoma Егmit polinomu deyilir. Егmit polinomu

н,(€)=wу =Ч,rrr-, * 
П(П -rXn -zXn -З) (zBl-,+...+

Вurаdап

Ц€ ztakolanda
и ctit olanda

kimi verila Ьilаг (alava С)
вчrаdап xbusi halda

ц (Е) = l, н,(Е) = 2Ё, н,(€) -- 4€' - 2, н,(Е) = 8€' - |ц
ча s. Егmit polinomlannrn ifadalari аlшаr. (20.19) ifadэsinda
(20.10)-da паzэга alsaq ýсhбdiпgеr bnliyinin osilyator iigffn halli

ч"(€)=Спе-i' н,(€) (20.20)

+
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pklinda оlчr. Нагmопik osilyatorun enerjisi diskret qiymatlar aldb

фпа gбrэ, jи" funksiyalan оrtопоrmаЦrq рrtiпi ёdауэп funksiyalaг

olar:
+:

!V|,y,dx = 6*,

!чiу "ь = с: Е [n" н,(€W лGY€ : t

Burada Ц (r)-birbinin avazina

н"(€)=(-|"'' 
€=

ifadasini yazэ;rsaq

FУЕ::1н"tе)#d€=|
alanq. Мэ'lчm

juтrЬlь=(_rYЪuryа* (20.2l)
-Ф -Ф

dirstчгчпч gбzбпiiп alanqsaq rra п dafa hissa-hissa igrteqгallaml;
olarsaq

F_r*l"п'Щав=t
alda edarik. Balli dristчгlап

О,r,G)=2" 
п,!.; !е-С'd€ = G7с

паzэгэ alsaq, Сл amsallart iigЁп

Q0.22)

(20.23)

х (20.25)

l l'.o \2

,-r| "') н,
п|G

1 mа,
Сr=

hh

tарапq.
фkil

mа)

I.8da (20.14) епегji va (20.25) dalýa funksiyaslmn qгаГrki
п=0, 1,2 halrnda gьtэгilmЬdi.
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lr:2

п:I

* 5iolр,2

Et: Jfiо
)

йоruо2

ýэkil I.8.Osilyatorun enerji saviyyalari.

1

п=0

(20.14) va (20.25) ifadalarindan xibusi halda
. lmо ,l ---r'Eo=ihal,yo=Coe 2 

^

л lпо ,{ ---r-El=Zhal,Yt=Cl2€e 2 r
,L

гл
Е^ = 1hr.r^ = с^( ц,,,, _ z){'" -iTo
" 2 ", ,l. h )

1 1
с0=

F'lц
,Сr-- ,С'=

,G+ ,г"+
ýakil I.8-daH qiуmаtlэr veгilmigdi.

ý 2l. Maqnit sahasindo zагrосiklаriп harakati

Xarici maqnit sahaвinda zэrrосiуiп hэrаkаtiпi tapmaq ffgiin
Hamilton ореrаtоruпчп elektromaqnit sahasinda yaz-aq laamdrr.
(18.18)-dэ dЙ=Ova еV=0 gбtiirsak,

й =-Lv, _LiF+ "' = 
А,2m mс 2mс'

9з



эldа edarik. Sadalik iigiin А, =А,=0, А"=Ву qabul etsэk, В*= Ву=0
В"= В olur. Bu halda ýrбdiпgоr tanliyi

(_Lo, -З-7i* ! , А,\V - Еу (21.1)
I Zr' ."'" ' 2mс' )

pКinda yaztlar. Вчгаdап

(- mс
Lv'
2m )v{",r,

е'
J_-' 2mсz

е д,П дr' ,z) = Ey(x,y,z)

= ЕV Q|.2)

оlаг va уа

(-*"'-#r**#",,),
у aziat, Вurаdа 

"u" }Ё}Ti'!' 1 цrу,<* 
- bl

kimi axtaraq. (а va Р sabitlardi) Onda

ч'f(уУ,(--р| =(о, * B,YUpi(c+p) *

flfloV''-*A =iфарt{в+р\

alda edilar. Опа gбrа (21,z)ifadasi

d'f (у) лi(в+fu|__---.:-с
dy"

*?'-r-fi)rol-#,rt)- t0)=вfu)(zr.з)

gэНiпi аlаr. Орr
. cha еВ hz92У=У'-;;,Оо=й,"=U-ii

avazlamalari qэbul edariksэ, onda

п' a'f(y')
f(y')= ,f(y') (21.5)

2m dy''
tэnliyini аldэ edarik.

, паtу''
2

(21.5) bnliyi hагmопik osilyatorun tanliyidir va опчп halli

f 
"(Ё\ 

= 
"-*" ",(€\п 

= о,|,2,. -.

"'В'у'
?лхt

(2|.4)
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оlаr. Yeni dayiganlarda

_ €=Р,%,,=ff(, #)
в=!"-(-, t) 

Q|,7)
n''|"* r)

tарrlаr. BelaliНa, maqnit sahasindэ enerji

г ehB( t) h'B',,,=-1о*r)*; (21.8)

qiymatini аlаr. Вчrаdа 
O|F' 

O*OrOZ istiqamatinda hагаkаt еdап
2tп

zarraciyin kinetik eerjisidir, #(r* j) n"OO' isa OZ btiqamati-

na регрепdikчlуаr mibtavidaki rэqsi hэгаkэtiп enerjisidir.
_ Demeli, maqnit sahэsinda zэrгосiуiп harakati OZ istiqamatin-
dэki iгаIilаmа harokati va taradrq эtrafinda titrаmа hаrаkаtiпdап
ibarat оlчr.

ý 22. Markэzi sahada harakat. Rоtаtоr

Оgаr potensiyal епеrji rаdiчs vektorunun mtitlaq qiymatinin
funksiyasrdгsa, bela potensiyallr sahaya markazi va yi Фгik-sim-
metrik saha deyiliг. Siferik-simmetrik sahado Sгбdiпgеr tэnliyi

Нy = Elr Q2.|)
оlагаq, Hamilton ореrаtоru

u=_*+#(r*)- *+u(,')
pklindadir.
Sferik-simmetrik saha iigffn

v(,,0,p)=yi"@,p)R(r) _ .
u(r)=цlr1 ' l Q2,2)

gёtiirШiir. Burada Y,'(0,p) siferik funksiya olub, (17.35) ifadэsi ila
tayin olunur. Yэпi markazi sahada tanlik
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_hz l а г., а') iz

2m r, оr\, ы )r,, 
rro,r)R(r) - #y;, (o,p)R(r) +

+ u (r = a)y,' (0, р)д(r) = вц" (о,,р)п(r)
оlаr. Onda rаdiаl hissa U(a)=0 qiуmэtlэriпdэ (R(r=а))

r#)-(Т-l(JР)л=о (22,4)

Qz.з)

tanliyini бdауап funksiya оlчг. RоИtог sabit radiusla r=а=сопsq
hаrаkаt еdап obyekt R(r)=ft(аl=с оldчЕчпdап

L!( 
",ал(с)) = оа" 0а\ 0а )

|а
r2 0r

оlаг va (22.4)-dan
zmв _l(l +t)
h2 а'

оlчr. Вчгаdап

Et= п'tQ +t)
(22.5)

2rпаz

аlmаr. Вчгаdа fпа' = "l' эtalat momentidir .(п.' ifadэsini rоИtо-
ruп klassik ifadasi ila

tr'_М2Ен = т (22.6)

va Воrп nэzariyyasindaki
п?h'

Е, =tT Q2.7)

ifadasi ila mfrqayisa edэriksa, kvantmexanikasrndakr Ео, - l(l + t)
dayari olmasr L,ь чэ Lz ореrаtоrlаппrп komiиtiv olmamasl ilэ
эlаqаdаrdrг. l-incox bбyiik qiymatlarindэ J2 >> J оlаг va

12h2
L*ч N1|

ifаdэsi (22.1) tto fist-fista duýtiг.
GбrЕпdiiуа kimi enerjinin qiymati / orbital kvant odadi ilo,

lakin dalф funksiyasrmn qiymati Г,' isa / ча m orbital va maqnit

-0
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kvant эdэdlаri ilэ tayin оlчпчr. m adadi -/-dan +/-а qаdаr qiy-
mэtlэr aldrýr tigtin Е qiymatlarinda 2/ +l qоdаг qaгgrl_rqh ortoqonal
maxsusi fчпksiуаJаг чуgчп gэlir. Yэ'пi rоИtоruп halr El2J +1 6r-
tibdan сшlаgmtg hal оtчr.

Rotatorun епегji saviyyalarinin crгlagmasr sistcmin sferik-sim-
metriyaya malik olmasldп. Koordinat mэrkаziпdап biitiin istiqa-
mаtlэr eyni hiiquqludur ча istanilan mагkэzi simmetrik sistemiar
сtrlаgmауа mэruz qalrr. Оgэт fozada miiayyan segilmiE istiqamat
varsa (masalan, maqnit sahasi чагsа) morkazi sirшrеtгiуа pozulur,
onda сrrlаgmа уа tаmаmап, уа da qisman аrаdап qаlкт_RоИtоruп
/ =0 halr s-saviyyasi, / =1 halr p-saviyyasi, l =2hahd-saviyyasi va s.
adla.nrr.

RoИtorun s-saviyyasinda encrjisi Ь=0, hal funksiyasr
Tr0 1 

asindэ епегji Е, = 4 olub, hal funksiyasrtо =ff, Р-ЁИ}ry J l J

=rfi"ora

=.['r rrn,
ll8z

'' 
=-Г*""-'?siпd

iig maxsusi funksilar pНinda оlчгlаr. s-halrnda zy mibtavisindэ
1

ehtimal sжhgr iqiymati аlаr (ýэkil I.9a)
41т

|rоо|'=
1

4п

цо

Yr'

z

ýakil I.9a. Rotatorun s-halmda ehtimal s,д&.
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Вчrаdа L-in Z-istiqamatinda qiymati istanilэn ola bilar,giinki
L' =hzl(l + 1), srfir olur, Yani sferik а -radiuslu sath iizгэ rotato-

rчп vaziyyatin eyni htiquqludur. Rotatorun /=1, m=0 halrnda ol-
masr, Z oxundan kegan mibtavida olnast demakdir, Bu zaman
moment Z охчпа ргрепdikчlуаr оlчr (ýaНl I.9b)

ь

L(п=О)

ýakil I.9b. Rotatorun p-hahnda ehtimal srxhýr.

P-saviyyaвinin / = l чэ m=0 halrnda rotatorun эп сох ehtimallr
tгaektoriyast XY- miistavisnda оlчг.

Bu halda m=l va m=-1 qiymatlari firlanma istiqamatlarinin
Ьiг-Ьiriпа aks istiqamatda olnasr ila fаrqlапir. (ýokil I.9c) m=l
olanda rоtаtоr saý firlanma (hагаkэtmiqdап momenti Z-oxuna ра-
rаlеldir), m=-1 olanda iso rоtаtоr sol fiгlапmа (impuls momenti Z-
охчпа antiparaleldir) hэrаkаtiпdа оlчr.

lro|' : 3 
"оr'0|t| 4п

lц,l' = lsin,0

L(m=l) {Э
z

LQп=_Ui__,l
ýэkil I.9c. Rotatorun p-halrnda ehtimal srxlrýr.

Belalikla, J =2 (d-saviyyasi), / =3 (f-saviyyasi) va s. hаllагlпdа
rоtаtоrчп ehtimal srxhф va опчп enerjisini mfrэууап eda bilarik.
Rotatorun епегji sэviyyalari ýэkil I.lФdakr kimi gбstагmаk оlаr.
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\

Е
l:4
l:3
l=2
l:]
l:0

ýakil I.10. RоИtоrчп enerji saviyyalari.

ý23. Kulon sahasinda zаrrасiуiп hэrаkаti

Elektrik yiikii Zre vа Zze olan zагrасiklаriп сочlоm! qarglhqlr
potensiyal enbrjisi, sferik-simmetrik sahэnin potensiyalr оlчЬ

Ц = _Z,Z,ez
r

;akilindadir. Ogar zаrтасiklаr еlеktгоп va рrоtоп olarsa, Zt= Zz=|
оlчг ki, Ьчrаdап da

о2
UQ) = -:_ (23.1)

yazt7abilir. Вч ciira potensiyallr sahэda harakat еdап zаггэсik colu-
ьmь sahasina baýlr-olur va belaliНa, elektron protonun_coloumb
sahasinda hэrэkаt etmig оlаr ki, buda Ыdrogen atomu demakdir.
BelэliНa, (23.1) potensiyah olan saha tiqiin Hamilton ореrаtоru

й =_ 
h' ч, -t Qзэ)2m" r

yazrlar. Вчrаdа *"=!{ gotirilmis kutladir va toqriban elek-
mр+m.

trопчп ktitlasina ЬrаЫ оlчг. Onda hidrоgеп atomu flgtin ýсhбdiп-
ger tanliyi

(*" +t+л)и(,)=о (2з з)

qaklinda уаzrlаг. (23.3) tэnliyinin sfегik koordinat sisteminda ата9-

dшilmast alveriglidir. Onda (23.3) tanliyi
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(а' 2а rГ t а(. ^а
tм*;Б*7lri"dй[""'a,
-Т(r-r)-Ро ,0,р)=0

la'
J- 

--

' sinz 0 Ор2
+

(23.4)

(23.5)

pklinda уааlш. Bu tanliyin hallini
ч(r,O,р)= r(r)r(o,9)

сiirа акtагаq. (23.5)-i (23.4)-d уеriпа yazsaq

r'(d'F za'\ 2mеr'(_ "'\F[а'r *;т)*]ч-['*; 
)=

Y(O,p)
alda edarik. Вч tanliНarin birincisi r-lа, iНncbi isa d,p-ya baýlr-
фr. Bu tanliНar Ьiг-Ьiгiпэ ЬаrаЫ о 7аmап оlаr ki, onlarrn hаr iki-
si eyni Ьir sabiв ЫаЬ olsun. Ya'ni

(2з.6)

olur. (23.6) iНncisindan (17.35) rла (l7.36)-ya gбrа

i} r,' (о, 9) = h' l (l + l)yr (0, р)

ry*,tBoff-#ry)1

+(#-:#)-+(,-+)="

+(#*",Boff-##)="

+1y,'(0,p)=
+TQ +|m|)t

{-(cosd)e-*

olur чэ Ьчпчпlа da С sabiti

qiymэtini alar. Onda (rr.Фf"*J*rО* R(r)=гFlа qabul etsak

#-("-#i ЧР)R(r)=' (2з7)

tanliyi alda еdilэr. Вчrаdа

l00



€ =2m.Е
h,

(2З.7) tanliyinda r-+O{a hall srfira уахrпlа5lг, Л-+0olmast
iigйп Е>0 halrnda hall, asimitotik Ьtilgэdа osilyasiyaya чýrаr. Впiп
Рii!ч" slfirdan bбyiik qilmratlaгi maisusi qiymat оlаrа{qаlаr, Bu
halda da гаЬiЫi sistem alrnmaz ча elektron рrоtопdап Йрitаr.

Е<0 olanda isэ iH сfirа еГ*'чоa-Г*'f,rоk iуаlапп birlikda
ifadalarindan ibarat оlаrаq Впiп уаlшz mЬууап qiymatlaгinda
maxsusi qiymat оlчr.

(23,7) tэnliyini Е-; - )€ vtrгаq vo х = 2rлГЕ avazlomosi

edaгiksa

+#-*[,-#:-9]*=о
tanliyini аlагrq va alrnan tanlikdadэ

2БdR
dx

#=rJ;##=rJ;#*=u"#
эчаzlэпmаsiпi etmig olanqsa

**#(i# 9)*bl=o

dR dRdх
dr dx dr

alanq. Вчrаdап

а'п(х)
dxz

d2R

(t ш,€' l .

-I--:-,l-(4 hJ-c х'

2F-е-+
-а,

(23.8)

(23.9)

4j])
х' ')-о

)=о

fuz (*;-S)*=о
уаа7аt.Вчrаdа 

" =;f; -dir

l0l



(23.9) tantiyinin hallini polinom qaydasr ilo tapaq. х>>1 qiуmэ-
tinda (23.9) tonliyinin asimtotik tanlik pklina kegmasina baxaq.
х>> lhalrnda asimtotik tэnlik

d|4: 
-Lp_ =g (23.10)

dx" 4
оlчr. Вч tanliyin sonlu hэllini

Ro =g-Z' (23.1 1)

kimi gбstага Ьilагik. (23.7) ifadэsinin hэllini (23.1l)-la ifadэ еdаrik-
Sa

д(х)= L(xY-:' (2з.12)

gбstагmis olanq va Ьчrаdап ff l"# uo*

#=-|,ьY-i'*+
l--rez

d2R a'rG\ -|, dLG\ -|, 1 -, ,, -l-,

;=;"z -"'й-'е2 +oL|xP'

ifadalarini alanq. Вчпlап (23.7)-da уеriпа yazarrqsa

# _ dLg- 
ir(,) = 

[_ i 
- :_Ч}о, = о

чэ )ra

# +-[;-S],ol=o
alda еdаrik. L(x) halli sabitlэ baglamaz, gtinki L(x)=Cg+
+CrX+CzX2*... оlаrsа (23.13)-da уеriпэ yazanda СлХ2 hэddi mеу-
dапа gэlаr va buda tanliyin saxlanmasrnl роzаr. Вч sabbdan
(23. l З) tanliyinin hallini

I(х)= {i",r, (2з.l4)
i=0

pklinda ахИrаq. (23.14)-ii (23.13)-da уеriпа yazarlqsa, bela Ьir
сэЬri tanlik alanq
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""lk(k- 0 - l0 * 1)Ь*-' * iЦlr * ; - r[t + ;) - l(l + rft *) 
(rr., r)

+(t + ; -t)-ч]",_, )rt+i-2 - 0
(23.15)-don

k(k-1)-l(l+t)=9
ча

(t + i - tlt +,) - /(/ + l)h - |, - (п+ ; - t)]c,_, = о

miinasibatlarini аlапq. Вчrаdап

". 
= ,, '-.(ft*f.-1), , c,_r;k =I +| (2з.16)"' - (ъ+; - l)(/r + i)- t(t +t1

аldэ edarik. Yani x-in darэcasi (l+1)-dэп Ьа9lаr. Эgаr x-in daracэsi
sonsuzdursa, (23. 16)-dan GJar iigiin

q = 1q_,l
уаzаrlq. Bu gбstarirki x>>l olanda L(x) funksiyasl ех kimi dачга-
пrr. Lakin L(x)-in sonlu sшауа, yani polinoma gevrilmasi zаrчгiууо-
ti mеуdапа cжtr. Onda i=j haddindan baglayaraq sошаkt hoddlaT
slfir оlаr. Вч halda
ч = k + j = l +7 + 1olanda с, + 0,ср1 = 0 olmalrdrr.

Эgаrи=l+j+l
tam say olaraq qabul edilaгsa, (23.16)+

^ _ Q+t-п) .'' - (I + rХ/ + ; +t)-lQ + 1)"l-'
kimi уаzаrrq va ci=O obnasr о yaxt оlчrki

п=Ili=ч
оlsчп. Вчгаdап

(23.17)

Ш"е'ffiп=

уаzапq. Demali

n, _-J'na m е4 Rh

oT,U=En=-Tv=-7
оlаr, Вчrаdа R - КdЬеrg sabitidiг
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* =#а: 109б77,58lsz-l

BelэliНa, hidrogen аtоmчпчп епегjЬi iigiin

Е =- 
*"!'= (2з.ls)uп - 2h2п2

qiymatini аldэ еdаrik ki, buda Ыdгоgеп аtоmчпчп enerjisinin dis-
krеt qiymatlar almasr dеmаkdiг. Yэ'пi kvant mexanikastnda eneTji
kчапtlашr. (23.18}da n-tam аdаdlэr olub, Ьа9 kvant эdadi adlanrr.
Опчп аIdrф qiуmаtlэг l-dan sonsuduýa qadar Иm adadlar goxlu-
Фdчr. (n=1,2,3,... о) . (23.18)-а gбrэ enerji saviyyalari pkil I.1l-
daki kimi оlчr.

kasiIпюz

Едб
Е/9

Е/4

Е, ls

фkil I.1l. Нidrоgеп аtоmчпчп enerji saviyyalari

Bag kvant эdэdiпiп hаr Ьiг qiymэti figfrп l =0, l ,2, . . . (п- 1) dауаг-
larini ala Ьilэr.

(23.1б ) ifаdаsiпэ Ыinad edarak

I(х)= (-,)-(,- ry-#,*-,) =

k

= )(-1)t-lrr-,i
t(t + s)t

re:m;;П
alda еdаrik. Ь пэхsчsi qiymatina чуФп olan dalýa funksiyasr
(23.5)-а gёrэ

уr(r,O,р) - "-'n' Ln(2,!-- er)Q'(cosd)e-n (2з.l9)
r

olar. Вчrаdа Ц"QJ-- "r) 
[,аguеrrе polinomu аdlашr (alava В) va

onun ifadasi xlisusi funksiyalar siпfша aid оlап

l04

4s 4р 4d 4[
3s Зр 3d

Ъ2р

l4



Lл"ЬJjr)=€2J;, dП+l (
''О' 16ftry1 "-',Г-" 

(2д;,'} -, 

)
я9k_linda byin оlчпчr. Нidгоgеп atomunun dalýa funksiyasmrn rа-
dial hissasi

(Т),",ь-",у, Qз.20)Дп' =
2

п +l
miixtalif n чэ l iigiin a9aýrdakl ifadэlari аlц:
п = IrI = 0, Л,о = 2е-'

П=2,1 =0,Д,o =
т )"

1

1

t -1,2
z

f

п = 2,1 = l,Лz, = re2ffi
п = 3,1= o,R,o = #(t-?r* 2 ,'з27 )"
чэ s. Lаgчеrrе роIiпоmlап ila Еrmit роliпоmlап arasrnda miiэууап
эlаqа чаr. МаsэIэп, 

l_ !- Hrr(t)= (- t)tz'Ё HrrzPz1
l

Еr**, (r) = (- t| zrr -' k| Lirbr)
miinasibtlaгi bu alaqalardan Ьirisidir.

(23,19) va (23.20)-dап gбrtindtiyii kimi hidrogen аtоmчпчп
dalýa funksiyasr tig kvant adadindan аsй оlчr. Вч kvant аdаdlагi
Ьа9 kvant adadi - п, оrЬiИl kvant adadi J rB maqnit kvant adadi
m-diг.(пlm)

Епеrjiпiп hаr Ьiг Ь qiynati iigfin /=0,i,2,...n-l va hаr Ьir l
tigtin isa m=0,1,-1,..., yani m=-l,...*l olmasr sabbindan hidгоgеп
аtоmчпчп halr crrlagmrg hala чуЕчп gэIir. Bu halda сrrlаgmаr,r, ф1-
tibi

о = Х, + r)= zil + п =2П(:-t) + п = п(п _!)+ п = п2
l=0 l=0 L

k=пz

3

_l -|
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ilэ tayin оlчпаr. Yani сrгlа;mапrп tartibi bag kvant adadi ila tayin
оlчпur. Нidrоgеп аtоmчпчп п=1 halrnda / =0, m=0 оlаг ki, bu asas
hal оlчг. Bu hala ls hah deyilir, п=2 qiymatinda /=0, m=0, +1, -l
qiymatlaгi аlаr ki, / =0, m=0 halma 2s halr; / -1,m=0,*l, -1 halma
isa 2р halr deyilir; / =2 olanda 3d halr оlчr. Вчrаdа Ьir 3s, tig dana
3р va Ь9 dana 3d halr movcud оlчr. Наr hansr sabbdan atom ha-
yЪcanlagmr; halda olursa, aqaýt saviyyэIara kegid edar, Оgэr yuxart
saviyyalardan, n=l sэviyyasina kegid еdэrsа, Lа5птrап, п=2 saviyya-
sinakegidlaг edarsa, Ваlmеr, п=3 saviyyasina kegidlaгda Pufut va s.
sеriуаlаппа чуФп galan хэtlаr аlrшr. Belaliklэ, atomlann xatti
sреktrlаг sеriуаlаr gaklinda аlrшг. Buda tасгiiЬэdа mtiqahidэ оlчп-
mчgdчr.

Bttun Ьчпlаr gбstагir ki, elektron mtiаууап traektoriya ila ha-
rakat etmэdiyina gбrа elektronun atomda hаг hanst halda olmasr
dalýa funksiyasr ila tasvir оlчпчr va bu funksiya (23.19)"dakl kimi
оlчг. Вч zaman еlеktrопчп bir haldan bagka hala kegidi elektronun
fazadakr hаrаkаti ila эIаqэdаr olmaz.

ý24. Birvalentli аtоmlаrtп enerjisi чэ
dalýa funksiyasr

Birvalentli аtоmlаrdа Ьir valent еlеktгопч оlчr va bela аtоmlаг
qalavi metal аtоmlап аdlашr. Вч аtоmlаrа litium Li, natrium Na,
kalium К, rubidium Rb, sezium Cs kimi аtоmlаr daxildir. Опlаr
3,11,19,37,55 elektrona sahib olub, Ьir elektrondan baEka, yerda
qalan elektronlarla eZ* yiiНfl пiiчэ аrаstпdа effektiv saha уаrапrг
va valent еlеktrопч Ьч sаhэdэ оlчг. Вчпа uyýun olan -eN yiik{i

l0 /0

-еN= lо lоVl'd, =Цо Луп,l' rdr =-eNQo) 1z+.r1
00

olar ча onda eZ+ yiikii effektiv qiymat аlаr ki, buda
z'=z-lr(ъ) Q4.2)

оlчr. Z чаlепt elektrondan ba;ka, yerda qalan еlеktrопlапп sayldш.
Yэпi хагiсi elektron Z-l saylr еlеktгоп bbaqasini Ьir qadar dеmог-
fa edir ча сочlоmЬ sahasi dayipr. Опа g<ira valent еlеktгопчп hэ-
rэkэt etdiyi sahanin potensial enerjisi(t д в \U:-4:+;+++...| (24.3)\rr-r,)
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уап7а Ьilаr. Вчrаdа А va В hэddlari qalavi аtоmlапп sahэsinin
hidTogen аtоrtlаrlпtп sahasindэn fагqlапdirэп qismini gбstэrэп dЁ-
zэliqlэrdi.

(24.3) ifadasinda Ьiгiпсi чэ ikinci haddlari пэzаrа alsaq, hidro-
gеп atomundakr hеsаЬlаmаlаr бz фсiiпdа qаlш va уаlпlz ýсhтбdiп-
gег tanliyinin radual hissasi

+*(r+)-#Ё-,-#-* ry]"n
Eэklinda оlаr. Вч bnliyi

l d(.dR\ Гэ

;*l,#)-l+,-
kimi yazasr olursaq

)=0(2а.а)

2л,a е'l l(t+t)-h'rr"
Ъ'Д-"

hz ]}*=ocro.rl

(24.8)

/(/+1) _T""n:/,(,,+1) Q4,6)

igarasini qabul edarik. Вч halda ýсhrбdiпgеr tonliyi qalovi аtоmlаг
iigiin

" +)-W, -++ ry}^(,)=о (24,7)
Ld
r'dr
gaklini аlаr. (24.6) ifadasi I'-a gбrа kvadrat tanlik оlчr уа Ьчrаdап

l'2 +l'-ЧL"=g,y =-L+ 'l*" *1-ff,a

yaza bilarik. (24.8) ifadasinda t' = -| -
2 i*"*1_Sl

оlап qiymati dalýa funksiyasrnm slfir пфtаsiпdа sonsuz оldчфпч
gostarir ча опа gбгаdа Ьч haddi паzаrа alnaya bilarik. Onda

/'=-1+ 1

22
4m"е'

(zt +t|п'

(24.9)

=-1* Lht*t
22'

(zl+rf -$l=
1_

yazaпq, Эgаг А=0 оlчrsа, /'=Jоlаг va hidгоgеп аtоmчпчп паtiсэ-
lэriпi аlапq. Demali, l * 0 olmasr, sahanin qisman dэyigmasini
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gбstагir. Q4.9) ifadasindan

yaza Ьilэrik. ВеlаliНэ, (24.9)-dan

l'=L+ 1 -z2

4m е2
- '= =днl-(2l +|)"h'

2m"е2

(;у

r m.z'e'
F, _ =-_=--пl 2h2п,2

2m"е2

(u +t)'п'

д+l

д

l+1
2

(24.10)

аlапq. Dсmэli, ý23daН biitnn diistцrlann Ьчrаdа da kеgагli olrnasr
gбгЕпiir. t akin Ьч dffstuTlarda /-in уеriпэ J'-daxil оlчr. Onda bag
kvantadadi n*

п' =l' +/c+1=I+k+1- =п_

ча уа

l'=l-

2h l+1
2

pklinda оlчr. Ya'ni qalavi аtоmlапп епегjЬi

дд
)l(24

2h

m.z'e' l
2h2

["-
l

rпrе'Д

2h2 l+1
2

_ _fп"z'е'
2h2 m!е'Д'п,+ц!Ё-

2 цп,(t +L
\2 ),

yazrlar чэ

l08

rпrе'Д

{ц



2

l 1

,+
Е _ fп"z'е'
"n--G- *',!'l(h,\"'(,- *)

tпrе'Д'
4h'

I +)-+

аldэ еdilаг.
Вчrаdап aydrn оlчr Н, bu аtоmlапп епегjisi bag kvant adadi

ila уапаЕr, hamda orbital kvant аdэdiпdап da asilr оlчr. Orbital
kvant adadindan asililrф da, hidгоgе1 419ццаdяkl asrlrlrýmdakm-
dan farqli оlmаstш аlrшr. Ва9 kvant з{зf,iпiп еупi Ьiг qiymatinda,
огЬiИl kvant adadinin mffxtalif qiymatlarinэ чуФп оlап hаllаr Ьir-
Ьiriпdап fuqli оlчr. Kalium аtоmчпчп enerji saviyalэri pkil I.12-
dэ gбstarilmigdi.

Е,
kэsilпаэ

2s (tl=2, I=0)

ф(rr2, tl)

Is (z:1, }=0)

ýakil I.12. Kalium atomunrin епеrji saviyyalari.

Qalavi аtоmlапп dalýa funlsiyasr isa hidrоgеп аtоmчпчп
dalýa funksiyasr kimi olub

y*(цO,p)= ппQ)r;"(о,р) (24.1з)

tig kvant adadindan asrlrdш. Вчпчп Q4.12) ila miiqayisasindan alr-
nrr ki, / kvant adadina gбrа olan сшlаgmа оlmаа уаlпи maqnit
kчапt adadina m gбrа сlrlа;mа оlаr.

ý25. Аtоmlапп maqnit mоmепtlаri

Stasionar halda аtоmчп elektгik сэrэуашп va yfrkiiniin srхlrф
(14.5) ifadalari ila mfrаууап оlчпчг

i"=ft(ч,iу-йr,\о="lй' (14.5)
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Sfeгik kooгdinatlarda сэrауапrп ehtimal sжllýrш yazrnah olanqsa,

9 rsiп9 0ср

gaklindo ifada еdiliг. Ona gоrа сэrауапrп ehtimal srxlrýl iig hissэdan
ibarat оlчr.

nabla ореrаtоru

о,=*,о,=|*,о

. eh ( . а,у Ои')
],= r*|Y т-Y а, }

la

jo
2imr

eh

2imrsiпO
funksiyasr

eh ,0у oly
Y Vа0 а0 ),

(25. l)

jn

Аtоmlаг frgiiп dalýa

уаzаrsаq
_еп
' =-

llmе

eh

),

0чl
0рV

o.r
арV

V.=V*(r,O,р)=Дr(rР"'Gоs?)еi^е (25.2)

olduфna gёrа (25.l)"da 1ича 1и'-lагiп уегiпа (25.2)-ni yazлrlq:

. "h 
(,,., Оyп,^ _,,, 9Й)J, =:l Yпlп---7--Yпlпzir.\"n'^ u: YпlП 

1 .j'.j,=#lr;,Ж-y.bЖ), (25.з)

, _ "h (,,, OVnb__,,, 9Иr)Jr- 2iпrsinp['" ор Yпlп ар )'
Д,, va { haqiqi funksiyalar olduф iigiin (25.2)-ni Ьчгаdа уеriпа

(*",r,^"-'n ffy р,^"'" - Rпцпеi^е ff r,,",-,)=
,,(+-*)"""=о2m"i

Rrl
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,, = +(^,, ц, "-',, S R,,"',n - R n, р,^ e'.n $ * *u'.r)=

=**эr-(#-#)=, 
)

i, = ;j _,*( *оr- "-* Rпц- # - л,* "'* Rп,ц, #)=z]merSlnU\

Йrп l l2
=- 

*"*lY,,л1
alda edarik. Вч miinasiЫlaгa diqqat еdагsаk, ауdш оlчг ki, stasio-
паг ltaliarda саrауапш гаdiчs boyunca da mtitlэq qiymэti ча mеге-
dian boyunca proeksiyasr sflг оlчr ча сагауап еп dairasi Ьоучпса
ахаr. Саrауашп Ьч qismi sfirdan farqli оlаr. d,S sahasindan kе9ап

,ln епiпа сэrэуап srxhýr dI саrауап ;iddati уаrаdаr va

41 = jndS (25.5)

gaklinda tayin оlчпаr. Еlеktгik kчгsчпdап bllidir ki, bela сэrэуап
Eiddatinin Yaratdlýr-"о""":":Ь 

_ 4^Sds (25,6)dP"= , =- 
с

kimi Иprlrr. Вчгаdа S sahasi d[ саrауапrпtп ahata etdiyi sahadir.
Bu sаhэ

S = tTz sin2 d (25.1)
olduýu tigiin (25.6)-dэп maqnit momenti

d,p, =й' 
siП' 0 

i 
"dS 

=-й' siП' 0 JЧ лlr,,r|'а,Slzs.в1с с .merslnu,

t2пsiпИS|Y",^|' (25.9)

оlчг. 2zrrsin ИS = dY hom,elementi olduф iigiin

," =-#!yn,|'al'

1ll

(25.10)



аlmаr. Nогmаlаmа gагtiпа gOo I|и,, l' dY = |

,, __"h*
Pz-

tmес

эIdа edarik. L" = fuпоdчф figЁп

eh
F" =-:--

zmс
L"

(25.1l)

(25.12)

yazaпq. Вчrаdап da z- istiqamati hog Ьir ibtiinlffya malik оlmаdrф
iigtin maqnit momenti vektorunun, mexaniki mоmепt vektoruna
nisbаtini

1=_+ (25.1з)L 2m,с
yazmaq оIаr. Вч mffпаsiЫ, Hassik Гиikаdа -с yiiklti, m kiitlэli za-
rасiуiп hesabna уаrапап mffnasibtla epidiг. ОrЬiИI mоmепtiп
qiyпrati

|z|=и{;@)
vamomentin proeksiyasr L, =hп olduфndan

/_э\ mcos(Zl./=W71 (25.14)

аrаlаппdаkз bucaýrn kosinusu pНinda оlаr. Onda faza kvantlan-
mаsml (25.I2)-dan

|!" = -Fвш (25.15)

tарапq. Вчгаdа р, =+-Воrп mаqпitопчdчг. S-halrnda оrЬiиl
2tп.с

mоmепt sfг оlчr va Ьч бzаПik Hassik Гиikаdа уохdчr.
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Fasil II-а aid gаlrрmаlаr

Qalrgma II.1. Potensilal|J(z)=a2 (a-sabitdir) оlап sahada епегjiпiп, im-

pubun va impub mоmспtiпiп saxlanan kamiyyat оlmщlпr аrаgdшп.

Hall: Kvant mexanikasrnda hаrаkаt bnliyi

da _ф*L|оrrl
dt 0t ih'- J

оlчr va

ý=о,|овl=о
л

olanda 9 =ооlчг. Yani Q=sabit u"yuQ = sabit оlчг, sахlапrltг.
dt

l) [a,uJ = 0 оldчЕч Ёgiiп Н = sabitdir .

0t

аF,

0t
2) = 0,*= } [е,Яl = *lп,*W * pi- р.,Ц = 0i 

з)

F,'= sabit

* = о, fr = +rv,,*(r; * О;- Р")] = о;F, = sabit

л^,А
4) аР, -0.d1=o*1[- ih!g*iп*!\=-aidP:" =-а;'l 0t - йl. dz dz) 'dt

F,=-а*0

+=*Ре -,Р,)*(Р: +Pi +r!)+,(rr, -,r,Р-5)
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- *ЬF"- "F,)-}(r: + Р,, + F:УчР,- 4)-} =-ау +

- *tP, Ь+ - i,,yЩ, * F,,(уР,- р,у)- Р,tt F" - F")F. +

* i,"Qi," - F."\ ] }=_оу
л^л

dL, __ou_*' =*.d'" =оdt "dt 'dt
Eyni qayda ib

}у'

; =-aL,! -ayL,+ aLrx+ ML,

dI: 
=-2iha+

dt
zoФ, - ,L-)

alda еdэrik. Dеmэli, lJ(z)=a2 sahasinda ц,Рr,t"sахIапllш, lаkiп

Р,, L,, L у, 
I} kamiyyatlari saxlanmayan kаmiууэtlаrdi.

Qalrsma II.2. Епi а оlап qutuda sагЬst harakat edan zагrасiуiп'епеrjisi-

ni Ирrп,

Hall: Dalýa funksiyasrnrn pгiodiНiyina gёrа

уr(7,i= tr"i@-l'') =yV + d,t)- tr"ilЙ*rG*ill,
Jп Ldr _iп i-- i__ i__

Аеа'' ei' - tr"-i- 
"iP- "i* 

,"i' =|,Fd =2lmh,F =r*:

о, :Tn,, = *,r, = *= ff n', U, =ЦЧ n'

alda еdэrik.
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Qalrgma II.3. Sonsuz dагiп, eni 0 ila а araslnda dayigan potensiyal qutu-
da zаггасiуiп enerjisini va dalýa funksiyasrnr Ирm.

Hall: (0,а) iпtегчаlmdап kапагdа zагrасiуiп enerjisi, potensiyalrn dауэriп-
dan az оIuг va Ьчrаdа епеrji srflг оlцг. Lakin (0,а) inteгvalrnda

#*ff@-u(х}л(х)=о
yazar|q.
ýсhгбdiпgег tanliyinin halli

у(')=," ff{z-u{,l)х
yaala Ьilаr. Sэrhэd рrtiпа gбrа

и(0)= у(")=о
оlmаhdlг. Опdа (0,а) b<ilgasinda hall

чG)= lsin(tT + р)
olduýu tigtin у(0) = чQ) =0 gartina gёrа

и(0)= Дsiпр,9 =g

чQ)= Дsiпkа= 0 ka =тLЕэ k = Д
оlчг. U=0 оlап zonada

Цв:k_ kz =Цrh, h,
уаzllаг. Вцrаdап

5n'=ffB, r,=ffiп'
enerji dауагiпi аIапq. Dalýa funksiyast isa

чG)=r*,(?'
olacaq, Nоrmаlаmа ргtiпа g<irэ

" 

I|rb), ь = |, lAl, I,r' [#') 
* :+'[, - *{+lh, =

l15



yani

=и,|i-",^(Т,)]" = {=,
п=Г; , y(,)=,E,r[#l

HaIl: Оsiýаtогчп mахsчsi fчпksiуаlап

#-Qп+t-€'V,=о

#*b^+1-62\y'=g
bntikbrindan Ирrlrr. Вч tэпliklэгiп biгincisini gr. -э, ikincisini isa rд" _а

ччruЬ, ЬЁtЁп faza йга inteqгallasaq:

lr:ffoB +(zп+t)!уiv"ав - !€'ч:v"аЁ

!r:#о, +(z-+t)!у)у,dý - !€'viv,a€
alrnar va Ьчпlап tагаf-tагаfа gxsaq

{r' # - r. #)dё = 2(n - .) !чiу,а€

t*(rr# r,#)о€ = 2(n - *)!уiч,а€

(,r#-,"#);'. =Z(n- ^)!чiч,а€

funksiyasrnr аНа еdаrik.

ýalrgma II.4. Нагmопik osilyatorun maxsusi fчпksiуаlаппtп огtоqопаl ol-
maslnl gtЪtаriп.

yaza ЬЬгik. Орr mt пdirsа, onda

l1б



!чiч"d€ = Е !rrr"*
оlаг. m=п-diгsа, onda

!r"|'ас = Е !rr"|"dr=t
оlаг. Ya'ni m * п olanda mtixtэlif спегji dэуагli оsilуаtогчп maxsusi fчп-
ksiyalan оrtоqопаНш:

P!,r"dx='
Bagka scizla, hагmопik osilyatorun mаьщi funksiyalaп огtопогmаlik

E!r",d,x=6*
ргtiпi йауэп funksiyalar оlцгlаr.

Qalrgma II.5. Xatti osilyatorun potcnsiyal епсгjЬiпiп оrtа qiymatini ирrп.

Hall: Osilyatorun епеrji tamsilinda ifadasi

х*t=F*lГуr,,,-,-Гтъ.*-,]
оlчг. Вчrаdап

x,"r =1, - . х,* = *|ГУ r,-, * tffa,' ]

[,Ео-, 
-ГЧо,--,]=*[ Eur-*

J-
h',k-2 ,

4

+
+ tT*4

уаzапq. fr'=ftоIапdа

4
'k,*+2

Il7



*=*(Е-

т =J-(n*l)mо\ 2)

+1

4

mа' h

2

h (k /с+1\= |_+-|tпаl\2 2 )
=hI

mа)

1п+-
2),

оtепфаl епегji osilyator tigtin U(x) - 
*9' 

" 
olduýuna gбrа

т"=^?'} =
ho(
-|п2\

=Lп.(2\
lп+-
2

En

-;)(, -+)

,T^=i

mа)

f,B,

ýalrgma II.6. Osilyatorun enerjisinin miпimчm qiymatini Ирrп.

Нэll: Koordinatla impub аrаstпdа qeyгimtiayyanlik miinasiЫi

(^,r(*,,I =+

pklindadir. (ДХ)r=Х',(М,) =Pj оldчgчiigЁп Х2,r'>| чл,

U

аlmаr.

zапq. Osilyatorun Иm enerjisi

olduýundan

giiга tбrаmа alsaq

п=L*mо)'r'2m2

Е> h' 
=*mа' "8mх' 2

alanq. Епегjiпiп miпчmlчýчпа giirэ 
ffi= 

0 olmalrdrr. Enerjidan х2

1l8



fu-+л,mzo)z-ft=o
Xz h

2mа
tapanq. Опdа

gs_h2 2паl *mо' h
8m 11 2 2mа

, ЕrhО *ha _hco
442

g >!,
2

Ya'ni, osilyatorun miпimum епеrjisi
hаh_ >--^-- 2

Calrgma II.7. Mctal daxilinda olan еlеktrоп qazlnln, potensiyal qutuda
saгbast hагэkаt edan еIеktгопlага чуýчп оlагаq еlеktrоп kegiriciliyi mсу-
dапа 9жапr. Kub gakilli ФmЁs раrgаslпш (Vahid iona dЁ9ап sжlrф sшlrýr

р=10,5g/sm'-drr. Вц еIеktrопчп mаksimчm enerjisini, опчп оrи.
enerjisini va elektron gazlnln tazyiqini Ирlп,

HalI: Hacmi LЗ оIап gцmfis kчЬчп daxilinda enerjinin qiymati

tt2п2 t . .

"=#bi +пi+,|)
miiayyan оlчпчr, Ьчгаdа пl, n2, пз mtisы tam аdэdtагdi (1,2,...)
n' = t + п| +п] hаlша baxaq. Radiuslaп n ila п+dп оlап пtiqьlагiп
saylnt

L4-r'dn - Ln'dn
82

yaza bilarik. Bu n<iqtalaгin hэг Ьiгiпdа sрiпlагi Ьir-ьiгiпа zidd olan iki
еlеktгоп уегlаgdirаk. onda п ila n+dn arastnda lтl"dпqаdаг еlеktrоп
оlаr. Yэпi, Ьч еlеktrопlапп enerjisi

оIцr
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u=#t, dЕ=Чпап
оlаr чэ Е ila E+dE спегji dэуаrlагi arastnda оIап сlеktrопlапп sayr

dN=lаfdп=rф 4*
vaya dN =Jй#Гвав
altnaT. Епеrjiпiп mаksimчm qiymatini tapmaq iigЁп asas halda olan elek-
trопlапп sауrш

*=Еi#|гва,

yazшnq. Vahid hасrпа diýап еlеktrопhпп sayt (яхlrф ,i/ = # olduýu

ii9fin

l, t ( zmв*\%
"=*r1 р 1

yaza bilarik. Вчrаdап

дп,о = ýb","Y
аlапq. N =

р
м

olduýuna gбга М Ьiг фmiig аtоmuпuп kЁtlэsi olmaq-

laM=1,80. 10-2 grаm olduýu Ё9iiп N = 5,85, lO*'(sи)-' alda еdэгik.

Ь., qiymatiпdan Д.о =8,80,L}-|zerg=5,55ev dэуэriпi аlапq. Bu

qiymat btilik спеrjЬiпdап ftТ=0,02б ev (Г=300К)) qat-qat 9охdчr. Опа
giilэ Ыilik епеrjЬi еlеktгопlапп епегjisiпi cйi dayigir. Епегjiпiп bu dayig-
masina fегmi qaan urlagmast deyiliг. Е* ifadasi еlеktгоп qаашп Fеrmi
епеrjЬi аdlашг. Еlеktгоп qяzlпlп orta епеrjЬi

EdNп_
dN

dibturu ilэ вуiп оlчпчr. dN qiymatini Ьчгаdа уеriпа yazsaq
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Е=

Е*

lJЕпав

EdE

з
5

Еоо,

Е д*
alanq. Elektron qаzlпlц. tazyiqi qazrn hэсmiпiп аzаlmаыпdа gбruIап igi
isa dА=фч mЁаууап сdiг. Вч ig qazrn епеrjьiпiп azalmasrna sойоlчпчг:

dA=dU
Digar tагаfdап qaz zэrrасikЬгiпiп епеrjilэгiп сэmi

?U=N.g=iNE*
оlаr. Вч епеrji qazrn hocmi ila miitanasib olduýu Ё9Ёп

-2/U -l/ /з

dU 2 dлl
U зл/

yazt|ar. Onda qаап bzyiqi

р:-Ч=?У=?N4'_dl/ 'зr 5"
аhпаr чэ bzyiqi tigiin P=2,06.10lldina/smz Е200000аtm alda еdilэr.

Qahýma II.8. Mtistavi osilyatorun dalýa funksiyasrnl va епеrji qiymatini
tapm.

НаU: ikiёlgЁlti osilyatorun Hamilton ореrаtоru

t =}(r!+лj)+ $p -")
.+ hz dz rпа'ill =-fifi* z ,'

fr,=_{+*'?'у"' 2rф' 2
Bu орrаtоrlапп mахsщi funksiyalan

1
5
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v",(,)=со,"-#" Нnte')

v ",(*) 
= с ^,"-Х 

f 
Н .(Е r)

оlчг. Вч hаllапп enerjisi

olacaq, Onda miistavi osilyatorun епегjisi iigйп

Е = hал(п, + п2 +t) = йа(лr + t)

alda еdагik. N=nl*nz kvant аdаddiг. Yani, mtbtavi osilyatoгun епегjisi

1trl+t) dafa crrlagmlg haldadrг.

Qalrqma II.9. YiiklЁ zаггасik sabit maqnit sahasinda hаrаkаt еdагkап
опчп eneгjisini Ирlп.

Hall: Maqnit sahasini OZ oxu istiqamatinda ytinaldak:

В, = В, =0rВ = В,. Sahэnin чеktоr potensiyalr

д, = д" =о,дr = Ву o|ar. Хагiсi sahoda Hamilton ореrаtогu

н = -E-v, _:_7i + €' 
- tr'2m mс ' 2mс'

olduýu Ёgiiп фhrffiпgеr bnliyi
( h'_, е-2 е' \
l --ч^ _-дD*----_Д2 lly = Ely
\ 2m mс' 2mс" /

va уа

hz чr_ е n:), =EV2m mс
д,ь

2mс2

П,, = Па(ч -;)

В", = Поl(п, -;)

е'
+х

оlчг,
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Вчгаdап

(-Lo, -Щвч!* "' = ] \

\ 2- л"u' ох ' йс, В'У' 
)V 

= ЕV

tanliYini Yazanq, 
'" ""УЁ,Т,Т\'= 71rу,t*-*l

gэklinda axtaraq. (с va / Jаг sabitlэгdi) Onda

v,f(yy|**el - _(о, * B,)f(yyi(B+p) *d'{Y) 4K*-*l
dy'

f 
' 
t Y"-- й 

= i ф(y)ri(a+ *)

olduýundan

r-(- - u - #)lU) + #, t l - ff ru) = rrl)о
nliyini аlаrrq. Эgаг

, аrh еВ
у=у----лrОо=-, €-t,-еБ mс

avazlamasi aparsaq bu tanliyi

_h' d'f\) _mа3у' rh)=6$,)2m dy' 2 'w
yaza bilarik. GtiгЁпdiiуЁ kimi Ьч Bnlik hаrmопik оsilуаtогчп tanliyidiг
Ya'ni

f,(€)= н,16У-|ё' ,6 = [*^-r,

h'р'
2tп

, =П,"(,*f,), е = Е _h'В'
2m

En

ifadqalaгini alrnq. Вчгаdа

ehB( 1\

-l 
и+_ l

,rrс [ 2)
. h'p'

2m

-OZ охч Ьоучпса kinetik епеrji,
h'p'
2m
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еhВ ( п*1) * Ж mtot"vbinda maqnit sahasina рrрепdikчIуаr ola-
tпс l. 2)

гаq hэгэkаt еdэпdа osilyatorun епеrjЬi оlчr.

Qahgma II.10. Наrmопik osilyatorun kvadrupol gfialanmasmr taptn va
опч slюпйп giialanma intensivliyi ila mflqауЬ elin.

Hall: Kvadrupol giiаlапmапш intensivliyi

l="!tаr*f
ila iayin оlчпчr. Вцгаdа*"- 

о;: фr*"- r'4* } (r' )** = |r*,rn
ifada edilir. Osilyator фЁп matris elementi

trt-t,t=EE=m
й rft*t)

2mа'^t+t.t -

olduýuna gбrа

. (r') k-2,k= ,-.lreл
(r'),*,,* =ftJr*rаРТТ1

(r')*,* =ft(z**t)
kvadrupol giialanmanrn mаtrЬ еlеmепtlаriпi alanq чэ Ьчгаdап da segma
qaYdasr оlаrаq 

Аft = 0,*2
alda еdгik. Sропип gtiаlапmапш ehtimah

n,-=#(D-,);*(D-,)--
Eyni;tcyn amsah Ъ tayin оlчпчr. Вчгаdа

(D-,)** = lvi,D*,vrdT
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Ео = ohal halmda, yani, ЬоуЁk kvant adadlaгinda kvadrupol kegidin еh-
timalr

иlъd _!бе2а2 oz" 
15 -2"5'п

оlаг. Dipol gtialanmasrntn ehtimah

wdФ =?!d ЕЗлпс' а

olduýu iigiin, опIапп nbbэti

ry=!(,\' zB, =g4И/dФ 5\с ) mа2 5 mс
qiymatini аlаг. Ya'ni

оlчr. Onda:
а

2)а
й)т

2ос . oflп - а_ lrsm- 
-а6|а- 

_а! а 2

7 ="!vi(rb'v,(")ot = 1"F'siп'П{ xdx=а'о аi а

П/hцdw ^,(
tарrIаr,

Qalrgma II.1l_. Potensiyal qutuda_olan zаггасiуiп kооrdiпаhшп огИ qiy-
mэtiпi va kvadгatik хаипrп оrИ qiymatini ирп.

HalI: Potensiyal qutuda zаrгасiуiп dalýa funksiyasr

Е . (no \

', 
= r!;''n(.7"J

Х = lvi\bv"(x)dx =
0

-а'xL -_
4

11
з-й7
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(Аr)' = о, 2п2п2 L2

t:|,(ь,y =#(, h)
QalrEma II.12. Sferik-simmetгik sahada impuls mоmепti olan zаrгасiуiп
kvadrupol mоmепtiпi hesablayrn,

Hall: Sferik sahada zаггэсiуiп hal funksiyasr

yпh = п,,(r)r,'(0,9)
zаrrаziуiп kvadrupol momenti tепzоrч kanmiyyэt olub

Qn =3x,xr - 
"6ойi srfiгdrr. Опчп Ь9 asrltolmayan komponenti чаr:

rzY! = "Ьr' - r'\r'Yr*' = tcfi'(x + iy)z

r,y!' =iJBtr*iy)',"= E,{r'|'dQ = l

d{l=siпИИrр
Ya'ni

r'y! = Fruр,,,r'y|' 
= Ern ! iц,)

,'ч'=Еl+r,-ц,)*,Q,7
оlчr. Оrtа qiymat Кчаdгчроl mоmспtiп

О- = jl*, 
l' r' ar"S' 

Yir,^|' Qnaa

(;)
а' а'

1
6\

-l

o'n' )

0 00
ila byin оlчпчг. Qir-nin dioqonalolmayan еlеmепt|аi rр-dап asrlrdrr.

ll2

l{'l i.. p -dan asill оlmчг. Опа gбrа uуфп iпtсqrаllаг sfir оlаr. Diaqo-

nal еlеmепtlаr
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0* =r'(зriп'dсоs'р-1)
Qo=r'bsin'dsin'p-t)
Q-=r'(з"оs'о-t)

rр -уа gora inteqrallama 1/2 ччruф чегаr va

]sin' 0-1=-]ф"or'a-r)22,
оlчг. Q* =0о =Q_ olduýuiigtin, аgаг

} =]r'|R",(rl'а'
0

igагаsi qabul etsak,
r28

0- =7 I I(r"o.' о -t]1r,,|'ao
00

yi|zanq.

оlduýuпа gбrа

alda edarik. Вцrаdап

cosOY," =aiylt+airyf1

[,, 
=[оi;;ilЧ,-*i'lJ']

O-=7KorI -01,I)

tарапq. S halr Ё9iiп l=0 оlчr ,n" 0= = 0оlаr. р_ halr iigiin Ь

а _jzt(t +t)-Bmz
Yо-lЕФ;J)

o-=I7(t-1.,)
' аlапq. m=0 olanda 0_r0 оlчг, m=l olanda io Q_iki dafa az оlаг ча

0_ a0 qiymatini аlаг.
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Qalrgma II.13. Miixtэlif maxsusi qiуmаtlагi оЬп Р ореrаtоruп mэхsusi
firrrksiyalann ortoqonalltýrnr giistагir.

Нэll: Maxsusi qiymat va maxsusi funksiya bnliyindan

|'yi = qrvi

0Y, = qrц,

Iv;(Ov,hTr = lvi ч,ч 2dl/ = ч, lviv,dv
lvrO'v;al' = e,lvivrdV

[yiOy,ar' = t v"OvidY ч, tviv,dv = e,tviv,dV
аlапq. Вчrаdап

Qz*h lчiуrrаrr=0 оlаr.
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III Fasil

Таsчir vQ уа Тапsil (gбstаriп) поzаrisуаsi еIепепtlаri

ikinci fasilda ГиiН komiyyatlara qаrgr qoyulan оргаtоrlаr dif-
ferensiyal ореrаtоrlаr idi. опа gбrа da blabvirda kvant mexani-
kastnda аlшап trапliнэг xэtti difeгesiyal Ьпliнаг оlчгlаг. Lakin
ореrаtоrlаr агаsmdа komutasiya miiпаsiЫlэri Гиiki mапа dagrdrýr
iigrin bu mапа, ореrаtоrlапп hansl гiуаzi рнldэ чегilmаsiudап usir
olm_az. Орегаtогlапп bu va уа baýka riyazi ýakilda verilmasi, onla-
гm birinin digагiпа gevrilmasi, tamsil va уа tasviг (gбstэrim) naza-
riyyasinda агаgdrпlrr. Ореrаtоrlап rrэ hal vektorunu bir bmsildэn
(tаsчirdэп) ba9ka bir bmsila geviranda matris саьгiпdап istifada
оlчпur. ona gбrа kvant mexanikasrnm Ьч yeni gаНi matTis kvant
nrexanikasr adlnr dagryrr.

Bu baxrmdan ikinci fasilda aldlýrшz Ьiг 9ох апlауrglапп yeni
pklin tamsil паzагiууэsiпdа аrаgdrrаýrп.

ý26. Dalýa funkiyasrnrn mйxtalif tasvirda чеrilппаsi

Maxsusi funksiyasl diskret spektra чуýчп olan maxsusi funksi-
yadrrsa, .Ё ортаtоruпчп mэxsusi qiymati ча mахsщi funksiyasrnr
taYin eden tanlik 

Fy, = F,Vn (2б.l)

;aklinda оlчг. iitiyarr hаhп dalýa funksiyaslm yr(7,t) maюusi fuп-
ksiyalarrn superpozisiyasr pklinda

y/(r,t)=Zo,y, Q6,2)
п

yaza bilarik. (26.2).da ;л" ,Ёор"rаtоruпчп maxsusi funksiyasrdrr,
,/(7,t) isa koordinat tamsilinda verilni; ixtiyari halrn funksiyasb
dг. (2б.2)-пi tиj.-э vrrrub, biitfin Ъza iizга inteqrallasaq,

lvi,v?,tVl' = lv|,Za,yodV =Zq tчi,у,аt,
аlаrrq. Diskret spktrin ."*rr.iri fчпksiуаlап"оrtопоrmаllапап fчп-
ksiyalar olduýu iigiin, (6.5)-а gбrа
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п| =п
п'+п

оlчr. опdа

lч",чF,t)аV =|а,6,,п = ап,

(26.3)

о; = tvi,vQ,tPr =(ч,,у)
аlшаr. (2б.3) gбriindtiyii kimi altnan an, уепi tasvirdэ rл(Г,r) Гчп-

ksiyastmn ifadasi оlчr. Qfrnki (26.3)-i dV hacmi йга inteqrallasaq
natica уаlшz z'-dan asllr оlаr.

оgэr Ё орrаtоru kasilmэz spektra malikdirsa, onda
FVr = Fyt Q6.4)

yaalar vа Vr (va уа ,l/U)) kasibnaz spektrin maxsusi funksiyala-

пФr. y(i ,t)-oi ч t = yQГ)-ininteqralr goНinda уааЬ

y,(rJ)= kUlу(r\r (25.5)

Ьч ifadanin hаг iki tэrаfiпi у'|[')uurлrаq, inteqrallasaq

. !v'(f 'У(r,,Уv = II.V\у, V,\уVуfал,
аlпаr. (5.8)-э gбrа

lv'U'\rUYr=aU'-f)
olduфtigiin

!o,aj'- f\f = lv'U'VQ,tPrl
alda edarik. Вчгаdап

oV') = [ч'U'VF,,Yv' (26.6)

alrnг. (25.6) ifadasi yeni bmsilaa у(Г,r) funksiyasrnrn ifadasi оlчr.

(26.3) va (26.б) diistuгlan koordinat tasvirindэ veгilmig rд(r,r) Гчп-

ksiуашп F b.riliod" alrnan o"va oQf) funksiyalarrn оlчr. Gё-

гfiпdiiуЁ kimi Ё-iп maxsusi funksiyalan у/: vа yr'V) ila tamsil

оlчпчrlаr. Оrпэk оlаrаq koordinat tamsilinda verilmig dalýa fuп-
ksiyasrm епеrji bmsilinda yabaq

. (l
Jчi,v"аrl =r"" =to
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o"Q)= [чъF\rQ,tРr, Q6.7)

оlаг. Вчrаdа у! funksiyas' frу(7)=Вчr?) ьпfiуiпiп hallidir.
impuls tamsilindэ isa

о, = [уiffV|,,Уl'
оlаr va 9и, impuls орегаtоruпчп mэxsusi funksiyasr olduýuna gёrа

V о-лi

у/,(7)=
i--

зр,l

-о
,l@ф,

gaklinda yazsaq, 
i __

ао =(z.m)-Цz le 
hP'vl(i,tYv (26.8)

impuls tamsilinda dalýa funksiyasr оlчr.
Impuls momenti bvirinda dalýa funksiyasr

", = [viQ\yQ,tPv = !y,'- (0,9)уF,,Уr
yazrlrr. Вчгаdа {" funksiyasl impuls momenti ореrаtоruпчп mэх-
susi funksiyastdr. Оrпоk оlаrаq

уr(r) = -ft"iЬ'-'Ъ r.t=, 
= ;) funksiyastnt impuls bmsilinda

yazaq.

оо = lviQpG}b = # !"-*' ft"I'o"ou* =

Jzoho

+_
2i

! eio" ar =
JZooh р" 2i

_о
2

sin Ро
h

Ро

sin Ро
h

Ро

2h le
i
iР"о -е 2^

Р"а

sin Ро
h

ро

(26.9)

2h

й
IБ
l-\;

ао=
гБI-

\оо
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Bu impuls tamsilinda у(х) nr"Ksiyaslntn ifadasi оlчг.

BeloliНa, rеqчlуаr funksiya оtап 1и(i,r) funksiyasr (2.1) ;artini
бilэуэп funksiya оlаr va a,va aQf) amsallan ila tayin olunuT.

Опа gёrа siste,nin hah уа rеqчlуаr funksiya otan lд(i,r) funksiyast,
yadakr

V=

[i]
(26.10)

matrisi ila Ьчir оlчпчr. (26.2), (26.3), (26.5) va (26.6) dЬtчrlапп_
dап btifada еdагэk ча Hilbert fэzаsrшп чеktоrчпuп ao,apd2,---

kоmропепtlаriпi Ьilагаk, rл-fчпksiуаsrш \ё yadakr y -ni Ьilаrэk,

ao,al,az,... аmsаllапш Ирmаq mtimkiiпdiiг. Nоrmаlаmа gэrtiпа

gбrа

!ч|'al' = [v'!rdy =t
olduýu tgtin suprpozisiya рriпsiрiпэ istinad еtsэk

- lZ.:,r:,|a,y,dV =|л'п
alda еdэгik. Вч ifadэni

ZZ"i,"" lvi,v,arr =t (26.1l)
п'а

ума bilaгik. Dbkret spektiT hаlшdа ortonormallrq ;artinin

[y|,y,dv = 6",,

olduфnu пэzак, abaq, (2б.l l}dan

||ai,a"6"," =|
п'п

yazaraq (26.1 1)-i

Zо'ло,= !|с"|2 = t (26.|2)

kimi аlапq. Kasibnaz spktr hаlшdа isa (2б.l1)-iп уеriпа
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Il"' V'ly r, 
оVfu , afaf 'dy = |

ifadasini alarlq. Kasilmэz spektir halrnda

[v'r,vrat, = бU,_ r)

ll",U,hU)aU,- f\faf :t
оlаr. 6 -funksiyasmtn

Jr(r')a(, - х'Рх' =,f(r)

Io'U)oUVr =t

tlo(lX'aI =t

olduýuna gёга

хаssаsша эsаsап

va уа
(26.13)

gаrtiпi эldа еdагik. (26.12) va (26.13) рrtlаri mэхsчsi funksiyalann
tam sistem tagkil etmasi рrtidir. QЁnki bu рrtlаr bbnilan iхtiуагi
fчпksiуаш, maxsusi funksiyalann superpozisiyasr рНiпdэ tаsчiг et-
mауа imkan чеrir.

ý27. Ореrаtоrliапп mfixtalif tэsvirda 1razlh gr

Ореrаtоrlаrm tаrifiпа gбrа eyni goxluqda veгilmig bir funksi-
уаш, ba;ka Ьiг funksiyaya рчiгmа amaliyatrna оргаtоr deyildiyi
iiqfin 

ч =ор Q1.|)

yazlr. Вчrаdа чеrilап y,9 vо Q-t", eyni dэуфпlаriп funksiya-
sldtг. Ogar Ьчrаdа V, yэр-пi hаг hansr Ьir орrаtогчп maxsusi
funksiyalarrnrn 5црgrрбzisiуаsr Hmi

'=Zo",n
9 =ZЬ"V" Q7'2)

Zо,y,=0ZЬ,уr"
yazтllý olursaq, onda

п
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оlаr. Вч ifadanin hэr iki tarafini rлj, -а vurub, Ьfltfrп faza tizгэ inteq-
rallasaq

|o.1vi,vndV =|Ъ,!ч'",0у/,dl/ (27.З)

эldа еdоrik. Maxsusi funksiyalaгr., J*оrrо.-аlапmа gаrtiпdап isti-
fada etsak

| o^6,,n=Zb,Q^,,
п

уаапq. Вчгаdап
o",=Zb,Qr" (21.4)

п

hаrаdаkr

Qnn = !чi,Oуr"аr' Q7.5)
(27.1) va (27,4) ifadalaгi miixtэlif bmsillarda verilmig hal чеktоru-
пчп tomsilidt. (27.5) diisturч isa yeni tamsilda verilmig ореrаtогчп
ifadosidir u. Р ор"rutоrчпчп matris elementi аdlапш.

Koordinat tamsilindэ koordinaИ ччппа amaliyatt olan ореrа-
toru impuls tamsilindэ ifadэsiniйpaq. Маtгis еlеmепtlагiпiп (27.5)
ifadasina gбгэ koordinat ореrаtоrч impuls tamsilinda

roo = lv'o,?y рdТl
уааlаr. Burada impuls ореrаtоruпчп moxsusi funksiyasrnt уегiпа

уаашý olursaq (r, - "r')
?to =Qй)-, p-*i'' ?"iu'dv :

= -rп!(zat1-, рэG'-аl; onaF, , J

аlапq. Bu inteqгal 6 -funksiya olduýu Ёgtiп

i,,o=-ih*ab'- P)
ор

alda еdэгik. Belalikla, mаtгis pkilinda орrаtоruп kasilTnэz spektr
halrnda ifadэsi
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ЬG')= lrr,c(pИp
yazrlmrg oluruq. Ya'ni

" ь(F,)=-ihфО,- рYЬ)ар
оlчr. Bunu hissa-hissa inteqrallasaq

ьG,) =| tпа(i;,- F)cb)H + п !a$l, - 

^Ч' 
*

yaziar. Вч ifadada Ьiгiпсi haddi redulyarlrq gartina gбrэ sflr оlur
чэ ondada

b(F)=,ory (24.6)

alda ediliг. Yani, koordinat tэmsilinda verilmig (27.1) tanliyina ek-
vivalent tэпlikdiг. Onda 

э ._ оr = iПб Q7.7)

ореrаtоru impuls tasvirinda verilmi; kоогdiпаt ореrаtоrudчг. De-
maii, kоогdiпаt ореrаtоru impuls tamsilindэ impulsa gбrа difегеп-
siyal оргаtоrdчг. Eyni qayda ila kasilmaz spektro malik оlап,
maxsusi qiymatlarini va maxsusi funksiyalanm istifada etmi; оlчr-
SаЧ,

v = l"Uy,df , 9= !ъU\у,аf (27.8)

yaztb

l,(t|,at =|lb(l\y,a1
ifadalaгinin hаг tarafini и,.ччгчЬ, inteqrallasaq (V hacmi tizга)

!I"U}чi,ч r dfdll = l[bU'ly;,Q v, dfar
аlапq. Ма'lчmdчr ki, kasilmэz spektrin maxsusi funksiyalan б -
funksiyaya поrmаlапап funksiyadrr;

lч rчПr = aU' - f)

Qt = lvt,Oуrаl'

Eyni zamanda

iqагэsi qabul olunarsa,

1з5
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va Ьчгаdапdа
["UPU,- f$f = [bUD,,df

oU')= !ъUDr,аr (2,1,9)

аIrпаг.
Kэsilnaz spe}:tr hal_rnda da (27.1) ila (27.9) ifadalari Ьir-Ьiriпэ

ekvivalent ifadalaгdi" уаlпи опlаr baqka- baska tasvirlarda yazrlmrq
dalýa funksiyalardr.

(27ls)-ivw (27l8)гi matris ;wklindw dn, yaaxraq m]mk]nd]r^

Q, Qrr"' Qr"

Q", Qо"' Qrn

0= (27.10)

Qо' Q",r"' Q,'"

Kasilmaz spktrin matгisi isa hаr kбmаsi dolu оlап Ьir mat-
risdir. Buradan Ыli оlчr ki, hаr Ьir орегаtога qаrýl yeni tэmsilda
(tasvirinda) Ьiг matris чуФп gаlir. Onda (27.1) ifadasini, М mаtri-
sini р vektorunatлiгini

V=Мр
kimi yaza bilaгik. Yani sonsuz sayda kоmропепtlаri оlап p-vekto-
пr

Vl= Мп9l* Mrr9z+"'+ МrtРt+"'
yz = М zlpt + М орr+ ", + М zbgt * ",
... +.-. +... +.., +...+.-. +...

Yt = М п9l # М *z9z+ "' + М *Рt + "'
... + ... + ... + ... +... +... + ...

(27.11)

уааlаr va Mp-ninda sonsuz sayda komponentlari оlап чеktоrdчr.
М -matrbi

м r, м rr.... M rt

мr, мD-.- мr,
(27.12)

мr, Mrr..-- ме
|,t =
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оlагаq, у -vektorunun kоmропепtlаri

a!r, =ftarM rъ Q7.1З)
t-l

diisturu ila tayin оlчпчг.
Маtгislагiп toplanmast ча чцruImаsl, ореrаtоrlапп tорIапmа-

sr va ччruьпаsr kimidir. ya'ni
Сy=ДV+ВV,Dy=ДВy
А+ В = C,Cnn = lvi,Cv"drr = lчi,QЧ+ B\y,aY = lvi,Av"dr +

+ lvi,Blr"d-ViC* = A*n + B*n

оlчr. Digar tаrэfdап Д. В = Dolduqda

lчi,Двч,аr = lvi,,l(By"Yr = tч)Аrлdy = A*n Q7.14)
alda edarik. ВY, = rpn bit funksiyadrг lre оrtопоrmаl olan Ьч fчд_

ksiyalarl yr* Jаriп sшasl kimi yaza bilarik

BV" =Zb*yr Q7.15)
k

Ьчrаdа

. bk = [viЪvr,aY = Вь Q7.16)
(26. 1 5)-i (26. l4)-da yazanqsa

Drn = lй,l|Ъуkdv = lvi,,l|B"yrdY =ZBnvi,,Ayrdy =

=ZВод,*
k

оlаr. Yэ'ni
Dr, =Z,\*Bo Q7.17)

k

аlrпrr. Demali, iki matrisin hasilinda, bir matrisin чуФп sэtr ele-
mепtlаriпi, о Ьiri mаtгisiп uyýun siitun еlеmепtlэriпа ччruЬ, сашl+,
mak lazrmdц.

(27.5) dusturundan istifada еdэrаk, егmitlik gаrtiпi matris pk-
liпdэ yaz" bilaгik

[y|,Iyt,al' = tvi|' v,,dV
егmitliуа gбrа Ьчгаdап
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Q*" = Q|, (27.1s)

alarlq. Yэпi егmit ореrаtоr, elementlari kompleks qoýma olan va
eyni zamanda trапsроrйа olunan mаtгisа uyýun gаlоr. Ogar

QV=qV
tonliyi чаrsа va hаr hanst Ьiг лЁ орrаtоrчпчп, и, mэxsusi funksi-
yasr mбvcuddursa, onda

0Zorro = QZоrV*
kk

yazarlq. Наг iki tarafini rлi.-а ччrчЬ, inteqrallasaq

|.r [vi,Oy rdV : чZоr lyi,y *altk-k-(27.t9)
Z(Q r*-qб о* )о* = 0

bnliyini аlапq. Вчrаdап
det(Q* -4Д*п)=0 Q7.20)

vo уа
Qrr-Ч Qrr"
Qr, Иr-Ч

Qrr

-0
Qy, Qr*-Q

tanlik kimi yazrlar, (27.20) tanliyina bэzan asri bnlik da dеуiliг. Fi-
ziki kamiyyatin оrtа qiymэti diskret maxsusi funksiyalaгrna rryýun
oIanda

1 | 2= lt Fчаr, = Eo ryi rZа ry *dV =||ai, а rFo,o
k, k Hk

Fr* = lyiFyodY
Q7.2|)

pklinda уаzrlаr. OgaT kasilmaz sреktгiп maxsusi funksiyalarl чаг-
sa, оrtа qiymэt
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1 р 2- lll"' @'fu(k')r"Qс\у(ъРydkdk' =

= Il"'(ъ')а(ъР*аъ'r,o
bela уааlаг. Вчrаdа

Ft* = !ч'Ql)rч(ъУl, Q7,22)
ýrоdiпgеr bnliyinin do

,hЦý,l = й,r(r,t)

m.аtris gaНinda уадпаq оlаr. Вчпчп iigiin tonlikda о|ап у -funksi
yartl nraxstБi funksiyalaпn сэmi kimi yazaraq,

yr(r,t)=|aovo

iп7,(Ф"r, *r, 9и') = frZorvr"'/J\ at rr '-r ы ) k

alarrq. Вчrаdа ar=fQ) zamanrn funksiyasrdrг. уr-lы isa
zаmапdап asrlr olTnaz. onda

|*fur=lorйr*
аldэ edarik. Вч ifadanin hаr iki tarafini 1иj,-а ччrчЬ, inteqгallasaq

ihz+ ly|y ral' : Zo r !vi, fr v raradt k

аlшаr. Вчrаdап

ih]T|r=lorro,o Q7,2з)

yazanq. (26.23)-dэп da

,o+=Z нrъаr Q7.24)

аlmаr. (26.24)-da Н*,о

Н *ъ = lv|Йv-arr =(vo, Йy*)=.Vr l Нyо > Q7.25)
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Hamilton operatorunrrn matris elementidir. Q7.24) tanliyi da ýго-
dinger bnliyidir, lakin Ьч tэnlik уепi tamsilda уааhтugdш, Hamib
ton орегаtоru егmit орrаtоrч, olduф iigtin

Н m = HL, Q7 ,26)

уааlаr. Ogar (27,25) matris elementinda yr-|ar епеrji

орегаtоruпчп maxsusi funksiyasrdtrsa, onda
HVr = EVr

tanliyindan istifada ebak, (27.25){эп

Н *,r = [ч|Еч rdV = Е lv rvrdV
yaza bilarik. Buradan

Hr* = Ебr* Q727)
оlчr. Yani enerji tэmsilinda hamilton орrаtоruпчп matris elementi
dioqonal mаtгis elementidir. iTmt п,iууаtlа, hаr Ьir оргаtоr бz
bmsilinda dioqonal matrisla хаrаkоrizа оlчпчr. Эgаr

0y, = Qyо - dtsаvаф оргаtоrчпчп mэхsчsi funksiyasrdrrsa

!v,,Iч,,аr = ч lvi,v rdY = чб о,,

Qоъ = Чбоц

оlаr. Yani Qo dioqanal mаtrЬ olub

Qrr00
Q,

Qo'o =

pkilindadir

ý28. UпiИг gечirmэlаr

Xatti va еrmit орrаtоru ixtiyari Ьir bmsildэn digar tаmsilэ
gevirmak iigЁп чпitаr gечirmаlаrdэп istifadэ оlчпчr. Рорrаtоru
hаг hansr Ьir F bmsilinda Q," va hаr hansr Ьir baýqa tomsilda

(27.z8)

Qr*
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Ooprolsun. Yani F tasvirinda maxsusi funksiyalar

Vl,Yz,...,V ^,...Y о,... dlr. (F Y ̂
 
= F^V ), G tэýйгiпdа maxsusi

funksuyalar Qpqz,...,y р,...yо,... diг. Ba;ka sбda

Q* = tviOy,arl
Q.p = lе'рOе"аl'

уяzllаr. iпdi Q*+Q*ke9idini араппаq iigflп lazlm оlап gечirmэпi

tapaq. Вчпчп iigtin maxsusi funksiyalan, digэr mэхsчsi funksiyala-
гrп supeIpozisiyast kimi yaza bilarik:

ро =|(J,oyo, р; =ZU:py:, Qs.2)

(28.1)-in ikisindan

Q.p = IерOр"аt'= IZU:ey;O|t],"y,dy =

F-tamsili
(28.1)

G - tamsili

п s

= ZZu :ou," [v)0 v ody = ZZu :ou ""Q,"
п йп

аlагtq. Ya'ni

Q"e = ZZu;ou "oQ* 
= ZzU ""U Ь8*

п п (28.з)

(28.4)

Q* = ZZU,"Q*U Ip = ZZu ;oQ*U noаппп
Q'=U*QU

оlчr. (28.2)-ni Ьiг-Ьiriпа vurub, inteqrallasaq

lч)r "all =ZZU,.U'ц tv'.v "dr =
пм

=ZZrl,.U Ьб -, =|[I nou о = 6 *
п п

ирапq. a=F olanda

U:U," =(J*LI =l=(JfJ*i IJ* = IJ-l (28.5)

(28.5) gartini бdауап gечiгmауэ чпiИr gevilтra dcyilir. Demali, uni-
tаr gevirma U*U=lvaya UU* =lila opratoru istanilan bir
tamsildan, bagqa bir bmsila gечirmэk olur.
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Sonsuz kigik faza gечiгmэsiпа unitar gevirma kimi baxsaq
d <<|olanda

1Ё
U = eh = е' (2S.б)

бz-бztiпа qoýma (егmitlik) faza alanq. UпiИrhýа gоrа

1 -1F-
h

i:

уааlаr. Оgаr U=еБПоlчrsа, F =F* -dt rо,опdаU*U=lоlаг.
ВurаdаП 

F=F* (2s.7)
эldа edarik. UпiИг gечiгmаdэ dalýa funksiyasr agaýrdakr kimi уаzг
lаr:

_ 
Х, 

*;F-*...)=,-;(F-Ё-)*оk')=r

V' =UV = t+lл'+...
h

I
=W l-,h

i Iл л

7Рr - ro

rу
гл л

Lor1

Y, =V +;

O'=O+L
h

Fу
Орrаtоr isa

0'=U*OU = )=u-;
л;
о+!-

h

i
п

)u(
t +1Ё

h
0i_t-lд +.-

h

-#[о,р1_
)*," =

гл л

l0r]*

оlаr. BelaliНa, чпiИr gечiгmаdа faza dayigmasi оlаrаq 1F -raza1

(28.8)

gбstаrmаk gorakdir.
А- В = С,А+ В = С,lд,Вl= ,а. В - B.lmiinasiЫloTi unitaT

gейrmа zamanl ;эklini dауigmэdэr, yani invariant qаlrrlаг.
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ý29. Zamanr dэуigdirэп чпitаr gevirma

Sistemin halrnrn zаmапа gбrа dэyigmэsini чпitаr gечirmа vasi-
tasila tayin еtmэk оlчг. Bu halda iig miпыif duruma bsadiif edan
hallart_nazara almaq lаzmdц. Birinci dalýa funksiyasrmn zаmап-
dan aýkar asrlr olmaqla, ореrаtоrlаr zaminrn funksiyasr olmasln.
Bu halda ýr<idiпgеr tamsili deyilir,

Ikincisi, dalýa funksiyaslnrn zamandan asth olmaytb, ореrа-
tоrчп zamanrn funksiyasr olmasrdг. Bela hala Неуzепьrq tamsili
deyilir.

Ugiincii halda is,э, ham dalýa funksiyast va ham da ореrаtоr
zamandan аsdtdш ki, bu hal da qargrlrqlr tasir tamsili аdlапrr. siste-
miп hаlrшп 7Аmаr,а gбга dayigmasi Ьч tamsillarda farqli сiirэ ifada
оlчпчr.
А) ýrбdiпgег tamsili , Maxsusi qiymatlar spektri zаmап dayigdikca,
eyni qalшsa, zаmапdап asilt оImауап opeiatorlardan istifada olu-
лuг yа zamana g<iга halrn dayigimi, dalýa funksiyasrntn zamaaa
baýIllrýr ila tayin оlчпчг. Onda hаl чеktоrчпчп zambndan asrhlrýrnt
чпitаr gечirmа vasibi ila

v|,t) = uQfu,F) (29.1)

kimi уаzагаq t=0 anmda U(0)=1 оlчr va bat \и(i)ttа ifada оlчпчr.
Uпiиrhq рrtiпа gбrа.

U-(t)U(t) =t (2g.2)

olmalrdlr. vF,t)funksiyasr

*+= й,r(r,t) (29.з)

tanliyini ёdауап funksiyadrT. Вчrаdа Ё орrаtоru zаmапdап asilr
deyildir. (29.1)-i yerina yaцaq

tп$чF)=нuQfuF)
оlчг.вчrаdап

dU =-LйUdth
Blda edarik. Onda
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duQ)= -**a@,,r]{p7= "ifr' (29.4)

аlrпаг. (29.4)-ii (29.1)-dэ уеriпа qoysaq

y(r,r)= "-*u'чF) (29.5)

аlапq. Belaliklэ, ýrбdiпgеr ".-rlrО]a*
v"(v,t)= "-i",y(,) (29.6)

alda еdагik. Bu ýrёdiпgеr tamsilindaН funksiyadrг.
В) НеsепЬегq tэmsili. Hal чеktоru 7лmааа baýlr deyilEa, ореrаtоr
zаmапdап asrlrdшsa, чпiИr рчiгmа vasitэsi ilэ Hesenberqin hal
vektoru

vr"Q)=u-'Q'lyo(r,t)
yaTia Ьilаr. Наmmgiпiп НеlsепЬеrq bmsilindэ орrаtоr

0" =ч'kD.чQ)
оluг' Uпiиr gеviгmа 

t] = "-i*olduýu iiqiin (28.6)-уа gбrа

. yH(7)="in'"-**,F)=yF)

ou = "*й,Q"-:fr' (2g.7)

оlаr. Орrаtоruп zamana gбга dayigmasi

0(r * дr) = rl 
u (NЮо(lР(дr)

оldчфпdап

0(r * дr) = ОQ)* ;lt,Ob, -...
yaa|ar ча Hcsenhq tэmsilinda harakat tanliyi

dQ =i
rл
LQ,H (29.8)dth

оlчr.
с) Qaгýlhqlr Ьiг bmsili. Вir-Ьirlэгi ila qargrlrqlr tasirda оlап sis-
tеmlэrdа sbte,min hаlrш бугапmоk iigtin sistc,min Hamilton ореrа-
tоruпч
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fr = ftо + й' (29.9)

уаuпаq эlveriglidir. Вчrаdа Ёo-qargllrqh taýiт olmayanda Hamil-
ton ореrаtъгчdчr. Ё'-Ь qaцrlrqh tasir Наmiltопчdчr. Bu halda
ham dalýa funksiyщr чэ handa орrаtоrlаг zamandan asilr ola bi-
lir, Unitar gеviГmаПi 

UQ)= riй., (29.10)
kimi gёstaгsak, qargrlrqlr tasiг tamsilinda hal vektoru

yo(r,t)=uQ\yr(r,t) (29.11)
оlчг. SrёrСiпgеr tапliуiпdэп

,ou'#,') =(йо*н,\у,lr,,1 Qg.l2)

уяzа bilarik. (28.1l)-i U+-ya ччrsаq
U - ()y r(F,t) = uu* ч o(r,t)

alartq. U+U=1 чпitаr olduýuna gёrэ

V,(7,t) = 
"-*fr 

', о{rr,t)
ул7япq. Вч ifadani (28.12){а уеriпа уааЬ

п! 
"ifr ' v,(r, r) = W. * fr,|-*n 

r, 
о{r,r1

"-*П',п(- *)ч,r,цr,,1 
+ tп;*Я' + =

= й 
""-iu' V о(r,r) * fl,"i" "' 

у, o(i,r)
-!я_,

Ahnanifadani е i " -уэ чtlгSаq

,о+ ="*fr'lr,"-*,П Vq
(29.13)

ihаVо =а frrYо

alanq. Demali, qargrlrqlr tasir tamsilinda Наmilgбц ореrаtоru
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frо = "ifr' 
р,"-iЯ" (29.|4)

оlчг. Вч tamsildo hэrэkаt tanliyi

dHo -1L+ .а l (29.15)
dt - 1trt'чl'-оJ

;aklinda оlчr.

ý30. Osilyatorun спсгji tosvirindэ yazrlrgr

ogilyatorun dalýa funksiyalan Егmit polinomlarr ilo ifadэ olu-
пчr va опчп епегjisi diskret qiуmаtlэг alrr.

v,=сл"-#- ч,(ГУ9,1 ,rо.,,

n- |
v, - r---------=

tl2" п|lп

йv"=Пr(п*|)у,,п \ 2),
вч tamsilda koordinatrn matris elementi

Xnn = *rr", lvi,rv,b

gaНindadir. С = ffraayipni 
qabul olduqda, mаtгis еlеmепtlаri

x rn = *rrq !"*' цt ",(€)H,({.l,aB (з0.2)

оlчr. Еrш,it polinomunun xassasina эsаsап
н"(€)=2пН"-r(х)

щ,(€)=пнл_,(g)+i.r,-,(r) 
(30'3)

оlаг va (30.2) ifadasinda (30.3) -ii паzэrэ alsaq, mаtris elementlari
iigiin
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Х n n = *" -". !"''"|"" *,(0 * i., л_,(с\",1Еу, =

= *, r, "{п !е<' н 
"н,-rав 

* 
*, !"+' н,н л*rdЕ \

aldo edarik. Nazara alsaq ki,

ЧР:2оп|., [еа" dб =,!i
dtЫчrlаrr mОчсчddчr, (30.4)-daki iпtеqrаllаг

["-€' 
н 

"H,_rd€ 
= 2,-' fu 

_ t|Ji 6.,."_,

t"- 
ё' Н nH n*rd Ё = 2'*' (п + l'1,J-п 6,,,,*,

nэticani чеrаг. Вчпlап istifada etsak

* * = * r,,С 
"{nZ'-' 

(n_ l)4,,-, * 
*r*' Q* r)ar,,} =

пБl
.оl

t

п2'-'Q-| 6rn, (.,
2,iБ E-\"-iБr п

*Ir*,(,-,l(T);
+t)G

1

)*-

(30.4)

(30.5)

(30.б)
6

Е

l
=Et

\'lnо [

-Е- \Z^,

nz 12a,t

2о п|2"-| -l

h

1z*';'1(z + t);'

2'п| +1
.'"*r * ,r-l

аlапq. Ya'ni koordinailn matris elementlari

Xrn = (30.7)
2mа

olub, епегji tamsilinda osilyatorun yaalrgrdrr. (30.7) ifadasinda
Д sinvoluna gбrа kvant adadinin dayisilnasi + 1-dir. Ya'ni

Nl=п'_п=*I (30.8)

оluг. (30.8) ifadasi osilyatoг tigiin sеgmэ qaydasrdlr.
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ý31. Sistemin hаlmш srxlrq matrisi
(statistik орегаtоr) ila verilnasi

Vеrihпi9 halrn dalýa funksiyasrnt mfiаууап etmak frgiin dina-
mik dayipnlaTin (Гиiki kamiyyatin) Иm gохlчфпчп tayin оlчпmа-
51 lя.rmdrr. Bu goxluýun ореrаtогIапшп maxsusi funksiyalmr чегil-
mig halrn dalýa funksiyasrdrr. Dalýa funksiyalarla tayin оlчпап hal-
lаrа tаm,й hallar deyilir.

LaHn ela hallarda olur Н, опlап heg Ьiг dalýa funksiyasr ila
хагаktеrйа ebnak miimkiin оlmчг. Маsаlэп, polyarйalanmamig fo-
ton dastasina qargr hе9 bir dalýa funksiyast qoymaq miimkfrn deyil-
sa, bela hаlа qап;rq hal deyilir. фkil 1.13-da gбstаrilэп kimi

S

ýakil 1.13. Qагr;rq hal.

sistemi tassawflr edak. s b0ynk sistemin hаh bmiz haldrr. Qa-
palr S sistemin halr tэmiz hal olduýu iigtin, ;л(q,л) dаtgu funksiyasr
ila хаrаktеrЬ оlчпчr. Вчгаdа q- sisteminin dalýa funksiyast уох-
dчr, Iфаt х- alЪistc,minin isa dalýa funksiyast чаr. Yani, х alt siste-
minin halr tamiz haldш. Qapalr S siste,minda orta qiymat:

Р = lч'(ч,х)Fу(q,х)dq(k (з1.1)

tэуiп оlчпчг. Fiziki kamiyyatin оrИ qiymatinin byin оlчпmаsmdа
tamiz hаllапп y(|),r(zl..-r(i)lu-rrnrn igtipfu ча Ьч tаmИ hallarrn

haпsr ehtimaЦ. #),l'),.-.olmasr vacib sayrlrr. Yani, tamiz halla-
пп hanst ehtimalla igtraklnl tapmaq lfizцmч огtауа grxrr.

< F(,) > tу.Orч(')wQldлr = д(i)r(i) (з1.2)

Buradakr и(')-la.i suprpozisiya prinsipina gбrа hаг hansr Ьir оре-
rаtоruп mэxsusi funksiyalann cami pklindэ gбstarila Ьilаr:
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ч0| =ZоРч"
п

,4t) -ZoPy:

mп

(31.3)

(31.6)

(з1.7)

(31.8)

п
Onda

п

yaza Ьilагik. Вчrаdап

ifadasini qabul etsok

alda edarik. Yэпi

Рл=ZуlilаУ)аа)

<F>=ZZР.,Fл,

. Д(i) >= [c;(')yiFZo9y,dy =f |o;t'lot l" (з1.4)

(31.1)-da Ьчпч пэzаrа alsaq, statistik огtаlаmапt
<F>=Е II/)о!)о!lr* (31.5)

п

,пп

пп

аlапq. Вчrаdапdа
- < F >= TrpF =Тr(rр)= SppF = IzpF (з1.9)

оIчг. 
_ 

(3 1 .9)ifadasinda (сгасо) va (SpuD) mа tгisiп dioqonal element-
lоriпiп сэmidir ki, bunada Iz deyilir.

р -mаtrisiпэ srxlrq matbi va уа statistik орrаtоr deyilir. Srx-
Ilq matrisinin vasitaBila btanilan Гиiki kamiyyatin огtа qiyпratini
hesablamaq miimkiindiir Маsэlап, polyaгizaiiya (qfittibb9ba) hal-
lаппr hrablaya Ьilаrik. sistem qanýlq halda olandi sжlrq -чйisiп-dэп istifada еЬпэk оlчr. (31.9) ifadasindэn srxllq matrisinio b.iгl
kimida istifada оlчпа Ьilэr. Наг hanst fиiН kamiyyэtin огtа qiyma-
tini qan5rq halda бl9пrэНа, verilnig halda srxlrq matrisini Ирmчq
miimkiin оlчr. ya'ni Ьч matrisin ЬЁtiiп еlеmапIапш аldэ еdагik.
опчп siitun чэ satir еIеmапlапшп sayl asilr оImауап hаllап gбstа.
гir. Masalan, protonun, пеуtrопчп polyazalanmlý batr Ki fuiksiya
ila хаrаktегЬ оlчпаr. Вч zaman qtitiiblagma olmayanda srxliq
matrisi dioqonalla5rr va

< F >= ZЬr),
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|(| 0'\
Р=7[о t)

оlчr. Огtа qiymat haqiqi olduýuna g6r" 
.

р* = pi^ (31.10)

оlmаlrdlг. Vahid ореrаtоrчп оrИ qiymati l оldчф iigйn
Trp = Izp =1 (з1,11)

оlаr. Qtinki (31.9}da F=l оlчrsа, F* matrisini vahid mаtгis olduýu
а5kаг оlчг.

Fлп = 6*
(31.5)-а gбrа

olduýu iigtin tэmiz hallarda rЯ,q #Й.i
6_=4,Q)oQ) 1з1.12)

qaНindэ оlаr. f |а"|' = 1поrmаlаmа prtina gбrа

Ь')* = о* olacaq. (31.13)

Bu рrt tamiz hаllаr tigiin kafi va zаrчri prtdir. Ogar sistem dalýa
funksiyasrna malikdirsa

qabul oluna bil",. orf ;*};,rr9;'.*r!:,"?""
rпФ= Но

ы

'О# 
= rпч' (х,,)Щ + iпчQ,t)\l =

= у' (х',t)й y(r,t) - чG, t)Й" y' (х', t)

yaza bilarik. Вчrаdа ЁHu-iltoo ореrаtоru х kоогdiпаfiпа tаsiг

€dil, Я'isa r'kоогdiпаfiпа tasir edir. BelaliНa

,оар(х-,л|J) =(н - й")п(х,х,,l) (з1.14)0t\
tanliyini alanq. Эрr у-lаr stasionar hаllапп dalýa funksiyasrdrr-

sa, sшltq matrisi
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р(х, x',t) = ZZ o,.vi(x',t\y,(x, t) =
п

= 1Т' ̂ ,i@ly "Qy*'Е 
^ 

- Е, ) l

уааlаг vааm amsallan 
.а* = dn.

ermitlik prtini оdауэп amsallardt. Т.* hаllаг tiqtin

аm =апап
Belэlikla tаmй halda

а^ = а';а,
оlаr. F kamiyyэtinin оrИ qiylTrэti

U =11.л lvi\,t)Fv(r,tfu =

=ZZo*F*"*(''-"|

kimi yaalar. Buru]u U- Р ореrаtоruпчп matris elementidir чэ

Fл = tуi(r)rу,(r)fu
pНindadir. Ogar х ila q Ьir-Ьirlаri ila аlаqаdаr deyb,

y(,,q)= фQfuь)
уаzlаг va

у(r,q)=Z",ф,Zооvп =|с,апф,Qfu,F) (31.16)
iпп,l

эldа еdilаг. a'n = c,an qэЬчl edilarsa

p,,n =Zojjo'" = а)а"||с,|' t31.17)

оlчr. Вч zаmап sшlrq matrisi sаdэlаgir va опчп gakili

'hr 
=|,po,n =|аj,а, (31.18)

оlаr. Srxlrq matrisinin Ьч хаssэlаriпdап spin еffеktlэгiпiп аrаgdrrrl-
mastnda, statistik Гlzikапш Ьir gox masalalarda istifada оlчпчr.

(3 1.1 5)
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Fasil III-a aid galrgmalar

ýalrgma III.1. F ор€rаtоru егmitdЬ, (J = elF gсчiгmаsiпiп чпiИг 9ечiг-
mа olduýunu gЬtаriп

Нэll:

II =ei =1+lF+...
.А.

U* =e-'n =1-1F-...
.Ё :.Ё*

оldчЁч ЁсЁп-Й-= 
(r * ;г + -..h - iF -...)= r +;(л,-л)+ о("')=,

UU* =U*U =L
alanq.

Qаlцmа III.2. Yakobi cyniliyinin dоýrчlчфпu gбsыin.

Нэll:
глгл лт лrл л,I rл л,lл

иPCll= д|ВСl-LВСу= д(ВС -сВ)-(ВС -СВ)д=
= 2hе - 2еъ - Ве2 + еъ2
глrллIl лгллl rлл,lл л л ;
Ppll|= вLсд]_Lсдр = в(сд- дс) - (сд_ дс)в =

= Ве2- В2е -е)й + 2еk
rлгл лт лrл л,l гл л,Iл

[сиl}.l|= cWl_LAap =с(Ав _ вд)-(дв - вд)с =

=е2В -еВ2- Ие + В2е

вч iic mбtагьпi toolasao

И[rсП- bbrn; [c[jrn= )йе - 2еъ - ве2+ев2+
+ Ве2- В2е - еБ + 2еВ + е2В -еВ2- 2фе + В2е =о

И[rСП- [rb;tr- [eИn= о

Вчпа Yakobi eyniliyi dcyilir.
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Qalrgma III.З. L2 ореrаtоruпа i*,i-_ча iz ifadэ edin.

Hall:

it=i,+iiy,i_=i,-ti,
i,_i_ = 1i,, + tir\i, - tt) = щ - i,i, + ii,Ц + ir, =

= i.', * i', * tf,,i,l= ii * Ц+ r(- tй, )= t| + t, + ht,

Ц*Ц=i*i_-rt,
t =Ц*Ц*Ц

olduýu iigtin t} = t -i_ -hi" + t" yazanq.

Qalrgma III.4.

(о Л 0) (о 0 0\
L_=пlо о Jr|,r_=o|Л о о|

[о о о) [о Jio)
mаtгislагiпdап istifada еdагэk, 

}[а; I= 2i, munasiЫini gtistэгiп.

Hall:

Е_;_]= i_i_-, ,- = r[[;
oYo о о\лilл о ol_
oJl. о J' о)

JT
0

0

t]] 
,[[i 

;;] Ш;;J]

Ji
0

0;х,

( о. 0

-lл 0

[о Ji
(l 0

=zи'l о 0

[о0

0

0

-l
=zhi"

onda }[а; J= 2i."olar
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Qalrgma III.5. Sonsuz Hqik чпiИг Еечirmэ ilэ dalýa funksiyastna чэ орега-

tога tasiT cdin.

1F
Нэll: (/ : еi

Y' :Uy:

yazrnaq оlаr. Beb,ki,

Fч*"

t-lЁ+
h )= 

о -;hol-

,F .Ft- l-
=е2е2

i
=lU *-,h

rrcos-+lsrn-22
FFcos--lsln-22

2+tB
д-iв

(l*LF *
\й

,F
lб l е2

=е" 
--i=j=е2 е2

О, =uO(]- = (,-;U - )U(

-i[.["On

о, : о*;[Ёо]- it"Fon
Qalrgma III.6. Uпitаr рчiгmапi siпщ va kosinus vasitasila ifada edin.

Нэll: Uпiиrgечiгmапi

U = 4*i+д-iв

е'F

yazrnaqla

ii = riоД
2

аlапq.

ýalrgma III.7. lхtiуагi ivоВчеktоrlап й9йп

(а;)(ая)= i,Б +ia|iБl
оldфчпч gёstаriп.

i F
= COS7l
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Оgаг

А = (А", Аr, А), Е = (В,, В r, В 
")

di, = о,А, + о rА, + о"Д,,dБ = о,В, + оrВ, + о,В"

(а;)(;Л) = о 

" 

А,В, + о,о rА,В, + о,о 
"А,В, 

+ о rо,ДrВ, +

+ оr'ДrВ, + оrо"ДrВ" + о"оrД"В, + о"о rДrВ, + а"'ДrВ"

о! of, =о! =1
olduýunu пэzага

оrоу = iorroro" = iorroro, =iб,
alsao

(а;РЯ) = А,В, + АrВ, + А,В, + io 
"А,В, - 

io,ArB, - io rA,B " 
+

+ iоrД,В, + iо,ДrВ" -iо*Д,В, = i,Б + iоr(Д,В, - АrВ,) +

+ iоr(д,В, - А,В,) + iо,(ДrВ" - Д,Ву) = )Б + t1o"|,aB| + оr|r,lВl5 +

+ о,[.ав|1= iБ +,(dED
yaza bilarik. Demali,

(а;[ая)= iБ*t(а[iэ\

Qalrgma III.8. оgаr ý; = ýi spinin i kooгdinatr Ыiqamatinda рrоеksi-r
yastdtrsa

ý olmasrnr gёstаriп

Hall:

[*,о;]-[ ;,r" i]-[ ýу *[s,,s,]i]ZrЕ]{ * [s,,r11

,]=

s

[r,,+]= 'o(* * - 
s,' = *(#r" jr,)

Ь+]=
r-

iпl L
Ir

r-_
-[as.

Hall:

s ц, = [Е,

[Е, &] = о, а,лý, J = иs,, [s,,s -йS,
olduýu tigtin

r

оlаr. Eyni iIэ
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[r,,+]= ,n(r* -;u"}[r,,r,]= *(iE -#*)
уаzапq. Onda

yaza Ьilэгik. Опа gбrа

ifadшini Ирmý оlапq.

puls bmsiliпd yazrn.

Hall:

у
r'

+

-''I

аа
--(х(-22

r'

dalýa funksiyasmt im-

аlmаг,ý,]=,rt;r]

_ih
[e,i]:-lпЁ,[*,i]=

ý"i)=[re,S.i]-

о, = h !vGy;a" = # !чQу-** а* = +r* [ "*"u 
"'

oldulu asanlrqla аldэ odildiyina g<irа

[r.,s"]= (уе _+)(i i - s, Ё

[ý

[e,i]= -*

]=*(;u,

?1 [*,,u,i] И}s,Ё-
_Zs. )r)

у4 ý,i]-[r*,U"

з,]=*(;r" ju,)
ý.]=*(#Е ju,)

Ii,,

li,,

ф,ý"?

-[

t
alanq. Еупi ila

i,ýl
rj]=

а
,'S,L,

calrqmaIII.9. уr{r)=+"'"(

dx-
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а
2

_а
2

i
h

1:
Jzrt-

=##*"(е#)=р*

"*{'о-,о,
1 2h 

"#"o-"lo 
_"*'"о-"rо

(р, -р)
::_

Jz,ao (4 - р) 2i

(ц - р)"
2h

о

(ц-рh
rБoo=l; 2h

_р
о

Bu dalýa funksiyasrnm impub bmsilinda ifadasi оlаг.

ýahgma III.10. y(p)=ft"in', (О<р S2п) funksiyasrnr im_

puls momenti bmsilinda уаzш va ЕrrТ qiywratini Ирrп.

Нэll:

ч,'(р)= en"
Б

1

v(t)= lv@Yi(pVp = tsn'pe-nn4,
2в

0

2:
JBo'

2Е

0

sin2 р =ry,cos2p =LPr* + е-r'")

olduýundan

y(t") =# j,/r - 
" 
оsцР-ЬО 4, = #'!Q-hе - 

cos2rye-n"\Y!9 =

= #'!{"-n, - ! 1r",," е-iпе + e-7i? е-*"\ао =

= * { J", ",' 
о, - f,Tn*,, 

о, _ 
*Tn--, or1 =
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=.'...-ЕJб {
2T6.n -!а,,, 2lT л--оl

i2 -1

,(r,)= \Е{
6 л.о - I@ л,,* u,,_, 

}
оlаr,

Вчrаdап

Е 
" 

= | L,lч(l, )' = L 
" 
(пt = Ф: - :+' "(* = 2) + *1, " 

(* = -2) =

= 0?+ L?zo-| 2 2h=oз 4з 43
Е" =О

О =тr,rr(t"l'=L,(m=о);- I1oo, 
*\|м, =!h,

V =!п'
з

Qalrgma III.1l. МаtгЬlаriп toplamtnt , hasilini, kоmчИtоruпч va izinin
чпiИr gсчiгmауа giirэ iпчагiапt olmastnt gёstarin.

Hall:
Д=В+С,Д=ВС,UU* =U*U =L

д'=UдU* =U(B+C)U* =UBU* +UCU* =В'+С'
д' = В'+С'
д' =UдU* =UBU*UCU* = В'С' д' = В'С'

Qalrgma III.12. СЁtlЁk орегаtоruпrrп proelcsiya оргаtоru оldчфпч gбsta-
гiп.

HalI: Cfrtlfik оIхrаtоru оr-mаtгisi ila

о,)(
л1
Р =i-2,

1

ц (t+o,}

yaztJ.ал,
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Вurаdап

I)=[;4 =+(i l-(i
I)=(;

u =+[(; l t;

;)

I
alanq. Eyni qayda ilo

1у,

р

Р*V, =0,Р_lи, = 9

i@, + yz) = Р-y, = V, F_(V, + y) = Р_V, = y,
tарdаr.

Qalrgma III.13. Оrtопогmаltq gartini vahid mаtгis ila ifada edin.

HaIl: Diskret sрktгiп maxsusi funksiyalan оrtопоrmаldг;

va уа tvi,vrdY = 6**

(y",yr)= бr*

уаzагlq. k'=kolandad** =l,k'+Ё оlапdаisэ4t =0 оlчг. Yэпi
mаtгis

оlаr va ЬЁtЁп ьmsillэгdа bu vahid оlагаq qаlrг. Dioqonal matгisi hэr zд-

Qоъ = Ftбоъ

;x;)=(i)=,,

:)tl=(l)=,,2V

=(;

(0
=[о

0

1

0
-- =[i

0

0

l

mап
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yaza ЬЬrik. Onda орrаtоru dioqonal mаtгisЬ

Q=

0 0... 0.

Qr, 0"' 0'

Q-

pkilda gбstаrilэ bilar.

ýalrgma III.14. lH mаtгisiп hasilini ирlп.

Hall:

С*ъ = tv|Иyrau = !ч;Д(вчrh"
Byr =ZЬ.y.

п

Ь.= tvihvrdy= В*

Сrъ = tvi,e vrau = [v.:2|B*y^dv =IВ,. tv|Тv^au =

=ZЦ,Вп
й

С*,ь=ZЦ,вп

ýalrgma II1.15. ýddinger tanliyini епегji ьmsiliпdэ уаzш.

Hall: ýGdinger tanliyi koordinat Bmsilinda

"+=йy(r,t)
оlчг. Dalýa funksiyasrm

y/(7J)=Zorvr
}

епеrjiпiп moxsusi funksiyasrnrn и -пrп suprpozbiyasr оlагаq giistaгsak,

ý6diпgег tэпПуiпi

1б0



iпfl|arvr = U|orr*lП|ffvr: U|orrr

уаzапq. Bu bnfiyi yrj.-a vuвuq va ЬЁtiiп bza йrа inteqгallasaq

ihr,+ |yi,y*aTt :Zor lvi,Hvral'аыj .

iп|! а rъ = |а rH r* rrh+ = |о r" *,r

Ьчrаdа Наmiltоп орсrаtоru

Н t* = lviHvrall = Еt6*ъ
епеrji tamsilinda оlчг. Onda епегji bmsilindэ ýfiiпgег tanliyi

'O+=Ebat,
оlаr va Ьчгаdап

оr,Q)= ar,(oy*'r'
alanq.
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tV fosil

Кчапt пехапikампdа istifada оIuпап toqribi пеtоd-
Iаr

Вir srга Гиiki hаdisаlагiп anlagrlmasrnda чэ tасгfrЬа ila uzla-
gап naticalari 5агh etmak iigiin ýсhrбdiпgеr tanliyini dэqiq hallini
tapmaq miimktin оlmаdrфпdап taqribi iisullara miiraciat еtmэуiп
ltizumu meydana 9вrr. Оrпаk olaraq, xarici elektrik va maqnit sa-
hasinda olan аtоmlапп епеrji saviyyalэTinin dэyiýilmasi relyativis-
tik еffеktlагiп паzаrа altnmasr, goxlu sayda еlеktгоп sisteminin
spektrlari va s. araqdшtlmast tiqrin ýchrбdingeT tanliyini hэll еtпэk
mэсЬчriууэtiпdа qalrnq. Вч сiirа hadisalэrin Гziki qanunauyýunlu-

ýun miiаууап olunmastnda tэqгiЬi metodlardan istifada etпrak la-
аm qalir. Tэqribi mеtоdlапп say goxdur. Lakin bizim bu kitabda
istifada edacэyimiz tаqгiЬi metodlardan НаssikэЬпzэr (kvaziklas-
sik) yaxrnlagma, Ritsin variyasiya iisulu, hауасапlаgmа (tadiгgama,

реrtчrЬаsуоп) nazaгilyasi оlасаqdш. Ооз gбrа taqribi metodlarla
tаш9 olaq.

ý32. Ritsin variyasiya frsulu

Bu iisulun asas xfisusiyyati опdап iЬагаtdiг ki, ixtiyari hal fun-
ksiyastnln miiayyan раrаmеtrlоrdоп asrhlrý,r Ыli olub, погmаlаmа
prtini ёdауir. Раrаmеtrlаr a,P,...va s. оlчгsа поrmаlаmа

prtiniyazabilarik*"*;*;**;1J:fi ,оо,",":'о';"
J(o, F,...) = lv' (о, 0,...q)Йу(о, F,...q\q Q2.2)

inteqralrndan епегjiпiп оrtа qiymэtini Ира bilэrik. Bu inteqralrn
miпimчm qiymatindan dalýa funksiyasrmn va епегji saviyyasinin
taqribi ifadasini tapmaq mЁmkiiпdffг.

и(q) Ё оргаtоruпчп maxsusi funksiyalardrrsa, ( {yz"(q)}-a"-

sa) ixtiyari y(а, !,...,q) funksiyasrnr 1и"(q)Гчпksiуаlаrrп sчреr-

pozi-siyasr kimi yaza Ьilэгik.
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v(а,F,...п)= Ёq ч,Q)
а=0

)qг =1
п=0

(32.2)-dan stasionar hallar iigtin

!v' (о, Р, . . . qW ч(о, F,. . . qVq = !ч' (о, F,. . . q)йfl",r,(n@n =
л=0

С, !чr' 
(о, !,...q)fry,G)dq =t'"r, !v' (о, F,...qfu "(qVq =

л=0

с"Е"[Ёс; ! ,,(o))r"(q\ldq =2lr,@,B,.'ql Е"

alarrq. Эsas halrn enerjisi h oluba, bЁtiin Ь-lаr iigiin & >Ь (п>0)
olduýuna gоrа

Ф2ф2

Ilc"l E^>Eoz|c"l =Е,
л=0 л=0, (32.5)

'lc"l 
En2 En

z=0

аlпаr, Yэ'пi
Е; > Е" (32.6)

оlаr. Епеrjiуо оlап Ьiriпсi tartibdan alavani tapmaq iigiin isa
y r(а, F,. . . q) f,rokriy"rrndan istifadэ etmak lazrmdrr.
Birinci tэrtiьdэп alava

Е'о@,F,...)= tvi(a,F,...q)Hyr(a,F,...qYq Q2э)
оlчr.

Misal tigtin hагmопik osilyatorun enerjisi va dalýa funksiyasrm he-
sablamaqdan бtаri smaq funksiyasmt а- раrаmеtriпdап asilr funksi
уа оlагаq

-!12
VV,а)= де z

kinni segariksa, поrmаlа prtina gбrэ

(32,з)

=Ё
л=0

_\,-L
л=0
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tч'6,оfu(r,а)ь=|,а|' Ъ-*"*4пrЕ=,
+Ф

-Ф

l(a)= l ч'G,ойч(r,о\Ь (з2.8)

оlаr. Osilyatorun Hamilton ореrаtоrч

ft =-LL*tпо)'х'2mdх' 2
ча srnaq funksiyasl

olduqda (32.8}dan

J (а) =1(:)" "*" (- *# - +\*)u' ;:" *

= (;)" j n-,|* -(+ - #),7* =

=(:)"l*E-(+ #)#7=*-

n=(:)"
оlчг. Опdа (32.7)-уэ gбrа

h'а mа'=_+-4m 4а
alrrrq. Вчтаdа ЬЦi inteqral olan

y(,,о)=(:)" 
''-

G
=---42

mа' h'а'
2 2rп

1

2а

t х'е--" йс
3

2

-Ф

сачаЬmdап btifada оlчпчг. BelaliНa, "r(с)-ш"

lh|=h'" *-"\' фп 4а
dауэгiпi аlшq. Minimumluq goЁin gбrа
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ф
olduýu Ё9Ёп

оlчr. Вчrаdап

аlrпаr. Onda

h2 mо'

-_ 
: =Q4m 4а'

=Q
аа

m2а2

": ,ао
lпа

(з2.10)

h2
fпа)

h2 h

J(a")= i h
4lп

mа2 ha ha hol

-:-,П@442
h

alda еdаrik. Demэli

д,ь = Ei =+ (з2.1l)

Ирmrý oluruq.Bu zаmап Ьч halrn hal funksiyasr
t x|tl 1о

'.=l#)'- 
"-#" (з2.|2)

alda edilir. Yani (32.1t) чэ (32.12)-ya gбrа variyasiya ffsчlч ila osil-
yatorun sfirшсr enerjbi vo dalýa funksiyasr daqiq mа'lчm qiymat-
lэri аIrr. Birinci hауасапlаgmrg halln,r"_ 

l,**riуаsrш
Vr|х,!)= Вхе 2

kimi segdikdo, yо-уо ortoqonal оlаг rlа поrmаlаmа рrtiпа gбrа

!v,G,F'Iv.(r)oh = о
-iй 

t, Flr,{r, f\r= |В[ 
j r'г fr' dх =И', 

в*Е 
=,

alda еdilэr. Опа gбrо

в=fiF+
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J,Ф)= 4n
3lttпal 3mаl2h 3 л

=_ |-:_kG)4mh 4mаl 2
(32.13)

и(,)=#е)'о"-#"
birinci sачiууэпiп enerjisi чэ dalýa funksiyasrm ifadasini almrg olu-
rчq.

ý33. Klassikэbanzar (kvaziklassik) yaxrnlagma

Ма'lчmdчг К, kvaziklassik dalýa funksiyasr (2.6) dЁsturu ila
ifada оlчпчr:

LtlTl]'
yru=аеr , ' (2.6)

Ьчгаdа a-da|!a funksiyastnln аmрlitчdчг va onu a=l qabul edak,

I(i,t) isa tasiT inteqralrdrг:

/(i,r) ='lrQ,i,tfu
0

va опч

kimi yaza ьilэrik. rr"-il jj?];f;r',ir,

_ц=.(-I *u0t 2m
pklindэ olduф frgtiп, klassikabanzar tэnlik (Hamilton-Yakovi Вп-
liyi)

fuI +U - g - i-h 
у26 =о (33.1)

2m 2m

;aНinda уааIrr. (33.1) tanliyini klassikabnzar va уа Ьuпа VКВ
ýепtsеl-Кrаmеr-Вчrчlуеп metoduda deyiliT) ibulu ila hall edak.

(2.6) ifadasindaН d -пi й - iп daracasina gёга

h - /и\'
d =6o*iu,-[t;J oz*", (33,2)

srrа pklinda axtaraq. Вч sшаш (33.1) Ьпliуiпdэ yerina yazsaq
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(+)'..,- ,}' +u_E-*{,t

-Lv'
2m

hоо* .оr*l

h
Оо * -7О1 *

l (+|-,- ,)=о

],

2

[v.. 
* |u,,-(+) ior+ +u(r)- в -

(33.a)-fin biitiin tэпliНэriпi bir бlgiilii уа?апqsа

ИI - zm(u -Е)= о

o'.oi-.f,oi =О

(ri)P - zo'.oi+oi=9

1

2m

- *(u, "* 
tчо, - (1)'u,, - ...) = о

alarrq. Вчrаdап

}{io.)' *!io" V.,-ýrПо,1' *ý{tro,)' -

- *U r.. 
tо, + u (r) - Е - *о'о. - *о'о, - ffv' а, = о

yaztb, й - in eyni dаrасэsiпа gёга uyýun haddlarin sfira ЬrаЫ
olmasr рrtiпi taparrq:

(ool +zm(u -Е)= о

ioo.ior-.f,Vroo=O 
(зз.4)

(o"I -zioo.ior+V'o, =0

(33.5)
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alanq. Вчrаdа gtrik birinci tartib Юrэmэ demakdir. Ya'ni

o'"=ff,oi=ff,4=*,o:=#
qabul оlчпmчgdчr. (33.5}in birincisindan

о'" =*Jй@Т4 = tp(x)
уаzлпq. Вчrаdапdа 

J
o"=t!4"Y,

alda edarik. Эgэг (33.8)-i (33.5)-iп ikincisinda уеriпа уа7sаq

.i (tф)-*о(,)=о

oi=+,l t dp(x)_,t
iTп d- ---!ьrQ)

о, = t}rnл(,)+ с
аlапq. Onda dalýa funksiyast

riHyloTibpG) л ;iп,,в.-}""р1Vо(r)=Сr"'|- +С2е

=fu" ijп,и, i pG,l*,

(33.6)

(33.7)

(3з.8)

(33.9)

(33.10)
i

+ е

gaklinda уэz:J.а Ьilэr. Вчrаdа Cr ча Cz ixtiyari sabitlaгdi. Ма'lчm-
dur К, zаrгасiуiп х ila х*ах пфtаlаri arasrnda olma ehtimalr

lи|'it" mfiаууап edilir rra опа gбrэdэ bu ehtimal { -а ЬrаЬrdi.
р

(33.5)-in iigiincЁ Bnliyina gбга

(.i)P - 2o'"o'r+oi=9

,'".i-:bi)r -}ri=o (33'11)

оlчr. (33.1l)"da (33.7}dan o|va (33.9){an о| паzаrа abaq, iНnci
tагtiЬdэ dаlф funksiyastna olan alavani
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Р lcPz -oz= 4pz*BJF*
taparrq. Onda klаssikэЬпzэr funksiya (3з.12)_i паzаrа al-aqla
ikinci yaxrnlagmada (оr) ачЦа funksiyasr

yч=е*G.*а,+о,| -"*(-.*О,)6 -ihor) (зз.lз)
gaklinda уаzilаt. Bu уахrпlа;mаш Ьir gox potensiallr sаhэlагdа hэ-
гаkаt edan zаrrасiуiп dalýa funksiyasrm tapmaq iigЁп istifadэ olu-
пчr.

Наrmопik osilyatorun enerjisinin Hassikabnzar yaxlnlagma
metodu ila tapaTrqsa, опчп enedisinin

в.=п,("*f,)
ifadasi almastnrn gahidi oluruq.

о',
р зр,2=_4р2 s^Р

(33.12)

Науасапlаýmа (tаdirgаmа) поzагiууоsi

Miiasir Гиikаdа эп 9ох tatbiq оlчпап tatbiqi metodlardan birisi
hэуасапlа;mа (реrtчгЬаsiуоп) пэzаriryаsidir. Bu паzаriууа ilk dafa
gёу mexanikasrnda istifadэ olunmugdur. Yеr-Giiпа;, Ау-Yеr va с.
sistemlarin hагэkэti asas hal kimi qabul оIчпаrаq bagka рlапеtlэriп
ьч sistemlara tasiri эlача Hgik Ьir Ьir kimi qabul оlчпчr. Gfiпэя
ila Yеr planeti arasrnda tаsiг asas qэЬчt olunariq, bagka рlапеtlаriп
tasiri va опlапп Ьir-Ьiri ila qarplrqlr Ьirlаri ъtf , az olbraq alava
чеrir. Yani, <hауасапIаgmа (tэdirgаmа, регtчrЬаsiуоп) паzэriууаsi-
па> gбrэ mflmktiп оlап Ьiгlэrdап asas tавiri аупЬ, tanliyi daqiq
hall edib, sоша isa hэуасапlаgmа qtiwэsinin'tasirini nazara almaq
laamdrr.

Crrlagma (qэtmэrlаgmэ)оlапdа, dbkret spktrli sistеmlегiп ha-
yacanlagmast va zаmапdап asrlr olan hауасапlаgmапш nazarilyasi
bagka-bagka gaНlda qчrulчг.
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ý 34. Науасапlаgmа nazariyyasinin asas tanliklari

опса Hamilton ореrаtоruпчп zamandan asilr olmamasmr fэrz

edak. Buhal da Ё-rrо
й=k+О+t=йо+fI' (з4.1)

pklinda tasvir edak. Ёоореrаtоru hayacanlagma оlmауап zamar.,

asas halrn Hamilton ореrаtоrudчr, Ё'isa hayacanlagmant пэzаrа

alan qismidiг. Вчrаdа Ё'<<Ёооlmаlrdш. Опdа tadiTgэma enerjisi

asas halm enerjisindan 9ох- 9ох kigik оlаr. ОgэгЁ' ореrаtогч iigiin

с раrаmеtri daxil edariksa (mэsаlа, incaqurlug sabiti с = * l, lз7,
fr =at,a <<l (з4.2)

fr' ..Й. ргti tапzim|эпiг. оgаr V=0 оlчrsа, эsas haltn ýсhr6-
dinger tanliyin

й.rtоl = gЬlrЬl (з4.з)

hallindan yb|u"E(o) bа[i оlчг. Вч zаmап и(о) 'rn Е(0) bilaгak

(fr"*ot\y = Еy (34.4)

tэnliyinin hallindon, y-ni rлэ E-ni Ирmаq talab оlчпчr. (34.4)_

dэпtд va E-ni с -шп daracasina g0rэ srra kimi

у =у{"| +аy(D +аryа +... 
(з4.5)

Е = вЬ) +сЕ0) +а,ЕQ| +...

уаzапq. Burada ,('),f')6irio"i mагtаЬdап olan аlачэ,

*(z),E(2)isa iКnci tartibdan olan alava чэ s. olur. Demэli

,(О),fО)раrаmеtrdап asilt оlпчr. ,(l),g(t) а-пiп birinci doracasi-

па uyýun оlап alava, ,(z),gQl isa a2uyýun olan эlача чэ s. оlчrlаr.
(34.5}i (3a.4}da уегiпа уаzБаq

{Н. * 
"t \чЬ| + ау,('| + azy(zl + . -.) =

=(д(") +rlEit'| +аi'| +-..)(и(,) +ay(ll +aтy(zl *,..,
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