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On soz

Cagdas fizikanin asasinda kvant mexanikast durur. Uzun illor
Baki Dévlat, Roma, Tiirkiyonin Qaradoniz Texniki va Erciyes Uni-
versitetlarinde verdiyim “Kvant mexanikasi” ve “Yiiksak enerji-
lor” fizikasina aid derslerin, hamginin talobsalerle bu sahado mass-
lelar hall ederkon meydana ¢ixan ¢otinliklorin aradan qaldiriimasi-
nin naticalari bu kitabin yazilmasina sabsab oldu. Kitab iki cild ola-
raq tertib olunmusdu. Birinci cild qeyrirelyatvistik kvant mexanika-
St V@ onun bir ¢cox problemlorinin izahinda istifado olunmasina,
ikinci cild iso relyatvistik kvant mexanikasi problemlorins hasr
olunmusdur.

Birinci cild I-V fosilden ibaretdir. I fosil kvant mexanikasmnmn
yaranmasina sabab olan tacriibi faktlar, dalga funksiyasinin xassa-
lori, dinamik deyisanlerin operatorlarla tomsil olunmasi, faza koor-
dinatorlarimin, impuls, hareket miqgdar momenti, enerji operatorla-
rinin askar goklinin almmasi, bu operatorlarin moxsusi funksiyalan
vo moxsusi qiymetleri, bozi fiziki kemiyyatlar iigiin geyrimiioyyan-
lik miinasibetlerinin ahnmasi, onlarin naticaleri, kvant mexanikasi-
nmn horokat tenliklori, onlardan klassik mexanikaya kecid, kasilmoz
vo diskret spektrs sahib olan hallarin alnmas: strafli serh olunmusg-
dur. ,

IT fesilda zarraciyin potensial qutuda harokati, Srodinger tonli-
yinin harmonik osilyatora totbigi, merkezi sahado horakat, magqnit
sahosinde harakat, hidrogen atomunun enerji soviyyalorinin aln-
masl, birvalentli atomlarn davransi, onlarin maqnit momentlori-
nin almmas: atrafl incalonmisdir.

Fasil III. Dalga funksiyas1 ve operatorlarin tomsil nazariyyesi-
0o gbro miixtalif temsillords yazilig, unitar ¢evirmalor vo zamana
gora dayismoani oks etdiren unitar ¢evirmalor, sistemin hahnmn sixliq
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matrisi ilo xarakterizo olunmasi, matris kvant mexanikasina giris
kimi mévzular aragdiriimigdir.

IV fasildo kvant mexanikasinda istifads olunan taqribi metod-
lardan , varyasiya metodu, kvaziklassik yaxinlagma iisulu ve hoya-
canlasma nazariyyssinin asaslari, onlarin stasionar ve stasionar ol-
mayan hallarda tetbiq olunmasi tafsilat1 ile miizakire olunmugdur.

V fosil ise hoyacanlagsma nozeriyyesinin tatbiglerine hasr
olunmusdur. Burada anharmonik osilyatorn enerjisi vo moxsusi
funksiyasi, xarici elektrik sahasinde atomlann enerji saviyyalerinin
pargalanmasi, xotti vo qeyri xatti Stark effekti, rotatorun xarici
elektrik sahasindo enerjisinin dayisilmesi, elektronun spin momenti-
nin meydana golmasi vo spin funksiyalarmin xasssleri, simmetik,
antisimmetriklik sartlori, helium atomunun nazariyyesi, para va or-
tohelium hallan, onlarin enerji dayarlorinin mileyyen edilmasine
hasr olunmugdur. Buradaca elementlorin periodik sisteminin osas-
landinlmas: gostarilmigdi. Bu fosilde tafsilati ile dipol ve muldipol
siialanmanin kvant nazoriyyaesi incelonmisdir. Dipol, magnit dipol
vo kvadrupel momentlorin hesabina olan kegid ehtimallan tapilmig-
dir.

Kvant mexanikasina asasan homopolyar va heteropolyar mo-
lekullarin yaranma sabableri aydinlagdmlmigdar. fki atomun mole-
kul yaratmasinda sinqglet va triplet hallarin olmasinin rolu milayyen
edilmigdir.

Hoyacanlagma nazoriyyasinin bariz tatbiqi olaraq isigin kohe-
rent sopilmasi, yoni isigm dispersiyasi hadisesi aragdinlmigdi
Kvant mexanikasinda iki név miisbat normal va anomal dispersi-
ya, hom da menfi normal ve anomal dispersiyanin varligi gostoril-
mis vo onun tacriibade tasdiq olunmas1 qeyd edilmisdir. Burada
hemginin koherentolmayan Raman effekti adlanan kombinansiyon
sopilma hadisesi do dyrenilmisdir. fsigin sopilmasi naticesinda, so-
pilmaden sonra miixtalif tezliklorin kombinasiyas: yaranir. Bu se-
pilmadan istifade edarek molekullarn qurlugunu §yrenmak olur.

Xarici magnit sahasinds atomlarn enerji soviyyalerinin deyi-
silmoasinda bu fosilde &yrenilmisdir. Xarici maqnit sahassinin qiy-
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matinden asih olaraq enerji seviyyolorinin miirokkeb sokilds parga-
lanmasi, Zeeyman effekti miifossal izah olunmusdu. Onun normal,
anomal gisimlrinin varli: ssaslandirilmmsdir.

Ikinci cild VI-VIII fesilden ibaretdir. VI fosilde qrup nezeriy-
yasinin anlayislan, onlarin kvant mexanikasinda istifade olunmast,
matris mexanikasma gora ba’zi kvant kemiyyatlerinin qiymati mii-
ayyen edilmigdir. Burada yiiksok enerjilor fizikasinda genis tatbiq
olunan ba’zi saxlanan komiyystlerin xassolori arasdirlmigdir.
Hamginin Lorentz va Puankare qruplarina giris verilmigdir.

VII fesilin mévzulan Kleyn-Gerdon, Dirak tenliklrinin asas-
lari, burada istifade olunan matrisler, onlarin xassoleri, tam hare-
kat miqdar1 momenti, onun maxsusi funksiyas: incilonmisdi. Bura-
da Dirak tenliyinin serbest zarracik iigiin halh, bu hallin dérd hala
uygun gelmasi géstarlmis, spinin ve enerjinin iki qiymatinin-manfi
vo miisbat halda olmas: gostarilmigdi. Eyni zamanda hidrogenaban-
zor atomlarda relyatvistik effektlor arasdirilmisdir.

Giiclii maqnit sahesinin atomun eneryisinin doayisilmosino et-
ki gostormesi VIII fosilds dyrenilmisdi. Spin orbital tesirin maqnit
momentlori ils baghhg alde eilmisdir. S-soviyyasinin par¢alanmas:-
nin tacriibadaki qiymsts uygun gelmssi miieyyen olunmusdur. Bu-
rada hamginin Dirak matrislerinin cabri, fermionlann sixhiq matris-
lori 6z sorhini tapmugdir.

Bu fesilde neytrino adl, siikunst kiitlesi sifira yaxin olan, pol-
yarize olunmus zarraciyin sixliq matrisi arasdirlmigdi. Burada
hamginin sepilme matrisi ve sopilma amplitudu, Born yaxinlagma-
sinda amplitudun aragdirilmasi, hayacanlagma nazariyyesindo Fey-
nman diagramlandan istifads edarsk Compton effektinin kasiyi in-
calonmisdir.

Elektronlarmn xarici sahads sapilmasi ve onlarin hadronlar-

- dan elastiki, hamginin, darin qeyrielastiki sopilma prosesinin effek-
tiv kesiyi miiayyan edilmigdi, Proton-neytronlarin xasselori tapilmig
vo onlarin maqnit momentlori alda edilmsdir.

Hemginin elementar zarraciklor fizikasinin miiasir anlayiglan,
kvarklarm hadron fizikasinda rolu mieyysnlosdirilmigdir.
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VIII fasilin sonunda ise ikinci kvantlanma nazariyyosinin asas
miiddaalan verilmigdir. Kitabin sonunda iso fasillers aid ¢ahgmalar
va onlarin haller: verilmigdir.

Zoann edirom ki, bu kitab ¢agdag fizikanin bir ¢ox problemlo-
rinin arasdinimasinda ve onlarnn yaxs1 anlagiimasinda 6z semorali
faydasini gostoracakdir.

Kitabin yazilmasinda yaxmdan istirak edan vo faydali maslo-
hoatlar veron hamkarlarima semimi togokkiiriimii 6ncaden bildirms-
yi 6ziima borc saniram.

Prof.Faik Sultanmuradoglu Sadixov
Baki 2002 il.
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Fiziki qanunlar riyazi nafislik talab edir.
A.P.Dirak

I fosil

Kvant mexanikasi vo onun riyazi asaslar
§1. Kvant mexanikasinin yaranmasina sabab olan hadisaler

Niiyuton mexanikasi, elastiklik nazariyyesi, aerodinamika, ter-
modinamika ve elektrodinamika klassik fizika adlanan fizikanin
torkib hissaloridir. Klassik fizika makroskopik cisimlerin tamali
¢oxlu sayda atomlar sistemlarinde bas veron hadisalri aragdiran sa-
hadir. Klassik fizikanin biitiin bolmalerinde olan kasslor XX yiizi-
lin baslangicinda 6z izahimi tapmagq iizre idi. Demak olar ki, bir
neca fiziki hadss var idi ki, onlain da fiziki esasini vermok lazim idi.
Belo hadisaler olaragq, istilik siialanmasi, bark cisimlarin xiisusi isti-
lik tutumu, atomlarin xatti spektre malik olmasi, elektronlarin dif-
raksiyasi, fotoeffekt, Frank-Herst tocriibasi, Stern-Herlah hadisalo-
ri kimi fiziki hadisoleri gdstormak olar. 1925-ci ildan sonralar bir
¢ox basqa fiziki hadiselerde miigahide olunmugdur ki, onlar da
klassik fizikanin qanunlarina gére izah olunmal: idi. Lakin bu hadi-
salerin heg biri klassik fizika qanunlarina goro tamamils dogru-dii-
riist izahin tapa bilmemigdir. Bu hadisaleri sadalandirmaga kego-

yin.
a) Istilik siialanmas;. Qizdirilmus cisimlor elektromaqnit stiala-

r1 buraxirlar v kifayat gadar yiiksok temperaturlarda siialanmanin
bir qismi gozle gbriinen isiq soklinde miisahide olunur. $ialanma-
nin intensiliyi va enerjinin miixtalif tezlikli dalgalara g§ore paylan-
" masi (spektral paylanma) siialanan cisimin temperaturunun va cisi-
min materialindan asihidir. Qara cisimin siialanmas isa maddalarin
materialinin xassolorinden demsak olar ki, asih olmur. Uzarina dii-
son i1t tamamils udan cisima miitloq qara cisim deyilir. Bele qara
cisimlerin giialanmasi yalmz cisimin temperaturundan asihi olub,
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onun materialindan asih deyil. Siialanmanun tezliys gora enerji pay-
lanmasi ganunu

dE,(T)= S;V Y gy (1.1)

CE -1
olde edilmigdi. Bu qanunauygunluq yalmiz enerji miibadilssinin

kvantlarla (porsiyalarla) olmasi ils izah olunur. Spektral paylanma-
n1 gakil -do olan kimi géstermak olar.

dE, A

_—

dv

v
Sokil 1.1. Balli temperaturda spektral paylanma.

Sekil 1.1-de qinig-qirniq ayri Reley-Cins qanununu, biitév xatt isa

tacriibanin natcasidir. Xiisusi halda
dE (T)— 87V g v*Tdv (1.2)

olur.

burada V=abc kubun hacmidi, K-Bolsman sabii, T-miitlaq tempe-

raturdur, c-igiq siiratidi. Stialanmanin tam enerjisi

E(M)=aT*v  (a-sabitdir) (1.3)
Buna da Stefan-Bolsman qanunu deyilir.
b) Bork cismin xiisusi istilik tutumu, Molekulyar fizikadan bol-
lidir ki, bark cismin xisusi istilik tutumu
C= 4k =3R =5,958kal.dr™ (1.9
dT

giymatini alr. Buna Diiyling-Piti ganunu deyilir. Burada R (R=
1,99 kal.dar.) universal qaz sabitidi. Tacriibs gosterir ki, xiisusi is-
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tilik tutumunun temperaturdan asihiligi sokil 1.2 de gdstarilon kimi-
dir.

C A
2
) i
Ut
(d
P4
4
7
/
/
1/ /3
7
’
7
1/

=y

Sakil 1.2. Bark cisimin xiisusi istilik tutumunun
temperaturdan asihili.

Sakil 1.2-do birinci ayri tocriidon alinan, 2-ci ayn Diiylong-Piti qa-
nunundan, 3-cii ayri iso Eynigteyin diisturuna géra olan naticalardi.
Istilik tutumu Eynisteyino goro

25
c=3RTe|.7 (1.5)
T . -

seklinds tayin olunur. Burada T, = -IEKX dir.

c) Atomun xotti spektri. Tacriib faktlara goro maddeni qizdirdiqda
va ya her hansi bir yolla hayacanlagdirdiqda maddanin qaz hahn-
daki atomlar: xatti spektra malik olur. Oziids buraxilan isiqda yal-
niz miiayyon tezlikli elektromaqnit dalgalar mévcud olur. Oger her

bir atomun spektrinde v, va v,tezlikli xsttlor varsa, spektrdes
vV +V, v |vl - Vzl tezlikli xattlorde mévcutdur. Bu ganunauygun-

lug Ritsin kombinasiya prinsipi adlanir. Bu prinsipden almir ki, iki
tezliyin cami (ve ya forqi) varsa, bu spektrda onlarn comi ve ya for-
gin® uygun olan xottlordo miisahids olunur. Bunu siibut etmak
ti¢lin Fank-Herts tacriibasinde kozordilmis katod ile anod arasinda-
ki potensial farqgi cive buxan iigiin miisyysn qiymatler alir ve bu

qiymatlor 4,9V, 9,8V; 16,7V va s. olur. Tacriibs §dstarir ki, katod
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ilo anod arasindaki voltamper xarakteristikas1 asagidaki kimidir
(Sokil 1.3).
IA

A o

49 98 16,7 Ulev)
Sakil 1.3. Frank-Herts tacriibesinin naticasi.

¢) Elektronlarin difraksiyasi. Kristal, atom va ya ion qrupu-
nun mileyyen qanunauygunluqla foza gefesinin diiyiim noqtalerin-
do yerlogmosi demakdir. Bura diigen elektron dalgas: bu ciira dii-
yiimlarini yeni dalfa moenboyino ¢evirir v ekranda bu dalgalar
ticiin ma’lum

2dsinf@=nk, n=123,..

diisturu ile tayin olunan difraksiya manzarasi almir.
Burada n- difraksiya maksimumlarnin deracesi, A -giamn dalga
uzunlugu, d- difraksiya qafssinin sabiti, & - gofesin normal ile sapi-
lon siia arasindaki bucaqdir. Difraksiya hadisssinin agagidak: gakil-
lords gostarilon kimi miigahide olunmugdur.

IA

K7

Sakil 1.4. Elektronlarin difraksiyasi. Giimiis inca l6vhado elektron
stiiasinin difraksiyasi.
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Buradan da E = hv enerjiyo, P = hic impulsa malik olan elektro-

nun de Broyl dalgas1 olmasini siibut edilmisdi.

d) Fotoeffekt. Metal sothina diison isiq metaldan elektron cl1-
xarir vo bunun naticesinde dévreda carayan alinir. Balli tezlikli isiq
eyni energiys malik olan elektronlar: metaldan ¢ixarir. Sgor isigin
intensivliyini artirmus olangsa , ¢ixan elektronlarn kinetik enerjilori
deyismaz qalir, lakin onlarn say: artir. Elektronlarin enerjisi iso dii-
son isign tezliyi boyiidikce artmis olur. Diigon igigin enerjisi

2
my
+ A

hv =

tenliyi il ifads olunur. Burada h — Plank sabiti, A- elektronun me-
taldan ¢ixis isidir. Fotoeffekt hadisasinin fiziki asaslarim tapmagq la-
zimdir.

h) Stern-Herlax tocriibosi. Giimiis atomunun spektrinin mag-
nit sahasinds iki dasteye ayrilmas: miigahide olunmugdu. Bu hadiso
foza kvantlanmasinin oldugunu géstorir. Yoni, foza kvantlanmasin-
da giimily atomlarn dastesi iki desteys pargalamir. Demali, xarici
magqnit sahasinde atom destesinin par¢alanmasi foza kvantlanmasi-
na siibutdur.

Biitiin sdylenilen hadisalar fiziki kemiyystlerin hemise kesil-
moz qiymatler deyil, bir gox halda kesitli, diskret giymotlor do al-
masina siibutdur. Fiziki kemiyyetlorin diskret qiymat almasi bu ke-
miyyastlorin kvantlanmasi1 demakdir. Yoni, tobiotds elo ganunlar
var ki, onlar kvant xarakterlidi. Bu qanunauygunlugu agiqlamaq
kvant fizikasinin asas problemlerindondir ki, onun da tsmslinds
kvant mexanikasi durur.

§2. Kvant halinin dalga funksiyas: ilo xarakterizo olunmas
prinsipi

Kvant mexanikasinda har hansi bir hal, fiziki hal olaraq, bir
dalga funksiya il xarakterizo olunur. Sistemin halin1 xarakteriza
etmak iigiin dalga funksiyasi

a) arqumenta géro kasilmaz,

b) arqumentin bir giymstine bir funksiyanin uygun golmesi,
yoni bir giymatli funksiyanin uygun galmasi,

¢) arqumentin biitiin qiymetlsrinda sonlu,

d) kvadratik inteqrallanan, yoni
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[wfdv<wo  olmandr. @.1)

Bu sortlori 6dayen ixtiyari funksiya, dalga funksiyasi ve ya hal
vektoru adlanir. Bu funksiya y ilo va ya la) ilo isare olunur.

y funksiyala sonsuz sayda olub, kompleks do ola bilarler. (2.1)

sortlorini 6deyen sonsuz sayda haqiqi vo kompleks funksiyalar cox-
luguna Hilbert fozasi, y -lar ise Hilbert fozasmin vektorlar adlanir.
Dolayisi ilo, dalga funksiyalar: hal vektoru olub, Hilbert fozasini
ulasdirirlar. Dalga funksiyas: har hans: bir dinamik dayisonin vo ya
radius vektorunun funksiyast ola biler.

Gétiiriilmiis hacm elemaninda zorraciklorin saymnn, ayri-ayr
zorraciklerin homin hacmds olma ehtimalinin hasiline baraber ol-

masi ballidir. Ona gére l//(i" ) funksiyasinim kvadrati y (F ) chtimal
sixligina miitonasibdir. i -funksiya iimumi gekilde kompleksda ol-
dugu liciin, ehtimal sixh§1 haqgiqi kemiyysat (real) olduguna gora

Wl* av =y Fy(Faxdydz 22)
ifadasi zorraciyin dV- hoacminde olma ehtimahna miivafiq olur.
Belolikla, (2.2} ifadasi zerraciyin 7 - noqtesinds olma ehtimalinin
sixhgidir. Bu ciire gosterilon dalga funksiyasi fiziki ma’na kasb et-
moz vo | -yo fozada olan bir dalga kimi baxmaq olmaz. Bu fun-

ksiya ila fozanin her hansi bir néqtesinde olma ehtimalini, yaxud
bu ve ya har hansi bagka bir fiziki dsyisenin bu ve ya basqa giymat
alma ehtimalimi aragdirmagq olar.

Kvant mexanikasinin asas miiddsas: olaraq, zerractyin hoare-
kstinin ehtimalh xarakterds olmasi tamal gartlerdsn biri kimi qabul
olunur. Bu xiisusiyyat zorrociklarin sayinin ¢ox olmasina bagl ol-
mayib, yalmz tok bir zorraciyin halinmn ehtimalli olaraq miiayysn
olunmasim tayin edir. Zarrociyin dV -hacminds olma ehtimalh

v'ydv oldugda vo bu vahide normallasms olursa, onda 100%

chtimalla zerracik V —hacminda olar. Umumiyyetle, inteqrallama
biitiin foza iizra oldudu ii¢iin inteqrallama sorhaddini -—o  dan
+o0 -a qader gotiirmak lazimdir, yoni

Tw'wdv=?|u/|zdxdydz=l 2.4)
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olub, biitiin foza iizro inteqralamam gésterir. (2.4) ifadasi dalga fun-
ksiyasinin normallama sortidir. Bu serte gora potensial enerji miioy-
yon sigrayisa ugrasa belo vo ya potensial enerji sonsuz olarsa, dalga
funksiyasi vo onun téramasi kasilmaz olur va ya sifira yaxinlagir.

Qeyd etmisdik ki, kvant mexanikas1 zorraciyin davramsim
yalniz ehtimal anlaminda yranilir. Bu ehtimalliq zoraciyin miqda-
rnm ¢ox olmasina bagh deyil. Klassik fizikadaki da statistik an-
lamda goxlu zerraciklor sistemi ehtimalll davrams da olur. Lakin
kvant mexanikasindaki statistik qganunauygunluq klassik fizikadaki
statistik anlayiydan forqlidir. Statistik ganunauygunluq goxlu sayda
zorraciklorin qarsthql: tasiri naticosinde yaramir ve zarraciyin har
birinin davrang: klassik mexanikanin dinamik qanunlan ilo tasvir
olunur. Zarraciklarin say1 azaldiqca klassik statistik qanunauygun-
lugun rolu azalir, zarracik say: kifayat gadar az olduqda isa, klassik
statistik ganunauygunluq 6z ma’nasin itirir. Messlen, temperatura
az sayda zarracikler iiglin (ve ya zarrecik iciin) 6z anlamuni itirir.
Kvant mexanikasinda statistik qanunauygunluq, zerraciyin daxili
xassslarinin meydana ¢ixmast olur ve onlarin say: bir dena olanda
bels biruze ¢ixir. Zarraciyin hom korpusklyar va ham do dalga xas-
sosina malik olmasi, onun i¢iin klassik fizika metodlarindan ve an-
layiglarindan istifade etmok imkani vermir. Bundan &tari zarraciyin
xassalorini 6yronmak iiciin yeni iisullardan, yeni tamsillerdan isifa-
do etmok lazim galir.

Mikrozerraciklorin harakat qanunauygnluglarim1 tapmaqdan
6trii, onlarin meydana golma sebablorini ve idare olunma qanuna-
uygunluglarini toyin etmak iigiin yeni mexanikadan istifads olun-
malidir. Bu masalalerle kvant mexanikas: masgul olur.

Kvant mexanikasinda sistemin iki miixtalif haldan, yeni bir
halin allnmasi tamamile bagqa qanunauygunluga tabe olur. Buna
gore kvant mexanikasinin asasi olaraq, superpozisiya prinsipi qgebul

olunur. Bu prinsips gore ager kvant sistemi y, -dalga funksiyas
ilo xaakterizo olunan haldadirsa va y, -dalga funksiyas: ile xarak-
terizo olunan haldadirsa vo s., onda bu sistem dalga funksiyas:
¥, ¥,,.. funksiyalarin comi '

'/’=alwl+an’z+---+au'/’.+'~-=Za¢y/a 2.5)
a=] .
T
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olan halda da olar. Burada q,,a,,...q, ixtiyari sabitlrdi. Yoni sis-

tem y, , ¥, , ¥; vas.halindadisa, onda homin sistem y -
halinda da olar va bu hal

y=ay,tay,+...+a,y, +"'=ZaaV’a 2.3)
a=l

soklinda da tasvir olunur. Klassik fizikada da bu prinsip var. Orada
hor hansi bir fiziki kamiyyst superpozisiya noticesinds alinmugsa,
bu kemiyyat superpozisiya olunan kemiyystlorin kombinasiyasi
olur. Masalon, dinamik dayison olaraq elektrik sahasinin gorginliyi-
ni tapmug olursaq, bu kemiyyat har bir ndqtads olan gorginliklerin
comi olar:

E=3E =E+E,+E, +--
i

Kvant mexanikasinda toplam (superpozisiya) (2.5) kimi iso,
v, -hahnda fiziki kemiyyst ¢,, ¥, hahnda bu kemiyyet g,

doyrini va saire alirsa y halinda da bu fiziki kemiyyat yalmz g,

vayada ¢, qiymatini alir. Klassk fizikada (gq,+ g,) -inin ortaq
bir qiymati olar. Kvant mexanikasinda g, vo ¢, -den yalniz birini

almus olar. Alinan ¢, veya g, qiymatihar hansi birinin ne ge-
der ¢aki ilo, yoni (2.5) —~deki a amsallarinin giymti ls miieyyn olu-
nur. Masalon, klassik fizikada amplitudu a olan iki eyni ragsi top-
lasaq

X, =asinot

X, =asinot
yekun rogs

X=X,+X,=2asinat

kimi olar, yani, amplitudu 2a olan raqs alnar. Yeni, toplamdan
onca ragsin amplitudu - a -disa, superpozisiya noticesinds toplam
ragsin amplitudu 2a olar. Kvant nazariyyssinde iki eyni hali topla-
digda, yeni dalga funksiyas: bir sabite vurulur. Belslikls, hal fun-
ksiyasi eyni hal xarakterizo edsr. Superpozisiya qaydasina géra fi-
ziki kemiyysat qiymatini deyismaz va sistemin hali doyismez qalar.
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(2.5) ifadasina goro alinan differensial tonliklor xotti differen-
sial tonliklerdir. Ona goro ds kvant mexanikasinmn tonlikleri xotti

diferensial tenliklordir va bu tenliklerin y,,y,,y, Vo saire
hallori mévcutdursa
V=ay,+tay,; tap, +---
hallide differensial tonliyin hallidir.
Kvant mexanikas: klassik mexanikam xiisusi hal olaraq 6ziind

aks etdirmalidi. Kvant mexanikasinda dalga funksiyas: xotti diffe-
rensial tenliyin bolli olur. Klassik fizikada iso elektron zarrocik

olub, F(t) trayektoriya ilo harokat edir. Bu trayektoriya harokat

tonliyino gatirib , ¢ixarir. Kvant vo klassik mexanikanin bir biring
kecidi hendesi optika ils fiziki optikann arasinda olan kegid kimi

miigahids olunmaldir.

Dalga (fiziki) optikasinda, y =ae” dalgasinm haqiqi a am-
plitutu va ¢ fazasina (buna hendasi optikada eykonal deyilir) ma-
lik olur. Oger dalga uzunlugunun kicik giymetlerinda ve ya kigik
masafalerds fazanin béyiik qiymstlrinds hendasi optikanin miidds-
alarini totbiq etmak kegarlidir. Yoni, boyiik dalga uzunlugunda vo
kigik tezliklords fiziki optika qanunauygunluglan tetbiq oluna bi-
lir.

Soylenilenlara uygun olaraq, kvant mexanikasinda y = ae'®
dalga funksiyasinda fazam @ -ni

@ = constl
ile avez olunmalidir. Burada I -ta’sir inteqrah ve ya aylom adlanur.
I- to’sir inteqralinin &lgiisii enerji ilo zaman vahidlorinin hasili kimi
olmalidir. Onda @ =constl -dskisabit %~ -olmahdir ( % -in va-
hidi enerji zamamdir). Yo’ni

olarsa, dalga funksiyasi
i
v =ae® (2.6)

soklinds yazilmalidir. (2.6) soklinds olan dalga funksiyasina kva-
ziklassik vo ya klassikabanzer dalga funksiyas) deyilir. Kvant mexa-
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nikasindan klassik mexanikaya kegid, boyitk fazaya uygun oldugu
iiciin A — 0 yaxinlagmasi (dalga optikasindan hondssi optikaya
kegid dalga uzunlugunun X — 0 kimi) vacibdir.

§3. Operatorlar vo onlarin xassalori

Kvant mexanikasiun riyazi asaslarini operator hesab: togkil
edir. Verilmis ¢oxluqda bir funksiyan1 basqa bir funksiyaya ¢eviron
amoliyyata operator vo ya islomgi deyilir:

p=0y G.D
Q - islamgisi ve ya operatoru y -funksiyam baska bir ¢ -funksiyasi-
na cevirdi. Stibhasiz, ham y vo hom da ¢ funksiyalar (2.1) sortini
odoyan funksiyalar olmalidir ki, sistemin fiziki hallini xarakteriza
etsin. Xiisusi halda, operatorun tesiri ila yeni @ funksiyasi deyil,
w funksiyasinm bir q — sabitine vurulmus ifadesi alinmis olsun,
ya’ni

P =qy (3.2
olsun. Onda (3.1) ifadasini

Qy =qy (3.3)
kimi yaza bilorik. Bu tenliyin her iki terafinden kompleks qogma
amoliyyat: almug olursaq ‘

Q'v' =gy’ (3.4
olur. (ulduz kompleks qogmahif mosslon, Z= x + iy olanda Z'=x
— iy olar, géstarir). (3.3) va ya (3.4) tonliyine maxsusi funksiyan ta-
yin edon tonlik deyilir

Qv =qy G-3)
tonliyindo funksiyaya mexsusi funksiya, q — iso maxsusi gqiymat de-
yilir. Bir i - funksiya tgiin bir dens q- tapilirsa, belo hala cirlagma-
mus hal deyilir. Sayat tapilan q —nin bir qiymsatine bir nego fun-
ksiya uygun goloersa, bu hala cirlagmus (getmerlosmis) hal deyilir.
(3.3) tonliyinin holli zamam q-lor kasilmez qiymeatler alarsa, (3.3)
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tonliyi kesilmaz spektraAmalik olur. Ogar alinan giymstler diskret
qiymatlar olarsa, onda Q operatoru diskret spektro malik olar.
Diskret vo kesilmaz spektrs malik olan operatorun maxsusi
funksiyalar1 bagka-bagka xassslors sahib olurlar. Belsliklo, diskret
spektr iigiin
OV, =9V G3)

va kasilmoz spektr liciin isa
Qv=qy (3.3)
tonliyini yazangq.

Riyaziyyatda ¢oxlu sayda operator (islomgi) var : vurma, ko-
kalma, giivvete yiiksaltmak, inteqrallama, téromsalma va sairs ila-
Xira.

Kvant mexanikasinda 6zal operatorlardan istifade olunur.
Burada operatorlar iki 6zol yorti 6deyan operatorlar olmahdir ve
bu 6zallik bilavasita fiziki tolabatdan irali golir.

Bu dzlliklar bunlardir:
a) Operatlar xatti operatorlar olmak:

Q(aly/l +az'/’z +“.+'anv/n)=Q‘iaaWa =iaa(év/a) (3‘5)

a=1 a=1
b) Operatrlar ermit (6z-6ziina qosma) gosma operatorlard::

J'co (QW)i = IW(Q @ dV) (3.6)

Burada @ va y ixtiyari halm dalga funksiyasidir.

Bu sortlorden xattilik sorti superpozisiya prinsipinin istifads olun-
masin vo ermitlik sorti ise operatorun maxsusi giymatinin haqiqi
(real) adad olmasini tayin edir.

Oger (3.3) sol tarafden y* -o, (3.4) ise i -ya vurub, biitin fo-
za iizre inteqrallamis olursaq

Tw‘ (Qw)dV = thw'wd 4
TW(Q‘W'}W = q‘TW'WdV
Toraf-torafo ¢ixmig ::iursaq, ermitlik sa-;ﬁna gora
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0= (q—q')Tu/'v/dV olar.

Normallama sertine gore Iy/'y/d ¥V =1 oldugu iigiin

0=q—q* olar.
Beloliklo
q=q* (3.7
beraborliyini aliriq. Yoni, ermit operatorun mexsusi dayarinin (giy-
matinin) hagiqi adad oldugunu tapmis olariq.
Bgor iki ixtiyari xatti vo ermit operatorlarin yerlerini dayisdir-
dikda:

AB V= BA v (3.8)
olursa, ;1 B operatorlarina komutativ operatorlar deyilir. Yox,
ager A vo B operatorlan su‘adaglsan operatorlar deyilso, yoni

ABy # BA v 3.9)
olarsa, Ava B Opcratorlarma komutativ olmayan operatorlar de-
yilir. Ogar, o .

ABy =—-BAy . (3.10)
olursa, A vo B operatorlarina antikomutativ operatorlar deyilir.
(3.8) - (3.10) ifadalaini 6dayen sertler fizikada ¢ox Snomli sertlerdi

va kvant mexanikasinda faydal: fiziki naticalors gatirib ¢ixaran sor-
tlordir.

§4. Kvant mexanikasinin postulatlan

Kvant mexanikasinda dinamik dsyigenin bu ve yada ki, bag-
ka giymet alma ehtimalindan vo dinamik deyisonin orta qiymstin-
don s6hbat acilir. Buna gore de kvant mexanikasinda dinamik dayi-
sonlar adadlerlo deyil, daha bagka 6zalliyi olan operatorla xarakte-
rizo olunur. Mahz, ona géra do kvant mexanikasinda postulat ola-
raq ii¢ postulat gabul olunur:
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1. Har bir dinamik dayigon xatti ve ermit operatorla tamsil olunur.
Bu kvant mexanikasinm birinci postulatidir. Yoni, Q operatoru
0> av, =2 a,0v,
a a
4.1
[o*Owav = [y0r o av
;lorini ,6dayan operatordur/ Bu; sertler daxilinds bu ciire operator
vurma operatoru (7 -radius vektoru) va ya diferensial operator
~iV ) ola bilir.
2. Her bir operatorun mexsusi giymatini tapmaq figiin
Qv, =qy, (“4.2)

tanliyinden istifade olunur. Q — operatoru ilo xarakteriza olunan

dinamik doyison daqiq olaraq, bu operatorun maxsusi giymetlo-
rindn har hansi biri olan q miisahids olunur. Buradan goriiniir ki,
fiziki kemiyyetlori xarakterizo edon operatorun mexsusi giymati
ger¢ok haqiqi adeddir. Bu kvant mexanikasinm ikinci postulatidir.
3. Ogor her hans1 bir y funksiyas: ixtiyari hali xarakteriza

edirsa, bu funksiyani mexsusi funksiyalarin comi soklinds yaza bi-

lorik.
v= Zaag//‘z 4.3)

Dalga funksiyasin statistik anlamina gora fozada ¢oxlu say-
da birbirleri ilo kasigmayan oblastlar var ki, onlarin her birisinda
olma ehtimal y ils tayin olunur. Burada iigiincii postulat olaraq

bels bir postulat gabul olunur. Sayst har hanst bir dinamik dayiso-
ni 6lgorkan q doyerini alma ehtimali superpozisiya prinsipinda olan

a, -larm |a,|" miitleq qiymatinin kvadrat: ilo tayin olunur. Yeo'ni

w=la,|’ @9
ehtimal sixliga bu sakilds verilmis olur. Bu postulata gors istenilon
dinamik dayisenin bu va ya bagka giymat alma ehtimalim gostarir.
Belalikle, q meaxsusi qiymati 6l¢iilmakds olan g-lerin her hansi biri-
nin alma ehtimali, y -funksiyasmm, , -mexsusi funksiyalarin

biri ils iist-iista diigme ehtimahim inamla séylomsak olar.
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Belaca, ii¢ postulat gabul olunur:
1. Dinamik dayisenler xatti vo ermit (6z-6ziins qosma) opera-

torlarla gostorilir.

2. Olgii zamam operatorlarn mexsusi giymatlerinden q biri
alinir.

3. Ol¢i zamam maxsusi giymetlorden birinin alma ehtimah
sixliga

W= |a,|°  -diskret halda
dw = Iaq r dq  -kosilmez halda 4.5)

toyin olunur.

§ 5. Kasilmoz spektro sahib olan operatorun
mexsusi funksiyasi

Operatorun kesilmoz mexsusi qiymatini vo moxsusi funksiya-
sin1 toyin eden tenlik (3.3)-e gore

Qv =qy (3.3)

kimi yazilir. Kesilmezliyi tefsilati ile aragdirmaq ligiin bu tanhya e

kosilmoz dayisen q daxil edok. Onda (3.3) tanhyml
Ov, =ay, - (3.3)

saklmda do yaza bilerik. Bu halda ﬂy/ I dq dagilan ifado olur vo
lt// ! ifadasi daha tez sonsuzluqda sifira yaxinlagir. Belaliklo, zorro-
cik bu durumda da mshdud olmayan, infinitiv horakat edir. Belo
ballarda ixtiyari hahn dalga funksiyasim superpozisiya prinsipine
géro

w(7)= [a,w,(F)Mg (5.1)
kimi gostera bilarik. Kosilmaz spektrin moxsusi funksiyasini elo so-
kildo segok ki,

. 2

Iavl dq
ifadesi w halinda fiziki kemiyyato q ilo q+dq intervalinda giymat
alma ehtimahm tayin edoar. q - qiymotinin biitiin deyarlerinin alma
chtimallannin comi:
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J']aﬁlqu =1 (5.2)
bwrabwr olar/ y —funksiyan’n normallama ;wrtinw g,rw (2/4)

Iy/'y/dV =1
oldugu ii¢iin
fwrwdv = [ |a,['dg=1 (5.3)
J'aq'{ yy,dV-a, }dg=0 ' (5.9

yazmaq miimkiindii. (5.4) ifadesini alarken, kesilmaz spektr hahnda
olan

v* = [a,y;dg (5.5)
superpozisiya prinsipinden istifads olunmu;dur/ (5/4) ifadwsindwn
a, = It//';(/dV (5.6)
aling.

Buradan
a, =-Ia ’ (J‘y/q,y/;dV)iq' (X))

yaza bilerik. Bu ifadeni ixtiyari @, {¢iin har zaman 6denilir. Bunun
iglin ¢’ # ¢ olmayanda qu.w;dV =0 olar, ¢'=q olanda isa

I y ,v,dV —> o sonsuza yaxinlagir, ¢iinki oks taqdirde dV géro in-
teqral sifir olar. Demsli inteqral

Jveviav
(¢' —¢) -nin funksiyas: olmahdir. Bu funksiya 6zsl funksiya olan

J -funksiya olar.
Yoni

0, g'#
Iw,,-w;dV=5(q'—q)={ 774 (5.8)

©, ¢'=q
olmasi lazimdir.

Bu ifads kesilmaz spektrin moaxsusi funksiyasinm & —funksiya-
ya normallanmasi sertidir. Bu gerta gors fiziki kemiyyet F ilo F+dF
arasinda qiymot alma ehtimalim toyin edir. F fiziki kemiyyeti har
hans: bir F -5 barabor olmayanda

[woviav =0,g%4' (59)
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oldugu iiciin kesilmoz spektrin moxsusi funksiyalar1 ortoqonal
l//q,,y/q)=0 olur. Agoer fiziki kemiyytlor eynidirsa, onda (5.8)-o
goro inteqral dagilan olar. (5.8) ifadesindeki 6 (g’ —¢q) funksiya

xiisusi funksiya olub, Dirakin § -funksiyasi adlanir. Bu funksiya
sinkulyar funksiya olaraq har yerda sifir olub, yalniz x=0 néqtsinde
sonsuz béyiikdiir va onun inteqrali (Slave A)

IJ (x)dx =1 olur.

0 - funksiyann torifine gora

5(x)= Eiﬂﬂ%‘x‘) = El,}' je"’“dk (5.10)

yaza bilarik.
& -funksiyanin asagidaki xassleri ma’lumdur:

5(x)=8(-x),
8'(x)=-58"(-x)
x5(x) = 0,x5'(x) = -5(x) (5.11)

a(ax)Tj,la(x) [6(x~a) (x)ax = £(a)

1
sle(r)- (= 8(f'- f)
oo(f)
T Ay
Masalonn? koordinat operatoru kasilmoz spektre malik oldugu
tigiin ’
v(7)= [a.y, (F)dv
a, = [y(F)o(F -F)av = y (¥ (5.12)
yazmagq olar.
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Beloliklo, biitiin kesilmez spektro malik olan operatorlarin
moxsusi funksiyalari, § - funksiyaya normallanan funksiyalardir
vo normalama sortleri & - funksiyasinin xassalari ile miisyyanlogdi-
rilir.

§6. Diskret spektra malik olan operatorun maxsusi funksiyalar:

Farz edsk ki, operator chrlasmamls diskret spektra malik
olur. Onda bels operatorun maxsusi funksiyasi

Ov, =4.v. 3.3)
tonliyini 6dayen funksiya olur. Bu tanliys kompleks qosma tanlik
Q'vy =q,¥; (6.1)

olar. (3.3) ifadssini soldan y/;, -8 va (6.1)-1 isa ¥ -yo vurub, biitiin
foza iizro inteqrallamig olursaq
(v, 0v.dv =g, [vsv.dv

[w.0'vpdv =g, [v.ypdv
alang.
Bu ifadalori toraf-torefe ¢ixsaq, Q operatorunun ermitlik sortine
goro
[w;0v.av = [0y pdv
olar vo buradan
(0. ~4,)] vpw.av ©62)
alda edilor. Oger ¢, # g,-dirss, yoni a # fferqlidirss, onda (6.2)
ifadasindo
I vav.dV =0 (6.3)
.gorti alinar. Bu maxsusi funksiyalarin ortoqonalliq sor tidir. Yoni
miixtalif maxsusi qiymati olan hallar bir-birina ortoqonaldir. Bagqa
sézlo, fiziki kemiyyati ve ya dinamik dayiseni dlgen zamam « -ha-
Iinda fiziki kemiyyat iigiin bir qiymet, S -halinda isa bagqa bir qiy-
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mat almis oluruq. Bger ¢, =¢ggolarsa, yeni a = folursa, onda
(6.2)-don

[vveav=fl.lav =1 (64)
olar. Yoni bu halda 100% ehtimalla sistem a halinda olur ki, belo
a halinda olma ehtimallarin cami vahiddir.

(6.4) normasim gozoniine alangsa, diskret spektrin maxsusi
funksiyalar ¢oxlugu (6.3) ilo birlikde ortonormal funksiyalar siste-
mi togkil edir vo ortonormaliq serti

1 a=p4

[vvaav=6,= {0 v p (6.5)

olur. Demali diskret spektra sahib olan operatorun moaxsusi funksi-
yalar ortonormal funksiyalard:. Digor tarafden bu maxsusi funksi-
yalar tam (v ya qapali) sistem tagkil edirler. Ya’ni istonilen ixtiyari
funksiya y, doyigenlorden asih olarsa, y, mexsusi funksiyalarm
siras1 kimi tamsil olunar:

vl(g)=Y av.(9) (6.6)

burada comlams biitiin kvant adadleri « iizra olur.
(6.5) ortonormallamani nazoars alarigsa, (6.6)-n1 y/;, -yo vurub,
biitiin foza iizre inteqrallamig olursaq

fvivla)da =Y v;v.0.d9=3 a,5,

a, = [y;wla)dq
oldo edirik.

Istonilon funksiyani diskret spektrin mexsusi funksiyalarin
toplami kimi gostara bilerik:

8¢'~a)=2 a.(aW.(a) ©6.8)
Bu (6.8) ifadasi (6.6)-nmn xiisusi bir halidir, ona géra (6.7)-ys asasan
a,(¢)= [w.(aP(q - 9)dg =y (¢) (6.9)

olur. Buradan (6.8) yerins yazarngsa

(6.7)
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8¢ -9)=Y v.(dW.() (6.10)

almis oluruq. Ham diskret vo hamda kasilmaz spektro malik olan
operatorlarin moxsusi funksiyalan asagidak: sokilds ortonormala-
ma gertini 6deyan funksiyalar olur

2vilaw.(9)+ [viw,dv=5(s-q) 6.11)

Operatorlarin maxsusi funksiyalan eyni zamanda Hilbert fozasimin
ort vektorlar olduglan {igiin ortonormahq sortini bu sokilda da
yazmagq olar

1 =
<Bla>= I WaWd =6, ={0 Z#,'Z (6.12)

§7. Fiziki kemiyystin orta giymati

Hor hans: bir dinamik doyisonin orta giymati bu doyisens
gars1 qoyulan ermit va xatti operatorun vo ixtiyari halin hal vekto-
runun verilmasi ilo tayin olunur. Bunu gostermak iiciin orta qiymet
anlayisindan istifade edok. Mo’lumdur ki, orta qiymat
N[F; +N2F‘z+°"Na17a =Zﬂ (71)

N - N
kimi hesablanir. Yo’ni, F kamiyyatini 6l¢arken, N; dofo F; qiymati,

N: dofa F qiymati, N; dofa F3 qiymati ve sairo qiymetler alir. Ehti-
mal nazoriyyssine géra

Fe<F>=1mYF Y3 () (12)

Fe<Fo>=

N N

soklinda yazila bilor.
Ugiincii postulata gore ((4.4))

W(E,)=la,(F,Y =a.(F.)a,(F,)

F=)Fda,=Y>Fa,as,
a a B

oldugu tgiin

yazmagq olur.
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Ortonormalhq sortino gora
= Iy/aw,’,dV = fla> (7.3)
Onda F-in orta qumetl tigiin

F = ZZFapa Il//al//ﬂdV ZZ“#V’#F a,,y/adV-

= IZa,,y/pZFaaawadV=IZaﬂy/pFZaawadV= 7.4)
B @ B a
= jz a;w;ﬁZaawadV
B a
alds ederik. Ballidir ki, ixtiyari ¢ vo " funksiyalarim
V=4V,

v' =20
]
moxsusi funksiyalarin sirasi kimi yaza bilarik ve
<F>=F = Iy/'(F,t)Fy/(F,t)dV (7.5)
kimi orta giymeti tapmus oluruq. Demsli, kvant mexanikasinda fizi-
ki kemiyyatin orta qiymati ixtiyari halin dalga funksiyasi ilo tayin

olunur. Orta qiymat, sistem maxsusi halda oldugu zaman mexsusi
funksiyalann toplam ile ifada olunan, ixtiyari halin dalga funksiya-

s1ile
F = [y G.0Fy .0V (7.6)
miisyyen olunan qiymetdir.

§8. Maxsusi giymat vo maxsusi funksiya tanliyi

Dinamik deayisenin orta qiymsti (7.6) ifadasi il tayin olunur:
F = [y G.0F (7, t)dv (7.6)
Bu ifads ilo noainki orta qiymeti, hem¢inin kvadratik orta forqlon-

meni hesablamagq olur. Hagiqaten F-in xatasi
AF =F-<F> 8.1)
olur ve buna uygun ermit operator da
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AF =F-<F> (8.2)
olar. Buradan va (7.6)-ya géra kvadratik orta forqlenme

<(aF) >= | y/‘(AF)(AFJWdV (8.3)
soklinde yazila biler. AF operatorun ermitlik gortina gora
[v AF yav = IV(AF) w'dv (8.4)
oldugu iigiin

<(AF) >= Iy/‘ AAF¢dV = _fq)(AAF).y/‘dV =

A LY * A 2
= jAFy/{AF) w'dV = ﬂ(AF)y/ dv
kimi yazilar. Yoni,

<(AF) >= ﬂ(&p).,/

2
dv (8.5)

olda edirik. )

(8.5) ifadosi istonilon dinamik dsyisenin ixtiyari halda orta
qiymatinden kvadratik orta foerqlenmoni hesablamaq miimkiindir.
(8.5)-den ma’lum olmayan hal, kvadratik orta forqlenma sifir olan-
da mévcud olar, yeni, F kemiyysti miisyysn qiymata sahib olur.
Belo hallar tigiin (8.5) ifadasi sifir olar

(=)

Inteqral alt1 ifads miitlaq miisbat ifadadir. Ona goro inteqralin sifir
olmasi ligiin

2
dV =0 (8.6)

(AF )w =0 8.7
sarti daxilindo labiddiir. (8.2) ifadasindan
(f-<F>)=0 8.8)
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yazilar. Ogar F milayyan olursa, < F >= F olar va (8.8) tenliyi
Fy=Fy (8.9)

‘kimi yazilar. Bu tanlik xatti bircins differensial tanlikdir. Mahz bu

ciiro tanliyi hall etdikde diskret ve kasilmoaz spektr, hemginin cir-

lasma olub va ya olmamasini tapa bilsrik.

Operatorun maxsusi giymatlorin toplam F kemiyyetinin ixti-
yari halda miimkiin olan giymetler almasina imkan verir.

§9. Fiziki kemiyyatin miisyyen qiymat alma gorti

Oger har hansi bir hahin dalga funksiyasi eyni zamanda bir ne-
¢ operatorun maxsusi funksiyasidirsa, onda bu halda operatorlara
uygun golen fiziki kemiyyatlor miisyyan qiymat alir. Sistemin ha-
lindan asil1 olaraq bu va ya baska kemiyyst miiayysn qiymata sahib
olar. Tacriiba gostarir ki, foqat elo kamiyystlor da olur ki, onlar heg
bir halda miisyyan qiymat ala bilmir. Yeni, onlar qeyrimiiayysn qa-
lir. Bu xiisusiyyat mikroalomin 6zelliyidir ki, bunuda kvant mexani-
kasinda aks etdirmaliyik.

Gostarmak olar ki, agar iki fiziki kemiyyat eyni zamanda mii-
ayyan giymat alirsa, onlanin operatorlan komutativ olurlar. Fiziki
kemiyyatlorin miisyyan olmasi, iki le vo Q2 operatorarinin eyni
bir ¥, moxsusi funksiyaya malik olmasi demakdir. Riyazi dilds bu

in vo ka operaorlari iigiin

OV, =av.
Oy, =9y, ©.1)

yazmaq demakdir. Buradan
Q0. =90V, =49V,

QIQzWa = ,0Ws = 09V .2
aldo ederik. (9.2) ifadesindaki tenliklori tarof-tarafs ¢ixarigsa, onda
0 ~-00, W, =99V, — .9V, =0
olar. Buradan
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(QZQI - QIQZ )/,a =0
. 00, = 0,0, (9.3)
tapmus olariq. Ixtiyari halin dalga funksiyasin
V=2 ay,

a

yazmis olursaq

0.0 -00.)Y aw. =(0.0,-00,) -

= Zaa (Q2Q1 -00, )”a =0
tapang. Yo’ni,
00-00k=0 9
olar. Demali, ixtiyari halda da eyni bir dalga funksiyasma sahib

olan iki operator siradayison, komutativ operatorlar olarlar. Bu te-
oremin tersini de géstormak olur. Bunu cirlasmamus hal olanda

gostarak. Tonliyi Q,Qz = Qzél sort daxilinda

QlWa = qlWa (9'5)
soklinda yazaq. (9.5)-in har torafini Qz -ya vuragq.

Qz (éxV’a)= 9 (QZWa)

Yao'ni
Q] (Qz'/’a ) =q, (Qz'/’a ) : olar.
Ql AzV’a = Q]¢a =4\Pa
Burada

¢a = QZWa (9'6)
Cirlasmamus hal oldugu iigin @, w, -den farqgli ola bilmez va
agor forqli olursa, bu forq yalniz bir sabitls farqlons bilor:

: ¢a = qua (97)
(9.6)-n1 yerins yazarsaq
OY.=qV, 9.8)
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olar. Buradan ham ), vo (J,, hem do operatorunun eyni bir max-

susi funksiyas: olur. Oger ¥ - halinda bir negd kemiyyatin ¥/, mii-
ayyen qiymsti varsa, onda bu kamiyystlerin miisterak deyarleri
olar. Baska deyimls, operatorlar1 komutasiya edan fiziki kemiyyat-
lari bir-birine angol olmurlar.

§10. Dinamik dayisenlar iigiin qeyrimiioyyonlik
miinasibati

Operatorlan komitasiya edan fiziki doyisenler bir-birilarina
angol olmayan kamiyyatlar olurlar vo onlar eyni zamanda miiayyen
giymst alan kemiyyatlordi. Lakin komutasiya etmayen operatorla-
rin dinamik dayigenleri ise bir-birine angsl olan kamtyystler olur,
onlar eyni zamanda heg bir halda miieyyen deyer almaq imkanina
sahib deyiller, onlar arasinda geyrimiisyyenlik mévcuddur. Sgar
operatorlan komutasiya etmoayan ermit operatorlar ii¢iin komutasi-
ya gorti

[4,8]=:¢ 10.1)
varsa, ixtiyari halda A ve B kemiyyatlerinin orta giymsti
A= [y dydv =(y, Ay} B = [y"BydV =(y,By)
olmagla, A vo B-nin xatasi
Ad=A-A,AB=B-B,
kimi olur va bunlarin operatorlan iigiinds (10.1) ifadasi alinar

A A -
[AA,AB] =iC (10.2)
burada Ad= A— A,AB =B - B,-dir.

Onda
@A) = [y (4~ Afyav
@A) =y, 4v)=(4y, 4y) (10.3)
(8BY = [y"(B-Bf yav
(ABY = (y,B*w)=(By,By) (10.4)
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yaza bilerik. Oger
Ay =y, By =y,
kimi isara edariksa, (10.3) va (10.4) ifadssini

(MY(AW:(WA’WAXWB’WB)

soklinds yazmus olursagq, ( lab[2 < |a|2 |b|2 oldugu iigiin)

(AA)(AB) 2 [y, v, ) (105)
yazmagq olar. (l// N7 ) = (A v,B l//) = (y/, AB) oldugu iigiin vo

g§=iAB;BA+AB tBA _bviziz (106)
l
gobul etsak (5 = AB + BA ;€= 4B -.-BA)
2 i
—— lé 2 2
(A4)*(AB)* 2 (W,EW)I +l(t//,bw1 (10.7)
vaya
- =2
(AAY(ABY 2 —cz (10.8)
olur.
Buradan
(aA)aB) z% (10.9)
alirg.

Demsli, (10.1) serti oldugda, bu A ve B komiyystler igiin (10.9)
geyrimiisyyanlik miinasibati alinir.

Bu (10.9) miinasibati bagqa yolla da alda eda bilarik. Bunun
iigiin haqiqi parametr olan @ goére miitloq miisbat ifadaya baxaq:

I(@)= I(aAAA—iAAB)t//

Bu ifadanin gaklini dayigsak

2
dv>0 I (10.10)
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I{a)= j(aAAA—iAAB)y(aAK‘«»iAlAB‘)y/‘dV =
=a’ I(AAA)/(AX )y/‘dV + I(AAB)/(AE‘ Jy/‘dV -
_ia j(KBMAK' )dV ria j(A%)y(Aﬁ')y/'dV =

A \? A \? . n
=q? j'y/‘(AA) ydV + I://(AB) ydV —ia j‘w‘ [A,BludV
alanq. Yo’ni
I(a)=a*(AA) +aC +(ABY 20 (10.11)
olur.
Buradan a parametrinin biitin qiymatlarinde [ (a) 20 olmas:

iglin

(aAY(ABY z%i (10.12)

olur. Buradan
\/ﬁ \/(—A_—B—: 2 % (10.13)
alariq.

Operatorlan komutasiya etmayen fiziki kamiyyatlorden kordinat
va impuls, azimut bucag: vo horokat miqdar1 momentinin birlsgoni,
zaman va enerji

AX-AP, ZE,AY-APYZE,AZ-APZ >
2 2 2
Ag-AL, zg (10.14)
At-AE2 R
2

kemiyyatlori arasinda geyrimiioyyonlik miinasibati yaranir.
(10.14) miinasibstine gore impulsun x-birlegoni barads mo’lu-
mati, onun uygun koordinat1 hagqinda ma’lumat1 tamamen itirdik-
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ds almaq olur. Eynils koordinatin daqiq tayin olunmas: tigiin, im-
pulsun uygun birlegoni hagqinda malumat almaq olmaz. Hamginin
zorraciyin miisyyan bir orbitde vaziyyseti orbita perpendikulyar
miistovide impuls momentinn birlogoninin barades ma’lumatin ta-
mamon itirilmasi ilo slds olunur. Enerji ilo zaman ii¢linds bu sozlsri
sOylamak miimkiindiir. Enerjinin AE deqiqgliyi ile toyini Af zaman
intervalinda olur. Yo'ni, sistem Af zaman forqinin: har hans: bir

. . v . h
qiymsti olanda, onun enerjisi AE ~ A

daqiqliyi ilo tayin olunur ve enerjinin oOl¢iilmo miiddati Af zama-
nida miisahide olunur.

Beloliklo, qeyrimiioyyenlik miinasibati zarraciyin atom olgiilo-
rinds traektoriya anlayigina malik olmamasim gostarir.

§11. Koordinat va impuls operatorlarinin agkar sokili,
onlarin moaxsusi giymati ve maxsusi funksiyalan

Bu va ya bagqga bir operatorun askar gakilinin miiayyen edilmoasi
dalga funksyasinin hansi deyigenden asili olmasina baghdir. Koor-
dinata bagl olan dal§a funksiyasi verilmis olursa, onda bu funksiya
koordinat tesvirinde verilmis funksiya olur. Yani, forz edok ki, dal-

ga funksiyas: koordinat tesvirinde verilmisdi (l//(i" )) . Orta qiy-
matin
F= _[y/'ﬁ’de = _[y/'l:“y/dxdydz
Ifadesina goro koordinatin orta qiymati
F= jw‘fwdxdydz (1L.1)
yazila bilir. Digor torefden y halinda koordinatin qiymati

F=[Fpf'av = [Fytudv = [y7pdy  (12)

bu ifada ilo tayin olunur. (11.2) ile (11.1)-i miiqayise edarsak, koor-
dinat tosvirinda

~)>

=r (l 1.3)
alariq.

Demsli, koordinat tasvirinde koordinat operatoru, koordinata vur-
ma operatoru olur. Bu operatorun meaxsusi qiymatini tapmagq iigiin
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rv, F)=ry, (F) (11.4)

tonliyini yazaq. Bu tenlikde 7 =7, olanda, y, #0 olmal, 7 #7,
olmayanda iso ¥, =0 olmas: lazimdir. Bu ciire xassaye Dirakin
delta funksiyas: §(F —7,) malik olur. Yo'ni
v, =6(F-7,)
Beloca, foza koordinatinin operatoru ve maxsusi funksiyasi
F=F
v, =—1—3 [e" MR dR = 5(7 - 7,) (11.5)
" (2n)

kimi toeyin olunur. Burada koordinat 7,—0-dan,+ o -a qader ko-
silmz qiymatlar alar. (- o0 < 7 < )

Impuls operatorunun agkar seklini tapmagq iigiin dalga funksiya-
smin radius vektorundan asth olmasim farz edsk ve onu r- atrafin-
da siraya ayiraq.

= = n - - a 4.
w(F)— w7 +a)=y/(r)+a-—'_/;,- L (11.6)
. OF|r=a
Ogor i funksiyasi klassikaboanzar funksiya olarsa,

w(F)=
oy

7 ifadesini hesablamis olsaq
>

e-::l(?)

dy 9 ;) _iadl 1)
— T — = —— 1]7
5 5 Pl (11.7)

aldo edarik.
Ballidir ki, klassik fizikada impuls, tosir inteqrahnin fozada doyis-
mpsi Kimi, yani tasir inteqralinin qradientidir. Bunu nazers alsaq

%1(?): Vi=p (11.8)
olur. Onda (11.7)-den
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S
o 1 4 7 Py
Buradan da alnar.
~ a —
p = —ih— =—ihV 11.9
p r= (1L.9)
alds edilir.
Belalikla, ii¢ dona impuls operatoru almis oluruq:
0 0 0
p,=—ih—,p =-—ifi—, p_ =—ih— 11.10
D, ey 2 o p, pe (11.10)

Bu operatorlar bir-birlari ile komutasiya edgn operatorlard:
PPy~ P,b, =P, P,|=0
b,b.~b.b,=|p,p.|=0 (111
b.b,— b.b. =[p.5,]=0

Lakin koordinat x,y,z operatorlan il uygun p, p, p, operatorlan

komutasiya etmir, ancaq ¢arpaz uygun komponentler komutasiya
edor. Mesalen,

(b, - p X = —ih(x2 - —éa;x)y/ = —ih(xa—w -y- xéz) =ihy

Ox ox ox
(xﬁy - ﬁyx)// = —ih(xgay— - -gy—-x)y/ = —ih(x%—x%) =0
alinar.
Demsli

xi’x - ﬁx‘x = [x’ﬁx]= ih’[x’ﬁy]= [x’ﬁz]= 0
w,-by=[ppJ=mly.p)=b]=0 @112
2, - pz=[np.)=inlz.p,]=[.5,]=0
miinasibatlorini alds edarik.
Indi de impuls operatorunun maxsusi qiymsti vo mexsusi funksiya-

sin1 tapagin. Bunun ii¢lin 6nce maxsusi qiymat vo maxsusi funksiya
tonliyini yazaq:

by, (F)=-nVy (7)=py,F) (11.13)
Vb uygun birlegenlerin 6dadiyi tanliklorin

39



oy,\r) . .. .
1220y ()= )
32 (0)

o
_ 3 o¥=()
oz

v, ([7)=X(x)Y()z(z) (11.15)
soklinds axtaraq. Onda

-2y p XG0

pt)

= pw,,F)=pv, ) (11.14)

= pv,.(F)=pv, ()

ballini

—ihd—,Y-(-y—)=pyY(y) (11.16)

- olar. Buradan

.Q(_(f)__l- dY()’)_i dZ(z) 1
X(x) —ihpxdx, Y(y) "ihpydy’ Z(Z) —E'pzdz (11.17)

oldugu iigiin

X(x)= e
i

Y(y)=er""’ (11.18)
Loz

Z(z)=e"" alinar.

Yoni

v, = fxz)er”” (11.19)



i
=Pz
Vo, = f;(X, y)e" olar.
Bu heller impulsun—w < P, <+ va —0<F; <+w0 qiy-

motlerinds yararh hall olur. (11.19)-da f(,2), £,(x,2), £, (x,»)

funksiyalar1 ixtiyari funksiyalardi.
Buradan (11.13)-n halli

i

v, (?) =Ce*

(p.x+P,Y+PZ) L5

Ce* (11.20)
alda ediler.
Impulsun —w< P <400 kesilmez qiymatlorinde ¥, -nin dalga

funksiyas1 olmasim saxlar (kesilmez, birqiymatli, sonlu qa-
lar).Impuls kasilmaz moxsusi qiymatlor aldigina géra, (11.20) max-
susi funksiyalar1 6 -funksiyaya normallanan funksiya olar (bax

(5.10) va (5.11)-0)
[v," G, F)av =5(p' - p) (11.21)
Buradan

feo, v
f e av=5(7'~5)

5(5 = )= L [F-pF
oNp'-p)=—— |V P"dr
3
C =(2nh)2
tapariq. Belaliklo, impuls operatorunun maxsusi funksiyasi

1 oF
v,= e (11.22)

(27AY

Bu zaman impuls — < P <+ kasilmoz giymetlar almss olar.

§12. Enerji operatoru, Srédinger tanliyi
Dalga funksiyasinm sistemin halini xarakterize etmosine miivafiq

olaraq, halin zamana gére dayisilmesi do dalga funksiyasinin za-
manla dayismssi ilo tayin olunur. Bunu gostarmek iigiin forz edak
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ki, dalga funksiyas: zamana baghdir. t-aninda sistemin hal y/(i’,t)
funksiyas: ilo xarakterize olunursa, ¢ =¢+¢ aninda da 1//(? ,t')

funksiyasi ile xarakteriza olunar. 9ger z//(i",t’) funksiyasin1 Teylor
sirasina ayirarigsa:

w7 t+1,)=y(7 t)+t, (r )+ (12.1)

olar. Bu siran1
v & ony YRV
Fe+)=) = " Ft)=e'a"(Ft) (122
kimi do yazmaq imkaninda da olang. y(7,t) ve w(F,t') funksi-
yalarn eyni bir hah ifads edoan funksilardlr.y/(?,t) funksiyasim
kvaziklassik funksiya kimi qebul etsak

— —l(r ) o .
Zy)=2e iy
yaza bilarik.

Klassik mexanikadan—% = H hamilton funksiyast olmas ballidir

va
oy i
—/—=——H 12.3
ot 5 v (12.3)
alda edils bilor. Buradan
A oA 0
H=F=ih— 12.4
h= (12.4)

yazariq. (12.4) ifadosti enerji operatorudur ki, buda Hamiton opera-
toruna boaraberdi. Hamiton opratoru relyativistik olmayan (v<<c)
halda kinetik vo potensxal enerji operatorlanmn toplamudir:

H==r +U(x y,z)—-———V2+U(x y,z)  (12.5)
(12.3)-0 gora
iha—‘”gi) = Ay f(F,1) (12.6)
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Bu tenliyi Srodinger tonliyi deyilir. Srodinger tonliyine gdro
Hamilton operatorunun dalga funksiyasina tesiri sistemin halmm
zamana gora dayismasini verir. Bu tonlik kvant mexanikasinin asas
tonliyidir.

Ogor Hamilton operatoru zamandan agkar sokilde asili deyil-
so, w(72)-ni

7. =v(Fll) (127
kimi yaziriq vo onu (12.6)-da yerine yazaraq
LAdplt) (N A e
w92y )= Ay Flote)
oldo edorik. Buradan
;ﬁﬂ( A
a__Hy()_,
o) y(F)
iki miixtalif deyigonlorden asili olan ifadaloerin bir-birine boraber

olmas iigin, onlann bir sabite barabar olmasi lazimdi. Bu sabite E
deyorikso

w92 o)

Hy(7)=Ey ()
yazilar. ,
(12.4) goéra (12.8)-in brincisindan E-nin tam enerji olmasi aydin
olur. (12.8)-in birinci tenliyinden

ih | %;’Z—f?:EJ'dt

(12.8)

ihIng(t)= Et (12.9)

i
ol)=e*
olur.

(12.9) ifadesinda zamana bagliligs E enerjisi ilo toyin olunur. (12.8)
ifadasinde

Ay(7)= Ey(F) (12.10)
tonliyin® stasionar (qorarh) hal iigiin $rédinger tonliyi deyilir. fsta-
nilon halin dalga funksiyasini stasionar hallarin
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~ N\ LB
v.(F.1)=y.(F)e *
dalga funksiyalarin superpozisiyasi kimi yazariq:

p(7.0)=2 ay:F.t)
diskret spektr olanda, ‘

vG.0)= [aEW,F)X ™ dE (12.11)

kasilmaz spektr olanda alariq.
Stasionar halda ehtimal sixlifn zamandan asih deyil. Dogur-
danda stasionar halin ehtimal sixhig1

- 2 .l iEt = —15:
v.F 1) =y Fle* w,([Fle*

v Fw,F)=lw, Y
zamandan asili olmaz.
Eyni zamanda fiziki kemiyyatin orta qiymati

F = [y GoFy(F.0av
zamandan asih deyil. Haqiqatan orta giymet
—_— «f~— "-El L —‘Ef ¢ f\ D —
F=[y:(F)e* Fye® av= [y, F)Fp,Flv (1213
olar ve operatoru zamana bagh olmazsa, onda
A G AG
asihi deyildir. Eloca do dinamik dayigenin har hansi bir giymet alma
ehtimah zamandan asth olmaz. Dogrudanda

w(F,)=|a(F,)’ = | fws. (F,t)y/(?,t)dVr -
I 45| =]

alinar. Stasionar halda sistemin halimin zamandan asilif enerji ilo
miioyyen olunur.

W=

(12.12)

(12.14)



§13. Kvant mexanikasiin harakat tenliyi

Kvant mexanikasinda harokat tonliyini almaq iiglin fiziki ke-
miyyatin orta qiymoti diisturundan

F = [y G.0)Fy(F t)dxdydz

istifads etinok miimkiindir. Burada yalmz
—_—=— (13.1)
sortini, yoni komiyyotin doyisme siirotinin orta qumatmm orta

giymatin zamana gbro dayigmasina barabarlik sattml qabul edak
Burada

=IV"(?”)‘F—FV/(?,t)dxdydz - (13.2)

fjj 2 fv G0y Gor sy

oldugu iigiin

fv'E, t) w(r v == Iw FFvFay (133
yazariq. Buradan
- d el K -
fv' . t) w( AV = [ =@ FOFy(F.0a7) =
(13.4)
oy” - . OF oy
——F 14
I{ a VY g ‘””’Fat}d
alda edarik.
(12.6)-don $chodinger tenli(yim; gora
oplr,t) 1 ~ .. L e
e 13.5
- =—Hy(7.1) (13.5)

va (12.6)-nin qosmasi olan
¥ H'y'(71)
. ot

tanliyinden
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oy’ (r t) . a
5 hH v (F.t) (13.6)

yaza bilerik. (13.5) ve (13.6)-ni (13.4)-do yerine yazmis olursak
(13.4) ifadasi
(r t)dV =

[, t)
- I{vr‘(it)b?w(?,tﬁiihw‘(ﬂt)ﬁﬁw(it)—
—-;lgﬁ'y/‘(i’,t)ﬁy/(?,t)}dV

sokline diigor.
Hamilton operatorunun ermitlik gortini nazara alsaq

[By Gy (F.0av = [o* F0ly(F v

onda alman ifadani

fv, t) l//(r v = [y (r, t){ +—(FH HF)}y/(r £)dv

or In
soklindo gbstera bilorik. Buradan
A n
dF _ aF 1
dt at i

alinar. (13.7) tenliyine kvant mexanikasinin horakat tenliyi deyilir.
(13.7) tenliyinda

L(¢a - BF) 13.7)

1(ar an 1{~ ~
—\FH -HF |=—|F,H 13.8
(- £F)= —[F, 2] (138)
ifadasi Puasonun kvant métarizesi adlanir.

Burada ager operator. ¢ hamalan agkar gakilds asili olmazsa,

%tli =0 va eyni zamanda F operatoru Hamilton operatoru

ila komitasiya edarsa
FH - HF =0,FH = HF (13.9)
onda
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dF
—= 13.10
” (13.10)

olar.
Yeni
ii-—li =0,F = const.
dt

olur. Demali, %I;- =0, [ﬁl—:’ ]= 0 olarsa, fiziki kemiyyst saxlanan ko-

miyystdir. Masalon, enerji operatoru olan Hamilton operatorunun

‘fjftfp 166&Y [H H=0 olmasmdan enerji doyisoni saxlamilir, sferik

simmetrik sahoede harekst miqdan momentinin kvadrati va onun
proeksiyasi

ar? A
=0 w [2.A]=0
%2——0 vo [£,.A]=0 (13.11)
oldugu ligiin
| I_T_= const (13.12)
L, =const

olurlar, yoni I? va L, sferik simmetrik sahada saxlanilir.

§14.Kasilmozlik tonliyi

Universal saxlanma qanunlarindan .olan yiikiin vo madda
miqdannmn saxlanmas1 qanunu kvant mexanikasinm ssas tonliyi
olan Schddinger tonliyindo 6z aksini tapmugdir.

Bela ki, (12.6) ifadesine uygun olaraq

v ) _ ( =V +U) 1)

ot
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d
—ih V’a(t’ 1) _ ( - A+U)l// ) (a)

yaza bilirik. Bu tonliklerin her terefini uygun olarak biringini
w* (r.t)ikingini is y/(i",t) soldan vurub, taraf-tarafs ¢ixaq:

iy’ (F,t)—awg Dsin V’(F,t)—awagat) )

o B = = R o2 (7

=y'|-—V*+U y/(r,t)—l//(r,t -—V'+U (r»t)’
2m 2m

thg;(w'(?,t)ﬂ(?,t)F —;—;-(w‘(F,t)V’w(F,t%v/(F,t)V’w’ (F.0)-
—y" F U+ yF Uy (7.1)

aW hz Y — . * *
zh—ét—=—5—V( Vy-yVy )—l//Ul// +Uy'y
Buradan
ow h =f .o =
“‘"‘—=——""—V lV - * .
=y Ty -V y) (14.2)
olar.
‘:=___ OV _ e
Dgor J 2im(vl v -y (14.3)
W=y'y
isara gobul etsak, (14.2)-den
W _ 5
2 J
voya
oW ==
—+V;j=0 .
at j (14.9)
alde ediik.

(14.4) tonliyine kasilmezlik tonliyi deyilir. (14.4)-de W ehtimal sixhi-
g1, J coreyamn ehtimal sixhig adlanir.

Dgor W —ni va J -ni elektrik yiikiina vursaq

48



- eh . ~
Jo=or ('// Vy—uiy) (14.5)
im
kosilmazlik tanliyi
op, =+
< +divj, = 14.6
o W (14.6)

alariq. Bu (14.6) ifadesi elektrik yiikiiniin saxlanmasi ganununu
gostarir. Ciinki, :

3,0,, , =
fEdV + [dnj,av =0
inteqrallama biitiin foza iizre olduguna goro
0 +
> [p.dv = ~{..d5 (14.6)

yaza bilerik v sonsuz hacmi ohato eden sathden kegon selin mig-
dar sifir olar. Onda

0
— |p,dV =0
= |e.
olar. Buradan
0= IpedV =const . (14.7)
olur. Yoni tam elektrik yiikii saxlamlir
Q =const (14.8)
Eyni yolla (14.3)-ii kiitlo m-a vursaq
2
W,=p,=my|,
= R .= L, (14.9)
Jm =-27(w Vy-yWy )

madds miqdarim xarakterizo edon madds sixbigim ve maddonin se-
lini alanq ve bu da maddenin miqdarinin saxlanmas: qanununuy
olar. Ya'ni

ag:,,, +divyj, =0 (14.9)
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oW,

=0,M,, = const. 14.10
£ (14.10)

olur.
Demoli, madde miqdannm ve yiikiin saxlanmas1 qanunu $chodin-
ger tonliyindo 6z oksini tapmaqdadr.

§15. Erenfest teoremlori

Kvant mexanikasinda zaman kegdikca impuls va koordinatin de-
yisme qanunauygunlugunu tapa bilmek lazzmdir. Koordinat vo im-
puls operatorlar zamandan agkar sokilde asili olmadigina gdro he-
rokat tonliklori

&
o _lka
dt ih

(15.1)

kimi yazilar. (15.1) ifadaleri klassik Hamilton tenliklerine anoloji
tonliklordi, yalmz (15.1) ifadsleri operatorlu tenlikler soklindadir.
Bu tanlikloar siirat ilo impuls arasinda ve impulsun zamana goro do-
yisimini gdstarir. (15.1) birincisinden .

- x2)
palrm)  os2
A= (22 - z2)
alnir. Buradan
F.A]= 2nlu'h (B -7*) (15.3)
yazmagq olar. (15.3) ifadesinda
B — 7P = 2inP (15.4)
alinar vo
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F.al= £ (15.5)
m
oldo edirik.
Beloaiklo
A 2
@ _P (15.6)
dt m
ahnir.
Eyni qayda ila (15.1) ikincisinden
A
dp, __oU
dt ox
dP
— = _u (15.7)
dt oy
A
db, __ou
dt oz
yaza bilerik. Yeni
A
dP ~
~=—=-VU 15.8
7 (15.8)
(15.6) va (15.8)-0 géro

olar.
do .. ¢ .2
EJ-W ryde:;j.y/ pydv

%j’w'ﬁde=— [y VUyar (15.9)
(15.9) ifadalari Erenfest teoremlori adlanir. Yo’ni, klassik fizikadan

forqli olaraq, kvant mexanikasinda faza koordinatinin ve impulsun
. doyismasi orta qiymat anlaminda istifada olunur. Ya’ni

&%
3

b
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> =—gradU (15.10)

olar. Ogor potensiyalin qradienti ¢ox az deyisime moruz qalarsa,
onda biitin faza iizre potensiyalin dayisimi az olar va klassik fizika-
da olan tanliyi, yeni Nyutonun ikinci ganununu alarq.

§16. Srodinger tanliyindon Hamilton-Yakobi
tonliyinin alinmasi

Kvant mexanikas: ilo klassik mexanika arasinda olan alagsa
Hamilton- Yakobi tonliklerinin, Schodinger tenliyinin xiisusi hali
olmasinda daha qabanq sokilda 6zinii gostarir. Ma’lumdur ki, Ha-
milton- Yakobi tenliyi

P

E-—-U=0 (16.1)

2m
soklindadir. Ogor forz etsak ki, dalga funksiyasi klassikabonzor dal-
ga funksiyasidir

-;71(?,1)

v=e (16.2)
(burada a=1 gabul olunub). Ixtiyari hal iigiin S6dinger tanliyini
, oy(7.t) R oo ) "
ih——>A =l ——V*+U lylr,t 16.3
= - w(7.1) (16.3)
soklinds yazaq.
(12.4) ifadasino gore tam enerji
Esb=inl
ot
oldugu iigin

(——h—Vz +U)z//=Ey/
2m

tenliyini alariq. (16.2) kvaziklassi dalga funksiyasini burada yerino
yazmi§ olurugsa
hz i i] .‘.1
~—V?%* +Ue* =Ee* (16.4)
2m
alanq. (16.4)-ds V? ilo y funksiyaya tosirini hesablasaq
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. i
Vet = 7.%eh —V[ VIe”l)=
i g il dia = b
=ivier L LEG1 e =
7 )

= %Vzle%' - %(VI )zeil

olde edorik. Bu ifadslari yerine yazsaq

2
i V4= (VI] +U=E 16.5)
2m
Klassik mexanikadan me’lumdur ki,
VI = gradl = P
olur. Bunu nazers alsaq
2
L iu-Pr9r-k
2m 2m
2
E-E _ys g
2m 2m
Voya
2
E-P _y n®P (16.6)
2m 2m
alda edoarik.

(16.6) tenliyine kvaziklassik ve ya klassikebanzer tenlik deyilir. Bu
tonlik Hamilton-Yakobi tenliyi (16.1) tonliyinden sonuncu hadle

farglenir. Ogar
2
Ll —-’-i—'divP[ (16.7)

olursa, (16.6) tenliyinden # ile proporsional haddi nazers almarq-
sa, Hamilton-Yakobi tanliyi ahmr. (16.7)-den

P>

dx

olur.
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Yeni, impulsun kvadratinm impulsun gradientinden ¢ox-¢ox bdyiik
olmas1 halinda klassik ganunauygunluqla kifaystlonmak olar. Bir
basqa deyimlo, impulsun doyismasi, kinetik enerjiys nisboton ¢ox
ki¢ik olarsa, klassik mexanikanin tatbigi qenastboxs hesab oluna

bilor vo ya fozada dalga uzunlugu A = 27 kaskin olmayaraq dayi-
p
§Ors9, yoni

ﬂ<< 2r
dx

olarsa, Schodinger tonliyinin taqribi helli, klassik mexanikanm
miiddsalar ilo uzlasan neticeler verir.

§17. Impuls momenti operatorunun askar soklnin
alinmasi, onun maxsusi qiymati
vo moexsusi funksiyas:

Kvant mexanikasinda asas operatorlardan biriside impuls mo-
menti operatorudur. Bu operatorun na ciire operator oldugunu tap-
magq ii¢iin fozanin izotoplugundan istifado edsk ve forz edak ki,
dalga funksiyasi koordinatin funksiyasi olur. Qapali sistem tigiin fo-
zanm biitin istigamatlori eyni hiiquqlu olduguna gére fozada son-

suz kigik déniisiima baxarigsa, y/(i" ) va c//(?' ) dalga funksiyasi ey-
ni hali xarakterizo edir. Burada 7 doayisenin dénmoye maruz qa-
lan radius vektoru

F=rF+& =r+[0p-7]
soklinda olar. Indi l//(i'" )-i Or otrafinda siraya ayrilirsa
+ cen

y7)=y(r+ )= p(e)+ # 20+

= 17.1)

yazila biler. Onda
v6)-(1elwl 2 ) (9-2)
67 = 67V ]= 60, [F7] + 09, [FV], + 80, F9]  (17.2)
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oldugu iciin d¢,,0p,ve Sp, bucaqlan xy ve z oxlan strafinda
aonsuz kigik ddnme bucaglandir. (17.2) diisturunda

[ﬁ =}’52-“Z'§y“,
[FV =YE—Z%,
[;:v =X%—y§,

olur.
Ogor (17.2)-ni +ih-a vurub va bélsak

ih%&@[ﬁ]: %(- N ad
i
alang ki, burada L operatoruna

L =-infV]=[7p] 173)
kimi baxa bilarik ve bu operatora impuls momenti operatoru deyi-
lir. Buradan ii¢ dona impuls momenti operatoru

Y N
L = —th(yéz— ~z—=-)=yP, — 2P,,

oy
I:y =—ih(z§;—x-aa—z-) =2zp, —Xp,,
L =—ih(x-§-— -a—)=x“ - yp (17.4)
Z a)} yax p_y ypx’ .

olur ki, bunlar bir-birleri ils komutasiya etmayan operaorlardir.
Masalon, 6rnak iiclin L, vo L operatorlarina baxarsaq

i, ~LE,=0p,~p,)Nep, ~3.)~ (b, b, Xob., — D,)=

= P, 2P, — 2D, 2P, — YD, XD, + 2D XD, = 2D, YD, + %P, YD, + 2P, 2D, —
~Xp,2p, = Yp P2~ VP2, + X, P, — 3P, b.7 = yb.(B,z~2p, )+
+xp, (2, — p,2) = ~ityp, +itup, =ih(xp, — yp, )= inL,

olur. Eyni yolla
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L.L]=1,f, - L.f, —in,
L.L)=Ld -LL =0,
[L.L]=LL -LF, =ini, (17.5)

miinasibatlorinds alariq.
Buradan goriinir ki, L,, L, va L, operatorlan komutasiya etmoz-

lar, yoni onlarin ortaq moaxsusi funksiyalar yoxdur, onlar tam fiziki
komiyystlor g¢oxlugu tagkil etmazlor. Bu baximdan, alverisli olur

ki, L,,L, ve L, operatorlar avazino * ve impuls momentinin hor

hansi bir birlegeni, masalon, L. isloncisinden istifads olunur. I? ve

L soperatorlan komitasiya eden operato-rlar olubZ? vo L, fiziki

kemiyystlori tam fiziki kemiyyatlor ¢oxlugu taskil edirlor. Impuls
momenti operatoru dénma ilo alagadar oldugu iiciin onlan sferik
koordinatlarda yazmaq lizumu meydana golir. Dekart koordinat
sistemindan sferik koordinat sistemine kegid bu ciire aparilir.

(x,y,z—>r,0,p) (sokil 1.5)

x=rsinfcosg zZ A
y=rsinfsing 176y 0 pe----
z=rcosf r E
7] I
!
! .
N y
2 SO A
~

xy y

Sekil 1.5. Sferik koordinata kecid

Burada
Yy

z
r =(x2 +y? +zz)}é,tg¢ ==, cosf =—
x r
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Voya
0= aI'CCOS—Z-,¢ = arctg!-
r x

olur. Bma&an

2____6__@+660+66¢

ox Orox 00 &x Op ox
a—=————-—2x————=—J£=sim9cos¢
R

00 cosfcosg 6¢_ sing
R r "ox  rsind

Onda
izsinacos¢3+cos0cos¢_g__ sn.lq) 0
o or r 00 rsind dp

Eyni qayda ila ;% —da yazariq.
Jd 0 3r+ 0 60 7] 6(0

o ordy 693)/ Y0 o

yazlar va
a0 cosﬂsm(o Op _ cosp
r oy rsiné
oldugu ii¢iin

7] cosHsin(o_a__'_ cosp 9

—a—=sin0sinq)—+ -
oy or r 06 rsinf op
ifadasini alms olurug.

/4

b _ord 3002 390
& oor o0 o dp
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-E;ZL=cos6’,%%=O,%€=—Eglg
z r
17.
0 0 sinfd 0 (17.9)
— =cosf—~ —
or r 06
tapangq. (17.7)-(17.9) ifadalerinin comi
6 0 0 . J cosfcosp 0 sing O
— +—+—=sinfcosp—+ —
&x Oy Oz or r 06 rsind dp
+sin05in¢—a—+———-——cososm¢—q—+————co_s¢ +cos(9—a————sm0—é—
or r 068 rsind or r 06

verir. (17.4) ifadasinda gx_’ %va—a% ~lori yerina, (17.7),(17.8) va
(17.9) ifadalorini yazariqsa

I; = —ih( y-éa; - zéa;) = ih(sinq;—a—% +ctgl@cosg i)

op
ﬁy = —ih(z% - x%) = —ih[cosqu% —ctgl sinq)é%)
- 3} 0 3}
L =—it| x——-y— |=—ih— 17.10
2 '(xay yax) g (17.10)

alariq. Buradan (17.10)-a géra

A ™ 2
B e
Y sing 06 00 ) sin*0 8¢2

aldo edirik .
Beloliklo, sferik koordinat sistemindo L.,L iz vo I? operatorlari

'x ? y’

L, =ih(sin¢5%+ctg0cos¢%) (17.12)

f,y = ——ih(cos¢—aa—o —ctgl sin¢a—a¢) (17.13)
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L =—ih— 17.14

, =1 %0 (17.14)
2

P =-n 19 sin@ 6) 12 0 17.15)
sin@ 66 00 ) sin“8 dp2

sokilinda toyin olunur.

L, vo I operatorlan @ va #-dan asih operatorlar oldugu
tigiin, dalga funksiyasinin @ ve @ - dan asiligim gabul etmok kifa-

yotdir. Mahz buna gérads P ve ﬁz operatorlarimin maxsusi giy-
mati

Ly(6,0)=Lv(0,0) (17.16)
Ly(6,0)=Ly(6,0) (17.17)

tonliklorinden tapilmahdir. Indi eger gostorsok ki, bu tenliklorin
halli eyni funksiyadir, onda bu operatorlar biri digari ilo komutasi-
ya edirler. Onca (17.17) tonliyinin hallina baxagq.

op
v funksiyas: yalniz @ -den asth oldugu iigiin

_inY oy
Op

iyi = l.l;_d(g,

v h
yazilar. Bunu inteqrallasaq

& _iLidg, y, -
»e w

alariq. Umumi hall

V[Lz - A "h' 2P

olur. Burada %— =m adadi oldugda m =0,+1,12,--- qiymatlo-

ri alir va hall
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y, = Ae™®

kimi yazlar.
Demsli, L, = Aim qiymatlori alir vo m-o maqnit kvant adadi deyilir

vo orbital momentin proeksiyasim tayin edir. impuls momentinin
Z-birlagani

L =0
L =+h
L, =+2h

va sairo diskret giymetleri alir. Yo’ni, L,dinamik deyisoni
kvantianir. Bu kvantlanma da m adadinin impuls momentinin
proeksiyasinin toyin edon bir kemiyyet olaraq, fiziki ma’na da-
simasi aydindir. Dalga funksiyasinin normalizo olunmas: sorti-
nd goro
. 2x 2

ﬂ'/’l,, | dp=1

[
yazilar. Buradan

x 2 3
2 [|4e| do = |4 2je-"'""a"'¢d¢ =274 =1
[} 14

alang. Onda f,, -in maxsusi funksiyasi

v, =ﬁe‘"‘” (7.18)
v moaxsusi giymati L, =hm, m = 0,£1,32,--- olar.
Indido I operatorunun maxsusi funksiyasi va mexsusi giymeti-
ni tapagq. I? -nin tonliyi (17.16)-ya gora

Py=y
Yoni
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1 of(. .0 1 &
-~ h? —=| sinf— |+ —— =’
Line aa(s’ ao) Sin* 6 0g” ]V' v
Bu tenliyin hallini
v =0(p)io(6) (17.19)
soklinds axtaraq (17.19) halli (17.16) - da yerino yazarsaq

S’_(?L)i(smow)ﬁu o) £o L —6(0)0(p)=0

sind d@ sin’@ d¢
Ve ya
2
sin d (s nada(e)) = sin’@ = 1 fl;(: (17.20)
9(0) 46 a9 )" n ~ @(p) dp

alariq. (17.20)-den gériindilydi kimi bu tenliyin soldaki qismi
yalmz 6 -nin, sagdak: qismi ise ¢ -nin funksiyasidir. Onda on-
lar bir-birine berabar oldugu iigiin (17.20) baraboarliyi bir sabita
baraber olar. Bu sabita 7&.2 deyok. Onda

Iop) _ = %2 (17.21)

<D(¢) dg’
yazmagq olar ve buradan

: D, ="  (A=m) (17.22)
tapariq. Tapilan (17.22) halli elo L, operatorunun da moxsusi
funksiyasina uygun galir. (17 20)-nin sol tarafi

od (. do6) 2
sdee(m 0—5" ) —7sin 266(6) = 1%6(0) (17.23)

1 d do(o)
14 [4ing90Y) () =0
sind de(sm a6 ) (hz sin’ 0] )=

olur. z=rcos @ oldugu ii¢iin

vaya

61



_s_1n_0_d_(_ sin’ Hde(z) [ }9(2) 0
siné dz dz

ifadalerinden (17.23) tenliyi

%((1_22)‘1_‘:;({2_))+(§ -%)0(z)= 0 (17.249)

2

sokline diigor. Bu tenlik z =1 giymatinda N > haddina gora

-z
—z? - o sonsuza yaxmlagir va tenlik sinqulyarhiga sahib olur.
Sinqulyarliqdan azad olmagq iigiin (17.24)-iin hellini

0(z)=(1-2*)"U(z) (17.25)
kimi axtaraq.(17.24)-ds bunu yerin yazmis olarsaq
rr m viz?
(1 - Zz)U'(Z) - (2‘2 + ZZ)U'(Z)+ [F '—'ITZ'Z— —i_--——z? - V)U(Z) =0
viz? —m?
A-2z)U"(z)-2z(1+v)U’ (z)+ Z-v+ —1—2— U(z)=0
-z
U'(z)= -‘1(-]—(2—) (17.26)
dz
alang.

v = m 2 0 giymatindo sinulyarliq aradan qalxar ve (17.26) tenliyi
2
(1-23)U"(z)-2z(m+ 1)U'(z)+(-§7 —m(m+ 1))U(z) =0(17.27)
soklins diigor. (17.27) tonliyinin hallini sira goklindo
Uz)=)Y a.z* (17.28)
k=0

axtaraq. (17.27) ifadesindo (17.28) sirasim yerina yazsaq agagidaki
cobri tonliyi alang:

i{(n Nk +1)a,., +[§__(k+ )k +m+1)ak}zk —0

k=0
buradan
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L2
—h—z—(k+m)(k+m+l)

, (& +1)k +2)
sirasiun omsallar digiin rekurent diistur alinir. Dalga funksiyasi
sonlu olmaldir. Bunun iigiin (17.28) sirasinin (17.29) emsallan bs-

yik k giymatlorinds a » # 0 olar, lakin a ,+2 = 0olmahdir. Buda o
vaxt olar ki,

a, (17.29)

G2 =

2
%2__(p+m)(p+m+1)=o (17.30)

olsun. (p =0,1,2,3,- )
Oger p+m=1 ilo isare etsak, /-in 0,12, ... giymatlor almasim

gostorir .
(17.30) -dan

I =1 +1), 1=0,1,2,... (17.31)
qiymoti almaq imkam yaramir. Demsli, impuls momentinin kvad-
rati operatoru #?/ (l + l) maxsusi giymata sahib olur. (17.31)-don

[=0,I>=0
I=11*=2n*
’ (17.32)
[=2,I% = 6K°
=3, =12#*

Belolikls, ¢ adadi orbital kvant adadi adlanir ve bu kvant adodi
impuls momentinin kvadratini tayin edsn adaddir. Goriindiiyii ki-
mi impuls momentinin kvadrati diskret giymatlor alir. 1 kvant sdo-
dinin har bir giymati iigiin 2/ +1 qader hall méveud olur. Ona géra
(17.25) ifadsini

i) ,(21+1i1-|m|5! .
01 (9)—— Wﬁ (COS&) (1733)

soklinds yazariq. Burada B” (cose) funksiyas: Lejandr polinomu

adlanir va onun ifadasi (Slave B)
n 1 ( 2 )‘-';l' d"*(cos? g - 1)
P"(cosf)= 5T 1—-cos“ @

d{cosg)""

(17.34)

63



kimi aldo edilir. (Blavs ...)
(17.22) ifadesini do nezers alsaq, impuls momentinin kvadrat: va
momentin z-birloseninin moxsusi funksiyasi

(@1 + ol —|m])!

Y (0,0)= WP,’" (cosBle™  (17.35)

siferik (kiira) funksiya olur. Yo’ni, hem I? vohamda L . operator-
lan
21m(6,0)= 111+ 1)1 (0,9)
LY (6,9)=1mY"(6,0)
tanliklorinde A2( +1),im maxsusi giymats vo ¥” (0,9) maxsusi
funksiyaya malik olarlar.

(17.35)-da B"™ (cos0) funksiyalan kiirenin sothinds ortonormalliq
sortini ddeyen

x2x *
[ [t 6.0) ¥ @.0)sintibp = 5,5,  (1737)
00

funksiyalardir. Sferik funksiyalarm xiisusi halda bezileri £-in vo

m-in qiymetlerinda codvel 1-da gostarilmisdir.
Cadval 1.
1

I=0,m=0 ¥=—~ |¥T[

Jar
3 2 3 2
=,m=0 ¥’ =‘/——cos6’ |Y,°| =-—cos’ @
4 4r
- - 1 _ 3 . i 12 _ 3 .2
1=1,m=+1 ¥ —"Esmae’ IYII —-—2;sm 7
=, m=1 ¥~ ="—3—sinae"” IY;“2 =3 sin?0
2 2

5(3 1 2 5(3 1Y
1=2,m=0 ¥, = ,|— —cosze——),Y° =—|=cos’-=
A0 5 \147:(2 2 [ a2 Y73
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I=2m=2 Yz-%w’z—s- sin® fle ¥ IYzl =———sm ‘0

I= "1 sin& cosde'® IY'I =%§sm Hcos’ @

T

I=2,m=-1,%"= \, smé?cosé?le"‘",|Y{’|2 =-é—5~sin20cos20
z

l=2,m=—2,Y{2=——1-‘/15 sin Hle""’ IY'2| =£—sm 0
4\ 27 2z

Indide impuls momenti ilo Hamilton operatorunun slagasini vo
Hamilton operatorunun ba’zi 6zelliklorini aragdiragin.

§18. Impuls momenti vo Hamilton operatorunun
bazi 6zslliklori

(17.36) ifadasina gora Pve I:z operatorlan eyni maxsusi fun-

ksiyaya sahib olduqlan ficiin onlar komutasiya edorlor, yeni fiziki
kamiyyatlori eyni zamanda daqiq 6lgiilon kemiyyatlar olurlar.

17.5) ifadasinden istifade etsok

PLI-PE L= (Br BB LB 424 )=

= AiLAZ —l':ZLA.ZX + Ai AZ —I’:ZLAi' =I’:i "2 +'LAXI‘:Z AI - Axi‘z AX - ”Z'L“i +I7y i

+LLi -LLE -ER2=L (L -LLY+(LL ~LL)+

+L (L L, -LE)+ (L, - LL)L, = L (~iL,)+ (~inL, )L, +

+L (zhL )+zhL L =0

oldugunu goriiriik. Yam ‘
1’3’,13,]= 0 (18.1)

olur. Qapali sistem ligiin foza bircins olduiiuna gére impuls saxlanr,
yeni impuls operatoru, Hamilton operatoru ilo komutasiya edir.
Basqa sozlo
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H = [y GyFlav = [y F+a)Hyp(F +a)av =
= fw'(?{p-;%azﬂ-- )H(l+ ap +-- )w(r)dV—
= H——[pH]+0
yaza bllarxk Buradan .
H=H- -’ia[,%ﬁ]+ ola?) (18.2)

olur. Yoani [f)ﬁ ]= Oolar vo p saxlanan kamiyystdir. Fezanm izot-
ropliyindan ise

H= [y F+ &)Wy (F + )V =
- v (7(1 - iaa[ﬁ])ﬁ(l oL 5&5[?‘7])://(?)dV .
- v @+ 22 fy ) 5] 28 Jo v + 0lop?)-

-H+ %5¢[Zﬁ] +0(59?)
yazariq. Yoni

7§ =H‘+%5¢[i “]+0(5¢2)
olur. Buradan

[EH] =0 (18.3)

Demali, gapal: sistem iigiin impuls momenti saxlanan kamiyyet ol-
malidir. (128) ve (14.1) ifadalrina gbra

net) ( - V2+UJ 7.1)

ot

Ay)=Ev(F)
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Buradan Hamilton operatoru, kinetik enerji operatoru ila potensi-
yal enerjinin

H=——V*+U
2m

comi kimi gostarils bilar. Sferik koordinat sisteminde Laplas opera-
toru

VZ___izi rz_i)q.lz _1 _?_(31110—2-)-{--—— 12 -g—z; (18.4)
r‘or\ or) r*|sinf0o@ 06) sin“@ op
olduguna goro I operatorunu V?operatorunun bucaqdan asili

olan gismi ilo

1 0 7] 1 &
P=-pV: =-p ——{sinf— |+ ———5
oo [sin0 aa( aa) sin’ @ 6(02]
slagads olar ve Laplas operatoru I? ils ifads olar. Buradan Hamil-
ton operatoru

A w of(,9d 1 »~
H=- —|rr =1+ r'+U 18.6
2mr? ar(r ar) 2mr? (18.6)

soklinda yazilar.
Belsliklo, kinetik enerji operatou radius vektorun harakatinin kine-

2
tik enerjisinden — 6 r —a—) vo dénme hearakatine uygun
mr* or\. or
72
olan 5 kinetik enerjisindan ibarat olur.
2mr
Elektromaqnit sahasinds enerji operatoru
H_-l—(p-—A) +eV+U (18.7)
2m

soklinds yazilir, Burada A sahenin vektor-potensiyali, eV-isa skal-
yar potensialdir. (18.7)-den H operatorunu

~ - 2 -5 €72
H=——(p2 +Z 8 ——e—pA-——e—ApJ+eV+U
2m c c c
yaza bilarik. Ogear
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pA+ Ap = —ihVA—2inAV
olmasim nazers alsaq, Hamilton operatorunu

A2 2 ~ . -
A= € 4 B+t ndreriUu (189
2m 2mc mc 2mc ,
soklinda alds edarik.

Demali, Hamilton operatoru, enerji operatoru olaraq, zerracik-
lor sisteminin va onlar arasindaki tesir qiivvatinin xarakteri ilo mii-

ayyen olunur. Dolays ilo Hamilton, I*vo L, operatorlan siferik
simmetrik sahada bir-biri ilo komutasiya edarler, onlarin fiziki ke~
miyyatlari saxlanan kamiyyatlardir.
Potensialm minimum giymeti U, -olarsa, enerjinin orta
qiymeti ixtiyari halda
E=K+U (18.9)
olur. Kinetik enerji operatorunun K msxsusi giymsati har zaman
miisbotdir, ona géra deo K 20olar. U >U_, oldugu igciin
E>U_, oldo edirik. Bu sert (E>U,,, ) biitin hallarda dogrudur,
onda biitiin maxsusi giymetlar iigiinds
E>U_, (18.10)
olur. Sonsuzluqda sifira yaxinlasan potensialli sahada U(x,y,z)—0
olursa, moxsusi giymatler monfi giymatler alir E<0 vo onlar diskret
giymatler olurlar. Bu isa sistemin halimin rabitali olmasmi gostorir,
yoni bagh sistem olusdururlar ve harskat finit olur. Oksina mexsusi
qiymatler miisbat olursa, onda onlar kasilmaz spektr olusdurur va
hoarakat infinit harokat olar.

Biitiin fazada U(x,y,z)>0 olanda (18.10) géra E>0 olar ve E>0
olduqda, spektr kaslmaz olar. Yeni bu halda iimumiyyetle diskret
spektr olmaz vo hereket homiso infinitiv olar. Demsali, enerjinin
qiymsati potensial enerjinin no gokilde olmasindan asih olub, diskret
vo kasilmaz giymstlora uygun ola bilar. Diskret spektrinin stasio-
nar hallan homise finit herakat eden sistem olur, yoni sistem va ya
onun milsyyan gismi sonsuzluga gedo bilmaz.
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Fasil I-a aid ¢aligmalar ve onlarin halli
A d ) s
Cabgma I.1. O = E operatorunun ermit operator olmasin: gostarin.

Holl: Ermitlik sortins goéro
40 40
[widy,de= [y, 0vidx

+00
. d
olmahdir. Onda jl//, de—ylzdx -da inteqrah agsaq: -

le'd% =l - Iwz W'dx-—f%gx—v/fdx

Yam

J' v ddvf =—_£ v, —-——dxddy;‘ olur. Demali, gx—operatoru antiérmit

operatordur.

A d . . : .
Cahgma 1.2. O= EE operatorunun moxsusi funkmyas.mm va maxsusi
qiymatini tapin.
Hball: Q operatorunun moxsusi funksiyasi vo moxsusi qiymatini toyin edon
tonliyi
Oy(x)= fy(x) yazarsaq

d'/’(x) = fy ( ),dvl((J;)—fdx I_____Ifdx

lnw = fr,y =e*
alariq. Onda bu funksiyani
w = Ae*

yaza bilorik. f = tik olanda y -funksiyas: birgiymatli, kasilmaz vo soniu
olar. k-nin biitiin kasilmez qiymsatlorinde bu funksiya dalga funksiyast
olur, yani f- xayali qiymatler alnus olur.
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Cahgma I.3. Ermit operatorun moxsusi giymatinin va dinamik daqisenin
orta qiymatinin haqiqi olmasim gdstarin.

Hbolli: Diskret spektro malik olan Q operatoru gotiirak. Onun moxsusi
qiymsti

Ov, =qv; (I1.3.1)
tonliyinden tapilir. Onun kompleks qogmasi
Qv =qy: (13.2)

olar. Ermitlik sortina gora

[vi0v.)av = [, (07v: v

fvilow v = w0 v
yazilar. Buradan (1.3.1) va (1.3.2)-ye géro

[wilaw)av = [v.laivi v

oldugu igiin

olar ki, buda
% [wividv =q; [viv.av,

(13.3)
9y =4,

fiemakdir.
Fiziki deyisonin orta qiymoti ¥ = [y QudV -di.

Hor iki torofindon ermit qosma alsaq F* = IW(Q'V/')d V olar. Ermit-

lik sortino goro bu ifadolorin sag toreflori boraberdi, ona géro do
F =F"vaya < F >=<F" > oldo edorik.

Caligma 1.4. Kompleks qogma operatorun ermit vo xatti operator olma-
masini gostarin.

Hall: Kompleks qogma operator ta’rifo géro
Qy =y’
olar. Ixtiyari a,vea, sabitlari iigiin

QA(aﬂVl +az‘/’z)=(ai'/’1 +az‘/’2). =aqy, +ay, =a;QW1 +a;QV’:
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yazilar. a, # ai' vo a, # a; olduguna géro bu qogma xatti operator deyil.

Integral I v Oy,dV = I w,v,dV oldugu iigiin va inteqral

[v.0'wiav = [,(0v.) av = [vyav
olmasina goro J. v v,dV # J.!/Ill/lzd V' olar. Lakin ermitlik sortinden
fvividv = [yy,dv
olmal idi. Ona goéra, kompleks qogma operator ermitlik sortini 6domir.
Calisma 1.5. Ciitliik operatorunun mexsusi qiymatini tapin.

Hall: Ciitliik operatorunun tarifins gére
Py(x)=y(-x)
Moxsusi qiymat iso p l//(x) =q l//(x) tonliyinden tapilir. Terife goro
w(—- x) =q y/(x) oldugundan
Py(-x)=qPy(x)
olar. Bu ifadeni v/(x) = qzy/(x), q* =1,q = %1 yazanq.q=+1 olmas! ciit-

liiyiin miisbat, q=-1 olmas! isa ciitiiyiin manfi olmasi demokdir.

s (.dY . (d )
Calisma 1.6. A=| x— | va B=| —x | operatorlarim tapin vo onlan
dx dx
miigayiso edin.

Hall:

Bu yolla
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By()-(L ) (L) Lrvte)- (£ vt v'(x))

=y/(x)+x Z’E)+2 dv‘;gx) de(x) l//(x)-l-x V’()

dy(x), .dwlx)_ dy | . dy(x)
2x e e =y(x)+3x=— dx e
hesablayaraq

2
B=1+3xi+x2%

tapangq. Belolikls,
- d d? A d d?
A=x—+x"—, B=143x—+x"—
dx dx? dx dx?
alang.

A s € =
Caliyma 1.7. Q=-iAV +— A(r) operatorunu kvadrata yiiksaldin.

Holl: V—z-§—+]£+k—a—

&x "oy ot
QZW(F)=(— ihV+—c—A(F)X— ihv+£;1(f)).,,(;)=
C
- (894 £6) - )+ L AW O)) =4 ) -
_inE ATy + & 4Py =V (F) -
v +— £ (F =-#*Vy(F)
C [
ef=~ T AT -
nE(VA-yF)+ AVy + AV )+ S A2F W = -1V (F)-
c [
2
i G ) - 20T pF) + & £ F )
C C
Yani
“z 2vr2 ,eh""_. .eh"...“ e2 2{~
0 =0V —i—VA(F)-2i— AF )V + = 4 (F) olur.
C C C
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2
Cahsma 1.8. xe™® funksiyast k-mn  hansi  giymetlerinda
2
Q = —————ax operatorunun maxsusi funksiyas: oldugunu gdstoren va

uygun moxsusi giymeati tapin.

o (- )= )

(g;i ~ax ]xe‘"’rz = -gx;xe"“z ~ax’e™ = %(e""‘ ~2kle™ )—
—ad’e™ = 2kee™ - bhxe™ + 4k ™ —axte™ =

= —6kxe™ +4k*xe™ —ax’e™ = (— 6k +4k>x* — ax® e ™ =
=—6kxe™ + (4k2 - a)xzxe"'“

Burada

[:Zx—zz —ax )xe‘"’tz = [—— 6k + (4k2 - a):c2 ]xe"""z

oldugu iigiin

f=76"=73Ja

. A . . —kx? .
olar. Demali, Q) operatorunun moaxsusi funksiyasi xe™~ olursa, moxsusi

giymati F 3\[a_ olar.
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Calisma 1.9. Bircins xarici elektik sahasinde yarimkegiricinin udma zolagi-
nin konar gisminin pozulmasmin (Frans-Keldis effekti) giymotini tapin.

Holl: Elektrik sahasinde yarimkegiricinin elektronlarinin enerjisinin mini-
mal giymati azalir. Bu zaman optik udma zolagimin kenar hissasi pozulur.
Onda da Kkiristal terofindon enerjisi qadagan olmus zolagin enindan az
olan fotonlar udular.
Mo’lumdur ki, elektrik sahasinda elektronun enerjisi dayisirse va bu
doayisma
2

AE = ——+tesx olur (1.9.1)
2m
m' -kegirici zonada elektronun effektiv kiitlosidir, £ -xarici sahanin
intensivliyidir. Qeyrimiisyyonlik miinasibatine asasan
h h
P.-X=— X 1.9.2
2’ 2P ¢ )
yazilar. Onda enerji impulsla
= P ech
AE\P)= + = 1.9.3
(P)=—+>= (19.3)
ifads olunar va enerjinin minimumluq sartino géro @Edﬁﬁ)) =0 olmast
lazimdir. (1.9.3)-o gora
P? ks P ehe
— == | =0;— =0;2P° ~etm’e =0
2m° 2P m' 2P?
= (1.9.4)
2P° —efim’e — hm' e
2P —hm's o p_y|ehm
2m'P 2
tapariq.

Bu giymati (1.9.3)-do yerino yazsaq, enerji doyisimi AE = E_ ~¢,
(E, - kegirici zonadaki enerjidir)

3
#___ehm €1 verm'e
AE=21.[’ehm£j 2 -
m *
,ehm & m.23’ehr;1 &
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ehm’e

_ +ehm's _ 3ehm’s 3(ehm'£)2/3 1
- o s W —-2_ 2 m
m' 2 elm’ ¢ 4(ehm a) m
2 2 .
. 2/3 . 2
AE=§ efim'¢ 1‘ =_3_3 ehm’ e 1‘ olar
2 2 m 2 2 m
« \¥3
Yoni AE =3[ ehme 19.5)
2 2

alariq. Demali, yarimkegiricinin kegirici zonasinda elektronun ener-
jisinin qiymati xarici elektrik sahssinin intensivliyi ilo miitenasib

olur
. N2
AE =23 (ehm 8) L (1.9.6)

2 2 m

Cahsma 1.10. Diskret spektrda moxsusi qiymotlori forqli olan maxsusi
funksiyalarin ortoqonal olmasini géstarin.

A

Hall: (O -operatorunun miixtalif mexsusi qiymatlari var.
Ovi =awQVi =¥ (1-10.1)
Bunlar uygun olaraq ¥;.ve W, vurub, inteqrallasaq
fviOv 7 =, [viviav
fv.&vi v =a. fvwiav

alanq. Torof-torofa gixsaq,

[vi 0w v - [w 0w JY = (e ~a.) fwiwiav

. sol torofdo forq sifir olur. Onda
0= (qk “%’)I‘/’Z"/’de

olur va ¢, # g, oldugu iigiin

Jwiav =0 (1.10.2)
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sorti alinar ki, buda mexsusi funksiyalarin ortoqonalliq serti olur. (1.10.2)
ifadasini

(veov,)=0 (1.10.3)
soklindo do yaza bilerik. Yani, ¢, # ¢, deyilsa, sistemin eyni zamanda
ham k, hamda k' halinda olma ehtimal sifirdur.

2
~e ik x
Cahsma 1.11. Hal l//(x)= Ade @ funksiyasi ilo xarakteriza olunan

sistemin koordinat ve impulsunun orta giymstini tapin.
2

2 2
Holl: X = Ixil//l du=|Af jxe T de=|4f [de @

Integralalt ifado tok funksiya olduguna gors (— oo,+oo) intervahinda

onun cavab sifir olar: X =0

Impulsun orta qiymati:
+1Icox
P= Iw (—zh )wdx I (h—+hk)e
2
2ih*

== e dx+hk0+ﬁq/(xx2dx

—a0

Burada birinci inteqral, inteqralalt: ifads tek funksiya oldugu ii¢iin si-
fir olar va ikinci inteqral iso normalama sartina géra vahid olur. Onda

P= hk, olar.
Cahsma 1.12. Sistemin hah
Lpx
Vl(x) = Cq)(x)e" " ( ¢)(x) -haqiqi funksiyadir)

funksiyas: ilo xarakteriza olunursa, impulsun orta giymsatini tapin.
Hall: l//(x) -in normallama sartins gora

jw~<x»(x)dx=1
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o je*“‘¢<x)e"“¢(x)dx=|4’j¢2(xﬂx=1
(T

.ﬂ¢(x)2dx

-

alanq

P-Tv (—xh-)w(X)dx Tebe ™ot -2 Jole) e
i I )( R q,(x)_lh M(x))e, .

—ef _ie'i ° ,p(x)[_ m_gxﬂi‘L po.p(x))ei"‘dx

~-if Toe)20as +f 1, oY

lc|2 -nin qiymatii yerina yazsaq

taparg.
Calisma 1.13. Sistem y/(0,¢)=Asin0cos¢ halinda oldugda L’orta
qiymsatini tapin.

Hall: Normalama gertine gore

I«//' (0,0(0,0)dQ2 =1,dQ = sinddGdp

2xx

|4 ”sinBcosq)sianosqasianarw =1
00
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2z

2z 2z
(;fcosz pdo = 6[—;—(1 +cos2p)do = %(p I +i—sin2¢ |0 =

2z x
jsm30d0=[—cos0+lc0530] =(1—-l+1——1-J=2—-2—=i
] 3 . 373 33
|Al2i’£=1A 3

ar

2
L? =(J23;] Isianos (p(—-thf,', )sinacos PdQ =

= —:S—zj}sinacos -n? & +ct Gi L az 5 |sin 6 cos @dQ =
ar )} P17 567 "7 56 T sin? 0 997 B

=_hz(:43;)ﬂ(— sin® @ +cos’ 6 —-l)sinecos2 odbdp =

= —nhz(:%r—)!— 2sin® @ sin 646 = -—27[h2(‘4‘3;)5[(005 26 - 1)4(605 6)
alaniq. Buradan da

= wﬁ(i)g —on? I =2

4z
alde edarik .
I
Calsma 1.14. de ¢ e*  (a, P,,x, -sabitlordi) funksiyasi ilo veril-

mis halda X, 5,(Ax),(AP.)’ ve (Ax - AP,)-lori hesablayin.

Holl: Normalama sortina g6ra

TrChar=lA o el =1} "

ahmr.

4o (x-x )z
j xe ¢ dx

1
alr
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X—X,

0
54 a 2 X 2
X=—Fr|ye? dy+-=|e"dy=X, da y= avozlomasi
| - o
edarikss, X = X, oldo edorik.

(Ax)2 = (x - J?)2 =x* -3 oldugu iigiin

X = Iy/'y/xzdx = ﬁ J(ay +x, )ze'yzdy = 71_;[a2 Iyze"yzdy +
2

+2ax, jye‘y dy+x} .[e"zdy IE 92—— +xg

alinar. Onda da

—_— az a2
(Ax)z =—2—+xg —xg ="2—‘
Sonra
P = [y Byds=F,
oldugu igiin (1—’;2 = E)z )

yazib

K »
(AR =——+&
slde edarik. Onda

h2 ) 5 h2
QR == +R -B ==

yazang. Ax =2 AP = i oldugundan

YT V2a
Ax-AP, = %% =—;l— alinar.
a



Caligma 1.15. Laplas operatorunun ermit operator oldugunu géstarin.
Holl: Ermitlik sortine goro
IV’;A'/’de = IV’: (A'//l‘ )dV
a 2 a 2 a 2

axz + ay2 + 622
olmalidir. Bunun sol terofini agsaq

fvidw,av = [y Gw, v = [y, )0y = [Fy: Ty, )av =
= [aly; Vv, ]V =~ [(Fv, 7w -y 9y Jav =
[w (09w v = [u, (72 v = [v, (8w )av

o halda

A=

olar.

fwi(aw,)av = [w,(ay; iy

olur. Yo’ni, Laplas operatoru ermit operatordur.

Caligma 1.16. M, operatorunun maxsusi qiymatini vo maxsusi funksiyas-
ni tapin.

Hall: M ;O =M ODtonliyinde M, = —ih-ga— olduguna gére, ‘onun
P

inm,
imumi halli —'ih%(E =M, O;D = 4e* ? soklinda axtaraq. @ dayiseni
@
0ils 2 arasinda oldugu iigiin
27:-;’_;M, = 27m

yazanq. Burada m=0,% 1,42 --- Yani M, =hm,®, = A"
olar. Normallama gortindan

2x 2x
ﬂd)mlzd;o = 1,[A|2 J'e“"'""e"""’dq) = 1;271'|A|2 =LA=
0 [/}

alda edorik.

slh‘
y
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II F osil
Ba’zi sada hallarda Sréodinger tanliyinin hallari

Kiitlasi m olan zarraciyin potensiallh sahads haraksti stasionar
Schoédinger tonliyinin

- % Viu(x,y,2)+Ulx, 20 (x,3,2)=Ey(x,y,z)  (ILA)
va ya limumi halin Surodinger tanliyinin

"hawg—’tﬁw(at) aLB)
verilmis potensial enerjinin ifadssi ilo miisyyanlasen hall ilo toyin
olunur. Onda (II.A) tonliyinin, yani stasionar hallin Schédinger ton-
liyini aragdiragin. Stasionar hal iigiin Schodinger tenliyinin

Hy=Ey (ILC)
halli, U(x,y,z) potensial enerjinin ifadesinden asili olaraq miixtalif
xarakter dagiyir. Ona géro do miixtalif potensial enerji tigiin (I1.C)
tanliyinin halli ilo mesgul olagin.

§19. Potensial qutuda harakoat edon zerracik

Daxilds potensial enerjisi sifir va onun xaricinda sonsuz boyiik
olan qapah sistema potensial «qutu» deyilir. Sadaslik iigiin forz edok
ki, X istiqgamatinds olan harokats baxiriq. Yeni potensial qutu de-
dikds sokil 1.6-daki kimi zarracik nazarda tutulur:

Ux)=0,0<x<a Ux) Ux)=a
U(x)=40,x <0 olanda .
U (x) — —0 olsun, x>a olanda

U(x)— o olur. Ufx)—>o0 U=0
(1% Dorin Potensl quinds”
. Sekil I.6. Darin Potensial qutu
(ILF) tonliyi qutudan kanarda horaket
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W dyl(x)

o toylx)=Ey(x) (19.1)
soklinda olar ve qutu daxilinds iso
h d’ylx)
-—=F 19.2
g =~ Evlx) (19.2)
Bu tonliyin hallini
w(x)= Asinkx+ Bcoskx (19.3)
yaza bilorik, haradaki
k=2 z;l"E -dir.

w{x)faksiyas: kesilmez oldugu iigiin qutunun kenarlarinda (x=0,
x=a giymatlorinda)

v(0)=y(a)=0 (19.4)
olmalidir. Bu sorhad sertinin olmas: gosterir ki, B=0 olmalidir.
Onda (19.3)-do hall

w(x)= Asinkx (19.5)
olmas! vacibdir. l//(a) = () sartina gora
ka=nn@w (19.6)
olar vo (19.5)-den hell
y/(x) = Asin(n 7—“—)
a

soklinds olar. (19.6) miinasibatindon

N2mE
h

2mE & = n’n?
hZ

yazariq. Buradan

_ ”2h2n2 _ h2n2
2ma®  8ma’

alariq. (19.8) ifadesindan goriindiiyii kimi potensial qutuda harakat

edan zorraciyin enerjisi diskret qiymetlor alir, burada olan n kvant

adadi n=0,1,2,3,... qiymetlari alar:

(19.8)
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242

n=LE = z hz
2ma

242
n—2,E2—27til
ma

va caira olur. Qutu daxilinde zarraciyin olma ehtimah
2 . 2 N7
| = A?sin* —x
a

olub, 0-dan A2 -a qeder qiymetler almis olar.
Qutuda zorraciyin impulsu

]l//' (— ih %)wdx

a

. nmw nx
J.sm———xcos———xdx
[

F = ¢ = —lh a a
_fu/'y/dx _[ sin? = xdx
0 0 a
olur va
a d2
¥ — h el
—E_OW( dxz)wx_nzhznz
= - = g
[ yav ?
1]
P
aldo edilar. Buradan =l
_ 2m
oldugu iiglin P*=2mE

(19.8)

(19.9)

(19.10)

alang. Bu natica klassik fizikadaki zerraciyin qutu daxilinde irali
vo geriys haraketine uygun golir. Ogor qutu daxilinde zerraciyin

veziyyatini toyin edarsok

Ix sin z(n 1r-.x)dx
a

X=2 > ‘7 =

e
“ 2
J'sinz(n Ex}it
; a

(19.11)

olar ki, buda klassik naticonin iistiina (Iq/ll2 = A*sin* nZ x olanda
a
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afxcdx
Y0

chx

=4 diisiir. Amma x2-nin orta giymeti ii¢iin
2 q

a 3
=?(1-—2”2n2) (19.12)

almur ki, buda klassik fizikanm verdiyi natica ilo uygunlagir.
Klassik fizikada

o szcdx ,

XZ=2 =ﬁ3— (19.13)
chx
0

Lakin n-nin ¢ox bdyiik giymetlorinds buradan alinan natics ilo
klassik natico iist-lista diigor. Ogor zorracik ti¢olgili qutu daxilinds
harakat edarsa, x,y,z istiqgamatlerinds potensial

0<x<a
Ulx,y,2z)=0{0< y<b (19.14)
0Lz<¢

olur va bu serhadlorden kenarlarda iss U —» oo yaxmlagir. Bu hal-
da dalga funksiyasi

' w(x,y,z)= Asinkxsink,ysink,z (19.15)
soklindo yazila bilor. Buradan

T V4
k=nm—.k =n,—
a

nw
7k =n;—
b’ n’c

Ugolgiilii qutuda zerrociyin enerjisi
Zh|(nY (nY (nY| » ( s s 2)
E= 2+ 2 H 2| |=—\E+E2 +E 19.16
2m (a) (b) (c) 2m't ( )
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qiymatini almis olar. Burada har bir ni ,n; ve n; kvant adadi 1-den
baslayaraq tam adadler dayeri alir. Enerjinin qiymetlari artdigca,
enerji soviyyalari bir-birine yaxinlagir. Bir ne¢a haldan eyni enerjili
qruplar yaranir. Masals, (m, n2, n3)=(1,1,6),(1,3,2) ve (2,1,3) hallan
enejisi E -olan qrupa uygun galir.

Doarin potensial qutuda dalga funksiyasi ve enerjinin qiymati se-
kil I.7-do gosterilmigdi.

2 . I
W, = J—-sm—-—— Es =9E,
a a
2 . 2mx
W, =,|—sin— E; =4E,
a a
2 . m xh?
W, = —sin— E =—-
a a 2ma
N
q;,g(i)mdnﬂ N E, =9E,
a 3
\/ 3
3
2\ . 2xx N
‘l’,=(‘—‘) sin=— N £ =4E,
a \
R
\
D
" N, ¥
vl N5
N

Sekil 1.7. Darin qutuda zarraciyin enerji saviyyalori.
§20. Harmonik osilyatorun kvant nezariyyasi

Kvazielastiki qiivva tasiri altinda miiayyen tezlikle reqs edon
m kiitlali maddi obyekts osilyator deyilir. Bela bir obyektin yerda-
yisimi
x = x, sin(at + @) yazilir.
(xo-ragsin amplitududur) @ -fazadir.
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Cisime tesir eden kvazielastiki qiivve
F=-kx
olur. Potensial enerji bu qlivve ligiin
kxz
Vix)=—
ORL

soklinde yazilir vo obyekt @ = ‘/zc: tezliyi ile harmonik raqgs edor.
m

Bu rags k- elastiklik amsali ilo miisyysn olunur. Belo sistemin ener-
jisi klassik fizikada
2.2
E, = m“’z %o (20.1)
ilo tayin olunur. Bu ifadeden aydn olur ki, klassik fizikada osilya-
torun enerjisi koasilmoaz qiymotlor alir.
Born nezeriyyasinde ise osilyatorun enerjisi diskret giymatlar alib,

E, =nhw (20.2)
soklinds olur. Born nezeriyyasine gore osilyatorun minimum ener-
jisi sifirdir. Amma tacriibenin naticasina gore diskret giymatler

. . . . . ... ho . .
alan osilyatorun minimum enerjisi sifirdan farqlidi ve > glymati-

ni alir. Indi kvant nazeriyyesina gére harmonik osilyatorun fiziki
" Xassalorini otrafli aragdiragin . ‘ ’

Problemin basit hali olan x — istiqamatinde roqs edan, yani
xotti harmonik osilyatorun fziki hallarim arag¢diraq. Birélgiilii osil-
yatorun potensial enerjisi

2.2
U(x)= m“’z x (20.3)
olan zarraciyin Schodinger tonliyi
K d*w(x) ma’x?
“m d‘i( ), S—vlx)=Ey(z) (20.4)
2
yazila biler. Bu tanliyin har torafini — ;— -2 bolsak
m
d’ylx) 2m ma*x?
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alang. Yeni dayisen olan & = thﬂx -a kegsak, onda

d’y  mo d’y
dx’? h d&?
oldugu igiin, (20.5) tonliyi

—(E - =0 (20.6)

soklina diiger. Burada € = -2£ -drr.
hw

(20.6) tonliyinin hallini Sommerfeldin polinom qaydas: ils tap-
maq lazimdir. Ciinki, kasilmaz, sonlu ve birqiymsatli hall (bu sortlor
hallin dalga funksiyasi olmasimi gostarir) polinom gaydasinda éda-
nan halldir. Bunun iigiin avvalca (20.6)-nin asimitotik hallini, yani
& — oo qiymsatindoki halli tapaq. (20.6) tenliyinin asimtotik ton-
liyi

d2
'Y _ 20.7
e &y, = (20.7)
olar vo bu tenliyin hallini
p, =€ (20.8)
kimi axtaraq.Onda

v, =g =208
V/ —2cec'f +2c§(c§) &? _zcec¢ +4c §2ec¢ (20+4CZ§2¥C€2;

(4c*E? >>2¢  olacaq)
birinci va ikinci tortib téremalor olurlar. (20 7)-don
4c é,-z c&? 52 c§1
tonliyi alinir v 4c2-1=0 qiymsotini tapanq va buradanda c- {igiin

c=il
2

sldo edorik. Ona gora (20.8)-in iki hissaden ibarot oldugu agkar

otur:
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1,2 1 gz
v,=ce’ +ce?
1.5
-¢
Burada e? halli, £ > 100 olanda dagilan olur, ona gérado bu
holldon vaz kegorik ve yalniz

v, = o7 (20.9)

hollindan istifads etmak lazimdir. (20.9) halli ilo birlikda (20.6) ten-
liyinin hallini

_l;z
w(€)=UWw, =U)e (20.10)
soklindo axtaraq. (20.10)-doki U(£)-ni
U(€)=>.Ct* (20.11)
k=0
siras1 kimi segok. Bunu Schﬁdinger tonliyindo yerina yazsaq
d*U
d¢?

yeni tonlik alarq. (20.11)-den torama alsaq

B FhGE L - T k-
e 4
vo burada k-n1 k+2 ile avoz etsak

au , . ‘42—
52 = ;(k + 2)(k + I)Ck'+2§k -
yazariq. Burada k/-i k ilo dayigsak

d*U _ .
d 52 - ;(k + le + Z)Chzg

olar. Buradan
S {k+1)k +2)Cp,, — (2 +1-£)C, ) =0 (20.12)
3
cobri tanlik alariq. Bu tenliyin amsallar iiglin
2k+1-¢
f2 = mq (20.13)
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ifadesini taparig. (20.13) disturu (20.12) cebri tenliklor sisteminin
omsallan iigiin rekkurent diistur olur. Cox bdyiikk k-lar iigiin

C, # 0 olub, Cy+2=0 olmahdir ki, (20.11) siras1 sonsuz sira olmasin.
Ciinki sira sonsuii olarsa, y -funksiyasi sonsuz olar ve dalga funksi-
yasin sortlorinden biri pozular. U-nun dalga funksiyasi olmas:
{igiin onu sonlu siraya cevirmok lazimdir. Bu o zaman olar ki, bo-
yiik k-larda (k = n) C, # 0 olmaqgla, Cp+2=0 olsun. (20.13)-o géra
bu sert
2n+1-¢=0
miinasibatinden tapilmig olur. Buradan
e=2n+1

2F . .
alinar. £ = — olduguna gére
ho

2E =ho(2n +1)
yazariq. Onda

E, = ha)(n + —;—) (20.14)

alda edilor. Burada olan n-adadi tam adadler ¢oxlugudur. Ya’ni
n=0,1,2... sonsuz qiymatlor alan kvant adadidir. (20.14)-den

n=O’Eo.=Emin =Eal
2

n=1E, =3"2
2

n=2,E, =52
2

n=3E =72
2

enerji dayarlari olar ki, buda enerjinin diskret qiymoatlor almas de-
makdir. Demali, osilyatorun enrjisi kvantlanir va diskret qiymatlor
almaqla yanagi, Born nazeriyyesinden forqli olaraq n=0-da Ep=0

olanda, burada E,, = %a_)_ olur. Klassik fizikada isa Eu-kasilmaz

dayerlora mensub olur. Yoni enerji
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mao*x}
E, =

E, = nho (20.15)

1
E_ =|n+—1h
v (” 2) [

klassik, Borh va kvant nazariyyelorinds forqli naticalor verir. Ener-
jinin kvant xarakteri dagmmasinin Born nazeriyyssinden farqli ola-
raq kvant mexanikasinda osilyatorun sifirinci enerjisinin sifirdan

forqli olub, %a_)_ olmasi geyrimiioyyonlik miinasibatinin (koordinat

ils impuls arasinda) naticasidir. Koordinat ile impuls arasinda qey-
rimiiayyanlik miinasibati

—_— h2
(Axy(ar) 2 vy -
olur ve osilyator iigiin (Ax)2 >x vo (APJ‘)2 = Isz olduguna goro
bu miinasibat

—_— h2

x¥’P> T (20.16)
soklinde yazla bilar. Osilyatorun ﬁm enerjisinin orta giymstini
yazmus olursaq, (20.16) berabersizliyina goro

2 2 2 2 2 2
gL  mox b mox (20.17)
2m 2 8mx? 2

alds edilar. x2=0 va ya da x* —» o olan zaman enerjinin orta qiy-
mati sonsuz olur. Enerjinin minimum qiymoatini tapmaq igiin

(20.17) ifadasinden x* -ya goro torems alarag, sifira boraber gotiir-
sak, yoni minimumluq gertini yazsaq:

0

E=0
6‘x2’
2 2
__h L
8mlx? 2
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Buradan
2

mo’® = — —
4mlx?

dm’w’* ()?)2 =15 = .
2mo
aliriq. Olda edilen bu giymati (20.17)-ds yerina yazmis olarigsa

22_2ma) mo* h _ho

E> =
8m h 2 2mew 2

tapariq. Yoni

E> % (20.18)

olur. Demali, osilyatorun en kigik enerjisi %a_) di.

Belaliklo, koordinatla impulsun arasinda olan geyrimiioy-yon-
lik mitnasibati osilyatorun minimum enerjisinin sifir deyil, hTw qiy-
mati alimasimi gostarir. (20.11) ifadesi bu zaman sonlu sira olar ki,

:d"e
Ul¢)=H (£)=C e
©)=r,6)-Ce" L2
bu polinoma Ermit polinomu deyilir. Ermit polinomu

H,(£)=(2¢) = E("IT_Q(Z&T" ML —1Xn2: 23 gyt g

(20.19)

nciit olanda

kimi verile bilor (alave C)
Buradan xiisusi halda

H,(&)=1,H,(£)=2¢ H,(£) =45 2, H,(£) =88° —12¢

va s. Ermit polinomlarimin ifadaleri alinar. (20.19) ifadesindo
(20.10)-da nazere alsaq Schodinger tenliyinin osilyator tigiin halli

v.()=Ce ™ H.(¢) (20.20)
91
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soklinde olur. Harmonik osilyatorun enerjisi diskret giymatlar aldi-
gna gora, i, funksiyalan ortonormalliq sertini 6dayan funksiyalar
olar:

Tw;'w,dx =&,

jw;w,dx=C:\[;i; Jet (), (£)ag =1

Burada H,(£)-birisinin avezina

HE)-(yer L

'3
ifadosini yazarsaq
A de*
-1).|—C? |H, dé =1
[ g
alarig. Ma’lum
[ur®ac=(-1y [utvax (20.21)
diisturunu go6z6niin al_anqsaq va n dai:a hissa-hisse inteqrallamus
olarsaq
h 2 d"
1/—C,f fe %@ =1 (20.22)
mo d&

olds edarik. Balli diisturlan
d" " g2
2{-,1{45): 2 fe¥de=n (20.23)
nazero alsaq, C. emsallari ligiin

C, =—1———e_3(7w’) H (ﬂhﬂ ) (20.25)

tapariq.
Sokil 1.8-do (20.14) enerji vo (20.25) dalga funksiyasinin qrafiki
n=0,1,2 halinda gostorilmisdi.
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n=2

Sokil 1.8.O0silyatorun enerji saviyysleri.

(20.14) va (20.25) ifadalorinden xiisusi halda

CO = ,Cl = ;Cz =
SR A e
Sokil 1.8-doki qiymatlor verilmisdi.
§ 21. Maqnit sahasinda zarraciklorin harakati

Xarici maqnit sahasinde zarraciyin harakatini tapmagq igiin
Hamilton operatorunun elektromaqnit sahasinda yazmagq lazimdir.
(18.18)-da divA =0 ve eV=0 gotiirsak,

2 2
A=-Pv_ € 3p, ¢ 4
2m mc 2mc
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alds edarik. Sadalik iigiin Ay =A.=0, A,=By goabul etsak, B,= By=0
B.= B olur. Bu halda Srédinger tonliyi

hZ 2
(———V’ L) Azjt// =Ey (21.1)

2m mc 2mc?
soklinds yazilar. Buradan
hz 2 e = s e2 2
——2;‘7 _%Axpx"- mc? Ax l//(x,y,z)=E!//(x,y,z)
olar vo ya
h? ieh 0 ¢
(-‘EVZ —%By—a';“l";n?BzyZ)v/:EW (212)

yazilar. Burada dalga funksiyasin

v, y.2)= fy)’=

kimi axtaraq. (@ vo f sabitlerdi) Onda
2
VZf(yki(ax-ﬁﬂz) - (aZ + ﬁz)f(,yk‘(w”ﬂd + ddf};gy)ei(axi-ﬁz)

2O =i )

oldo edilor. Ona g6ra (21.2) ifadasi

h[a -t }@ D b )+ 22 1()= £

soklini alar. Sgar

, cha eB h*p?
= -, =——, £ = E _—
r=y eB’° mc 2m
avazlemaleri gobul edarikse, onda

7 &), mwoy :
“om i f0)=g0) (21.5)
tonliyini alde ederik.

(21.5) tonliyi harmonik osilyatorun tanliyidir ve onun halli

f,,(5)=e_%:2H,, (E)n=012,... (21.6)

(21.4)

94



olar. Yeni dayisonlorda

_ [m@, ,_ [ma,( —cha
SN \/h(y eB)

1.7)
()
e=ho,| n+—
2
tapilar. Belslikla, maqnit sahasinds eneriji
2 n2
E,,=@ n+l +E—£—— (21.8)
mc 2 2m
hZ ﬂZ

qiymatini alar. Burada S haddi OZ istigamotinds harokat edon
m

zorraciyin kinetik eerjisidir, —e—@(n + %) haddi iss OZ istigamati-
mc

na perpendikulyar miistovidaki rogsi harekatin enerjisidir.
Demsli, maqnit sahasinds zarrociyin harokati OZ istigamatin-

deki iralilomo harekati ve tarazliq strafinda titromo herakstinden
ibarat olur.

§ 22. Morkozi sahados harakat. Rotator

Ogor potensiyal enerji radius vektorunun miitlaq qiymstinin
funksiyasidirsa, belo potensiyalli sahays morkazi vo ya sferik-sim-
metrik sahs deyilir. Siferik-simmetrik sahade Srédinger tonliyi

Hy=FEy (22.1)
olaraq, Hamilton operatoru

~ K 10(,0 I?
H=-——_Z|pr2% |4 +U
(r ar) 2mr? (r)

soklindadir.
Sferik-simmetrik saha iigiin

v(r.0,0)=Y"(0,0)R(r)
U(F)=U(r)
gotiiriiliir. Burada ¥;"(6, @) siferik funksiya olub, (17.35) ifadesi ilo
toyin olunur. Yoni marksazi sahads tonlik

(22.2)
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_;_’_1_2( )Y'"(a ¢)R(r)+ Y'"(a PIR(r)+

mr? or (22.3)
+U(r=a)t(0,0)R(r)= EY" (e,co)R(r)
olar. Onda radial hisss U(a)=0 giymatlerinda (R(r=a))
18(,0RY (2mE 1(1+1))
e (r e ) + (———hz . R=0 (22.4)

tenliyini ddeyan funksiya olur. Rotator sabit radiusla r=a=const,
herakat edon obyekt R(r)=R(a)=c oldugundan

in(az ?R_:_(a_)) =0
a’ oa oa
olar va (22.4)-den

2mE (I +1)
P & =0
olur. Buradan
2
E =" 10 +21) (22.5)
2ma

alimar. Burada ma® =J otalot momentidir. (22.5) ifadssini rotato-
run klassik ifadssi ilo

e
E, =~ 22.6
=57 (22.6)
vo Born nozeriyyesindaki
nn?
= (22.7)
2J

ifadesi ilo miiqayise edoriksa, kvant mexanikasindaki E,, ~ 1 (I + 1)
doyeri olmasi L, Ly vo L, operatorlarinin komitativ olmamasi ilo
olagadardir. I-in cox béyiik qiymetlarinda /> >> 1 olar ve

I’n*
E, =~
w5
ifadosi (22.7) ilo Ust-iisto digiir.
Goriindiiyi kimi enerjinin giymsti / orbital kvant adadi ilo,
lakin dalga funksiyasinin giymati ¥," iso / vo m orbital vo maqnit
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kvant adadleri ila teyin olunur. m adadi ~/-den +/-o qador qiy-
matlor aldig iigiin E; qiymatlerinde 2/ +1 qodar garsihqh ortogonal
moxsusi funksiyalar uygun golir. Ya’ni rotatorun halh E; 2/ +1 ter-
tibden cirlasmug hal olur.

Rotatorun enerji saviyyalarinin cirlagmasi sistemin sferik-sim-
metriyaya malik olmasidir. Koordinat moerkezinden biitiin istiga-
matler eyni hiiquqludur ve istenilon morkszi simmetrik sistemlor
cirlasmaya maruz qalir. Ogor fozada miioyyen segilmis istiqamot
varsa (mosolon, maqnit sahasi varsa) morkezi simmetriya pozulur,
onda cirlasma ya tamamen, ya da gismen aradan qalxir. Rotatorun
I=0 hali s-seviyyasi, / =1 hah p-saviyyesi, / =2 hali d-seviyyasi ve s.
adlamr.

Rotatorun s-saviyyssinde enerjisi Eo=0, hal funksiyast
2

1 .. . h .
Y= m » p-saviyyasinds enerji E, = 7 olub, hal funksiyas:
Y = J—?— cosd
4z
Y = "—B—e" sin@
87
) ~1 3 -lp ¢
4 =1 /—e sind
8z

tic moxsusi funksilar goklinds olurlar. s-halinda ZY miistavisinda

ehtimal sixlig1 %qiymati alar (Sokil 1.9a)
' v/ 4
ZA l Y;)o

Sokil I1.9a. Rotatorun s-halinda ehtimal sxig1.

e
.

>y
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Burada L-in Z-istiqamatinda gqiymati istenilan ola biler, ¢iinki
I* =r?I(I +1), sifir olur. Yoni sferik a —radiustu soth iizrs rotato-

run vaziyyatin eyni hiiqugludur. Rotatorun /=1, m=0 hahnda ol-
masi, Z oxundan kegon miistovide olmasi demokdir. Bu zaman
moment Z oxuna perpendikulyar olur (Sakil 1.9b)

z |Yl"|2 =—§—-coszﬁ

(s
P

Sakil 1.9b. Rotatorun p-halinda ehtimal sixhg.

P-soviyyasinin /=1 vo m=0 halinda rotatorun an cox ehtimalh
tracktoriyasi XY~ miistovisnda olur.

Bu halda m=1 va m=-1 giymatleri firlanma istiqametlarinin
bir-birins aks istigamatds olmasi ilo forglenir. ($akil 1.9c) m=1
olanda rotator sag firlanma (harekat migdar1 momenti Z-oxuna pa-
raleldir), m=-1 olanda ise rotator sol firlanma (impuls momenti Z-
oxuna antiparaleldir) harakstinda olur.
vl = 3 sin%0

8m
Lim=1) ¥ *

\/l\/ 4
Lim=-1)¥_*

Sokil I.9¢c. Rotatorun p-halinda ehtimal sixhig.

Belalikla, / =2 (d-saviyyasi), / =3 (f-saviyyesi) va s. hallarinda
rotatorun ehtimal sixlif1 vo onun enerjisini miisyyan eda bilarik.
Rotatorun enerji saviyyeleri Sakil 1.10-daki kimi gdstermak olar.
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Sakil 1.10. Rotatorun enerji saviyyelari.
§23. Kulon sahasinda zarraciyin harakati

Elektrik yiikii Zie vo Zze olan zorrociklerin coulomb garsiliqht
potensiyal enerjisi, sferik-simmetrik sahanin potensiyal olub

U=- ZlZZe2
r
sokilindedir. Ogsr zerreciklor elektron ve proton olarsa, Z,= Z,=1

olur ki, buradan da

e2

Uer)=-— (23.1)

yazila bilir. Bu ciira potensiyalli sahade horakat eden zerracik colu-
omb sahasine bagh olur va belalikle, elektron protonun coloumb
sahasindo horokat etmis olar ki, buda hidrogen atomu demakdir.
Belolikla, (23.1) potensiyal olan saha iigiin Hamilton operatoru
2 2
A=-t_v? £ (23.2)
2m r

€

m m
yazilar. Burada m, = —f—— gotirilmis kiitledir vo tagriben elek-
m, +m
P e

tronun kiitlosine braber olur. Onda hidrogen atomu iigiin $chédin-
~ ger tonliyi

K é '
(Zm V2 +7+EJV/(?)=0 (23.3)

soklindo yazlar. (23.3) tenliyinin sferik koordinat sisteminds aras-
dirilmast alverislidir. Onda (23.3) tonliyi
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6226116(. 6)162
— t——+—| = sinl— |+ ———— |+
or* ror r°|sinddé 00 ) sin"@ dg
2me

hz (E+ J }w(r,0,¢)=0

soklinda yazilir. Bu tanliyin hallini

y/(r, o, ¢) =F (r)Y (0, q)) (23.5)
ciiro axtaxaq (23.5)-1 (23.4)-d yerina yazsaq

sz 2d), 2mer é
—t= +t——— I E+—|=
dr*  rdr h r
___ 1 (&7, ¢)+ ctg 061'(9 ¢) 1 87(6,0)
Y0,p)\ 06° 20  sin’@ op?

alda edarik. Bu tanliklerin birincisi r-la, ikincisi iss 6, -yo bagh-

dir. Bu tenliklor bir-birina barabar o zaman olar ki, onlarin har iki-
si eyni bir sabita boeraber olsun. Yo’ni

r'ld ’F 2 dF 2mer2 e
+= +—=—| E+—|=c
dr* rdr h r
oY oY 1 &
— —7+ tgﬁ +-.—i——3— =C
Y 06 06 sin“@ dp
olur. (23.6) ikincisindan (17.35) vo (17.36)-ya goro
yr(60,0)= 110+ 15" (60,9)

(@1 +1)1 |m))!

Y"(6.9)= Wﬂ" (cos6)e™

olur vo bununla da C sabiti

(23.4)

(23.6)

C=I(+1)
qiymatini alar. Onda (23.6)-nm birincisinden R(r)=rF) gabul etsak

d*R(r) 2me’ 1 z(1+1)
— +(£ -5 . R(r)=0 (23.7)

tonliyi alds ediler. Burada

100



E=—=%
hz
(23.7) tenliyinde r —0-da hall sifira yaxinlasir, R — 0 olmas:
lictin E>0 halinda hall, asimitotik bolgads osilyasiyaya ugrar. E-nin
biitin sifirdan bdyiik giymatleri maxsusi qiymet olaraq qalar. Bu
halda da rabitali sistem alinmaz ve elektron protondan sapilor.

E<0 olanda isa iki cire e’ voe ™% funksiyalarin birlikds
ifadelerinden ibaret olaraq E-nin yalmz miisyyen giymotlerinda
moxsusi qiymsat olur.

(23.7) tonliyini - % —-yovuraqvex =2rv-E avezlomesi

edoriksa

2 2

dR _dRdx_, —dR

dr  dxdr dx
4R d dR d*R dr 4R
ar? fhrd Vi m

avezlonmasini etmis olangsa
1, d°R (1 2me’2¥-¢  I1+1)
P it by 2 R
4 dx 4 4 - x
alanq. Buradan
2 2
NI RN W
dx 4 hf-ex x* )

2
L2 (1 M) s
d? \4 x x?

]R(x): 0 (238

(23.9)

me*
azilar. Burada v = —=¢ -dir.
Y h’-¢
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(23.9) tenliyinin hallini polinom qaydast ile tapag. x>>1 giymo-
tinde (23.9) tenliyinin asimtotik tonlik seklina kegmasine baxaq.
x>>1halinda asimtotik tenlik

d’R, 1
2——R =0 23.10
dxz 4 a ( )
olur. Bu tenliyin sonlu hallini

1
R =e? (23.11)
kimi gostera bilerik. (23.7) ifadesinin hallini (23.11)-le ifado edarik-
)

Ly
R(x)= L(x)e 2 (23.12)
d*R
de
‘_1_@ L( )e_ix Mk 47 dL( ) "x
dx dx

d’R d’L(x) 5 _dLx) 3+ ~ie

& dd & - " 4L (=)e
ifadelorini alang. Bunlar (23.7)-do yerina yazarigsa

aL(x) dL() L1t [ WY I(l+1)]L(x)=0

dR .
gostermis olariq ve buradan T ile iglin

dx2 x*

ve ya
d*L(x) dL(x) [v 1(1+1)
Pt [y _Hbli=o
dx dx x
oldo edesrik. L(x) holli sabitle baslamaz, ¢inki L(x)=Co+
+C1X+CyX2+... olarsa (23.13)-do yerine yazanda CoX? haddi mey-

dana goler va buda tonliyin saxlanmasim pozar. Bu sebabden
(23.13) tonliyinin hallini

L(x)= "ch (23.14)
i=0
soklinds axtaraq. (23.14)-ii (23.13)-do yerine yazarigsa, bels bir
cobri tanlik alariq
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colklle—1) -1 + )2 + f:([(k +i—1)k +i) -1+ 1k, +)(23 15)
+Hk+i-1)-v],_, W*?=0
(23.15)-den
k(k-1)-1(1+1)=0

[((k+i-1Xk+D)~ 10+, -y -(k+i-1)f,_ =0

miinasibetlarini alariq. Buradan
¢ = _"‘(k“,"l) ¢ sk=I+1 (23.16)
(k+i-1)k+i)-1(+1)
alds edorik. Yoni x-in deracasi (1+1)-don baglar. Ogor x-in doracasi
sonsuzdursa, (23.16)-dan Ci-lar iigiin

Ci = '1.'Ci—1
1

yazariq. Bu gosterirki x>>1 olanda L(x) funksiyas: e* kimi davra-
nir. Lakin L(x)-in sonlu siraya, yeni polinoma g¢evrilmasi zaruriyys-
ti meydana cixir. Onda i=j haddinden baslayaraq sonraki haddler
sifir olar. Bu halda

v=k+ j=1+ j+lolanda c,#0,c

Vo

;+1 =0 olmahdir.
Ogorv=1+j+1
tam say olaraq qabul edilersa, (23.16)-1
o= (l+i-n) c
il i)+
kimi yazariq va ¢;=0 olmasi o vaxt olurki
n=l+i=v (23.17)

olsun. Buradan

“yazariq. Demali

2 4
, —m,e
n=—>="—FE=FE =—
h'e " 2n*n? Al
olar. Burada R - Ridberg sabitidir

me*  Rh
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4
R=2<~109677,581sm™
2h

Belaliklo, hidrogen atomunun enerjisi ligiin

4

me

E, = ——2}:2—? (23.18)

qiymstini alda edorik ki, buda hidrogen atomunun enerjisinin dis-

kret giymatlor almas: demakdir. Yo'ni kvant mexanikasinda enerji

kvantlanir. (23.18)-ds n-tam adadler olub, bas kvant adadi adlanir.

Onun aldif1 giymatler 1-den sonsuzluga qadar tam adadlar ¢oxlu-

gudur. (n=1,2,3,...00) . (23.18)-0 gora enerji saviyyalari sokil I.11-
daki kimi olur.

E/I6 A

45 4p 4d 4
ES 3s 3p 3d
E/ 2s 2p
E, Is

Sakil I.11. Hidrogen atomunun enerji saviyysalari.

Bas kvant adadinin har bir giymati iigin /=0,1,2,...(n-1) deyar-
lorini ala biler.
(23.16) ifadesins istinad edarak

L(x)= (1),{ (k+s) k(k—l)(k+st+s—l)xk_z)=

2!

=Z(_l)k+jxk_j k(k+S)'

Jlk = j)k+s-1)!
oldo edarik. E, moxsusi qiymatine uygun olan dalga funksiyasi
(23.5)-0 gore

e
w(r,0,0)= ‘e—r—"an (V=er)P"(cosf)e™  (23.19)

olar. Burada LM(Z - er) Laguerre polinomu adlanir (slave B) va
onun ifadssi xiisusi funksiyalar sinfine aid olan
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L,,e( ~ er); e p 2\/"_” — (e’z’/'—"(Z\/_:&—'r)'”)
i - ari ,

soklinds tayin olunur. Hidrogen atomunun dalga funksiyasinin ra-

dial hissasi
2{(n-1-1)}(2r -
R, = |—>———L L 24— " 23.20
" Vn 2n(n+l)( n ) "l( gr} ( )

miixtalif n va | iiclin agagidaki ifadalari alir:
n=11=0,R, =2e™"
n=21=0,R, = L(l—lr)e'é
20U 2
LI

—_—re
246

n=31=0,R, = —2-—(1—-2-r+-2—r2)e"3

330 3 27
vas. Laguerre polinomlan ilo Ermit polinomlari arasinda miisyyen
alaga var. Masalan,

H,,(x)= (-1 2% k!L;% (x?)

1
Hy (x) = (- ly 22“1]‘”‘% (xz) ~
miinasibatlari bu alagalorden birisidir.

(23.19) ve (23.20)-don goriindilyii kimi hidrogen atomunun
dalga funksiyasi ii¢ kvant adadindan asih olur. Bu kvant adadlori
bag kvant adadi - n, orbital kvant adadi / ve maqnit kvant adadi
m-dir.(nlm)

Enerjinin har bir E, qiymeti d¢iin /=0,1,2,...n-1 vo har bir 1
ligiin isa m=0,1,-1,..., yoni m=-1,...+1 olmasi sababindon hidrogen
atomunun hal cirlagsmig hala uygun golir. Bu halda cirlagmanin tor-
tibi

n=-1 n-1 —
k=Z(21+1)=22:I+n=Z—n(’;——l)+n=n(n-—1)+n=nz
i=0 =0

n=21=LR, =

k =n?
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il toyin olunar. Yoni cirlasmanin tortibi bag kvant adadi ilo toyin
olunur. Hidrogen atomunun n=1 halinda /=0, m=0 olar ki, bu asas
hal olur. Bu hala Is hah deyilir, n=2 qiymetinds /=0, m=0, +1, -1
giymatlori alar ki, /=0, m=0 halina 2s hah; /=1,m=0,+1, -1 halina
iso 2p hah deyilir; / =2 olanda 3d hal olur. Burada bir 3s, ii¢ dene
3p va bes dena 3d hali mévcud olur. Har hansi sababden atom he-
yacanlasmis halda olursa, asagi saviyyolora ke¢id edor. Ogor yuxan
saviyyalardan, n=1 soviyyesina ke¢id edorso, Layman, n=2 saviyya-
sina kegidlor edarso, Balmer, n=3 soviyyasine kegidlorda Pufut vas.
seriyalarina uygun golon xatler almir. Belaliklo, atomlarin xatti
spektrlor seriyalar goklinde alinir. Buda tacriibade miisahids olun-
musgdur.

Biitiin bunlar gosterir ki, elektron miisyyen traektoriya ila ho-
rokat etmadiyine géra elektronun atomda har hansi halda olmasi
dalga funksiyasi ilo tasvir olunur va bu funksiya (23.19)-daki kimi
olur. Bu zaman elektronun bir haldan bagka hala ke¢idi elektronun
fozadak: harakati ilo slaqedar olmaz.

§24. Birvalentli atomlarin enerjisi vo
dalga funksiyasi

Birvalentli atomlarda bir valent elektronu olur vo belo atomlar
gelovi metal atomlan adlanir. Bu atomlara litium Li, natrium Na,
kalium K, rubidium Rb, sezium Cs kimi atomlar daxildir. Onlar
3,11,19,37,55 elektrona sahib olub, bir elektrondan bagka, yerds
qalan elektronlarla eZ* yiikli niive arasinda effektiv saha yaranir
va valent elektronu bu sahads olur. Buna uygun olan —eN yiikii

—eN= 47[r]'p(r)‘zdr = 47rr]'iy/",m|2rdr =—eN(r,) (41)
] 0

olar va onda eZ* yiikii effektiv qiymot alar ki, buda

Z'=Z-N(r) (24.2)
olur. Z valent elektrondan bagka, yerda qalan elektronlarin sayidir.
Yoni xarici elektron Z-1 sayh elektron tebagasini bir godar demor-

fa edir vo coulomb sahasi dayigar. Ona goro valent elektronun he-
_rokot etdiyi sahanin potensial enerjisi
1 A4 B
U=-—e(—+—;+—;+---) (24.3)

r r r
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yazila biler. Burada A ve B haddlori golovi atomlarin sahasinin
hidrogen atomlarinin sahssindsn forqlendiren qismini gdsteren dii-
zaliglordi.

(24.3) ifadasinds birinci ve ikinci haddleri nazars alsaq, hidro-
gen atomundaki hesablamalar 6z giicinda qalir va yalniz Schrédin-
ger tonliyinin radual hissasi

L dR(r) €4 hz 1+1)
r dr( dr) hzl: tE+ = j’K =0024.4)

soklinds olar. Bu tanliyi

1d{ ,dR 2m 2m e 1 2eAm
L g 2 1 R=0(24.5
r? dr( dr) {hz B r rzl:( )- h? ]} (24.5)

kimi yazasi olursaq

I+1)-"el A= +1) (24.6)

isarasini gabul edarik. Bu halda $chrod1nger tonliyi galovi atomlar
tglin

1 d( ,dr(r)) [2m, . 2m, é 1'(1'+1)
—Z|r + eE+——=— R 0 (24.7

r dr( dr K B r r? (r)=0 @4.7)
soklini alar. (24.6) ifadssi I' -2 gore kvadrat tanlik olur vo buradan

2
I +1 - 2’"" A= 01'—_%+‘/i+12+1—3%;f—/1 (24.8)

2
yaza bilorik. (24.8) ifadesinde /' =—%—‘/%+12 +1- Z’Z;e A

olan giymati dalga funksiyasinin sifir néqtesinde sonsuz oldugunu
gostorir ve ona gorads bu haddi nazars almaya bilerik. Onda

1 4me
=2 - A=
! 2+2\/(21 1)1 h?

(24.9)

4m e
-3 +3 - T@eyE

yazariq. Ogor A=0 olursa, /' =/ olar va hidrogen atomunun natice-
lorini alariq. Demali, 4#0 olmasi, sahanin gismen dayismasini
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gostarir. (24.9) ifadesindan
4m e’ 2m, e’
i ARl
Q2 +1)*h (2 +1) R
yaza bilorik. Belaliklo, (24.9)-dan
1. 1 2meé

l’=—+—2—— : A+l
2 l+—)h’
2
voya
2
1'=1——'"=5—‘4Ll- (24.10)
2h2(1+—)
2

alanq. Demali, §23-daki biitiin diisturlann burada da kegorli olmas:
goriiniir. Lakin bu diisturlarda /-in yerina /' -daxil olur. Onda bas
kvant adadi n*

me’A me’A

=n-—
2h2(1 + 1) 2h2(l ¥ 1)
2 2
soklinda olur. Ya’ni golevi atomlarin enerjisi
mz’e'  mz%" 1

n =—2hzn'2 == K2 2

n=l'+k+1=1l+k+1-

(24.11)

m,z’e* 1

yazilar ve
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2
2.4 (l+—1)
m,z°e 2

Ew = 2n* 1Y me? 1 me*4?
n2(1+~2—) +—h‘——A(1+——)+ 2

2 2 4n®
alds edilar.

Buradan aydin olur ki, bu atomlarin enerjisi bag kvant adadi
ilo yanasi, hamds orbital kvant adadindon de asihi olur. Orbital
kvant adadindan asiihig: da, hidrogen atomundaki asthhigindakin-
dan ferqli olmasim alinir. Bas kvant adadinin eyni bir qiymstinds,
orbital kvant adadinin miixtalif qiymatlorina uygun olan hallar bir-
birindan farqli olur. Kalium atomunun enerji saviyalori gokil 1.12-
do gostorilmigdi.

25 (n=2, I=0)

2p (n=2, I=1)

1s (n=-1, =0)

Sokil I.12. Kalium atomunun enerji soviyyalori.
Qoalovi atomlarin dalga funksiyas: ise hidrogen atomunun
dalga funksiyas: kimi olub

Vun(r:0,0)=R, ()" (6:0)  (24.13)
iic kvant adadindan asihdir. Bunun (24.12) ile miiqayisasinden ali-
nir ki, / kvant adadine gére olan cirlasma olmaz, yalniz maqnit
kvant adadina m gbéra cirlasma olar.

§25. Atomlarin maqnit momentlori

Stasionar halda atomun elektrik corayanin va yiikiiniin sixlig
(14.5) ifadolori ils miiayyan olunur

Go= Ty -y ) p =yl (14.5)

¢ 2im
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Sferik koordinatlarda coroyamn ehtimal sixhifim yazmali olarigsa,
nabla operatoru

V,=£,Vg =l-——a—,v = 1 .._?__

or rod’ * rsiné op

soklinds ifado edilir. Ona gora corayanin ehtimal sixligi ii¢ hissaden
ibaret olur.
. _en| 0y oy’
I = 2im (V/ ar o )’

(w ov w—@l’—), @5.1)

Jo = 20 ¥ B8

Jo = L(w %—wﬂ’—),
2imrsin@ Op op
Atomlar iigiin dalga funksiyas1
v, =, (r.0,0)=R,(r)P"(cos8)e™ (25.2)
olduguna géra (25.1)-ds ¥ ve ° -lorin yerina (25.2)-ni yazariq:

2imr

el . OWum 6v1,.,m
J r 2im ('//nlm a '//nlm ar
; eh . Oy, O
= 2 — 2 25.3
J @ 2imr (Wﬂlm a 0 Wnlm a 9 ( )
; eh . a nim a ;m
-]¢=__-——-_— rllmLm'//nIm“_'//L M
2imrsin@ op op
R, va P haqiqi funksiyalar oldugu ig¢iin (25.2)-ni burada yerina
yazarsaq
jr = eh R”IPIme—l'mw aRnl I)lmeilmp _R’dl)'meimp aRnl ]_)Imeinw -
2im, or r
- eh R,P" BR,,, B aRn, P =0
2m,i or or
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eh mo OP™ ; ) .

P R Pme—xqu { R etmq:_R Pmemw ! R exm¢ -
Jo 2imer( atd 20 ™ nt Ll 20 ™ ]
_ et papaf3FT BT

2m ir 26 06
img ~imp
j{ﬂ =__e—7:l—-_— Rnlgme_imRnl})lmg—e_—_Rnll)lmeimRnIBm de =
2im,rsiné do
g,
m,rsind Vi

olds edorik. Bu miinasibstlora digqat edarsak, aydm olur ki, stasio-
nar hallarda cerayanin radius boyunca da miitlaq qiymati vo mere-
dian boyunca proeksiyas: sifir olur va corayan en dairesi boyunca
axar. Corayanin bu qismi sifirdan forgli olar. dS sahasindon kecon

J, enind corayan sixlif dI coroyan siddsti yaradar ve

dl = j,ds (25.5)
soklinde tayin olunar. Elektrik kursundan ballidir ki, belo corayan
siddatinin yaratdig maqgnit momenti

.S j.SdS
du, =4S _Je 256
c C

kimi tapilir. Burada S sahasi dI coreyaninin shats etdiyi sahadir.
Bu saho

S =mr?sin’@ (5.7
oldugu iigiin (25.6)-don maqnit momenti
2 1.2 2 .2 fnh
du, _m”sin 0j¢dS= ar‘sin“ @ e . l'/’nzm|zds(25-8)
c c  mrsin@
, == ehm _[27rsin6h'S Y uim ? (25.9)
2m,c
olur. 277 sin6dS = dV hocm elementi oldugu tg¢iin
p, = m [wal"av (25.10)
2m,c
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alinar. Normalama sartine gore ﬂy/,,,,,, Izd V=1

p, =2 (25.11)
2mc
oldo edarik. L, = fim odugu iigin
p=-2"r (25.12)
2mc

yazariq. Buradan da z- istigamati heg bir istiinliiys malik olmadifn
liciin maqnit momenti vektorunun, mexaniki moment vektoruna
nisbatini

e

2__ (25.13)
L 2mc

yazmagq olar. Bu miinasibat, klassik fizikada ~e yiikli, m kiitlali za-
raciyin hesabma yaranan miinasibatle eynidir. Orbital momentin

qiymati

|| =11 +1
vo momentin proeksiyast L, =hm oldugundan
cos(ZIZ):—'"- (25.14)

,/lil +'1§

aralarindak: bucagin kosinusu seklinde olar. Onda foza kvantlan-
masini (25.12)-den

H, =—ppgm (25.15)

tapanq. Burada g, = ch -Born maqgnitonudur. S-halinda orbital

moment sifir olur ve bu &zallik klassik fizikada yoxdur.
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Fasil I1-s aid ¢aligmalar

Calisma Il.1. Potensiyal U(z)=az (a-sabitdir) olan sahada enetjinin, im-
pulsun va impuls momentinin saxlanan komiyyat olmasint aragdirin.

Holl: Kvant mexanikasinda harokat tonliyi

d_20, Los
dt 6t

olur va
—==0,l0H|=0
> [Ql

A

d — .
olanda 7?— = 0 olur. Yani Q=sabit va ya Q = sabit olur, saxlaniir.
1) -—a— Vo [H H ] 0 oldugu iigin H = sabitdir .

2y %o atx =?h_[ Al= _1_[ ! (P2+13;+ﬁ,2)]=o;

2m

ot ih 3)
F = sabit
oP oP . -
%0t Lip +P2+P2)]=O;Py=sabit
it t ikl 7 2m
4) o, =O,dP‘ =O+—L —zhﬂ+ iha z-d— =-—a;dP’ =—a;
ot dt ih dz dz dt
—z=—a¢0
dl V1 (r, .
5 x = ~yP —zP |—\P? + P> + P? |+ a\yP, — zP
) dt i { z z y)zm(x ) (y z Y>
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aalyb,~3B)~ (b2 4 By 4 B o, 2, )_}=-ay+

m

" {8 ]2, Py)P +B (yB, - B,y)-B,((zB, - B2)B, +

+
2ihm
+P (zP .y z) ] }=—
dL A
dL gy, =ax,dL’ -0
dt dt dt
Eyni qayda ilo
72
% = -—aL ~ayL, +al x+axL,
d 2

i —2iha + 2a(xL yﬁx)

aldo edarik. Demali, U(z)=az sahasindo ﬂ,Py,I; saxlanilir, lakin
Pz,LX,Ly,L2 kamiyyatlori saxlanmayan kamiyystlordi.

Caliyma I1.2. Eni a olan qutuda sarbast harokat edan zarraciyin enerjisi-
ni tapin.

Hball: Dalga funksiyasinin periodikliyina gora

y/( ) Ae7(a— = t//(" +a t) Ae-—[mﬁ(mn,
Ae nE'ei = Ae—;ae;ﬁ’e;ﬁa;e_« =1, pa =2mh,p = 27z‘r‘z—7__1
a
P2 22 242
. =£I—h—n,E=-‘D—-,E" B 4 hz n,E, = 2z 7;’ n?
a 2m 2m  2ma ma
alda edorik.
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Cahsma II.3. Sonsuz dorin, eni 0 ilo a arasinda dayigoen potensiyal qutu-
da zorraciyin enerjisini vo dalga funksiyasini tapimn.

Hoall: (0,2) intervalindan kanarda zerraciyin enerjisi, potensiyalin deyarin-
don az olur vo burada eneriji sifir olur. Lakin (0,a) intervalinda

SY) 215 ye(s)=0

dx

yazargq.
Schrodinger tonliyinin halli

X

£ }i"_'(z_u(x))
ylx)=ce '*
yazila bilar. Serhad sortine géra

v(0)=y(a)=
olmahdir. Onda (0,2) bélgasinda hall
y/(x) = Asin(loc + ¢)
oldugu iigin y(0)= l//(a) = ( sortino goéro

y(0)= Asing,p =0
wla)= Asinka=0 ka=nxz, k =

a
olur. U=0 olan zonada .
’Zm 2m
> E =k, k? =—F
h h?
yazilar. Buradan
2 242
2 h
Znw=2EF E=2"_p
a /R 2ma
enerji dayorini alang. Dalga funksiyasi iso
. [ n
wix)= Asm(— x)
a
olacaq. Normalama sortina goroa
27m
_ﬂl//(x} dx =1, |4’ J'sm ( dx— T1i-co =
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=|Ar[%—sin(7xﬂ “M =1
A=\/§ , w(x)=\/§sin(—’§1—x)

funksiyasini aldo edarik.

yani

Caligma I1.4. Harmonik osilyatorun moexsusi funksiyalarinin ortoqonal ol-
masini goéstarin.

Hall: Osilyatorun moaxsusi funksiyalan

“:? +(n+1-£%)y, =0

d’y,
—B 4 2m+1-E Yy =0
d 52 ( 5 )/, m
tanliklorindan tapilir. Bu tanliklerin birincisini , -, ikincisini ise ¥/, -2
vurub, biitiin foza lizra inteqrallasaq:

o=t ch W" 2de+@n+1)[yip,dE - [Eviy.de

Iw.

ahnar ve bunlan taraf torofa ¢ixsaq

J(w.. %’; -v, dd;";‘ de =2(n-m)[y.y,d¢

¢ - [y, de

d . d? dy: .
e o g -
LAy, dy) - _ .
(Wﬂ déz '//n dfz )—m —2('1 m)J.y,andé

yaza bilarik. Oger m T n-dirso, onda
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. ’ma) .
J‘Wm'/,ndé = _—ﬁ_ JWmWndx
olar. m=n-dirss, onda

Jlf ag = J%TQ Jlofdx=1

olar. Ya'ni m # n olanda miixtslif enerji dayorli osilyatorun maxsusi fun-
ksiyalar ortoqonaldir:

mo
Y yoy,dx=0

Bagska s6zla, harmonik osilyatorun moxsusi funksiyalan ortonormalik
mao .
\/——h |viv.dxc=s6,,
sortini 6dayan funksiyalar olurlar.
Calisma II.5. Xatti osilyatorun potensiyal enerjisinin orta giymatini tapin.
Holl: Osilyatorun enerji tamsilinda ifadasi

/ h k ’k+l
X = ;{;;[J‘;é‘k‘,k—l + T5k',k+l]

olur. Buradan

o~

+

k+1) ,ik+1ik+2$
2 ) O + _"4—‘5k',k+2

yazanq. k' = k olanda
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—_— 2 2
X:=_h_ K, (k+1) |_ (_Ig+k+l)=h 1(,,1
mol|\V 4 4 mw\ 2 2 mo 2

— mo’5 mo® h 1\ hw 1
U,= x*= n+—|=—|n+=
2 2 mow 2 2 2
("f,,:lhm n+l)=lg ,U::-I-E,,
2 2 2 2
ahnar.
Caligma I1.6. Osilyatorun enerjisinin minimum giymatini tapin.
Holl: Koordinatla impuls arasinda geyrimiiayyanlik miinasibati
h2
(p(apy =2

2

soklindedir. (AXY = X2,(AR,Y =P? oldugn igin X*-P* 2 % ya-

zangq. Osilyatorun tam enerjisi

=+ x
2m
oldugundan
hZ wZ
E> 5+ x?
8mx 2

OF
alariq. Enerjinin minumluguna goro 5-(—7)=0 olmahdir. Enerjidon x2
X

goro torama alsaq
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- + =0, mw'———=0
gm(x2f 2 4x°
X% = l_
2mw
tapariq. Onda
2 2
E> R 2mo Lo h
8m h 2 2mow
gxhe ko _ho
4 4 2
gxhe
2
Ya’ni, osilyatorun minimum enerjisi
E. 2 ho olur.

Calisma I1.7. Metal daxilinds olan elektron gazinn, potensiyal qutuda
sorbost horokat eden elektronlara uygun olaraq elektron kegiriciliyi mey-
dana gixanr. Kub sakilli glimiis pargasinin (Vahid iona diison sixliq) sixhif
p=10,5g/sm’-dir. Bu elektronun maksimum enerjisini, onun orta .
enerjisini va elektron gazinin tazyiqini tapin.

Hall: Hacmi L? olan giimiis kubun daxilinds enerjinin qiymati
22

E= 5w +nf +n3)

miiayyon olunur, burada m, n, n; miisbet tam adedlerdi (1,2,...)
n’=nl +n; +n} halna baxaq. Radiuslan n ilo n+dn olan ndqtoalorin
sayini '

1 /4
—~4mn*dn=—n’dn
8 2
yaza bilarik. Bu néqtalerin her birinde spinleri bir-birina zidd olan iki

clektron yerlosdirak. Onda n ilo n+dn arasinda 7m*dn gader elektron
olar. Yani, bu elektronlann enerjisi
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242 242
n'h 7°h
E= ——z-nz, dE = 3
2mL mL
olar vo E ilo E+dE enerji doyarlori arasinda olan elektronlarin say:
2ml? £ ml?
i’ n*h?

ml’
voya dN =~2m 23 JEdE

2
alinar. Enerjinin maksimum qiymatini tapmaq @i¢iin asas halda olan elek-
tronlann sayim

ndn

dN =m’dn=r dE

N=+2m

mL3 ET \/—
EdE
~r

N
yazanq. Vahid hacmo diison elektronlann say: (sixhq) N =E oldugu

iliglin

1 (2mE,, Y
N=— 2
3z h

yaza bilorik. Buradan
hz
E__=—32’N}?
alang. N =—f{— olduguna gére M bir giimiis atomunun kiitlasi olmagq-

1aM=1,80-10" gram oldugu igiin N = 5,85-10"2(sm)” oldo edorik.

Emax qiymeotinden E =8,80-10"2erg = 5,55ev doyerini alanq. Bu

qiymet istilik enerjisindan (kT=0,026 ev (T=300K)) gat-qat ¢oxdur. Ona
gore istilik enerjisi elektronlann enerjisini ciizi dayisir. Enerjinin bu doayis-
moasina fermi qazin cirlagmasi deyilir. Emax ifadasi elektron qazimn Fermi
enerjisi adlanir. Elektron qazinin orta enerjisi

_ jEdN
E="_
de

diisturu ilo tayin olunur. dN giymatini burada yerino yazsaq
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ETJEEdE
- _0 —

[VEaE
0
E=3E,,
5

alanq. Elektron qazimin tazyiqi gazin hocminin azalmasinda gorulon isi

is2 dA=pdv miiayyon edir. Bu i§ qazin enerjisinin azalmasna serf olunur:
dA=d U

Digor torefdan qaz zarrociklerinin enerjilorin comi

U=N-E'=§NEM

olar. Bu enerji qazin hacmi ilo miitanasib oldugu iigiin

u~vH
yazilar. Onda qazin tozyiqi

alinar va tozyiqi ligiin P=2,06.1011dina/sm2 ~ 200000atm olds edilor.

Calisma I1.8. Miistavi osilyatorun dalga funksiyasini ve enerji qiymatini
tapin.

Holl: Ikivlgiilii osilyatorun Hamilton operatoru
2

g =%n_(P’2 +Py2)+ m;) (xz +y2)

1 =ms— x
2m dx 2
7 o B me?
T omayt 2 Y

Bu operatorlanin maxsusi funksiyalan
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. (x)=c,.,e“?h‘"H",[ MJ

)=, 2]
olur. Bu hallanin enerjisi
E, = hco(n1 + —l—)
! 2

E, = hao(n2 + l)
: 2

olacaq. Onda miistavi osilyatorun enerjisi li¢iin

E=ho(n, +n, + 1)= ho(N +1)
oldo edarik. N=ni+n2 kvant adeddir. Yani, miistavi osilyatorun enerjisi
(N+1) dafo cirlagmig haldadir.

Calisma IL.9. Yiikli zorrocik sabit maqgnit sahesinds harokat edarken
onun enerjisini tapin.

Holl: Magnit sahesini OZ oxu istigamstinde  ydnsldok:

B,=B,=0,B=3B,. Sahanin vektor -  potensiyal
A,=4 =0, A_ = By olar. Xarici sahada Hamilton operatoru
~ h?. 2
H=—+-V'-— A + A
2m mc 2mc?

oldupu iigiin Schradinger tonliyi

hZ 2
2 v % 4+ A lw=Ey
2mc?

2m mc

vo ya
2 2
Py gp o+ y=Ey
2m mc c

olur.
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Buradan
2 e’ 2.2
(______V __.By_+___.c_2.B y JW_E'/,

tonliyini yazariq. Bu tonliyin hallini

w(x,y,z)= f(y)eles)

soklinde axtaraq. (@ Vva f -lar sabitlordi) Onda

v? f(y)ei(wc+ﬂz) - _(az + ﬂz) f(y)ei(ax+ﬂz) + d Zdj)zg}’) ei(wH-ﬂz)

2 TR = iaf (=)

oldugundan
2

ot - L 00+ 1) 2 )= )
c 2mc

2m y? m
nliyini alang. Ogar

avazlomasi aparsaq bu tonliyi
0 d’fy) _mogy’ N
2 J0)=90)

yaza bilorik. Gériindiiyii kimi bu tanlik harmonik osilyatorun tanliyidir.
Ya’ni

i mae, ,
LE)=H ) * &= ==
2 n2
£=ha)o(n+—l—),£=E—h B
2 2m

E _@(n+_l_)+h’ﬂ2

" mec 2] 2m

hZﬂZ

ifadgaloarini alinq. Burada -OZ oxu boyunca kinetik eneriji,

2m
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ehB 1
—(n + -5) iso XY miistovisinda magnit sahasine perpendikulyar ola-
mc

raq harokat edands osilyatorun enerjisi olur.

Cahgma I1.10. Harmonik osilyatorun kvadrupol sialanmasim tapin vo
onu spontan giialanma intensivliyi ilo miiqayisa elin.

Hboll: Kvadrupol giialanmanin intensivliyi

180 T on .5 ( k’k)2

ilo tayin olunur. Burada

Dy, = e(3xkxk -r 5/&)( )k'k = Zxk'lxlk
ifada edilir. Osilyator ligiin matris elementi

.- f_f'__ \[E _ [Lk
N mo V2 Vomoe
h
Xes g = \’%(k +1)
2 h
=—— Jk(k-1)
(x )k-—2,k Yma
Peaas =5V +DEH2)
m

h
Oy = %(2" +1)

kvadrupol siialanmanin matris elementlorini alariq ve buradan da segma
qaydast olaraq

olduguna goro

Ak =0,12
alds edrik. Spontan sﬁalanmanm chtimah

k’k aJk'k ( );'k (Dlm )k'k

90xC’
Eynisteyn amsah ila toyin olunur. Burada

(Don)ix = [Wi Doaidx

124



E, ~ nhw balinda, yoni, béyiik kvant adadlarindo kvadrupol kegidin eh-
timals
hvad _ _lé o’ 2

T 15mi "
olar. Dipol giialanmasinin ehtimal
22
W 2¢w
3mc "

oldugu ii¢iin, onlarn nisboati
Py 4(9)’ 2E, BE,
c

we 5

qiymatini alar. Ya’ni

mo® 5me

whe (2 \E,
W\ ma® )R

tapilar.

Calisma II.11. Potensiyal qutuda olan zarraciyin koordinatinin orta qiy-
matini vo kvadratik xatanin orta giymatini tapin.

Hall: Potensiyal qutuda zarraciyin dalga funksiyast
’2 . (n;z )
W, =4—sinl —x
a a
olur. Onda:

%= JW;(x)xw.(x)dr=~z- ;xsmszw%

(Ax) =(x-—x)2- 2_2%%+X% )—x2 X = 2._%_
__ a 2 1
x* = 6['/’,. (x)x’y/,_ (x)dx = ;sz sin® Txdx=a2(——m)
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"2

522 () =& (1__9_)

Calisma I1.12. Sferik-simmetrik sahada impuls momenti olan zarrociyin
kvadrupol momentini hesablayn.

Hall: Sferik sahoado zarraciyin hal funksiyas
V/nlm = Rnl (r)Ylm (8’ ¢)

zorroziyin kvadrupol momenti tenzoru kenmiyyat olub
_ 2
Oy =3x%, — 16,
izi sifirdir. Onun bes asiholmayan komponenti var:

r’yy = c(3z2 —rz),rzYzi' =+cV6(x +iy)z

. , 5 flom
r’y;? =§\/E(xizy)2,c= 1—6;":'['}” lzdgzl

dQ =sind&de

, 5 ’ 5 .
r2Y2°= 16”Q33’r2Yzﬂ= l67r(Q”ilQ33)
Py = |2 (g, - 0,)+i0

2 T\ Qan| g T/ e

olur. Orta qiymat Kvadrupol momentin
© x2x
Oy = 'ﬂRnlrrzdrj ﬂYlmleide
0 00

ilo tayin olunur. Qi-nin dioqonalolmayan elementlori @ -den asihdur.

Ya’'ni

2
IY,"'I iso @ -don asil olmur. Ona géra uygun inteqrallar sifir olar. Diaqo-

nal elementlor
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Q.. =r*(3sin*6cos’ p 1)
0, =r*(3sin?@sin’ p—1)
0, =r*(3cos’6-1)
@ -yo gora inteqrallama 1/2 vurugu verar vo
Esin20 -1= —l(3cos2 0 - 1)
2 2
olur. Qxx = Q‘,y = sz oldugu iigiin, agar
’_'2- = J‘rZIRn,(rlzdr
0

isarasi gabul etsak,

Q.

Fﬁ@ cos? @ ~1)1,"|* a2
yazangq. "

L m m m m
cosY)" =a; Y, + a1,

(z+m+1)(z_m+1)}%
(20 +1) 2 +3)

0. =rar} +an)
— 52l +1)-6m?
Q. =r ?2§+13221+3)

taparq. S hal ii¢iin 1=0 olur va Q, = Q olar. p- hah iigiin isa

= _45 3 2
==rf{l—-—m
0.~ 47(1-2m)

" alaniq. m=0 olanda sz >0 olur, m=1 olanda iso Qz iki dofs az olar va

olduguna gére | a;" =|:

alda edorik. Buradan

sz < 0 giymotini alar.
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Caligma I1.13. Miixtslif maxsusi giymsatlori olan Q operatorun moaxsusi
funksiyalarin ortogqonalligim gostarir.

Hoall: Maxsusi giymat va maxsusi funksiya tanliyinden
O'vi =qvi
Ov, =q.¥,
[viOv. v = [vigwadv =g, [wiv,av
[wa0'widv =g, [yiv,av
[wibv.dv = [ v,0vidv g, [viv,dV =g, [viv,av
alanq. Buradan

q, #q, jy/l' v,dV =0 olar.
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IIT Fosil

Tosvir vo ya Tomsil (gostorim) nozariyyoasi elementlori

Ikinci fosildo fiziki kemiyyetlare qarg1 qoyulan operatorlar dif-
ferensiyal operatorlar idi. Ona géro do belo tasvirde kvant mexani-
kasinda alnan tenlikler xstti diferesiyal tonliklor olurlar. Lakin
operatorlar arasinda komutasiya miinasibatlori fiziki mana dasidigy
licin bu mena, operatorlarin hansi riyazi gokilda verilmasindon asih
olmaz. Operatorlarin bu vo ya bagka riyazi sokilda verilmasi, onla-
1 birinin digerina gevrilmasi, tomsil vo ya tesvir (géstarim) nozo-
riyyesinda aragdirilir. Operatorlen vo hal vektorunu bir tomsilden
(tesvirden) baska bir temsile ¢evironds matris cabrindsn istifado
olunur. Ona gére kvant mexanikasinm bu yeni sokli matris kvant
mexanikasi adini dagiyir.

Bu baximdan ikinci fasilde aldigimiz bir ¢ox anlayislarin yeni
soklin temsil nazariyyasinde aragdiragin.

§26. Dalga funkiyasmin miixtslif tosvirda verilmasi

Maxsusi funksiyas: diskret spektra uygun olan maxsusi funksi-

yadirsa, F operatorunun mexsusi qiymati ve maxsusi funksiyasim
toyin eden tonlik

A

Fy,=Fy, . (26.1)

soklinda olur. ixtiyar1 halin dalga funksiyasini y/(i" ,t) maxsusi fun-
ksiyalarin superpozisiyas: saklinda

wiF.1)=Y ay, (26.2)

yaza bilarik. (26.2)-do v, ,ﬁ operatorunun maxsusi funksiyasidir,
w(7,t) ise koordinat tomsilinde verilmis ixtiyari halin funksiyasi-
dir. (26.2)-ni y,.-o vurub, biitiin foza iizre inteqrallasaq,

JurwF.0av = [y, Y aw.dv =Y a, [viv,av

alaniq. Diskret spektrin moxsusi funksiyalan ortonormallanan fun-
ksiyalar oldugu ticiin, (6.5)-8 géro
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[wiv,av =s,, ={1 n'=n

olur. Onda

IW;'W(F’ tMV = zanan'n =ay

an' = IW;’W(F’t)dV = (Wn"//)
alnar. (26.3) goriindiiyii kimi alinan g, yeni tesvirds t//(F,t) fun-

ksiyasinn ifadssi olur. Ciinki (26.3)-t dV hacmi iizre inteqrallasaq
natice yalmz n'-den asihi olar.

(26.3)

Ogor F operatoru kosilmaz spektra malikdirss, onda
Fy,=Fy, (26.4)
yazlar vo ¥/, (v ya v (f)) kosilmaz spektrin moxsusi funksiyala-
ndir. y(F,t)-ni y,= w(f)-in inteqrah goklinds yazib
w(7.t)= [alr W )f (25.5)
bu ifadenin har iki torofini l//’(f ')vuraraq, inteqrallasaq
_ fv (W F.0av = [[al e (F W )fav
ahnar. (5.8)-o gora

fo (W =8(f'- f)
[a,6(r' = 1)df = fw (r W F)av

aldo edarik. Buradan
a(f")= [v* (f Y.V (26.6)

alinir. (25.6) ifadasi yeni temsilde !//(F,t) funksiyasinin ifadssi olur.
(26.3) va (26.6) diisturlan koordinat tasvirinds verilmis !//(? ,t) fun-

oldugu iigiin

ksiyanm F tomsilinde alinan a, vo a(f ) funksiyalarin olur. G6-

riindilyii kimi # -in moxsusi funksiyalan v vo w*(f) ilo tomsil

olunurlar. Ornak olaraq koordinat tomsilinde verilmis dalga fun-
ksiyasini enerji tamsilinda yazsaq
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ay(0)= [wi (W )av (26.7)
olar. Burada v} funksiyas’ Hy(7)=Ew(F) tenliyinin hallidir.
Impuls tamsilinde iso

= Il//p Y (F,t)dv

olar ve y, impuls operatorunun roxsusi funksiyasi olduguna géro
¥ ,-ni
— 1
v, [F)=—r—se?
(27)
soklinds yazsaq,
a, = Q)" [e ¥ y(F,0)v (26.8)

impuls tamsilinda dalga funksiyas: olur.
Impuls momenti tosvirinds dalga funksiyas

a, = [w; PG .0av = [176,0) 7.0V

yazilir. Burada ¥;"" funksiyasi impuls momenti operatorunun max-
susi funksiya51d1r Ornak olaraq

w(x)= ——1— slowe) (-—g— <x< —) funksiyasm impuls tomsilindo

yazaq.
1, _ 1 Ap 1 Lpepn & -
a, _[V/p(x)/’(x)dx mf‘f 778

_ 1 fe;;"" PR L Wy R
327[’10 a J2mah p, 2i (26.9)
2
. Po P,
vl B /2h A
JZﬂha r, ma p,
P
P 2
" Nma p,
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Bu impuls tamsilindoa l//(x) funksiyasinmn ifadaesi olur.
Belaliklo, requlyar funksiya olan y/(? ,t) funksiyas: (2.1) sortini
odoyen funksiya olar va a, vo a(f) amsallan il tayin olunur.

Ona gora sistemin hali ya requlyar funksiya olan l//(i" ,t) funksiyas,
yadaki

v= (26.10)

matrisi ilo tosvir olunur. (26.2), (26.3), (26.5) va (26.6) diisturlarin-
dan istifade ederok va Hilbert fozasinin vektorunun a,a,,a,, -

komponentlorini bilerek, y -funksiyasimi vo yadaki y -ni bilerak,
a,a,,a,,---smsallanm tapmaq miimkiindiir. Normalama sortine
goro

flet*av = [y pav =1
oldugu ii¢iin superpozisiya prinsipina istinad etsak

IZa W Za v,dV =1

alda edarik. Bu xfadam

> > a.a, fyiv,dv =1 (26.11)
yaza bilarik. Diskret spektir halinda ortonormalliq sartinin

[viv.dv=s,,

oldugunu nezars alsaq, (26.11)-den

Zza ané‘nn =
>aa,=Ylal =1 (26.12)

kimi alariq. Kasilmaz spektr halinda iss (26.11)-in yerino

yazaraq (26.11)-i
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[[[a" "W a(r Y afarav =1

ifadasini alariq. Kasilmaz spektir halinda
fvyw,av =5(r'-7)

[fa" (P50 - Parar =1
olar. ¢ -funksiyasinin

[F&)oe—x)x’ = £(x)
fa'(£)a(r)ar =1

flalrY ar =1 (26.13)
sortini aldo edarik. (26.12) vo (26.13) sortlari maxsusi funksiyalann
tam sistem togkil etmasi gortidir. Ciinki bu gartlor istonilen ixtiyari
funksiyani, maxsusi funksiyalarin superpozisiyasi soklinda tasvir et-
moys imkan verir. ‘

olduguna géro

Xassosing asasan

vaya

§27. Operatorlarin miixtalif tasvirda yazilis1

Operatorlarnn terifine géra eyni goxluqgda verilmis bir funksi-
yani, bagka bir funksiyaya ¢evirma amsliyatina operator deyildiyi
i¢ilin

v=0¢ (27.1)
yazilir. Burada verilon v, vo Q -lor eyni dayigenlerin funksiya-
sidir. Oger burada i, vo @-ni her hans bir operatorun maxsusi
funksiyalarinin superpozisiyas: kimi

v=>ay,
" 212)
=Y by,

yazmuis olursaq, onda

Yay,=0> by,
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olar. Bu ifadanin har iki tarefini ¥, -o vurub, biitiin faza iizra integ-
rallasaq

>a, [viw,dv =3b, [v.0p,av (27.3)

olds edarik. Maxsusi funksiyalarin ortonormalanma sertinden isti-

fads etsak
Zan6n'n = anQn’n
yazariq. Buradan
a,=Yb0,. (27.4)
haradak:
0., = [wiQy,av (27.5)

(27.1) va (27.4) ifadeleri miixtalif temsillords verilmis hal vektoru-
nun temsilidir. (27.5) diisturu ise yeni tomsilds verilmis operatorun

ifadasidir va Q operatorunun matris elementi adlanir.

Koordinat temsilinde koordinata vurma amsliyati olan opera-
toru impuls tamsilinda ifadssini tapaq. Matris elementlarinin (27.5)
ifadasina gora koordinat operatoru impuls tomsilinda

- 2
Typ = J‘y/p,ryypdV
yazilar. Burada impuls operatorunun mexsusi funksiyasini yerina

yazmiy olursaq (y/p ~ ezmj

Typ = (2m)? Ie_;p’i:'e;ﬁdV =
= -inZ (2nm)* [ W gy
p
alariq. Bu inteqral & -funksiya oldugu iigiin

- 0
7y ==ih—5(p' - p)

pp ap
alda edarik. Beloliklo, matris gokilinde operatorun kasilmaz spektr
halinda ifadasi
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b(F)= [7,,Clo)dp

yazilmig oluruq. Ya’ni
. e [0 of s
b(5) = [ 206 - ok
olur. Bunu hisse-hisss inteqrallasaq

45 =o'~ X2+ o1 725

yazilar. Bu ifadeda birinci haddi redulyarhq sartine gora sifir olur
va ondada

b(p)=i ac(p ) (24.6)

olda edilir. Yoni, koordinat temsﬂmda venlmxs (27.1) tonliyins ek-
vivalent tenlikdir. Onda

—in2 (7.7

b
operatoru impuls tasvirinde verilmis koordinat operatorudur. De-
moli, koordinat operatoru impuls tomsilinde impulsa gors diferen-
siyal operatordur. Eyni gayda ile kesilmez spektro malik olan,
maxsusi giymatlarini ve maxsusx funksiyalarin: istifade etmis olur-

- v= [, o= ar @19
[alr Yy af =0 [b(f , df

ifadalorinin her torafini y/}. vurub, inteqrallasaq (V hacmi iizra)

[Jalr Y dtav = [[5(r Y- Qv sdfav

alariq. Ma’lumdur ki, kesilmaz spektrin maxsusi funksiyalan & -
funksiyaya normalanan funksiyadir:

[vivav =s(f'- f)

b

yazib

Eyni zamanda
0y = v, Qv av (27.81)

isarasi gabul olunarsa,

135



Ia(f)ﬁ (f"f )df = Ib(fpfrdf
()= [e(r),dr (279)
almar.

Koasilmoz spektr halinda da (27.1) ile (27.9) ifadslori bir-birine
ekvivalent ifadelardi, yalmz onlar baska- bagka tasvirlords yazilmis

vo buradanda

dalga funksiyalarda.
(27/5)-1 vw (27/8)-i matris ;wklindw dw yazmaq m]mk]nd]r*
On Oy an
O sz Qz,.
O=| v e (27.10)

Qn'l Qu'z o Qn'n

Kasilmoz spektrin matrisi ise har komasi dolu olan bir mat-
risdir. Buradan balli olur ki, har bir operatora qars: yeni temsilda
(tasvu'mda) bir matris uygun golir. Onda (27 1) ifadasini, M matri-
sini @ vektoruna tasirini

y=Mp
kimi yaza bilorik. Yoni sonsuz sayda komponentleri olan ¢ -vekto-
ru
Vi=M,0 + M, p,++ M,p, +

V,=Mup, +Myp, +--+Myp, +

B S R T O T (27.11)
Vs =Mu¢l+Mu¢2 My, +
e e e e s

yazilar vo M ¢ -ninda sonsuz sayda komponentlan olan vektordur.
M —-matrisi

M= . (27.12)
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olaraq, y -vektorunun komponentlori

a, =Y a M, (27.13)
k=1
diisturu ilo tayin olunur.
Matrislerin toplanmasi va vurulmasi, operatorlarin toplanma-
st vo vurulmasi kimidir. Ya’ni

Cy=Ay+By,Dy = ABy
A+B=C,C,, = [yiCy,dV = [y;(4+BYy,dV = [y, Ay,dV +
+ [viBy,av;C,, = 4,,+B,,
olur. Diger torefden 4B = D olduqda

[vi4By,av = [y 4By, )iV = [v;Ap,dv = 4,, 21.19)
aldes edarik. By, = ¢, bir funksiyadir ve ortonormal olan bu fun-
ksiyalar1 y, -lorin siras1 kimi yaza bilerik

By, =Y by. (27.15)
k
burada
_ b = |y;By,dv =B, (27.16)
(26.15)-1 (26.14)-do yazarigsa
D,, = [y A by,dV = [y, 4y Bw,dV =Y B, y.Ay,dV =
= Z Blm An’k
k
olar. Yo’ni
D,,=Y A,B, (27.17)
k

almir. Demali, iki matrisin hasilinds, bir matrisin uygun sotr ele-
mentlarini, o biri matrisin uygun siitun elementlarins vurub, camle-
mak lazimdir.

(27.5) dusturundan istifads edarak, ermitlik sortini matris sok-
linda yaza bilarik

[viOv,av = [v:0'y v
ermitliye gbro buradan
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Q.=0.. (27.18)
alariq. Yani ermit operator, elementlori kompleks qosma olan ve
eyni zamanda transporize olunan matrisa uygun golor. Ogor

Qy =qy
tonliyi varsa ve her hans: bir F operatorunun, i, mexsusi funksi-
yas1 mévcuddursa, onda

0D 0¥, =44y,
k k
yazariq. Hor iki torafini }.-2 vurub, inteqrallasaq

Zak IW;'QWde = qzak IW;'Wde
X %

(27.19)
Z(Qk’k—qak’k )ak =0
tonliyini alariq. Buradan
det(Q,, — 48,4 )=0 (27.20)
voya
(Qu"q Q- Oy )
O On—q- Oy
=0
Oy O —9q
(ETRTTT )

tonlik kimi yazilar. (27.20) tonliyins bazen asri tanlik ds deyilir. Fi-
ziki kamiyyetin orta qiymati diskret maxsusi funksiyalarina uygun
olanda

<F>= I‘/"ﬁ ydV = Jzak'!//;'ﬁ Zaky/kd V= Zza;'akﬂ'k
A Z ; v 27.21)
Fy = [viFydv

soklinda yazilar. Ogor kasilmaz spektrin moaxsusi funksiyalan var-
sa, orta qiymst
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< F >= [[[a” (& Wk’ )Ealk hy (k)dVakdk' =
LT ”a'(k ’)a(k)dkdka%

belo yazilar. Burada

Fy = [y () (k)av (27.22)
Srodinger tonliyinin do

iha—wé—tr—’—t—)- =H % (X))
matris soklinds yazmagq olar. Bunun iigiin tenlikds olan  -funksi-

yau1 moxsusi funksiyalarin comi kimi yazaragq,

‘//(F’t)'_‘ Zaka
oy
1h2( o v, +a, Py ) Hz:a,‘t//,r

alariq. Burada a,=f (t) zamamn funksiyasidir. , -lar ise
zamandan asih olmaz. Onda

.. da ~
Z’h‘(‘li'//k = ZakHV’k
% t * .
alde ederik. Bu ifadenin her iki torefini }.-a vurub, inteqrallasaq
da o, . 7
’hZ""{;—J"//k"/’de = Z a, I‘/’k'HV’de
k k
almar. Buradan
zhz ——akk ZakH,‘.k (27.23)
yazariq. (26.23)-den do
flf’—*- =Y H,a, (27.24)
k

alinar. (26.24)-do H,,
H,, = IV’;'I?V’de = ('/’k' 'ﬁ'//k)5< vi/Hy, > (27.25)
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Hamilton operatorunun matris elementidir. (27.24) tonliyi do $ro-
dinger tonliyidir, lakin bu tenlik yeni temsilde yazilmigdir. Hamil-
ton operatoru ermit operatoru, oldugu iigiin

H,, =H,,. (27.26)
yazilar. Oger (27,25) matris elementinde i, -lar enerji
operatorunun maxsusi funksiyasidirsa, onda

Hy, =Ey,
tonliyinden istifade etsak, (27.25)-den
Hyy = J-'/’;'E'/’de =E_.-V,k"//de

yaza bilerik. Buradan

Hyy = Edyy (27.27)

olur. Yoni enerji tomsilinds hamilton operatorunun matris elementi
dioqonal matris elementidir. Umumiyyatle, har bir operator 6z
tomsilinde diogonal matrisle xarakerize olunur. Ogor

Ql// =qy, -dirsa va () operatorunun moxsusi funksiyasidirsa
[vi0v,dv =q v v,dv =4¢6,,
Qq'q = qaq'q
olar. Yeni Q,, dioganal matris olub
( g, O 0 --)
O

(27.28)

Oy =
Oix

sokilindadir.
§28. Unitar ¢evirmaler

Xatti vo ermit operatoru ixtiyari bir tomsilden digar tamsilo

cevirmak ii¢lin unitar ¢evirmoalarden istifade olunur. Qoperatoru
har hansi bir F tomsilinde Qms v@ har hans1 bir bagqa temsilds
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Qaﬂ olsun. Yeni F  tosvirinde moxsusi funksiyalar

WVirWaseeosWpse s Wpseo. dir. (ﬁl//n =Fw,), G tosvirinde moxsusi

funksuyalar @,,9,,...,¥s,...¥,, ... dir. Bagka sozlo
0., = _[W;Qw.,dV F - tomsili

Ou = [0300.dV G -tomsili
yazilar. Indi Q,,,,,ZQ,,ﬂ kegidini aparmaq ii¢iin lazim olan ¢evirmani

tapaq. Bunun igiin maxsusi funksiyalar, digor moxsusi funksiyala-
i superpozisiya51 kimi yaza bilorik:

Z waWns Pp= Z Vs (28.2)

(28.1)

(28.1)-in ikisindan
aﬁ I¢ﬁQ¢adV IZ Umﬂ VlmQZ ¢y,n dV

= Z Z UmﬁUna Il//le//”dV = Z Z U"'pU"“Q"’"
alanq. Yo’ni

Qaﬂ = ZXU;ﬂUnann = ZZUnaU;ann
Qaﬁ = ZZUnannU;ﬁ = ZZU;ﬂQMUna

O =U'0U (28.4)
olur. (28.2)-ni bir-birina vurub, inteqrallasaq

fosp.av = ZZU.aU;, fwow.av =

—ZZU,.,U,,,. ZUnaUﬁ- =0up
tapanq. a = f olanda
UrUu, =UU=1=U0U*  U*=U" (285

an™ na
(28.5) sortini 6deyen ¢evirmaya unitar gevirma deyilir. Demsali, uni-
tar gevirme U*U =1veya UU" =lilo operatoru istonilon bir

tomsilden, bagqa bir tomsilo ¢evirmak olur.

(28.3)
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Sonsuz kicik faza ¢evirmosind unitar ¢evirms kimi baxsaq
d <<lolanda

g
U=e* =¢ (28.6)
0z-6ziino qogma (ermitlik) faza alariq. Unitarliga gora

(1—%13**----)(”%# ) 1+h(F £*)+0(F?)=1

yazlar. Ogar U = e;F olursa, F = F* - dirsa,onda U*U =1olar.
Buradan

F=F* (28.7)
alda edarik. Unitar ¢evirmads dalga funksiyas: asagidaki kimi yazi-
lar:

, i ix
v -Uy/-(l+hF+ )—y/+th/

Operator iso

R (R (S B

iop_
h
—iﬁQ+—1;ﬁQﬁ+---=Q‘+%(Q‘ﬁ—ﬁQ) =0+ [oF]+
SE 7
2h2 Q ]
olar. Beloliklo, unitar ¢evirmada faza doyismesi olaraq (I:’ -faza)
’ i A
y=y+ ;F v
. (28.8)
A, LIAL
0'=0+~0F|
gostormok gorakdir.

A-B=C,A+B=C,[A4,B]= A-B-B- Aminasibotlori unitar
¢evirms zamamn yoklini deyigmazler, yoni invariant qalirlar.
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§29. Zamani dayisdiren unitar ¢evirma

Sistemin halinin zamana géra deyismasini unitar ¢evirms vasi-
tosile teyin etmak olur. Bu halda ii¢ miixtslif duruma tesadiif edon
hallar1 nezere almaq lazimdir. Birinci dalga funksiyasinin zaman-
dan agkar asith olmagqla, operatorlar zamanm funksiyasi olmasm.
Bu halda Srodinger tomsili deyilir.

Ikincisi, dalga funksiyasmm zamandan asili olmayib, opera-
torun zamanin funksiyas: olmasidir. Belo hala Heyzenberq tomsili
deyilir.

Ugiincii halda ise, ham dalga funksiyasi ve ham do operator
zamandan asilidir ki, bu hal da qarsiligh tesir tomsili adlanir. Siste-
min halinin zamana géro dayismasi bu temsillerds fargli ciire ifada
olunur.

A) §rodinger tomsili . Maxsusi qiymotler spektri zaman doyisdikca,
eyni qalirsa, zamandan asili olmayan operatorlardan istifads olu-
nur vo zamana gora halin doyisimi, dalga funksiyasinin zamana
bagliligr ils toyin olunur. Onda hal vektorunun zamandan asthihiging

unitar ¢evirma vasitasi ila

w(7,0)=Uley(F) (29.1)
kimi yazaraq t=0 aninda U(0)=1 olur va hal y/(? ) ilo ifads olunur.
Unitarhq sortino gors

Ur@u@e=1 (29.2)
olmahdir. y/(i’,t) funksiyasi
ih% = Hy(7,1) (29.3)

tenliyini 6doyen funksiyadir. Burada H operatoru zamandan asih
deyildir. (29.1)-i yerina yazsaq

w90y 7) - U )

olur.Buradan

alds edoarik. Onda
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. _i -\‘
dU(t)=—-~lh-I§U(t)dt,U(t)=e » 29.4)
alinar. (29.4)-i (29.1)-da yerina goysaq

.y

w(F.t)=e* yF) (29.5)
alanq. Belaliklo, Srodinger tomsilinda
78 (i’ ,t) = e_;my/(?) (29.6)

alda edarik. Bu Srédinger tomsilindoki funksiyadir.
B) Hesenberq tamsili. Hal vektoru zamana bagh deyilse, operator
zamandan asthdirsa, unitar ¢evirma vasitesi ilo Hesenberqin hal

vektoru
v (r)=U" (7 1)
yazila biler. Hommginin Helsenberq tomsilinds operator

QH = U'l(t)QU(t)

iy

U=e?

olur. Unitar ¢evirmoa

oldugu iiiin (28.6)-yo gora
- i Lpe =
vaF)=e" e y(F)=y(F)
n LYY
Qy=e* Qe? (29.7)
olar. Operatorun zamana gora doyismasi

O+ A)=U ()0, () (ar)

Ofe + 80)= 00)+ - |8, Olps +--
yazilar vo Hesenberq tomsilinde harakat tanliyi
dg _i[a n
7 [Q,H (29.8)

oldugundan

olur.

c) Qarsiligh tasir tomsili. Bir-birleri ilo qarsiligh tesirds olan sis-
temlordo sistemin halim 6yronmek ligiin sistemin Hamilton opera-
torunu
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H=H,+H' (29.9)
yazmaq olverislidir. Burada H o -qarsiligh tasir olmayanda Hamil-

ton operatorudur H'-ise qarsiligh tasir Hamiltonudur. Bu halda
ham dalga funksxyasx ve hamds operatorlar zamandan asih ola bi-
lir. Unitar ¢evirmani

Ur)=e (29.10)
kimi gostarsok, qarsiligh tasir tomsilinds hal vektoru
v, (F.0)=Utly,(7.1) (29.11)
olur. Srédinger tonliyindan )
6%( 1) = (A, + B, 1) (29.12)

yaza bilarik. (28.11)-i U+-ya vursaq
U* 0w, F.1)=UU"y,(7.t)

alanq. U*U=1 unitar olduguna goro

— -iﬁo’ —

w,(Fr)=e "y, (F.1)
yazangq. Bu ifadeni (28.12)-ds yerino yazib
“iﬁo Ly} [p -iﬁa —

ih—qe A ty/q(F,t)= (Ho +H’¥ h ty/q(r,t)

Ot
_;"Lﬁo,‘ -.l; LA, 6y/q(r t)
e zh( h) Ve (r t)+ihe 5

Alnan ifadeni ¢ * ° -yo vursaq
i

0 A LA
ih ;:" -e"H ‘He® v,

(29.13)

n¥e
ot

=Hpy,
alariq. Demali, qarsiliqh tesir tamsilinde Hamilton operatoru
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~ t A —'—H

H, = e" “He?* (29.149)
olur. Bu temsilda harakat tonliyi
dH s A
«-1[g A

29.
dt in (29.15)

soklinda olur.

§30. Osilyatorun enerji tosvirinds yaziligi

Osilyatorun dalga funksiyalan Ermit polinomlarn ile ifads olu-
nur ve onun enerjisi diskret giymatlor alir.

v,=Ce * H,,(,/l’%“lx] (30.1)

1
C, =
V2T
H v, = hw(n + -;—)y/n

Bu tomsilda koordinatin matris elementi

X, n = —;}—Cn'Cn IW;'x l/,ndx
mw

soklindadir. £ = h x dayisoni gabul oldugda, matris elementlori

h 2
X =—=C,C, [e¥ ¢l (), (EMs (302)
olur. Ermit polinomunun xassasina asasan
H,(¢)=2nH, (x)

&, (&)=n H®+ H,,()

olar va (30.2) ifadssinda (30.3) —ii nazers alsaq, matris elementlori
tugilin

(30.3)
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X =€, it €+ )] e -

mao (30.4)

=L C,C [ HH, g+ [ HH,0dE )
ma
olda edarik. Nazars alsaq ki,

d"ff,,(g) 2°nl, [e ' de=r (30.5)

diisturlar1 mévcuddur, (30.4)-daki inteqrallar
I —{z HnHu—ldg 2"_1 (n 1)\/—- n',n-1
J. -6 Han_de 2”+l (n + 1)\/— n',n+l
naticoni veror. Bunlan istifade etsok

X, = -hic C { 2 -1)5,,, +-;~2"'(n+1)5.',+n} =

7:;/;{ n2 o ‘/2';\/_ ,/;"z;ﬁ_ll)\/—(mw)_+

ey e T

_ J” (2n—l) ((n 1)) +Jz(2"+l)2((n+l))25 .
B e e B R R

/ h [
- 2mao {\/;1-5-.',,_14' n+16"’-"“}

alariq. Yo’ni koordinatin matris elementlori

X, = / > h {\/;5,{,”-1 +\n+16,,., (30.7)
mao

olub, enerji tomsilinds osilyatorun yazilisidir. (30.7) ifadasinds
J sinvoluna gore kvant adadinin dayisilmasi t1-dir. Yo’ni

An=n'-n=1%1 (30.8)
olur. (30.8) ifadesi osilyator ii¢iin segma qaydasidir.
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§31. Sistemin halinin sixliq matrisi
(statistik operator) ile verilmasi

Verilmis halin dalga funksiyasim1 miieyyen etmok iiciin dina-
mik dayisenlerin (fiziki kemiyyatin) tam goxlugunun toyin olunma-
st lazimdir. Bu ¢oxlugun operatorlarimin moaxsusi funksiyalar: veril-
mis halin dalga funksiyasidir. Dalga funksiyalarla tayin olunan hal-
lara tomiz hallar deyilir.

Lakin elo hallarda olur ki, onlar1 heg bir dalga funksiyas: ilo
xarakterizo etmak miimkiin olmur. Masalon, polyarizalanmeamis fo-
ton destssina qars heg bir dalga funksiyas1 qoymaq miimkiin deyil-
sa, belo hala qarnigiq hal deyilir. $Sakil 1.13-da gosterilen kimi

S

G

Sekil 1.13. Qarigiq hal.

sistemi tossavviir edak. S biyiik sistemin hah temiz haldir. Qa-
pal1 S sistemin hah temiz hal oldugu iigiin, l//(q, x) dalga funksiyasi

ilo xarakterizo olunur. Burada g- sisteminin dalga funksiyasi yox-
dur, fogat x- altsisteminin iso dalga funksiyasi var. Yoni, x alt siste-
minin hali tomiz haldir. Qapah S sisteminda orta qiymst:

F= Iy/'(q,x)l:'y/(q,x)dqu (3L
tayin olunur. Fiziki kemiyyetin orta qiymatinin tayin olunmasinda
tamiz hallarin l//(') ,l//(z) . -l//(i) hamsinin igtiraki ve bu tomiz hallarin

hansi ehtimalla w(‘),w(z),--- olmasi vacib sayilir. Yani, tamiz halla-
rin hansi ehtimalla istrakini tapmaq liizumu ortaya gixir.

<FO> [y OfyOuwiay = FOWY (312)

Buradaki w(‘) -lori superpozisiya prinsipine gora hor hansi bir ope-
ratorun moxsusi funksiyalarn comi soklinds gostarile bilor:
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vi=3 al,

< ) . (31.3)
p =3 aly,

Onda
<FOs= 3oy £3 Oy av =3 Y aaVF, (314

(31.1)-da bunu nazere alsaq, statistik ortalamani

<F>=3 33 whaldlF (31.5)

yaza bilerik. Buradan

Pon =2, wilg@gl) (31.6)
i
ifadasini qobul etsok
<F>=)>p,.F,. (31.7)
alds edorik. Yeni
<F>=Y(pF), (31.8)

alarig. Buradanda

< F >=TrpF =Tr(Fp)= SppF = IzpF (31.9)
olur. (31.9)ifadasinde «trace» vo «spum matrisin dioqonal element-
lorinin comidir ki, bunada Iz deyilir.

p -matrising sixliq matisi ve ya statistik operator deyilir. Six-
liq matrisinin vasitasilo istonilen fiziki kemiyyatin orta giymetini
hesablamaq miimkiindiir. Masalen, polyarizasiya (qiitiiblogms) hal-
larim hesablaya bilerik. Sistem qarnsiq halda olanda sixliq matrisin-
dan istifade etmak olur. (31.9) ifadasinden sixliq matrisinin tarifi
kimida istifada oluna biler. Har hans! fiziki kemiyystin orta qiyme-
tini qangiq halda dlgmaklo, verilmis halda sixliq matrisini tapmagq
miimkiin olur. Yo’ni bu matrisin biitiin elemanlarim slda edorik.
Onun siitun vo satir elemanlaninun say: asth olmayan hallan gosta-
rir. Masalon, protonun, neytronun polyazalanmis hal iki funksiya
ilo xarakterizo olunar. Bu zaman gqiitiiblogmo olmayanda sixiiq
matrisi dioqonallagir va

149



110
P=510 1

olur. Orta qiymat haqiqi olduguna gora

Prn = Pom (31.10)
olmahdir. Vahid operatorun orta giymsati 1 oldugu ligin
Trp=Izp=1 (31.11)

olar. Ciinki (31.9)-da F=1 olursa, Fus matrisini vahid matris oldugu
agkar olur.
F,=6,,
(31.5)- gdra
<F>=<F9>= ZZFma;(i)a,(,‘)

oldugu iigiin temiz hallarda sixliq matrisi :
5, =a® (31.12)
soklindoe olar. Zlan |2 =1normalama sartine géra

(02 = P olacag.  (31.13)
Bu sort tomiz hallar iigiin kafi ve zeruri sertdir. Ogor sistem dalga
funksiyasina malikdirse

plex,t)=y(xthy (¥,0)

goebul oluna biler. Onda $chrodinger tonliyindan
0P _n
ih— = H,
o P

ih%f— =ihy’ (x’,t)—g——awa;’ t) +ih l//(x, t)———aw.a(:c"t) =

=" (¢, Ay (x.t)-w(x )"y (x,1)

yaza bilerik. Burada H Hamilton operatoru x koordinatina tesir
edir, H'isa x'koordinatina tasir edir. Beloliklo

,-;-,9&;&‘_) = (H - ﬁ")p(x,x',t) (31.14)

tonliyini alariq. Ogor  -lor stasionar hallarin dalga funksiyasidir-
sa, sixliq matrisi
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plex 1) =2 X a5l (x1)=
- TS e

yazlar vaa,, amsallan

a,, =a,,
ermitlik sortini 6deysn amsallardi. Temiz hallar tigiin
' a, =a.a,
Belolikls temiz halda
a,, =a.,a, (31.15)

olar. F kamiyystinin orta giymsti

F = X2 va et ylx s =
= ZZ amFmei'(E'—E.)‘

kimi yazilar. Burada Fua F operatorunun matris elementidir vo
F,, = [v.()Fy, (x)ax

soklindadir. Oger X il q bir-birleri ile alagadar deyilss,
w(x.q)=¢la(x)
yazilar vo

W(x’ q) = Z cl¢i Z an'/’n =Z Clan¢l (q)lfn (x) (31 . 16)
i n n,i
alde ediler. a! = c,a, gabul edilorsa

Pun =D, 014, =a,a, Zlc,.r (31.17)
olur. Bu zaman sixliq matrisi sadsloasir va onun gakili

Ykl =Lp,, =D, (31.18)

olar. Sixliq matrisinin bu xassslorinden spin effektlorinin aragdiril-
masinda, statistik fizikanin bir ¢ox masalolerda istifads olunur.
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Fosil I1I-o aid ¢aligmalar

Cahigyma II.1. F operatoru ermitdirss, U = e’ ¢evirmasinin unitar gevir-
mo oldugunu géstarin

Hall:
U=éf =14iF +---
U= =1-if —...
F=F*
Oldugu tgiin
UU* =(1+if +-i—if —)=1+i(f - F)+ O[F?)=1
UU* =U'U =1
alanq.

Cahsma II1.2. Yakobi eyniliyinin dogrulugunu géstorin.

Holl:

Alse]- Alsel-[sela= ase - chy-Be-eBya=
= ABC - ACB-BCA+CBA

lea]- slcal- [eals = ca- ad)- - Adya -
= BCA-BAC -CAB+ ACB

clas]- clas]-[asle = ccas - Bay- (B B¢ -
= CAB-CBA- ABC + BAC

{i¢ motarizeni toplasaq
[A[BC]]+[B[CAI|+[C[AB]] ABC - ACH - BCA+CBA+
+BCA-BAC - CAB + ACB + CAB - CBA- ABC + BAC =0
[4[ze]+ [slea]+ [eas] = o

Buna Yakobi eyniliyi deyilir.
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Calisma II1.3. L2 operatoruna I:+,i,_ Vo iz ifada edin.

Holl: }
L =L +il,[ =L -if,
I:‘I:_=(f,,+i3)(“,—iiy)=if‘—z:‘y+zl:,l:f,+i§=
=I:f‘+l:§+z[:‘I:y]=I:f‘-|'Ifj+i(—zh:)=12+f,§+hI:z
R+ =Li -hL,
=D+ +1
Oldugu iigin L =I:+f,_ ~hL, +1? yazang
Caligma I11.4.
0v2 o 0 0 0
L=h0 0 V2{L =#n+2 0 o
0 0 0 0 v2 0

1 " A ~
matrislerinden istifads edarok, —}; [L WL ] = 2L miinasibotini gostarin.

Holl:
0 V2 oo o o
[Ei]=ii -ii =#lo o valvz o ol-
0 0 0fho +2 0
0. 0 oyo v2 o 2 0 0Y(0 0 0O
—Jiooooﬁ:n[ozo]_—ozo=
0 J2 0)o o o 0 00/ loo 2
10 0
=210 0 0 |=2hL
0 0 -1
11~ »
Onda E[ +L_]=2Lz olar
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Caligma II1.5. Sonsuz ki¢ik unitar gevirma ilo dalga funksiyasina v opera-
tora tasir edin.

ip
Holl: U =¢&*

a oA Pfaal 1al[an
0 -0+ rol+5 [Fleo]
h 2i
Cahigma II1.6. Unitar gevirmoni sinus va kosinus vasitasile ifado edin.

Holl: Unitar ¢evirmoni

A+iB
U=—=—=
A-iB
yazmagq olar. Belo-ki,
FF iy cos—+isinF oA
eF=ele? =¢f 1. = e’ . 2 —ﬁ“-i}?
--iﬁ -i— F A~iB
e ? e ? cos—-——lsmz
yazmagqla
. ] .~ . F
A=cos—, B=sin—
2
alangq.

Calisma IT1.7. Ixtiyari A vaB vektorlan iigiin
(64)B)= 4B +i5]4B]
oldugunu gostarin.
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Holl:
A=(4,,4,,4,),8=(8,,8,,8,)

6Ad=o0,A,+0,4,+0,4,,6B=0B, +0,B, +0,B,

2%z

(GA\oB)= 04,8, +0,0,4,B, +0,0,4B, +0,0,4B, +

x yiix Py F Al Sk yo xyMx

2 2
+0,’4B,+0,0,4B,+0,0,4B,+0,0,4,B +0,4,B,
ol =0, =0. =1
Ogar . . . oldugunu nazere
o,0,=l0,,0,0,=i0,,0,0,=i0,

alsa
(64)6B)= 4,8, + 4,B, + 4B, +ic,A,B, ic,A B, —ic, A B, +

+io,A,B, +io,A,B, ~io,AB, = AB +io,(4,B, - 4 B,)+
+io,(4,B,— A.B,)+ic (4B, - A,B))= AB +i(c,[AB] + o [4B], +

+0,[4B]) = 4B + {34B))
yaza bilsrik. Demali,
(6:4)6B)= 4B+ i{5[4B)

G _alf .. = o . .
Calisma II1.8. Ogor S, =S — spinin 7 koordinat: istiqgamatinda proeksi-
r

yasidirsa
[§§r]= —[Z,S‘"]= ih[i K ] olmasim gdstarin.
r
Hall:
d bd Zl= x Y z
{sx,sx r]+[S*’S’ r]+[s,,s, r] Is,..1> +[s,,s,]r +[5.5.F

[5..5.]=0.[5..5 |= n8..[5,.5.]= -inS,

“oldugu iigiin »
[&,,s,]=m(s, ):m(zsg_isg)
r r

olar. Eyni ilo

_Sy

N [«
~ IN
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yaza bilorik. Ona goro

ifadasini tapmug olanq.
ip, X a a
Caligma I11.9. y/(x) = -Le" —— < x £ — | dalga funksiyasim im-
Ja 2 2
puls tomsilind yazin.
Hall:

——P‘

=J_Iw(x)y dx—\/——‘['l’(xkh dx—J_I

-(Po P)x
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| ei(p,,-p)x % . oh Lh(Po"P)a _e—z'—'h(Po-P)a
" V2rha i : L P) ~ 27ha (B, - P) 2i
1 2h (P, - Pla m((P,, Z_hP)a)
" orha B,-P) ( 2h J\/_ (P, -P)
sin[~———(8’ —P)a )
2h 2h

a,=,—

* Vm (P,-P)
Bu dalga funksiyasinin impuls temsilinds ifadasi olar.

Cahgma II1.10. l//(¢) = %sin2 @ (O <@< 27[) funksiyasini im-
v/

puls momenti tomsilinda yazin va I_,Z,P giymatini tapm.

Holl:
. = 1 img
¥V ((”) ﬁ; e
v(L,)= [vlol. (oMo = sin® pe™*dp
i 2,
sin’ @ = _1_0_(2)52_¢,c052¢ = %( " ie 2")

oldugundan

W(Lz)=——7;_

1 2x

(1]
J' {e"'"" - % (ez”e"""” e lirgTine )}d¢ =

1 2z . 121 . le (2 )'
- J'el( —ll)pd¢___2_ j‘el(z-ﬂ»d¢_‘_2_ Iel——m d¢ =
0 [}

2x
) J617 ; (7" — cos 2pe™ Jdp =

157



_——1 215,,-225,,-2%5, ,
2 2 o

v(L.)= [{ L.ao. _,)}
Buradan

L ZL L) =L,(m —o)-2-+311,( -—2)+-——L (m=-2)=

olar.

0241255 1250
37437 43
L =0
— 12 12 4
I? L) =L*(m=0)=+—-24r* + —~Z4n> =—pn?
Z 142) )3 23" 43 3
ZZ_=5h2
3

Caligma II1.11. Matrislorin toplamim , hasilini, komutatorunu va izinin
unitar gevirmaya goro invariant olmasini gostarin.

Hall:

A=B+C,A=BC,UU* =U"'U =1

A'=UAU* =UB+C)U* =UBU*+UCU* =B+’
A=B+C

A =UAU* =UBU'UCU" =B'C' A'=BC

Caligsma II1.12. Ciitliikk operatorunun proeksiya operatoru oldugunu gésto-
rin.

Hall: Ciitlik operatoru ¢;-matrisi ilo

A 1 PO |
P, =E(1+0'3))P— =E(1_°'3)
yazilar.
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Buradan

. (

P+=—1~ 1 0 N 1 0 _ 1 0
2110 1 \0 -1 00

. 0) (

P__=l 1 _ 1 0 _ 00
2{10 1 \O -1 01

alang. Eyni qayda ilo

Py - 1 oyny (1y_

+l//l— 0 0 O)"' 0 —"//l

n 0 0YO 0

P = = -_—

v=fo W0

}3+y/2 =90, ﬁ-% =0

By, +y,)) =Py, =v,,B(y,+v,) =By, =y,
tapalar.

Calisma III.13. Ortonormaliq sertini vahid matris ilo ifads edin.

Hall: Diskret spektrin moaxsusi funksiyalan ortonormaldir;
fvividv =6,

Wi vi)= O
yazang. k'=kolandad,, =Lk #k olandaise 8,, =0 olur. Yoni
matris

va ya

S O e
S = O
-0 O

Oy =

olar va biitiin temsillorde bu vahid olaraq galir. Dioqonal matrisi har za-
man

Qk'k = F;:ak'k
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yaza bilarik. Onda operatoru dioqonal matrisloe
0, 0 0 0

0-” % 7 g

sokilda géstarile bilor.

Caligma I11.14. ki matrisin hasilini tapmn.

Hall:

Co = i ABy,av= [y ABy, v

3%=§%%

b, = [v;By,dv=B,

Cur = [viCyidv= [y;AY By, dv= ;B,,k fvidy,dv=
Cir = XA B

Caligma I11.15. Sodinger tonliyini enerji tomsilinde yazin.
Holl: Sodinger tanliyi koordinat tomsilinda

ihgﬂg—’—t) = Hy(F,1)

v(F.1)=2 0y,
3

enerjinin moxsusi funksiyasinin |, -nin superpozisiyasi olaraq gostorsok,
Sodinger tonliyini

olur. Dalga funksiyasin
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. 0 A L~ 0a A
ih—> ay, = Hzaﬂ’k;‘hz_k"/’k = HzakV’k
yazariq. Bu tanliyi y/;, -0 vursaq va biitiin foza iizro inteqrallasaq

oa, ¢ . . 4
ihZ““k— jV’k"/’de = Zak J'V/k'HV/de

’hZ"—Jkﬁ Zak u"h "Zak Kk
burada Hamxlton operatoru
Hy = I’/’;'H'/’de =E 0
enerji tomsilinda olur. Onda enerji tamsilinda S6dinger tonliyi

ih% =E.a,

olar va buradan

ap ()= a, 0™

alanq.
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IV fosil

Kvant mexanikasinda istifads olunan toqribi metod-
lar

Bir sira fiziki hadisalerin anlasilmasinda ve tacriibe ile uzla-
san naticeleri sorh etmak iigiin Schrédinger tonliyini doqiq hallini
tapmaq miimkiin olmadigindan taqribi @isullara miiracist etmayin
liizumu meydana ¢ixir. Ornak olaraq, xarici elektrik ve magqnit sa-
hasinda olan atomlarn enerji saviyyolorinin dayisilmesi relyativis-
tik effektlorin nazere alinmasi, ¢oxlu sayda elektron sisteminin
spektrlori ve s. arasdirilmas: iigiin Schrodinger tenliyini hall etmak
macburiyyatinds qahing. Bu ciire hadisalerin fiziki ganunauygunlu-
gun miieyysn olunmasinda taqribi metodlardan istifada etmak la-
zim galir. Taqribi metodlarin say1 ¢oxdur. Lakin bizim bu kitabda
istifade edacayimiz teqribi metodlardan klassikabanzar (kvaziklas-
sik) yaxinlagma, Ritsin variyasiya iisulu, hayacanlagma (tadirgoms,
perturbasyon) nazariyyasi olacaqdir. Ona gora teqribi metodlarla
tanis olaq.

§32. Ritsin variyasiya iisulu

Bu iisulun asas xiisusiyyati ondan ibaratdir ki, ixtiyari hal fun-
ksiyasinin mileyyan parametrlorden asililif balli olub, normalama
sortini 6deyir. Parametrler @, f,...va s. olursa normalama

fv'@.B....ala.B...q)dq =1 (32.1)
sortini yaza bilerik. Sistemin Hamilton operatoru ballidirss, onda
J(@,B....)= Ic//'(a, B....QHy(a,B,...q}dqg  (32.2)
inteqralindan enerjinin orta giymetini tapa bilarik. Bu inteqralin
minimum qiymatinden dalga funksiyasinin vo enerji saviyyasinin
toqribi ifadesini tapmaq miimkiindiir.
y/(q) H operatorunun moxsusi funksiyalardirsa, ({;u,l (q)}-dlr-
sa) ixtiyari y/(a, ﬂ,...,q) funksiyasmi y/n(q)funksiyalarm super-
pozi-siyas1 kimi yaza bilerik.
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(@ f,..q)=3 Cw.(g)
. "= (32.3) .
>

=]
n=0
(32.2)-den stasionar hallar iigiin

fv@p....a0 v . B....qMq = [y (@, B,...q) B3 .C.v, (a)dg =

n=0

= ioC fv'(@.B....9)Ay,(g)dg = 2CE fv'(@.B....alv.(gMg =
=3¢k, (Z c. [ v. (q)]wu (a)dq = Zlc, @f..q) E,

n=0

2

C

alariq. 9sas halin enerjisi Eo olursa, biitiin Ex-lor iigiin Eo >En (n>0)
olduguna gore

® 2 o 2
Zlcnl En 2EOZlcnl =E0
- e (32.5)
YIC| E, 2E,
n=0
almar. Yo'ni
E)2E, (32.6)
olar. Enerjiye olan birinci tortibden olaveni tapmaq iigiin ise
78 (a, Bs.. .q) funksiyasindan istifads etmak lazimdir.
Birinci tartibden slave

B )= vl v fraly G2
olur.
Misal iigiin harmonik osilyatorun enerjisi vo dalga funksiyasin1 he-
sablamaqdan 6tari sinaq funksiyasin a- parametrinden asih funksi-
ya olaraq
a2
w(x,a)=Ade 2
kimi secorikso, normala sorting géro
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Jo (ol (cald=ldf e ax 4l |% =1

V4
A= (_“_)
2

olur. Onda (32.7)-yo gora

J(a)= | v*(x.a)Ay(x,a)dx (32.8)
olar. Osilyatorun Hamilton operatoru

2 2 2.2
- R d_2 Lmox
2m dx 2

a)* -4
n//(x,a)=(—) e?
n
oldugda (32.8)—den
t(a —ﬁx’ R 4 matx*Ya) -t
Jla)= || — 2 et = 2 dy=
() _;[(ﬂ) ( 2m dx? 2 17[) €
Y2 4o0 2 2 22
=(g_) Ie_a,,z ha+ mo” ha 2 | g o
z) 2 2m 2 2m
_(__ h’a ‘f+ mo’ hKa’ Jz _h’a+ me® Ka'll _
) |2mV2 ' 2 2m )22 2m \ 2 2m J2a

hza ma?
+
" 4m  4a
aliniq. Burada balli inteqral olan

J‘z2 \/;“

X e ™ dx=—2—a 2
-

cavabindan istifads olunur. Belalikls, J (a) -nimn

J(a)= h 2 ”’“; (32.9)

dayserini alirq. Minimumluq sartm goro
164
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o2 0
oldugu iigiin
R mo® 0
4m 4a
olur. Buradan
,» mao? mo
° B R
alinar. Onda
2 M@
- 2
Ja)=—n_ MO _ho ko ko
4m_a) 4 4 2
h
alde edarik. Demsli
E, =E'= hao
2

tapmis oluruq.Bu zaman bu halin hal funksiyasi

ma\/* -me.
=[ZC]| g
.'/’o ( ﬂh )

(32.10)

(32.11)

(32.12)

alds edilir. Yani (32.11) va (32.12)-yo gore variyasiya tsulu ilo osil-
yatorun sifirme: enerjisi ve dalga funksiyas: deqiq ma’lum giymat-

lori alir. Birinci hayacanlagmig halin sinaq funksiyasini
V]

B

V’l(x ﬂ) Bxe *

kimi se¢dikda, /,-ya ortoqonal olar ve normalama gortine géra

Jvile. Bl (xax =0

jw, (x. B (x, B)ix = |Bf I e dx=|pf - ﬂs,z

alds edxlar. Ona goéra

2
B=-= 3/4
z¥ p
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3tmew 3me’h 3
J(B)=EY = + =Zheo
(B)=E; dmh  4dmo 2

34 mo ,
V2 (@2) I

(32.13)
Wl(x) = 2\ &

birinci saviyyenin enerjisi va dalga funksiyasim ifadesini almis olu-
ruq.

§33. Klassikabenzer (kvaziklassik) yaxinlagma

Mo’ lumdur ki, kvaziklassik dalga funksiyas: (2.6) disturu ile
ifads olunur:

o =ae " 2.6)
burada a-dalga funksiyasinin amplitudur ve onu a=1 gabul edak,
I(7,¢t) iso tosir inteqralidir:

t
I(F,0)= jL(F,r*,t)dF
[+
vo onu
) I(7,t)= 67 — Et
kimi yaza bilerik. Hamilton-Yakovi tonliyi

N\

o 2m
soklinde oldugu iiiin, klassikebanzer tonlik (Hamilton-Yakovi ton-
liyi)

M+U—E—il—vzo'=0 (33.1)
2m 2m

soklinde yazilir. (33.1) tonliyini klassikebanzer va ya buna VKB
(Ventsel-Kramer-Burulyen metoduda deyilir) @isulu ilo hall edok.
(2.6) ifadesindeki & — ni # - in deracesine gora

P :
0‘=0'°+—.0‘1+(Z?—) o, +:-- (33.2)
i i

sira goklinda axtaraq. Bu sirani (33.1) tonliyinds yerina yazsaq
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2
2
——L{V(ao +E,o-l+(ﬁ_) o, +} +U-E-
2m i i

. 2
—Lh—Vz(o", +E.0', +(ﬁ) o, +J =0
2m i i

2 2
o, + 290, +(2] Vo, 4| +UF)-E-
2m| i\ :

s 2
_li(vaa+ﬁ_val {i) vaz+...J=o
2m i i

alanq. Buradan

1 — 2 h — — hz — 2 h4 ad 2
—(Vo,) +—Vo,-Vo,-—(Vo,) +—(Vo,) ~
2m m 2m 2m

2 . 2 .22
NECHNR +UF)-E-Pyig 2 gy I g =0
m 2m m 2m

yazib, 7 -ineyni deracesine gore uygun hoddlerin sifira barabar
olmas gortini tapanq:

(¥o,f +2mu -E)=0

Lo 1

Va,- Vf”x “‘Evzo'o =0 (339
(Vo])z -2Vo, Vo, + Vo, =0

....................................

(33.4)-in biitiin tonliklorini bir dl¢iili yazarigsa
(2] +2m(U - E)=0

0"0"—-—1—0"'—0
o7l gTe ™ (33.5)

------
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alariq. Burada strik birinci tortib térome demakdir. Ya'ni
, do, , do, , do . do.
gy =— 501 = dx‘ N dxz 0o == (33.6)
gobul olunmugdur. (33.5)-in birincisinden
o' =+2m{U - E) = +P(x) (33.7)

yazariq. Buradanda

o, =+ [P(x)dx (33.8)
alds edarik. Ogor (33.8)-i (33.05)-in ikincisinds yerina yazsaq
' 1
o, (& P(x))-- P(x)=0

ool 1 dP(x)___+1d
' 2+P(x) d&x " 2dx

InP(x) (33.9)

o, = i—;—lnP(x)+ C
alaniq. Onda dalga funksiyas:
i 1 it 1
[ Px')x'+- mP(x) - [Plx')ax'~- 1 P(x)
Va (x) = Cleh'_ ? +C,e e 2 =
g nw g Al
= e « —_— -
Plx \/F(xi

soklindo yazila biler..r Burada C; ve C; ixtiyari sabitlardi. Ma’lum-
dur ki, zerraciyin x ilo x+ax ndqteleri arasinda olma ehtimalt

(33.10)

[’ ile miioyyen edilir ve ona goredo bu ehtimal %—a borabardi.
(33.5)-in iigiincii tanliyine géro
(0} -200, +07=0
., 1., 1, (33.11)
0,0, '5(0'1)2 ""2‘0'1 =0

olur. (33.11)-da (33.7)-dsn o, vo (33.9)-dan o, nozoera alsaq, ikinci
tortibda dalga funksiyasina olan alaveni
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, P 3p?

Oy =—=———
4P 8P’ (33.12)
) o, = il +—1—I£—idx
2 4p? gl p

tapariq. Onda klassikebonzoer funksiya (33.12)-i nazers almagla
ikinci yaxmlagsmada (0'2) dalga funksiyasi
Hora4a)  L(o,40)

v, =e =er " " (1-iho,) (33.13)
soklinds yazilar. Bu yaxinlagmam bir gox potensiall sahslards ha-
roket eden zarrociyin dalga funksiyasim tapmagq iigiin istifads olu-
nur. ~

Harmonik osilyatorun enerjisinin klassikabsnzer yaxinlagma
metodu ila taparigsa, onun enerjisinin

E, = hw(n + 1)
2

ifadasi almasinin gahidi olurugq.

Hoayacanlasma (tadirgoms) nazariyyasi

Miiasir fizikada an ¢ox totbiq olunan totbigi metodlardan birisi
heyacanlagma (perturbasiyon) nazariyyasidir. Bu nazeriyys ilk dofo
goy mexanikasinda istifadoe olunmugdur. Yer-Giinas, Ay-Yer va c.
sistemlarin harokati asas hal kimi qabul olunaraq baska planetlorin
bu sistemlora tesiri alave kigik bir tesir kimi qabul olunur. Giinos
ilo Yer planeti arasinda tosir asas gabul olunaraq, baska planetlorin
tasiri vo onlarn bir-biri ilo qarsihqh tesirleri zeif , az olaraq alave
verir. Yeni, «hayacanlasma (tedirgema, perturbasiyon) nazeriyyosi-
no» gdro miimkiin olan tesirlerden asas tesiri ayinib, tonliyi doqiq
hall edib, sonra ise hayacanlagma giivvesinin tasirini nezers almaq
lazimdur.

Cirlasma (gatmarlesme)olanda, diskret spektrli sistemlerin ha-
yacanlasmasi ve zamandan asih olan hayacanlasmanin nazariyyasi
bagka-bagka gekilde qurulur.
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§ 34. Hayacanlagma nazoariyyasinin asas tonliklori

Oncs Hamiltfm operatorunun zamandan asih olmamasim ferz
edak. Buhalda H-lin . .

H=K+U+V=H,+H' (34.1)

soklinds tosvir edak. H ,operatoru hayacanlasma olmayan zaman,

asas halin Hamilton operatorudur, H'iso hayacanlagmani nozara

alan gismidir. Burada A'<<H ,olmalidir. Onda tadirgama enerjist

asas halin enerjisinden ¢ox- gox kigik olar. Oger )iy operatoru ii¢iin

a parametri daxil edarikse (masale, incaqurlus sabiti a = —1—;—7— )

H=aV,a<<1 (34.2)

B <<H , serti tonzimlenir. Oger V=0 olursa, asas halin Schro-
dinger tonliyin

ﬁov/(") = E(O)W(o) (34.3)
hallinden y/(")va E© balli olur. Bu zaman ;1/(") va E® bilarak
(ﬁo + al?)u =Ey (34.4)

tonliyinin hellinden, ¥ -ni ve E-ni tapmaq teleb olunur. (34.4)-
dony ve E-ni a -nin deracesine gora sira kimi

E=E® +aEY 1+ o?E® +...
yazariq. Burada y/('),E(‘)birinci mortabaden olan olave,

(34.5)

w(z),E @isa ikinci tortibden olan olave ve s. olur. Demsali
y/(°),E(°) parametrden asili olmur. VI('),E(') a -nin birinci deracasi-
1o uygun olan alave, ', E?iso a*uygun olan slava va . olurlar.
(34.5)-i (34.4)-do yerina yazsaq

A +ab ' +ayV +a?y? +--) =

- (E(o) +aEY + oE® +___)(V,(0) +a,/,(l) +a2,/,(2) +e0)
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