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kitabda iimumilэgmig funksiyalar пэzэriууаsi чэ onun tэtьiqlэri чеri-
lir._ Bu пэzэriууЭ mtiasir riyaziyyatrn bir gox siйэlэriпdэ ciddi olaiaq geniý
tэtьiq olunmaqdadrr. Diferensial ореrаtоrlапп fundamental ьэllэriпii ta-
ptlmast, kogi mэsэlэsiпiп fundamental hallinin taptlmast, xiisusi tбrэmэli
diferensial tэnliklar i.igtin kogi mэsэlэsiпiп hэllэiiпiп varlrq siпiflэriпiп
miiэууэп olunmastnda, sonsuz diizbucaqlr oblastlarda mйmkiin korrekt sэr-
hэd.mэsэlэlэriпiп qoyulugu probleminin hэlliпdэ i,imumilэýmig funksiyalar
|9n_dameltal rоl оупауtrlаr. Bununla yanaýl bu istiqamэtdb аzэrЬау"uЪ di-
liпdэ he.g Ьir эdэЬiууаt m<ivcud deyil.
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Мэпim mtiэllimim - Moskva Dбчlэt
Universitetinin professoru, gоrkэmli
riyaziyyatgr alim Qeorgiy Yevgenyevig

ýilovun parlaq хаtirэsiпэ hэsr еdirэm,

Nadir siileymanov

огq soz
мопоqrаfiуа miiэllifiп uzun illэr Bakr Dovlэt universitetinin

Mexanika --riyiziyyat faki.iltasindэ bakalavr чэ magistr рillэlэriпdэ
oxuduýu illik ixtisii kurslarrnrn geniglэndirilmi9 gэrhiпdап iьаrэtdir,

йu iimumilэgmiq funksiyalar пэzэriууэsiпdап еlеmепtаr dэrslik
lresab еtmэk olar.-Kiiabda АzэrЬаусап riyazi dэrsliуi эdэЬiууаtrпdа
ilk dэfа olaraq iimumilэgmig funksiyalar пэzэriууэsi, diferensial ореrа-

tоrlаrtп fundimental hэllэri, Furуе gечrilmэlэri паzэriууэsi, korrekt
sэrhэd mэsэlэlэri чэ s. kimi mtiasir riyazi рrоЬlеmlэr gэrh edilir,

Эsast kе9эп эsriп II yartstnda franstz riyaziyyaLgtst Loran ývar-
srn <paylanmalar пэzэriууэsi> adlr monoqrafiyasrnda qoyulan timu-

milэgmig funksiyalar пэzэriууэsi 9ох tezliklэ oz tэdqiqat diapozonunu
giicli q.kitc, geniglэndirdi, sопrа bu sаhэпiп davamgrlarr olan
[.м.Q.iгuпО, Q]Y.ýilov, L.Hornmander, L.Qordinq, V.S.Vladimirov
.rэ Ь. Ъlmi tэdqiqatiarl ona gэtiriь gtxardr ki, indi xiisusi tоrэmэli di-

lЪrепsiаl tэпliklэriп timumi пэzэriууэsi, Ko9i mэsаlэsiпiп hэllinin yeg-

ilnэlik siniflэrinin rпiiэууэп edilmэsi, fundamental hэlэгiп varlrýr чэ

qurulmast рrоьlеmlэri,-kоrrеkt sэrhаd mэsэlэlэriпiп mtiэууэп еdilmэ-

,i Ki-i рrоЪlеmlэriп hэll edilmasi iimumilэgmig funksiyalar olmadan
miimkiin deyil. Дz-9ох эhэmiууэt kэsЬ еdэп еlэ riyazi рrоЬlеm уох-
dur ki, orudu bu чэ уа digэr dэrэсэdэ i.imumilэgmiq funksiya tэtbiq
еdilmэsiп.

ДzэrЬаусап diliпdэ rtyazi эdэЬiууаt (dэrslik чэ monoqrafiya)
sаhэsiпdэ giibtii boqluq mёчсuddur. Bu sэЬэЬdэп gэпсlэr - tаlэЬэlэr,
magistrlar, aspirantlar 9эtiпliklэr ilэ tizlэqir.

Kitab oita riyazi sэчiууэli (bakalavr) охuсulаr tigi.in пэzэrdэ tu-

tulur. Kitabda go"i., sayda mэsэlэ чэ misallar toplanmrgdrr. Веlэliklэ,
kitab iimumilэgmiq funksiyalar sаhэsiпdэ hэm dэ ilk praktiki mэgýэlэ

kitabrdrr.
Qox хоgdur qeyd edim ki, mtiэllif bu sahanin yaradtctlarlndan

.эlan чэ ХХ эsriп 9ох boytik rlyaztyyatgtst olan Moskva Dёчlэt Uni-
,,zersitetinin рrоГеssоru Qeorqiy Evqenyevig ýilovun aspirantr o1mu9-

rlur. О, hэrгdа gёrkаmli musiqigi idi. опuп MDU-da daimi kegirdiyi
musiqi dэrslэri, tэlэьэ ореrа studiyasrnda qoyulan опuп ореrа эsэr-

]эri, onun romanslartndan iЬаrэt musiqi gесэlэri, пэhауэt, опuп mu-
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siqi ilэ Tiyaziyatrn эlаqэsi haqqrnda yazdrýr (простая Гамма>> elmi-
kiitlэчi kitabr о zamankr gэпсlэriп m.rrэчi dtinyagбrtigiinii, estetik
]9.чч_tiпti, ziyalitq sэчiууэsiпi fоrmаlаýdtrап odlu - ilo*riu fэаliууэti
idi. Qox tээss{iГ ki, bizim gэпсlэr iigi.in Ьеlэ bir ustad miiэllim olЙayrb
чэ hэlэ dэ уохdur.

kitabrn 10 - cu fэsli miiэllifin oziiniin elmi - tэdqiqat паtiсэlэri-
na hэsr olunur. Umid еdirэm ki, tэqdim olunan mопоqrаfiуа tэlэЬэ,
mаgistrlэr, aspirantlaг va elmi i99ilэг tigtin yararlr olacaqdrr.'

Fiirsэtdэп istifаdэ edib kitabln эrsауэ gэlmэsiпdэ hэr hansr bir
gэkildэ эmэуi olmug gэхslэrэ ёz minnatdarirýrmr bildiгiram.

Хtisusэп, magistratura illэriпdэ elmi rаhЬэri olduýum Aygtin
Niftэliyevaya dэriп miппэtdаrlrýrmr bildirmak istэrdim. о, kiйrn
matnini бziiniin kalliqraгik dэst хэtti ilэ уепidэп yazmtgdrr. kitabrn
1O-cu fэsli onunla Ьirgэ hэmmiiэlliflikdэ altnan eimi пэtiсэlаrэ hэsr
olunmugdur.

Мэп BDU <Riyazi - analiz> kafedrasrntn dosenti Аrif Неуdэ-
rova tэýэkkiir еdirэm. о, kitabrn btittin mэtnini bir реýэkаr mi.itэхэs-
sls 

_t<im1 diqqэtlэ oxumuý чэ goxlu sayda diizэliglэr eЙigdir ki, пэtiсэ-
dэ kitabrn mazmunu xeyli dэqiqlэgmiý чэ daha korrekt blmugdur.

Nadir Siileymanov
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FэSir, l
OMuMirэýMiý гuг,лкsiyАNIN тэкiгi чэ

xASSэLaKi
ý 1. Adi funksiyalar sinfinin geniglandirilmasi

l.(Adi funksiyu anlaylgr. Riyazi апаlizlп эsаs рrоЬlеmlэri эsаsэп
klassik funksiya пэzэriууэsi gэrgiчэsiпdэ ifаdэ olunur. Baxrlan hэr bir
mэsэlэпiп хаrаktеriпэ uyýun оlаrаq mtiхtэlif sinif funksiyalar сэlЬ edilir:
analitik funksiyalar, diferensiallanan funksiyalar sinfi, kэsilmэz funksi-
уаlаr sinfi, Lebeq mэпаdа inteqrallanan funksiyalar, оlgiilэп funksiya-
lаr siпГr чэ s. Funksiyalar пэzэriууэsiпiп miixtэlif Ьоlmэlэri sаhэsiпdэ
Гuпdаmепtаl elmi пэtiсаlэr ahnmtgdtr. Buna baxmayaraq klassik rlyazi
analiz aparatt Ьir gox mэsэlэlэriп hэlliпdэ уеtэrli deyil чэ miiэууэп genig-

[эпmаlэr tэlэЬ оluпur.
Funksiya anlaytqtntn tэrifiпi yada salaq:
Эgэr х sэrЬэst dэуigэпiпiп hэr bir mtimkiin qiуmэtiпэ у kэmiууэ-

tinin miiэууэп bir konkret (sonlu) qiymэti uyýtin qoyulursa, onda

у kamiyyati х -in funksiyasr adlanlr чэ bu halda у = f (") yazrlrr. De-

mali, hэr .r - э qarýt mi.iэууэп у аdэdiпi uyýun qoyan qayda-qanun

vаrsа, ona funksiya deyirik.
Ta'rif: Tutaq ki, у: f (*) biitiin эdэd oxunda verilib, hэqiqi qiy-

;mаtlэr altr чэ hэr bir sonlu аl х ( Ь pargasrnda Lebeq mэпаdа mtitlэq
inteqrallanan funksiyadrr. Веlэ funksiya lokal iпtеqrаllапап fuпksiya
аdlапш. Нэr Ьir lokal inteqrallanan funksiya <adi funksiya> adlanrr.

Мэsэlэп, kэsilmэz funksiya - adi funksiyadrr; mэhdud чэ ёlgiilэп

funksiya - adi funksiyadrr. Lakin, mэsэlэп, у --L- adi Гunksiya deyil,
х

qiinki о lokal inteqrallanan deyil, onun [- t;t] pargasrnda inteqralr sonlu

rleyil; у = +-adi funksiya olsa da, опuп tёrэmэsi adi funksiya deyil.J 'J 
Jl"|

Biitiin adi funksiyalar (lokal inteqrallanan) sinfini Д ilэ iqаrэ еdэk.
Gёrэk Д dахiliпdэ hanst эmэliууаtlаr miimki.indiir, hansrlar isэ miim-
kйп deyil.

Aydrndrr ki, Е -хэtti fэzаdlr. Tutaq Ki, f,(x),fr(x) - adi funksiya-

lardrr. Sanki hэr уеrdэ i,ist-iistэ di.igэп iki funksiya eyni funksiya hesab
edilir. Веlэliklэ, Д -пiп hэr bir elementi aslinda Ьir sinгr хаrаktеrizэ edir.
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Yalntz Lebeq <ilgtisii stfir olan goxluqda fэrqlэпэп iki funksiya eyni
funksiya hesab оluпur.

Мэsэlап, mэlum l, fэzasr ekvivalent siпiflэr fazastdtr, sanki hэr

уеrdэ i,ist-iisto dtigan biitiin funksiyalar sinfi Lr-tn bir elementidir. Ona
gore f cZ,olduqaa f (х) yazrlrgr ciddi deyiliqdэ mэпаszdtг. f eL,
elementi tam bir sinfin пi.imауэпdэsi kimi Ьа9а di.i9i.ili.ir.

Z.Otgtisti sfir goxluq. Tutaq ki, Д аdэdi goxluýu verilir.Tutaq ki,
V8. > 0 tigtin l goxluýunu summаr uzunluqlan t - dan kigik olan sonlu
чэ уа hesabi sayda intervallar sistemi ilэ бrtmэk оlur. Bu halda ,4 _бlctisii

srfir goxluq аdlашr: mes Д = 0. Olqiisti srfir goxluýa misal olaraq sonlu чэ

уа hesabi goxluýu gсistэгmэk olar. Мэsэ|ап, А hesabi goxluqdursa, onun
еlеmепtlэriпi поmrэlэmэk оlаr, Д : {"r,X2,...,xn,...\. А goxluýunu
( с € \,
| 
,о -;Ь,хо +;fo 

| ,(t = |.2,...) intervallart sistemi ёrti.ir.Вu
\Zz)
intervallartn uzunluqlan cami

€
l J-_L _ с

l ... l l ... 
- 

о

111L
olduýu ig;jп mesl = 0 olur.

Rasional эdаdlэr goxluýu, сэьri эdэdlэr goxluýu - ёlgtisti srfir
goxluqlardrr. Эlьэttэ, hesabi olmayan srfir ёlgtilti goxluqlar da чаrdш
(капtоr goxluýu). olgtisti srfir goxluqlarrn hesabi sayda сэmi dэ srfir ёl-
giilti оlur. (Olgtisti srГrr goxluýun hэr bir alt goxluýu da stftr ёlgtilti 9ох-
luqdur).

Qeyd.Toplanan goxluqlarrn sayr hesabi saydan gox olduqda bu
toklif doýru deyil. Мэsэlэп, Л = (- *,*) 9oxluýu hэг biri bir пёqtэdэп
iЬаrэt оlап Eogoxluqlarrntn саmiпэ ЬэrаЬэrdir,

*:Чr" ) mes Ео =0

olduýu halda mes R = оо. Dеmэli Л эdаd oxu hesabi goxluq deyil.
Ogar / funksiyasrnr kэsilmэz funksiyalar ardrcrllrýmm sanki hэr

уеrdэ limiti kimi gбstаrmэk olursa, onda / сilqйlап fuпksiya adlanrr.
мэlumdur ki, f Гunksiyasrntn сэmlэпэп (Lebeq mэпаdа inteqrallanan)
olmast tigiin onun Olgiilэп Гunksiya olmast zэruridir. f ya|ntz чэ yalntz

о zaman сэmlэпэп olur ki, |/| ..-tr"эп olsun. Оgэr g(r)) 0- сэmlэ-
8
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пэпdirsэ ". |/l(gisэ опdа f сэmlэпэпdir. Эgэr f >0-бl9tilэпdirsэ,

lakin сэmlэпэп dеуilsэ, onda lf :*со gcittiriiliir.

Funksiyanrn Lebeq inteqralrnr hesabladrqda ёlgiisti srfir goxluqda

опuп aldrýr qiуmэtlэr heg bir rol оупаmtr. Мэsэlэп, Д c,|a,bf чэ

mеsд=0 olsun.Tutaqki,
(l, хеД,

/(r)= ]J \ / 
L0, хЁД

onda
ь

IrQV,= lr* ,,jd
Qiinki, еgеr m< /(") 1 М tse,onda

buradan gжtr ki, mes А= 0 oldXqd а А - du f* 0 olsa Ьеlэ

lfa*=o,
д

Qoxluýun funksiyasr kimi Lebeq inteqralr ёlgtisti stfir olan goxluq

dэqiqliyilэ tэуiп olunur.' 
нЬ, hansr bir tэklif ya|ntz srfir бlgiilii goxluqda оdэпilmirsэ, onda

dеуirlэr ki, hэmiп tэklif sanki hэr уеrdэ (s.h.y.) ёdэпilir. Маsэlэп, sanki

hаr уеrdэ f,(")-+ /(r) V ) ф olursa, bu о dеmэkdir ki,

mеýхсЛ:/(х)+/;)}_О.

Д siпfiпdэ miixtolif limitэ kеgmэ эmэliууаtlаrr mtimkiindtir. Мэsаlэп,

еgэt fn С Е sanki hэr уеrdэ /(")-, ytýtlшsa, onda Lebeq teoremina

оsаsэп, эgэr еlэ lokal inteqrallanan g(;r) varsa ki,

lr"Q)< s(")
olur, onda /(x)-roKul inteqrallanan оlur, уэпi f . Е.Веlэliklэ, Е
siпfiпdэ limitэ kеgmэ эmэliууаtr da hэmigэ miimki.in оlmur. Analizdэ
gox vacib olan diferensiallama эmэliууаtrпl heg dэ biitiin adi funksi-

уаlаrа tэtbiq еtmэk mtimktin olmur.

0

m.mеs,Ч< lf ах<М,mеsД,
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Еlэ adi fuпksiуаlаr чаг ki, (hэttа еlэ kэsilrnэz funksiyalar чаr ki)
опlаr heg Ьir yerda diгeгensiallarrmrr.ilk Ье|а misall vеуеrgtrаss qurmuý-
dur.Onun qurduýu misal Ьеlэdir:

r(r):I
/l -()

sin (3" .х

2"
Нэr toplanan kэsilmэzdir va slrа miiпtэzэm yrýrlrr, dеmэli, /(х) Ьаr
уеrdэ kэsilmэzdir. Lakirr bu Гunksiya he9 Ьir поqtэdэ diгerensiallanan
deyil.

_ Таriхап veyerýtrassdan sопrа daha sаdэ Гuпksiуаlаr quruldu ki,
onlar hэr уеrdЭ kэsilmэzdir, lakin heg bir поqtэdЭ diferensiallinan deyil-
lэr. Маsэlэп, Vап-dеr-Vаrdеп Ьеlэ Ьir funksiya qurmuqdur:

/(,)= It-J
burada {"} ir. х noqtэsino;t:;" ;'rj-:; o'un 

'u- 
эdэdэ qэdэr mэsаfэ

igаrэ edilir. Belэlikla, V х i.igtin {"}< t Baxrlan stra mi.isЬэt hэdli stra olub
hэr уеrdэ miiпtэzэm yrýrlrr, dеmэli 

"f 
(") hэr уеrdэ kаsilmэzdir. Lakin

f (") heg Ьir поqtэdэ diferensiallanan deyil.
Веlэliklэ, Д sinfi gэrgiчэsiпdэ diferensiallama эmэliууаtr hэmigэ

mtimki,in оlmur.
Tutaq ki, п -+ ф olduqda "f"(") miiпtэzэm olaraq f (-)

funksiyasrna ytýtltr, а 1 х S b, _fn(x) kэsilmэz diferensiallanandrr. Ola
Ьilэr ki, f(r) diferensiallanan olmastn уэ f;("r) ardlrcihlt f'(r)-,
yrýrlmasrn.

Мэsэlэп,

-biitiin эdэd oxunda mi,iпtэzэm olaraq srfra yrýrlrr, lakin tёrэmаlэr ardr-
crllrýr -+ ш olur.

Oger fu(x)cД чэ s.h.y. f"(")-+/(") isэ, hэttа fi,(-) tёrэmа-
lэri varsa Ьеlэ, ola Ьilэr ki, fJ(-)-> _f'(*) olmastn, уэпi Д daxilindэ
diferensiallama kэsilmaz ореrаtоr оlmur.

Еlэ hallar da оlur ki, adi funksiyanrn sanki hэr уеrdа ttirэmэsi чаr,
lakin tёrэmа чаsitэsilЭ funksiyanrn ciztinti Ьэrра еtmэk mtimktin deyil,
Тёrэmэ mэlum olduqda Гunksiyanr mtiayyan еlmэk уаlпlzmtitlэq Кэsit-
mэz fuпksiуаlаr sinfindэ mtimkiin оlur. Оgаr /- miitlэq kэsilmэidirsэ,
onda Ьеlэ Ьir dtistur dоýrudur:

)

e'n"
t-iп-f,(")=

10



.f (*)=.f (о)* lf G) аС.
х

о

Bagqa sozlэ, р(х) сэmlэпэп funksiya olduqda Lebeq mэпаdа inteqral iigiin

f (") = Iч(с) dt + f Q)
х

а

(*)

чэ

f'(")_ р(") (s.h.y.)

ЬэrаЬэrliklэri eynigйclii olurlar, yani f '(*) sanki hэr уеrdэ mэlumsа чэ

р(r) s.b.y. tэуiп olunmug сэmlэпэп funksiyadlrsa, onda f (-) funksi-
yasr ( *. ) diisturu чаsitэsilэ birqiymэtli taprlrr.

Тэqdim olunan bu kursun эsаs mэqsэdi ondan ibarэtdir ki, Д-adi
funksiyalar sinfini еlэ geniqlэndirak ki, alrnan siпifdэ diferensiallama
prosesi hэmiqэ kэsilmэz рrоsеs olsun. Мэsэlэп, analitik funksiyalar
siпfiпdэ diferensiallama эmэliууаtr hэmigэ doýrudur чэ istэпilэп tэrtiЬ-
dan diferensiallama hэmiп siпifdэп glхаrmlr. Lakin bu sinif olduqca dar
siniГdir.

ilk baxr9dan qoyulan mэsэlэ ziddiyyэtli g<irtiniir: Д sinfini slxmaq
эчэziпа onu daha da gепiglэпdirmэklэ diferensiallama эmэliпi sonsuz
tаrtiЬdэп hэуаtа kеgiгmэk песэ ola Ьilэr? Мэsаlэпiп mэýzi ondan iЬаrэt-
dir ki, diferensiallama эmэli песэ daxil edilir.

3.Siпqulуаr funksiya. ingilis fiziki Nobel mtikaГatt laureatt P.Dirak
kе9эп эsriп 30-cu illэriпdэ kvant mexanikasr sаhэsiпdэ apardrýr tэdqi-
qatlarda indi riyazi elmi эdэЬiууаtdа onun adrnr daqryan <Dirakrn delta-
funksiyasr)) чэ уа d -funksiyanr genig tэtЬiq etmig чэ gёzэl пэtiсэlэr
almrqdrr. Dirakrn daxil etdiyi d _ funksiya aqaýrdakr kimi tэrif olunur:

1)6("т)=
0, х+0,
оо, J=0,

ф

2) Ja(r)a, _ t.
-ф

Bu сiir funksiya sinqulyar funksiya adlanrr.
Klassik funksiya mэпаdа bu ciir funksiya уохdur. Qiinki r = 0

qiуmэtiпэ uyýun6(x)-in mtiэууэп qiymэti уохduг, bundan baqqa sanki

Jhэr уеrdэ 6(r)=g olduýu iigiin

11



со

Ja(")a" = о

olmalrdrr. Bu isэ 2) qэrtiпэ riЙ.
Bu sэЬэЬdап uzun illэr Гrziklэrlэ riyaziyyatgrlar arastnda mtiЬаhisэ

olmugdur. Вiriпсilэr hэmiп funksiyanr tэtЬiq еdэrэk kоrrеkt пэtiсэlэr
alrndrýrnr qeyd edir, ikincilэr isэ bu ciir funksiyantn miimki.in olmadrýrnr
sоуlэуirdilэr.

Nэhауэt, 1950-5l-ci illэrdэ franstz riyazlyyatgtsl Loran ývarstn
<Paylanmalar пэzэriууаsi>> monoqrafyasr gap olundu. Bu kitabda mtia-
sir iimumilagmig funksiyalar пэzаriууэsiпiп riyazi эsаslап verildi чэ
iimumilэqmig Гunksiyalarrn riyazi fizikada, diferensial tэпliklэriп funda-
mental hэllэriпiп taptlmasrna tэtЬiqlэri verildi. Мэlum oldu ki, mэhz Di-
raktn daxil etdiyi delta-funksiya 6(х)-эп sаdэ timumilagmiq funksiyadrr
чэ d(x)adi funksiya olmayrb mtiэууэп fezada verilan хэtti чэ kэsilmэz
funksionaldrr.

Hal-hazrrda iimumilэgmig funksiya anlayrgt iyaziyyattn, fizikantn,
texnikantn, ehtimal пэzэriууэsiпiп эп mtiхtэlif mаsэlэlэriпdэ geniq tatbiq
edilir чэ о sanki adi funksiya sэчiууэsiпdэ iglаdilmэkdэdir. indi riyazi
fizikada, kvant mexanikastnda, texniki еlmlэrdэ, ehtimal пэzэriууэsiпdэ
miiasir rlyaziyyatln паiliууэtlэri geniq tэtЬiq olunur. Веlэ паiliууаtlаrdэп
biri dэ iimumilэqmig funksiyalar пэzэriууэsidir ki, bu kursda biz onu
tэqdim edirik.

4. d - funksiya va niiqtada slxlrq. Umumilagmig funksiya klassik
funksiya anlaytgmrn i,imumilaqmэsidiг. Bu timumilэqmэ bir tэrэfdэп bir
9ох idealiza olunmug anlayrglarr (mэsаlэп, maddi пбqtэпiп sжltýt,
nёqtavi yiiktin yaratdrýr stxltq, ani noqtэvi mэпЬэпiп intensivliyi,
поqtэуэ tэtЬiq olunmuq qi.ivvanin intensivliyi, псiqtэdэ srxlrq чэ s,) riyazi
analriz gэrgiчэsiпdэ ifаdа еtmэуэ imkan чеrir, digar tэrэfdэп isэ
timumilэgmig funksiya anlayrgr бzi,iпdэ Ьеlэ Ьir xtisusiyyэti эks etdirir ki,
praktikada mаddэпiп пёqtаdэ yaratdrýr srxlrýr бlgmэk mtimkiin deyil,
ancaq hэmiп псiqtэпiп yaxln эtrаfiпdаkt оrtа srxlrýr оlgmэk оlur чэ
taprlan orta srxlrýr hэmiп mаddэпiп bu поqtэdэki srxlrýr kimi qэbul
еdirlэr. Мэhz i.imumilэgmig funksiya da ciztintin hэr пбqtэпiп atrafrndakr
оrtа qiуmэtlэri чаsitэsilэ tэуiп olunur, dеmэli iimumilэqmig funksiya ап-
layrqr еlэ рrоsеslэri tasvir edir ki, опlаr hаr поqtэdэki qiуmэtlэri ilэ tэуiп
oluna bilmir, ya|ntz оrtа qiymatlari ilэ tэуiп olunurlar.Bu ctir рrоsеslэri
isэ klassik funksiya anlayrgr эhаtэ etmir.

Dеуilэпlэri aydrnlagdlrmaq tigun l kiitlэsi olan mi,iэууэп bir mad-
dэпiп пёqtэdэ yaratdrýr srxlrq mэsэlаsiпэ bir qэdэr эtrаflt baxaq.
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Tutaq ki, 1 ktitlэ iig olgiilii fezada r = 0 поqtэsiпdэ уеrlэgdiriliЬ.
опuп yaratdrýr srxlrq funksiyasrn, 6(х) ila igаrа еdэk. 6(х) srxlrgrnr

mtiэууэп еtmэk iigi.in l k{itlani а radiuslu и" ki.irэsi dахiliпdэ eyni sэчiу-

уэdэ (mi.iпtэzэm) yaxaq. onda bu mаddэпiп orta srxlrýr Ьеlэ olar:

р"(*) -

1 ,l

^ 
*r, l"l < g,

1 /Lё

0, lrl > 
",

burada х е RЗ,r = (", ,х2 9хз) И = х| +x|+xl
ЭwэlсЭ gоrэk х = 0 noqtasindэr<i 6(х) srxlrýrnr оrtа srxlrýrn пбqtэчi

limiti kimi tэуiп еtmэk оlаrmr ? Дgkаrdrr ki, пёqtэчi limit Ьеlэ olar:

а(") _|iry р,(r)=
*ф, .tr=0r.r€Л.3

0, х+0.
Lakin d(х) srxlrqdtrsa, onda gэrэk

IIFI,l*
inteqralr tam kiitlэni u.rri.r, yrrli

IP(, )d, =t
ilс

olmalrdrr, вu isэ miimktin deyil, giinki sanki hаr уеrdэ 6(")= 0 olduýun-

dan onun Lebeq inteqralr da srfra ЬэrаЬэrdir. Веlэliklэ, mаddэпiп поqtэdэ

srxlrýtnr оrtа sшlrýrn noqtэvi limiti kimi tэуiп еtmэk оlmur.

indi рr(*) orta srxltqlar ardrctllrýrnrn zaif limitini hesablayaq.

Bagqa sсizlэ, ixtiyari р(х) kasitmaz funksiyasr iiqiin

}ч IIIя" Q\pQ)a* (1)

limitini hesablayaq.

Lemma. Agaýrdakr limit mi.inasibэti ёdэпilir
(2)Lч JИ(,И(,) ах=rр(О)

13



Doýurdan аа, ср(х) kэsimэz funksiya olduýu tigtin V ry > 0 аdэdi
{ig{inеlэ б>0 varki, l"l.Д olanbiittin х-lэrtigtin |я(х)-е(О) .ry.
Burada с < б gбtiirtib alrrrq ki:

,*l

J(-- л

4пс'
burada

!!!n, = !!!*, dx, dx, =! оr' .

ritiJ 1ilii 3

Lemma isbat olundu.
Веlэliklэ, рr(") оrtа srxlrýmln t -+ 0 olduqda zэiГ limiti (1) hэ-

migэ чаr чэ bu zэif limit Ьеlэ Ьir хаSSэуэ malikdir: о, hэr р(")о е(0)
qiymэtini uyýun qoyur. Bagqa sбzlэ,

(zэifl limp, (r), ,р(") -+ е(0)
Эgэr alrnan bu zэif limiti х: Oпоqtэsiпdэki 6("т) srxlrgt olaraq qэЬul
еtsэk, dеmэli,

6(r)= lДр,(х), kaif limit),

уэпi
d(х): ср(х) -+ ср(О)

оlur. Веlэliklэ, 6(-т) еlэ funksiyadrr ki, о hэr bft ср(х) kэsilmэz funksi-
yaslnl р(0) аСэсiпэ kegirir. Bu ciir inikasr Ьэzэп

(а,р) чэ уа IaQ),p(")a"

kimi уаzrlаr. ВеlэliНэ, aldrq Н, d(х) еЬ funksionaldш К, V р с С(Л) tigti,,

( 6,а)= JIIr(r) ,р(*)а": р(0). (з)
л]

Bu сiir funksiya Dirakrn delta-funksiyasr adlanrr. Dirakrn d -funksiyasr
adi funksiya deyil, о ela Ьir inikasdrr ki,, istэпilэ" cp(")-i р(O)эСэdiпэ

|!!!o,@ol) а"- е(0) = # 
| 

ШТrt"l - а@ )

ry, llla" =,l,
l, .,
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kеgirir, уэпi d(л) ГuпКsiопаlсllr. Az sопrа gбrасэуik ki, heg Ьir adi
Гuпksiуа Ьu сiir хаssауэ malik deyil, уэпi d(x)-adi Гunksiya deyil (о heg

lunksiya deyil!).
Xiisusi halcla, p(")=l olduqda

JJJa(")a" = t

altntr ki, bu da tam kйtlэпi чеrir.

S. d("r) funksiyasl ча diskret рауlапmа slxlrýr. Yuхапdа biz gбrdtik

ki, J:0 пёqtэsiпdэ уеrlэ9эп l kйtlэпiп yaratdrýr srxlrq d("т) olur.Onda
.r = 0 поqtэsiпdэ и kiitlasinin yaratdrýt stxltq m. 6(х) olar. Эgэr 1

ki.itlэ .r = а пtiqtэsiпdэ уеrlэýiЬsэ, опuп yaratdrýr srxlrq 
'(" 

- а) оlаr,

burada 
'(" 

- о) b.t. Ьа9а diigtiliir ki, V Q сС tigtin

оо

(r(" - о),р) = Jrt" - о\р(")аr: р(о\ (4)

Xtisusi halda, а = 0 olduqda ьrrruсIr, (3) alrnrr. Эgаr х = с поqtэsiпdэ
lz ki.itlэsi уеrlэgiЬsэ, опuп yaratdrýr srxlrq m6(х - а) olar.

indi dеуэk ki,mr,lи2э...>lz, kiitlэlэri ý m, = m) uyýun olaraq

)cl,x2,...,xN псiqtэlэriпdэ qoyulub. Onda summаr srxlrq funksiyasr Ьеlэ

оlаr:
N

p(")=Z.o6(x - хr), (5)
k=|

Tutaq ki, f -diskret tasadi.ifi kэmiууаtdir. Опuп qiуmэtlэri

Xl7x2,...,xN, uyýun ehtimallar t Ро : Р (€ =r- ) Ёr- : l olsun. on-
1

da bu kэmiууэtiп paylanma srxlrýr Ьеlэ оlur (хо пёqtэsiпdэ ehtimal kiit-

lasi Ро -уа ЬэrаЬэrdir).
N

рс(")=|rоаQ - *о).
k=|

XiЪusi halda, f -binomal paylandrqda, опuп qiуmэtlэri 0,1,...,и чэ

uvýun ehtimallan Рк = с!, оЪ n\-t') (Ё:0,1,...,и) оlur, р + q =l.
Веlэliklэ, Ьu halda paylanma sжlrф йgiiп Ыэ dtistur аIrпmц olur:
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p(")=fr!, рО q"-o 6(" - b):f , 
n' 

. ok a"-k 6(х - k\
*=0 

1rа "\"" "/ ft*t(n- k[.'"
оgэr р(ý - 0)= 1 olarsa, уэпi € tэsаdiiГr kэmiууэti уеgапэ

х = 0 qiymэtini р =| olmaqla alrrsa, onda опuп yaratdrýr srxlrq

р("):1.6(х - О)= а(х)
olur.

Tutaq ki, Р(€-0)= \,r(r-1)=], ,r,r' {-пiпапсаq iki dэпэ

qiуmэti yar,. х:0 чэ х = 1 чэ bu qiуmэtr.П 1 u" ? ehtimalla alrr.
зз

Onda onun yaratdrýr srxlrq funksiyasr Ьеlэ оlаr:

р(,): Ja(,)* irb _ ,l

Qeyd. Diskret рауlапmашп srxlrq funksiyasr Dirakrn а(")
funksiyasr чаsitэsilэ ifada olunur ki, bu da adi funksiya deyil. Bu
sэЬэЬdэп еlеmепtаr ehtimal пэzэriууаsiпdэ sаdэсэ deyilir ki, diskret
paylanmanrn paylanma srxlrýr уохduг.

ý2. Эsas funksiya, asas feza
l.Bazi igаrаlаmаlаr. G RИ -dэ oblast (agrq goxluq), aG -onun sэr-

haddi, V(а,r)-^эrkэzi а е Rn поqtэsiпdэ olan r radiuslu agrq ktirэdir,

,S(с,r)-mэrkэzi аеRПпёqtаsiпdэ чэ radiusu rolan sferadrr, Тэrifэ
gёrэ,

V(a;r)-{". Л' ;|х - а|. r}- agrq ki,irэ,

лS(а;r)= t". Л' ;|х - а|= r} -sfеrа.

Xtisusi halda, rl(O;r)- (J,- mэrkэzi koordinat baglanýrcrnda olan r
radiuslu agtq kiirэ, S(O,r)= S,-mэrkэzi koordinat baglanýrcrnda olan
r radiuslu sferadtr;

TGЛ=tJ(a;r)+ý(a;")= {" с ДП : |" - "|<"}
qapalr kiirэ olur.
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Tutaq ki, Д,В с. RП -ixtiyari goxluqlardrr. д ilэ В arastnda

пrэsаfэпi а(l,В) ilэ igаrэ edirik. Тэrifа gёrэ

а(.l,в)=,j1l, lr - yl

дgkаrdrr ki, дав+а olduqda d(,a,B)=g. Xiisusi halda,

а поqtэsiпdэп Д goxluýuna qэdэr mэsаfэ
d(a, Д)= 1lf |" - "|.

Оgэt ае,4 isэ, опdа d(а,д)=о (tэrsi doýru deyil).

,4-goxluýunun t-эtrаfi dedikdэ Д+V"сэmi Ьа9а diiýtiltir. Bu

эtrаfi Дrilэ igаrэ еdэk. Aydrndrr ki, Ac.A".Xtisusi halda (n:1)

,4 = (а,Ь) olduqda

оп ,4r=(о - t,Ь+ s). Tutaq ki, а =(ar,...,dn)-multindeksdir, уэпi

ý, ,r, ) 0 -tam аdэdlэrdir,|оl= al * ...+ ап;

ý D =(D,,...,Dn), D,=!, i =1,2,...,п,
\ oXl

Do=#!,*=[*)"

t;ft(c) ilэ G oblastrnda Ёtэrtiьэ qэdаr tбrэmэlэrlа Ьirlikdэ kэsilmэz

ohn /(х) funksiyalarr goxluýunu igаrэ edirik:

сО(с)= tr(,) : D" f (х)с c(G}|al= t}

сЁ(а) сt(с)_"iп еlэ еlеmепtlэri goxluýudur ki, опlапп btitiin

О" f (х),|а|< k tёrэmэlэri G oblastrna kэsimэz davam оluпurlаr.

t;ft (С )-О. norma:

ll/ll.- (а ) 
= 

::с! l'" rG),
l"l<t

Xtisusi halda, с(с): с0 (G) с(а)= сО (а)
Tarif. Tutaq Kl_tE)
r noqtalofi'[oЛfrun""

ал

а

0х

Funksiyanln daqryrcr goxluýu. G -dэ kаsimэz

qapanmaSm-

fitJ;l Diir,trat |., rlir l,; :,,i:.

},]i.}ti Itl,Lъ ii}, l :,;

funksiyadrr.f (")# 0 olan biittin
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dan iЬаrэt goxluýa "f -in daýryrcr goxluýu (daqryrcrsr) deyilir
supp f (r) kimi igаrэ edilir:

su ppf (х)= е R" :f(x)+O
Веlэliklэ, funksiyanrn 0-dan Гэrqli olduýu эп kigik qapalr goxluq

onun dagryrcr goxluýu adlanrr. Эgэr s u рр "f mэhdud goxluqdursa, on-

du f -fiпit fuпksiya аd|апt сf (с) 1lэ Ck (c)-i.' еlэ еlеmепtlэri goxlu-

ýu igаrэ edilir ki, onlar fiпitdirlэr. Эgэr / е Ck (d) *
О" f (")= 0,_r € ос,|а|< tc,

Ьu сiir f -lэr goxluýunu Cr (а) kimi igаrэ edirik.

Tutaq ki, /X)-orgtirrn funksiyadrr, G с. RП aglq goxluqdur.

rP (с) itэ (l < р <.o)G -dэ чеrilэп сilgйlэп уе р -dэгэсэdэп inteq-

rallanan fb) funksiyalarr goxluýunu igаrэ edirik:

Lu (G)= 
{rr"l 

:х е G,jr(")' dx < *, l < р= ."}

Р =ю olduqda

Lo (G)= Ln -

ro (С) -dэ поrmа

"f 
("):х с G,vraislp|f(") . ф, р = ф

llrl|, =lllll.,tol = (Jrt,r *lY .

Xtisusi halda, r'(R')= Lr; ll/llr1"") = llrll
2.Эsаs funksiyalar. Osas foza. D fazasr (n = 1). Biz gordiik ki,

6(х) Гuпr<siуаsr kэsilmэz Гuпksiуаlаr чаsitэsilэ tэrif olunur, Ьеlэ ki,
6(r) Кэsimэz funksiyalar fэzastnda tayin olunmug хэtti чэ kэsilmэz
funksional оlur, уэпi 6(х) ,irti чаsitэsilэ deyil, kэsilmэz fuпksiуаlаr
чаsitэsilэ tэуiп edilir, Ьеlэ ki,

IaQ)cp(")d": а@),ср с С(П).

Demali, kэsilmэz funksiyalar d - Гuпksiуа iigiin baza funksiyalarr olur.
Daha iimumi iimgumilэgmig Гunksiyalar iigiin эsаs fuпksiуаlаr fэzаsmt
bir qэdэr da sжmaq laam gэlir. Мэlumdur ki, эsаs funksiyalar fэzаst пэ
l8
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qэdэr dar sinif olarsa, orada tэуiп olunan хэtti чэ kэsilmэz funksionallar
sinГr daha genig оlаr. Lakin эsаs funksiyalar fэzаsmt 9ох da slxmaq
<>|maz, onun kafi qэdэr zэпgiп olmast vacibdir.
Эп i.imumi halda эsаs fэzа olaraq sonsuz tэrtiЬdэп diferensiallanan va
finit olan biitiin funksiyalar sinfinin goti.ir{ilmasi эlчеriqli olur.

Tarif. Tutaq ki, G с Л" -ixtiyari agrq goxluqdur. Л(С) ila G -dэ

sonsuz tэrtiЬdэп diferensiallanan чэ mэhdud dagryrcrya malik olan
btitiin (Гrnit) funksiyalar goxluýunu i;аrэ edirik:

л(с)= bblc С*(с:, u р pa -G)I.
Demali,Л(G)-Oa9lylclsl G-dэ уеrlэ9ап С-(С)-Гuпksiуаlаr goxluýu

tllur. Xtisusi halda, л(л)=D fэzаsr R-dэ чеrilэп, hэr уеrdэ sonsuz

cliferensiallanan Гrnit funksiyalar goxluýu olur.
Tarif. р"(*)с Л(С) ardrcrllrýr о zaman ср с O(G) funksiyasrna

yrýrlan adlanrr ki:
l)ela mэhdud Go с G goxluýu olsun ki, ondan kэпаrdа btitiin

'р"(")= 
0 (sи р рQч(,), G9) olsun, v :|,2,",

2)V а tigi.in mtiпtэzэm olaraq

Do Qч(")э О" р("), v -+ ф olsun.
хеG

I}еlэ olduqda sаdэсэ Qч ) р, (D -dэ) чэ yaxud

D(G)

Qч ) (р, ч -+ф

уалпq. л(с) fэzаst (D fэzаsr) asas fэzа, Q с D эsаs funksiya adlanrr.

l]еlэliklэ, D fэzаst kompakt daqryrcrsr olan sonsuz diferensiallanan
(finit) funksiyalar Гazastdtr.

Tutaq ki, G = R = (- .о,*) п:l. D ilэ эdэd oxunda чеrilэп

sonsuz diferensiallanan btitiin finit funksiyalar goxluýunu igаrэ edirik.

Оgэr еlэ lo,b] pargasl чаrsа ki, ondan kэпаrdа ср(х)=0, onda

q-finitfunksiya adlanrr. Bu halda dеуirlэr ki, p-funksiyar, [а,Ь]-С,
с:эmlэgiЬ, su ррср с.|а,Ь| р с D-эsаs funksiya, D -эsаs fэzа olur.

D -de ylýllma. Tarif. Tutaq ki, ср"(х)с D , О zaman D -dэ

,?u ) 0 , v -) m hesab olunur ki, agaýrdakr iki gэrt odэnilsin:
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1) еlэ sonlu [о,Ь] pargasl olsun ki, ondan kэпаrdа ardrcrllrýrn
biittin еlеmепtlэr, р"(")= 0 olsun. (ru pppu|)c.|a,bf, v :|,2,...).

2) biittin fezada V fr iigiin ,рУ) = 0,v -) B,k = 1,1,2,... olsun,

уэпi ,рr(") ozfi чэ hэr Ьir tоrэmэsi miiпtэzэm olaraq srfra yrýrlsrn.

Dеmэli, D - dэ Q, ) (р о zаmап olur ki:

) ela |а,Ь]- R var ki,

sup р lp, (*) - e!)l с |а, Ь|
2) biittin эdэd oxunda V fr iigiin mi.iпtэzэm olaraq

Do pu(r)=>Do р("),v -+ ф

olsun. Sonuncu mtiпаsiЬэti Ьеlэ dэ yazmaq оlаr:

Misal 1. Веlэ funksiyaya baxaq

х

е |-"', lrl .1,
0, l"l > t.

У9lЯ,!-)(r)- 
рО (") - 0,и -+ Ф,k =о,7,2,...

9"(J)

PoQ)=
-1 0

Gёstэrэk ki, Qо с D. Doýrudan da, aydrndrr ki,

su ррро(r)= [- t,t],

уэпi ро -finit funksiyadrr. ро(") funksiyasr l"l . r чэ|r| > t

oblastlarrnda sonsuz diferensiallanan funksiyadrr.Gёstarэk ki, х = *1
пёqtэlэriпdэ dэ qо(") sonsuz difегепsiраllашr, Ьеlэ ki, V fr iigiin

,ро'О'(t1)= 0, k =0,\,2,...
Мэsэlэп,

аь0)= Jim 
ро0 + 4")- po(t)_ о (-)Дт-->0 Дr

olduýunu gёstэrаk. iki hala baxaq: АI > 0 чэ 
^-т 

< 0. l-ci halda
1+ Ах > 0 olduýundan, tэrifэ gбrа р0(1+ &)= о чэ ро(1)= 0,

dеmэli аЬ0)= 0. indi tutaq ki, Ar < 0. Bu halda М = -,t, t ) О ча

1+ Ах < 0, уэпi bu halda
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Lakin bu srfrа yaxtnla;ma / -+ Qmi.iпаsiЬэtiпэ пisЬэtэп daha ytiksэk

siirэtlэ olur, ona gоrэ dэ (-) doýru olur. Веlэliklэ, V k tiqtin

,2(*)0) : 0. дпаlоji qayda itэ p(t)1_ 1) = 0, ьеlэliklэ ро (х) е D.

Qeyd. rpo(x)_analitik funksiya deyil. эks halda о, eynilik kimi

srfrа ЬаrаЬэr olardt, giinki, lrl> r oblastrnda ро(r):0. Digэr tэrэfdэп,

аgэr po(r)-i" uyýun Teylor Slraslnl х:*1поqtэlэri эtrаfiпdа yazsaq

hэmiп Slranln сэmi stfra ЬаrаЬэrdir, giinki аВ)(+ 1)= 0, k = 0,|,2,",

Аmmа l"l. t olduqda po|)+0 оlur.

D fэzаsrпtп hэr bir elementi deyilan хаssэуэ malikdir!

Misal 2. а> 0 olduqda
zа

р(",о)= е о'-"' 
, lrl. о,

l"l'о.

-qG,")

-аOа
Bu funksiya sonsuz diferensiallanrr чэ . goriindiiyti kimi
"r) 

w ;G:;\ : 1- r,iЬеmэli р(", о) с D ; ср(0, а) = ро (, )
Мisаl з. р(*,о) 2-ci misalda verilir. Веlэ bir Гunksiya tэrtiЬ еdэk:

p(*,u)= b*loQ - t,a)dt, 0 < я < l,

0,

-со

Burada kadэdi еlэ seqilir kt, supp р(",с)-
Bundan эlачэ, х €=[- r * Е,| _Я]olduqda

р(",") -|. ср(х,а

,эlduýuпdап р(х,а)с D оlur.

Misal4.

[- t - с,|+ cf (gоstэriп!)

). С'
у

-1-е

за(л, с )

l-e
q"Q)=';.oQ,,)

ха

.Дgkаrdrr ki, V и 1,q;п cpn(r)c л . Xususi halda, asan yoxlamaq оlаr ki,

l) rл(о, _{', П: k,
-/ ТП 

[0, п+k,
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2) 9.(,)=#, t c[-r * c,l- е]

MisalS.Tutaq ki, р с D -ixtiyari чэ /-kэsilmэz finit funksiyadrr
Onda

ф(")_ IrOeQ-t) at

эsаs funksiya оlur.
Aydrndrr ki, D-fэzаsr хэtti fazadt. D fэzаst dахiliпdэ hэr bir SonSuZ
tэrtiЬdэп diferensiall anan h(x) Гunksiyasrna Wrmаq mtimkiindiir. Нэm dэ,

Supph(x)p(x)c.Suppe|\ Bundan эlачэ, аgэr еrЗе isэ,
D

onda й(х)р"(r)-+ й(х)р(х) orur.

indi D fэzаstпdа yrýrlan чэ yrýrlmayan ardrcrllrýa misal gбstэrэk.
Misal 1. Tutaq ki, ср(х,а) z-.i misalda чеrilэп эsаs funksiyadrr.

Веlэ Ьir ardrcrllrýa baxaq:

puG) - !,pQ,o).
v

Aydrndrr ki: l) supp р"("):|- o,a],v _ 1,2,...

2)v k u1uп gf,(")_ Lr@6,o):0 
, v-) оо.

Dеmэli, rp,ardrciltýr D -dэ srfra yrýrlrr.

Misal 2. D -do Ьеlэ ardtcrllrýa baxaq:

wQ):+r(:,о), u:|,2,
Bu ardrctllrq bi.iti,in tбrаmаlэrilэ birlikdэ mtiпtаzэm olaraq hэr уеrdэ

srfra yrýrhr (р- mэhduddur). Lakin Qч D -dэ srfrа yrýllmrr, gtinki еlэ
bir sonlu раr9а уохdur ki, ondan kanarda р"(") hamtsr srfra ЬэrаЬэr
olsun, |х|> а . v olduqda р"(")= 0.
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з. п>1. Osast 
"u 

D(R"). Bi.iti,in Rп.dэ Sonsuz diferensialla-

nan чэ hэr biri miiэууэп mэhdud goxluqdan kanarda srfra Ьэrаьаr olan

biitйn q(r), х е Rn -funksiyalarr goxluýu эsаs fэzа adlanrr. D -dэ yrýrl-

mа anlaytqr G oblastr iigtin olduýu kimidir.
Misal.

2а

р(")=
) ll2

а- -lх|е', l"|. о,

lrl'о.
burada , : (r, ,...,xn). R", l"l,= "? 

+...+ х1. onda

sup р p(r)=t, . Л' ,|r| < 
"}

Dеmэli cp-nindagrytcrsr Rn-da а rаdiusluki.irэоlur, ,р. О(П")

Agkardrr ki, D(R" ) f.rurrndu diferensiallama operatoru kэsilmэz

ореrаtоr olur. Doýrudan da, D -dэ yrýrlma tаriГrпdэп gжtr ki, Qч ) Q

(D -dэ) olduqda Va iigiin

Do Pu - Do Р, V -> ф (D -dэ) mi,iпtэzэm yrýrlma оlur,' хеЛ'

Agkardrr ki, v G с RП tiqiin D(G). Р(Л" )= Л,

4.D-пiп zangin faza olmasb D - fэzаsrпtп Ьо9 olmadrýrnr yuxarrda

8,ёrdйk. Lakin bu azdrr. D -nin kafi qэdэr zэпgiп olan mэlum goxluq-

larda stx olmast lazrmdtr.
Тагif. М goxluýu о Zamal] G goxluýunda sж 9oxluq adlanrr ki,

G с М olsun, burada М tt" М -tn qapanmasr igаrэ olunur, Xtisusi

halda, G = Rп olduqda М hэr уеrdэ stx goxluq adlanrr,

эgэr Ли -dэ hэ Ьir ktirэ daxilindэ еlэ kiira varsa ki, о ёztiпdэ М -

сtэп heg bir пёqtэ saxlamtr, olda М hе9 уеrdэ stx olmayan goxluq

adlanrr.
Теогеm. istэпilэп kэsilmaz va finit f(") funksiyasr iigtin чэ ixtiyari

i; ) 0 аdэdi iigi.in еlэ p(").D эsаs funksiyasr чаr ki, btittin fezada

,"р l/(r) -,р(r)., (1)

0,
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olur.(Bagqa sоzlЭ D bu ctir/(x) funksiyalart fэzastnda sж goxluq tэ9-
kil edir).

isbatl., Qeyd olunmug d > 0 эdэdiпi sеgэk. Tutaq ki,
supp f(r)=K чэ К-mэhdud qapalr goxluqdur. К goxluýunun d-
эtrаfi К, dedikda еlэ х с Л пёqtэlэri goxluýu baga dtigiiltir ki, опlапп
К -dan olan mэsаfэsi d -dэп kigik ЬэrаЬэr olsun:

Ка=Е. Л :in*f|x - yl< dl
Agka,rdrr_ki, Ко-mэhdud qapalr goxluqdur чэ К с Ka.Xiisusi halda,
11=|a,bfolduqda К, =fo - ", 

Ь + в].
rр(",о)сD -mэlum эsаs funksiya olduqda

0(")=|o|,o), а>О, Q)

igаrа еdэk, Ьurаdа fr эdэdi еlэ segilir ki,

(3)

olsun. Aydrndrr ki, supp 0(")=|-о,о]. indi р(.т) funksiyasrnr Ьеlэ
sе9эk:

фф
р(")= Ir\-c9(e)ae - IrGPQ-ad€. (4)

-оо -ф
Вurаdа l-ci inteqral le|< "sonlu 

par9asl iizrэ, 2-ci isэ К mэhdud
goxluýu iizrэdir. 0 eD olduýunda" р(")еС'(Л) otur. Gёstэrэk ki,
p-finitdir. x{Koolsun. Onda, €еК olduqda l-_ €l)аоlur. Bu
halda 0(" -6)= 0 чэ (4)-dэ 2-ci inteqгal stfra ЬэrаЬэr оlur, уэпi
|" - Cl ) а olduqda ср(х)=0. Lakin € с к-mэhdud olduýundan
buradan gжtr ki, yalnrz 

W - €l ( с olduqd u ср(х)* 0, уэпi

suррр(")=|о-€1хlо+€)
mэhdud goxluqdur. Веlэliklэ, Q € D.

indi agaýsrdakr Гэrqi qiуmэtlапdirэk:
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f (") - р(") = \ fuРG)а с - \r$ - сР(с) а с =
_со _со

(5)

= fir(,) - f("-фР@ас
а

-а

ýэrtэ gtirэ /(х) kэsilmэzdir. Onda f- o,of-au о mtiпtэzэm kэsilmэzdir.

Dеmэli, V8 > 0 tigtin еlэ б > 0 var К, |6l< d olduqda

lr(r) - f (* - €\.,, ,.|- о,о|

Веlэ olduqda (5)-dэп alrrrq ki, (а < d segirik)

l/(r) -,р("). " 
-

Buradan (1) alrnrr.
Lеmmа. istэпilэп G.(-*,*) oblastr iigiin чэ V8>0 эdэdi

tigtin ela ,tQ).D funksiyast var ki,

1.0<ry(")<l, хеR,
2.r7(x)=l, xcGg,
3.ry(r)=0, хФGзr.

(Burada Gailre G-dэп olan mэsаfаlэri d-dэп kigik olan biitiin .rсЛ
псiqtэlэri goxluýu igara edilir, G с. G).

Doýrudan da, tutaq ki, z$) Gr" oblasttntn xarakteristik
Гunksiyasrdrr, уэпi

r|)-l, х € Gr"

zQ)=0, х ёGr".
Onda

оо

,lG)= IzUh,G- iау
Гunksiyasr 1 -3 хаssэlэriпэ malik#lyoxtayrnl;.

Tutaq ki, f G -dэ lokal inteqrallantr. Bela funksiya tэrtiЬ еdэk
(ortalama funksiyasr) :

(6)
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Ьurаdа

',(*)=

Onda о,(х)с D, slJp р0€(r): [- r,r}
Теоrеm 1. Tutaq ki, .f с LP QC), (t < р < -) Onda/ (х)с С-

чэ Ьеlэ bir qiуmэtlэпmэ оdэпilir:

llЛll"t"l <ll/ll.,tol , Q)

isbatr: f,(")cC- olduýu aqkardrr. Onda (7) miinasibэti Holder
ЬэrаЬэrsizliуiпdэп altntr:

с"е е2-х2, 
l"l a 

",0, l"l- ",

-!:
,"(r)dx =|.

llAlbt"l= !р,(*)О а,= lIrТb.(,- у)ау|а"<
GG

< 
J Jlr[u) 

О ,,(* - ilауllr. (, - у)ау|' а" =
GG

= J jr[u) О ,"(" - у)ауа*< jrLu)" ау =llfllbt"l
GGG

Тюrеm 2. Tutaq Н, f с Z'r(C) va /-finitdir. Onda f"(")c Л(G),
Ьеlэ ki, е -+ 0 olduqda:

t) .f сСо (G)orc lqda f ,'З 
' 
, С(С )-а.,

Z) _f cZ6(C) olduqda f"Ч) f , |1 р 1о,
З) f eЩ(G) olduqda f, +/ sanki hэr уеrdэ.

isbatr. "f ,(") G -dэ finitdiг, f , .С* (G) oraugundan f" . D
оlur. indi tutaq ki, f . С.(G) Onda (х с G):
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lf,G)- r(,) = 
| J[r[r) - fQ)b"Q - йл|<

= 
m4} lri- f G)lr"G - уИу: mq} lri- r(-).
l*-yl<, ' 'l .] l*-уl<"

Digэr tэrэfdэп, f miпtэzэm kэsilmэz olduýu iigtin sonuncu ЬэrаЬэrsiz-

likdan s + 0 olduqda f"(r)э /(r) (miiпtэzэm) yrýrlrr.

indi tutaq ki, f .r6(C) t 1рlю. ixtiyari d>0 iigiin еlэ

g с Co(G) uu, ki, (С0 @) rB (С)-с, srxdrr)

llr - вll,,1").:.

giigtin еlэ ortalamu g,(") funksiyasr qurmaq olar ki,

llg-g,ll,rr"l ,*,
Bu iki ЬэrаЬэrsizlikdэп чэ (2)-dэп alrrrq:

llr - r,llr,(c) = llr - в||.,1о1 +

llg - g,ll,rtol * llg" - f)luo<
,2llr - 8ll.,(c) * llg - g"l1.o(o) < 6,

),эпi g -+ 0 olduqdu .f, + .f (LP (С)-dэ) olur.

Nэhауэt, f . L6(G) olduqda G -dэ sanki hаr уеrdа f" -+ f -

(, -+ 0) оlur.

Natica 1. D(G) fэzаst ZР(С)-Сэ har yerda sшdtr (l < р S.o).

Natica 2. Л(С) fэzаst Сr(d) fazastnda stxdш (G mэhdud
olduqda).

5.D -nin metriНagan faza olmamasl. D fэzаsmdа еlэ metrika sеgmэk
с,lmur Н, D -dэ уrфlrпа hэmiп metrikaya gбrэ yrýrlma ilэ eynigiicli,i olsun.
Doýrudan da эgэr р(р,ф) D -dэ metrikadrrsa, onda V ср,ф с D:

t- р(q,ф)) 0 чэ р(р,р)= 0 <э Q -- ф,
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Z. р(р,ф)= р(ф,rр), Q,ф с D ,

З, р(р,ф)< р(р,r)+ рQt,ф),о rр,ф,rl. D
р(р,ф) эdэdi rр 1|а ф аrаsrпdаmэsаfэаdlапrr.
нэr bir metrik fэzапtп Ьеlэ bir хаssэsi чаr:

Tutaq ki, metrik fezada yrýrlan ardrcrllrqlar sistemi verilir:

QIП,Q!П,...,rр:",...Зrр"', ч ) ф,

Q|\,Q!'),",,Q!,",",Зр"', ч ) ф,

,р!-) ,rр!') ,...,Q!,') , -+ Qfu), ч ) ф,
р

Ьеlэ ki, limit еlеmепtlэri ardrcrllrýr р
metrikaya gёrа yrýrlrr:

ozi.i dэ miiэууэп р еlеmепtiпэ

,(t),r(z),...,rp(-) ,...3rр, m -+ ф.

Onda чеrilэп sistemin hэr Ьir sэtriпdэп bir elementi ela sеgmэk olar ki,

altnan ,р!:) ardrcrllrýr da р limitina yrýrlar:,v
п

е!|) ,е!) ,..., а!:) ,...Зr, m -> ф .
'V|"V2' "V.

(bu fakt iigbucaq aksiomundan grхrг).

Мэhz Ьu хаssэ D fэzasrnda pozulur. Мэsэlэп, Ьеlэ ardrcrllrýa baxaq:

аУ) - Q(r,*), (, - 1,2,...;m = |,2,...),
burada

(.)

m 2

22llеm-х, |"|

0, |"|

а )mх( 1lпr.
} 7п.

Мэlumdur ki, V и Ёgiiп р(",.)с D, supp р(",.)=|- -,*f чэ

ср(",*)-^эhdud funksiyadrr. Onda hаr qeyd olunmug m iigiin
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,Р) - о (D -dэ), v + ф.Qiinki, l)hэr и ilgiin mэhdud l- -,*7
goxluýundan kэпаrdа biitiin аУ): 0; 2)hэr уеrdэ V а iigtin

о" ср!)(х),?о, v -+ ф.

Lakin Q|) urar"rllrýr D -dэ sfra yrýtlmrr, gtinki еlэ bir ortaq sonlu раr9а

yoxdur ki, ondan kэпаrdа bu ardlcrlhфn btitiin hэdlэri = 0 olsun.

б.D fazasrnln tamlrýr haqqrnda. D fэzаsrшп tam fэzа olmasr bela
daxil edilir:
Tutaq ki, Qч(х)с D чэ sup ppu|)-|a,b|

Tutaqki,Vq iigiin

DaQu(")= Фq("), ч -+ф.

Onda:
rllo(")_ lim pu\) [mit funksiyasr эsаs funksiyadrr

у-+со

(фо с D),

zлФq(")= Dq Фо("), зlе"("),,i_ фоQ).
ч-),,

ý3. Birdayiganin iimumila;mi; funksiyasr.
Umumila9mi; funksiyalar va

bazi sada xassalari.

1.Rеqulуаг va siпqчlуаr funksiyalar.
Таrif. D asas fэzаstпdа tэуiп olunmug hэr bir хэtti чэ kэsilmэz

funksional iimumilэgmiq funksiya adlanrr.

f funksionalrnrn (timumilэgmig funksiyanrn) Q с D elemen-

tindэki qiymэtini (f ,е) kimi igаrэ edirik. / funksionaltnt Ьэzэп f (")
kimi do уапrlаr, bu halda х arqumenti f -in tэsir etdiyi asas

funksiyanrn аrqumепtiпэ igаrэdir.
Веlаliklэ, / iimumilэqmig funksiya olduqda agaýrdakr tig gэrt

оdэпilir:
|) f D -da funksionaldtr, уэпi о, hэr bir (ixtiyar1) (р с D elemen-

tiпэ mtiэууэп (kompleks) (/,р) эdadini uyýun qoyur;
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2) f D-dэхэttifuпksiопаldrr,уэпiV р,ФсD чэ Yа,F эdэdlэri
i,igi.in

(f ,оч + РФ) = o(f ,р) * F(f ,Ф);
З) f D -dэ kэsilmэz funksionaldrr, уэпi D -dэ Qч ) 0, ч -+ ф

olduqda (f ,eu) - 0, (эdэdi ardrýrllrq kimi) оlur.

Btiti.in timumilэqmig funksiyalar Гэzаstп l D' ilэ igаrэ edirik. D'-
qoýma fэzа adlanrr.

Tutaq ki, f ,g с D'. ixtiyari а, Р еdеdlэri tigйn ф + Fg сэmiпi
ьеlэ daxil еdэk:

(or * fu,p) = o(f ,р) * F(g,р). ср. О.
Bu halda D' хэtti fэzа оlur, уэпi

ф+fuсD'.
Мэsэlэп, gбstэrэk ki, ф + fu -kэsilmэz Гunksionaldrr.

Tutaq ki, cpu -+0 (D-dэ). Onda

(or * k,pu) = o(f ,pu) + F(g,рч)
оlur. jf чэ g с D'kэsilmэz olduqlarr tigtin (,/, р,) - О, (g,Qч) - 0
оlur, у -+ оо onda

(Ц * k,Qч)- 0, ч -) ф.

Dеmэli, ф + fu сэmi D -dэ kэsilmэz Гunksionaldrr чэ

ф+fuсD'.
Misal r. /(x)-rokal inteqrallanan funksiya olduqda

со

(rr,r) = IrQ\lQ)a" (l)

dtisturu D fэzаsrпdа xatti u, OTrr'-.z Гunksional tэуiп edir:

|o.v ,р е D iigiin (1) inteqralr yrýrlrr, уэ"i (Т7,р) .R -sonlu

эdэd оlur, gtinki ср - fiпit funksiyadrr. Tutaq ki, sup рQ c[a,b}OnCa

р kэsilmэz чэ mэhduddur. -u*|я(") < М <со. Onda, / - lokal in-
teqrallanan olduýundan,

!lQ)чG
со

ур

ь

IrGи"I (
ьь

<!r@oQP"<M!rG)c".*.иl
30
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2o.Xэttilik agkardtr, kэsilmэzliyi gоstэrэk. Tutaq ki, Qu ) а (D -

dэ). Onda suррQчс|а,Ь|suррсрс|а,Ьf ча l",bJ dахiliпdэ

1ffiJr"(r)- ,р(") - 0, v -) оо. (miiпtэzэm yrýrlrr). onda alrrrq:

l(r,, r") - (r,,,p)l :|-! r {il, "(") - r(")]о"|=

ь

< suplp, (")- ,р("\. I|1Q)a" -+ O,v -) фl
хсR а

уэпi

(rr,r,) - (ry ,р),, --) со, р с D.

Dеmэli Tf D-dэ kэsilmэz funksionaldrr. Веlэliklэ (l) dtisturu ilэ

чеrilэп } D -dэ хэtti чэ kаsilmэz funksional ollr, Т, е D' .

Тагif. Мiiэууэп lokal inteqrallanan f(") funksiyasr vasitэsilэ

VcpeD iigtin

(т,p)=-УЬhQV" (1)

inteqralr gэkliпdэ gоstэrilэ bilэn hэr Ьir Т с D'funksionalr rеqulуаr
funksional (funksiya) adlanrr.

Requlyar olmayan funksional siпqulуаr funksional adlanrr.
Веlэliklэ, эgэr Z с D' funksionalmr heg bir lokal inteqrallanan f (")
funksiyasr vasitэsila (1) inteqralr gэkliпdэ yazmaqmi,imki,in dеуilsэ, onda
Z - sinqulyar funksional adlanrr.

Misal Z. 6(х)- sinqulyar Гunksiyadrr.

Эksini fэrz еdэk: Tutaq ki, еlэ ,f.(r) adi funksiyasl чаr ki, onun

чаsitэsilэ d(х) ГuпКsiопаlmt (l) inteqralr kimi yazmaq olur: V Q с D
iigiin

*hQM"
со

(а,р) - 
_IЛ(

(2)

Onda Ьizэ mэlum оIап ср(х,а)с D эsаs funksiyasr йgi.in dэ (2) yazrlrqr

бdэпilir:

31



со

(r(") р(r,о)) = 
_Уr("\р(",оР" 

,

ТаriГа gоrэ. (d, е) = р(О).Dеmэli

(r(r) ,р(*,о)) - р(",о) 
,!=о: "

оlur.Опdа ф(") _ *р(")с D elementi iigiin dэ (а) doýrudur. Lakin

(6 ,ф) = р(о)_ о
olduýu iigiin

Веlэliklэ, (З)-dэп аlrпlг ki. 
],, -"-

Ir;,("), "r 
т] dx _ е-| .

Вurаdа а ->О olduqda linritэ keqdikda 0=е-| ziddiyyэti altntr. Bu
onu gоstэrir ki, J(x)c D' Гr,rnksionalrnr heg bir adi funksiya vasitasila
(1) inteqralr gэkliпdэ yazmaq olmaz.

Quyd. Bagqa iisul: Tutaq ki, еlэ _fo(") adi funksiyast чаr ki,

VQсD tigtln

(а,,р) - lfoQ\pQP"- р(0)

(3)

(4)

I"fr|lр(хРх-0, 9eD,
со

_со

olur. Вurаdап gtxtr ki, sanki hэr уеrdэ , . _fo(")= О оlаr, dеmэli

/.("): о s.h.y. Bela olduqda (4)-dan 9шlr ki, v ср с D iigiin

(а,rр) = 0,Ьu isэ diiz deyil. Masalan,

(а,р(",о)) : ср(",о) 

"l о: 
Q(O,а)

l *0

Tarif. Tutaq ki, G с Л - oblastr verilir. Л(С) ilэ G -dэ сэmlэgэп

btittin р с D эsаs funksiyalarr fэzаstпt igаrэ edirik:

е

з2



D(G) : {Q .D : sup ра с G\.

Л(С)-о. tэуiп olunan hэr Ьir /:D(G)+R хэtti va kэsilmэz

funksionalr G -dэ чеrilэп iimumilэqmi' funksiya adlantr, f с O'(G).

эgэr f ,g .о'(С) isэ чэ v р сЛ(С) figiin (f ,в): (g,р)

olursa,ondadeyirikki, G oblastrnda f =gчэЬuhаldа -f :g,хсG
yazff|q. Xtisusi halda, v Q cD tigiin (f ,g) = (g,p) olduqda .f = g

hesab edilir. f (") G -dэ чеrilэп adi Гunksiy а, g €D'(G) iimumilэgmiq

funksiya olduqda v р сд(с) i;gtln (f ,Q) : (g,p) olursa, onda deyir_

lаr ki, g funksion ah G oblastrnda f (r) adi funksiyaslna ЬэrаЬэrdir,

уэпi g timumilaýmig funksiyasr G oblastmda requlyar funksiyadrr.

ЭgэrVrрсо(G)tigtiп(/,а)=lоlursа,dеуirikki,/=gG-dэ
vа bu ha|da f = 0, х cG kimi yazrlrr,

Мэlumdur ki, х + О olan hэr уеrdэ d(r)= о olur. Demali,

G = {"* 0}oblastrnda 6(r) rеqulуаr funksiyadrr (va,=O), Эgэr /(r)
adi funksiyadrrsa G oblastrnda ,r(,)= 0 olmast ilэ iimumilэgmiq

lunksiya kimi опuп G oblastrnda 0-а ЬэrаЬэr olmast eynigticlti anlayrg-

lar olur. Doýrudan da, Vр с D(G) tigti"

(f ,ч)= IlQhQY"= !r|ll(,),fo* IfQhGV*=o
G Л\G

(l-ci tорlапап f -in, 2-ci rр- пiп hesabtna), уэпi adi mэпаdа G -dэ

/(")= 0 olmast ilэ iimumilэ'mig funksiya mэпаdа G - dэ

f = 0,х cG olmast eynigйcltidiir.

теогеm. ir.i 7(х) u, g(x)_udi funksiyalan yalntz чэ уаlшz о zam_

irn eyni Tf =Тr(rеqulуаr) timumilэgmig funksiyalarr tоrэdirlЭr ki, sanki

hэr уеrdэ f (")=g(x) otsur,.

isbatr. Tutaq ki, s.h.y. f (*)=g(r) Onda

(rr,ф: IrQyoQW, (rr,ф- IвQ)ч("\ф
lItisturlarrndan gжtr ki, Tf =Tr.
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Тэrsiпэ, tutaq ki, TJ"=Tr.Onda ahrrq ki, Vр iigi.in

ItrG)- g(")]e(xPx:0
Эgэr /(х) - g(") : h(") igаrэ еtsэk , h(x) -adi funksiyadrr чэ

Ih("Yp(-M"_0,vcpcD (-)

olar. Gоstэrэk ki, s.h.y. й(х):О. Sada hala baxaq. D(a,b) fэzаsl
supp ср c|a,bf оhп ср с D kimi эsаs funksiyalar fэzаstdtr.Dеmэli
(*.) mtinasibati V ср с D(a,b) tiqiir, оdэпilir:

IИ("),р("Рх_0 (**)
а

Веlэ Ьir Л(") funksiyasrna baxaq

д(") = IпGУс
х

а
д(")- kэsilmэz olub s.h.y. л'(") = h(") оlur. (* *) inteqrulrnr hissэ-
hissэ inteqralladrqda

Ir("\р'(")dх - 0,v Q с D(a,b)
ь

а
altrrq. Analizdan цэ|um olan Dyu-Bua-Reymond lemmaslna asasan
Ьurаdап gжtr ki, л(r) : с: сопsl. Lakin е(о):0 olduёu iigiin аltшr
ki, с = 0, уэпi л(r)= 0. Onda, s.h.y. л'(") = h(") olduýundan altntr
ki, s.h.y. h("):0, yani s.h.y. 

"f 
("): g(").

Natica. Adi funksiyalar goxluýu ilэ requlyar iimumilэqmig funksi-
yalal goxluýu arastnda qarqrlrqlr Ьirqiуmэtli uyýunluq чаr. Bu sэьаьdап
/(х) adi funksiyasr ilэ onun dogurdulu rr..iurуur timumilэgmig funk-
siyastnt еупilэgdirmэk olar. Dеmэli, ,f("). Д olduqda

(r,,r): IrGylGV"
rеrulуаr funksional olw, Т, eD'. Оgэr Tr: f qabul etsэk, onda

Е с. D' оlur. Dеmэli adi funksiyalar sinfi Д iimumilэqmig funksiyalar feza-
smtn hissэsi оlur: hэr adi fuлksiya-iimumilэgmiq funksiyadrr, tэrsi dЬДru deyil,
9iinН d(х)с D',laНn d(x)-adi funksiya deyil, d("т) { Е , Веlэliklэ, iimu-
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milэgmig funksiya anlayrgr Hassik funksiya arrlayrgшn bilavasitэ gепiqlэпmэ-

siпdэп iЬаrэtdir. Xiisusi halda, f (")= с adtfunksiyasr
со со

-со

(r r,r) = IlQYoQ!ф =, loGW = (,,р)
_со

kimi requlyar funksionalolur. Вu halda (rr,r)="'!rQW, рс D,

хэtti чэ kasilmэz funksionalr D-dэ sabit йsional adlanrr чэ

Tf = с = coиst qэЬul edilir. Daha xtisusi halda, timumilэgmig funksiya

1 Ьеlэdir,

l( )а )а"-

0о

fu(-
-со

Agkardrrki, 1cD
2. Sinqulyar funksional g L . Agkardrr ki, /(х)=

х
D-da rеqulуаr funksional dоýurmur чэ

1l,r\ =iф*\х l-bx
irrteqralr timumiууэtlэ daýrlrr. Lakin hэmiп inteqrala Ko9inin baq qiy-
пrati mэпаdа baxdrqda о yrýrlan olur.

Bela bir funksional quraq: V q cD tigtin

funksiyasr1
х

(, L,p\ = ,р-rРQ)_ dr= liц 1 
e(й" :

\ "'/ _r_ х "-o1,1i" Х

='ý[jry*;!+*7
(buradavp simvolu franstzca Vаlеur principale - Ьаý qiуmэt dеmэkdir),

Burada 1-ci toplananda х = -t еуаz|эmэsiпi etdikdэ alrnq:

(uL,p)=
\х l

со (,)- е( ") - р(0)
оо

lim
е-+0

dx . (5)

€
х

dx-
0

х
х
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Alrnan inteqral miitlэq yrýrlrr. Doýrudan da, эsliпdэ bu inteqral sonlu
раr9а tizrэ hesablantr, gtinki р- Гrпitdir. Мэsэlэп, a5er suppcp с.|а,Ь]
isэ onda Laqranj diisturuna gоrэ

|р(-)- 
q(- -)l 

= 
,sup |p,(f ) < *.

| х l 6.|r'Jtr 
t? /I

Onda (5)-dэп alarrq:

("+,r)l = 
2(ь - ")цу,5lо,(6). -

I

Dеmэli, (5) inteqralr sonludur.

Gбstэrэk ki, tlL hэm dэ kэsilmэzdir. Tutaq ki, Qч-+ 0 (D-dэ).
х

Bu о dеmэkdir ki, еlэ sonlu (-А,Д,) pargasr чаr ki, btitiin v=1,2,...,
iigiin

s uррQч(r). |- ,Ц,,ЦJ

Onda alrnq:

(, :, r,) =,о !+ dx =rрJо)ир i,+ - пr^!,ф#Ю *

Вurаdа l-ci toplanan srfira ЬэrаЬэrdir (gtinki 1 
'rU 

funksiyadr r),2-ci
х

toplanan qargtstndakr vp iýarэsini atmaq оlаr, gtinki inteqralaltr funksi-

lz х = 0 пёqtэsi эtrаfiпdа сэmlэпэп funksiyadrr. Sonlu artrmlar (La-
qranj) diisturuna gёrэ

|eu(")-,pu@)|.| , l вi!iоrlч,G)<со,
Dеmэli,

со

rrp I
Qч <2Д 

Bt!iul|,i(6) - 0,
(,)

ч -)ф
х

-ф
уэпl

веlэliklэ

ltl,,?-
\х

зб

Qч -) 0,и + оо



(":,r) -uo'!_ J
,.l>,

lim
д+0

dx
,р(*) 9\й"

хх

1

kimitэyin еdilэпУ1 D-dэ xэtti чэ kэsilmэz funksional оhх, i! - с D,
х х

Masala. isbat edin ki, JpL - sinqulyar гunksiyadrr: (heg bir adi
х

f (") funksiyasr чаsitэsilэ onu

l
:,/-,Q

х
: lr?)oQ)a"

ф

-ф
gэkliпdэ yazmaq о

Misal Z. "f("
lmaz)

) - adi funksiya olduqda

(т,р) - IlQ)ч[:),а", QcD, (6)

со

_со

kimi daxil еdilэп 7 funksionah iimumilэ9mig Гunksiya olur. Qi,inki inteqral

yrýrlandrr vэ Т xэttidir. Digэr tэrэГdэп Qч ) 0 (Р-Оэ) olduqda

suррQч(r)- |",bI ч -|,2,...
\э

fi?,ь |on,"("l- 0, ч -+ оо

c,lduЁu tigiin

|,(T,p)l= If Q)о',l"QV" -u*lDn ,р"("\
ь

а

ь

jr(") -+ 0, ч ) ф,

с,lur, demэli 7 -kаsilmэzdir, уэпi 7n е D' .

Misal 3. Веlэ funksionala baxaq: Y р eD tigtin

(т,р) - р'(а) (7)

()nda Т еD'(gоstэriп).
Qeyd.(6) va (7) funksionallarr da sinqulyar funksiyalardrr.

з. D' fazasmda yrýrlma. таrif. Tutaq ki, fn eD'_funksionallar

a.rdrcrllrýl va f сD' funksionalr verilib. Оgэr V q с D tigtin
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(f,,p) -+ (f ,rр), п -) ф
olursa, onda dеуirlэr ki, fi } ardrcrllrýr D' -d" _f -э yrýrlrr чэ bu halda

D,

f,-+_f , п-+ф чэ yaxud f, -+ f (D'-dэ) уаппq. Bu ctir yrýllma

zэif yrýrlma adlantr. Dеmэli, V ср с D iigiin (f",q) эdаdi ardrcrllrýr

(f ,е) эdэdiпэ ytýtltrsa, onda deyirik ki, {' } funksionallar ardrcrllrýr

D'-dэ /-э yrýrlrr.

Эgеr f, с D' -mi.iэууэп funksionallar аilэsidirsэ (я-раrаmеtrdir)
чэ Vср cD tigiin

(f,,p) -+ (f ,rр), s + 0

olursa, deyirik ki, D' - de _f " 
-+ f , g + 0.

D,
Xi,isusihalda, fr-+6(x),, s+0 odemэkdirki, VрсD Ugtin

(f",p) -+ (6,а) = р(0) я -+ 0.

З. D' fazaslnrn tamhýr. Tutaq kl, .f n с D'.Эgэr V р с D tigtin

I|зV",Q) = (f ,е)
olursa, onda / е D'.Веlэ olduqda dеуirlэr ki, D'fэzаst tam fэzаdrr.

isbat еtmэk оlur ki, эgэr {(r",rp)} эdэdi ardrcrllrýr Y Q eD tigtin

miiэууэп о, = (f ,Q) эdаdiпэ ytýtltrsa,

I:*V",p) = (f ,р),
опdа f cD'.Doýrudan du, .f -хэtti olduýu agkardrr. Gбstэrmэk la-
ztmdtr ki, / - kэsilmэzdir (чэ уа f mэhduddur). Tutaq ki,

D

9u )0, V -) ф.Опdа gэrаk (f ,р") - 0 olsun. Эksini fэrz edib alr-

rrq ki, ela с ) 0 эdэdi чаr ki, чэ ela Qп с D var ki,

|(f ,p")l , "
ýэrtэ gёrэ Qп с D olduqda

(_f",,p,) -- Jч (f,, р ").
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Onda hэr Ьir п =|,2,...iigtin еlэ Vnvarki,

l(f"",a")l,_ 
о ,

l3еlэ olduqda еlэ ф. D elementini qurmaq olar ki, (Ьах. [3],sah.22)

|(l,",o)|, u

Onda (f,",ф)э ф, v -) ф. Bu isэ V Q cD tigtin (f",p) ardrcrllrýr_

nrn yrýrlan olmast gэrtiпэ ziddir.
Taklif. d_funksiyastnt mtiэууэп эsаs funksiyalar ardrcrllrýtntn D' -

dэ limiti kimi almaq olar.
Asaёrdakr эsаs funksiyalar аilэsiпэ baxaq:

,,(r)=
С,'€

1

-7}
i"l. ",

0, l"lr "
Agkardrr ki, о"(х)с D. Burada с, еlэ segilir ki,

lo,("P" =t
со

_со

cllsun. Gбstэrэk ki,
D'

а, (r)-+6("т) s -+ 0

Dоýrudап da, agkardrr ki, V ср е D tlglln

l@,,q)- е(0)=
l"l=,

I}urada р(х)-tаsitmэz olduýundan о, lrl< я oblastrnda mi,iпtэzэm kэ-

silmэzdir. Onda Vr7>0tigtin еlэ 6>0чаr ki, Irl.a olduqda

le!)- е(0) < ry. Веlэ olduqda (s < б sеgmаklэ) sonuncu ьэrаьэrsiz_

lrkdэп altntr ki,

l@"p) - q(O\"l,
уэпi

р
,l<"

,(")q("М" -,р(0
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Шm (аl,,Q)=е(О) _(a,pl

Веlэliklэ,

Ьurаdа

s+0

-со

D,

а,(х)-+6(х) а -+ 0

Misal1. isbat еdэk ki,
2

f,(")=|"+ 3rtrl s -+ 0.
1€Е

Dоýrudап da, V Q с D, sup рQ с|- ,a,l} tgtin

соф*2
(f,,p): !r,GbGИ*=+ !е- 

,- ср(хМ"=
i€lт J

-со
2

, оо -Х
= 

-j- 
k ' le(i- е(0)+ е(0)] = J1-1 J2,

_со

JI
g0
J;

1

Б

-r]

lr; а" = р(0)

Ах'
l"' lеG)-,р(о)]а"

-д

J?

Laqranj diisttiri.ini.i tэtЬiq еdэrэk alrnq:

J lД",_r')Аr2

= тЭдэ*,,lе'G\ J|"P-' а* =# м , 
lxe-; dx:

"l €Е =.t ^-"t 1 t! сп 0

2

м -д- ,'(-z\ мJ;Г +,"]=i],J"'o[; 
)= 

-ffL-"',,]
м^,Б Г _4l=;l'-e , 

_]-о, 
е-+0,

Веlэliklэ, J, + J, -+ е(0) я -+ 0, yani

(f ,,р) + е(0) = (а ,р) .
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вurаdап tэlэь olunan altntr.

Qnyd.6(x) Гuпкsiуаsr mi.iэууэп adi funksiyalar ardrcrllrýrnln D'
fэzаstпdа limiti kimi alrna Ьilэr.Вu сйr ardrcrllrqlar <d-vari ardrcrllrq-

lаr> adlanrr.
1

Misal 2. 9р - -sinqulyardrr. Веlэ bir g" (x)-adi funksiyalar ardtcrl-
х

lrýrna baxaq:

g" (r) = |,I

|,l

g" (r)-requlyar funksional doýurur. Onda altnq: V ср с D,

I,l,,

,р("

l
х
0

)€,

<€.

{g ,,р) - 
"! 

g ,(*),р(")а* - )

х

Lч(g,, р) :l,ч,,,{, ф = *-|+ dx - (" |, r),

уэпl D'l
g, -./'r, а -+ 0.

Demэli sinqulyar -Zl funKsionalr g,(") adi funksiyalar ardtcrl-
х

hýrnrn D' fэzаstпdа limiti kimi alrnrr. Вu fakt timumi halda da doýru-
dir: Нэr Ьir i.imumilagmiq Гunksiyanr m{iаууэп adi (hэttа эsаs) funksiya-

lar ardrcrlltýtntn D'-manada limiti kimi almaq olur.

4.Soxotski diisturlarl. Soxotski diisturlarr D' fэzаstпdа baxrlan Ье-

1э bir limit mi.inasibэtidir:
lI

J5п =Тi16(х)*,r;.

Soldakr limiti l 
ilэ isаrэ еdirlэr. Bu dtistur analitik funksiya-

x+i0
ntn sэrhэd qiуmэtlэriпi miiэууэп etdikdэ чэ kvant mexanikasrnda genig

tэtЬiq edilir. D'-dэ limitin tэrifiпа эSаSэп, Y р с D ti9tin alrrrq:
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rь1 -J-,r\ = rim i _r@4, = 1i-o1 _r(")4, _
С+u\х*It f c+0_.J,x+ic ,-o_rnx+ic

= rч {W* + p(o)tim ^1fl а, = J, + J 2,

Ьurаdа
д .4

Jlim
ээ0

-1=/о)tiцl | ," ,d*-с rJ ..r +{
--с

,Дo)i

iпdi Jr-ni gечirэk

Jz=

Digar tэrэfdэп,

9$)- rр(о)
dx.

lln, 1,(,-iu)РИ)_ е(о)]
,-u _u, х. + €.

,т[е(,)-е(О)],.
-___-'----.---u.r=х

с

7i dx-
_А

=9* JЧР -,иФ},si$ =9,,4,{n * ;) -rc\t* l )]-
,*Gj

- iЦо)Lу,, t 

$ 
t,l =,Ц0) | = | i о а,р), J, = а п4i

А

*=rr l
_А

А

I
_д х

(":,а) = "oi 
РQ) а* ="оО! 9Q)- р(Ф* р(Ф d* :\xl -uo -А

= p(o),pi В *,р1 eG) q(О) 
dr = vp| ,eQ)-,e@) 

о, _
_'А" _un х - 

_rо х

д
=I

_д х

Вuпu пэzэrэ aldrqda
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olur. Веlэliklэ aldrq ki,
', 

= (uL,r\
\х l

,)= (- iп6(х),ср) - (r:,r)= (lim
я-+0

Ьurаdап

1

x+l€
- iпб * {!L,Q

х

1im
с-+0 Х -l l€

2iп х
1lg

11+-x+i0 r-i0

l
tr6(х)+ l 1

х
Analoji qayda ilэ,

1i- _l :iп6(х)+ rrL.
c-+\x-i€ х

Веlэliklэ, D' -dэ:

l_
й =тtп6(х)* u;.

D'-xэtti fэzа olduýundan, buradan gtxtr ki, -+ с D'.x-l0
Kvant mexanikasrnda 6* чэ 6- kimi iki funksional geniq tэtbiq оluпur:

d*=6* | *L

6-

2

6
2 2iп

(burada d-Dirak funksiyasrdrr)
Buradan аltпш ki,

,6 - 6+ +r-

х

;t
1

l
= 9-,

х

1l +-x-i0 r+i0 = 6(r)
2iT

Мэsэlэп, d* bela funksionaldrr:

eQ)- е( ")(r-,r) =f,ob)-*j
х
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5. Daýllan iпtеqrаllагlп rеqulуаrlа9dlгrlmаsr. Tutaq ki, /(х) mfiэу-

уэп -tr. поqtэsiпdэп bagqa hэr уеrdэ lokal inteqrallanrr (mэsэlэп,
1

"f 
(")= а funksiyasr х =0 поqtэsiпdэп baqqa hэr уеrdэ lokal inteqral-

х
lanrr). Bu halda V Q cD tigtin

(1)IlGb@a"
со

inteqralr timumiууэtlэ daýrlandrr. Lakin, э8эr х = хопёqtэsiпiп miiay-

УЭП U(xo ) atrafinda Q = }оlаrsа, onda (1) inteqralr yrýrlrr. Еlэ F с D' -

funksionah qurmaq istayirik ki, U("n) atraГrnda stfir olan btittin
(р е D еlеmепtlэriпdэ (l) ilэ йst-iistэ dtigstin.Bu halda Д funksionalr
(l)-in (чэ yaxud f (") funksiyasrnrn) requlyarizasiyasr adlanrr. Веlэliklэ,
аgэr еlэ F с D' чаrsа ki, хо -rn m{iэууэп аtrаГtпdа 0-а ЬэrаЬэr olan bti-

tiin Q с D funksiyalarr tigtin (r,rр) = lf QbG)a* оlur, onda F
funksional, /(x)-in requlyarizasiyasl аdlапrr.

Misa|. .f (*)= 1. ,.'. ьir гunksional quгаq:
х

yQcD tigtin

(р,р) =-i ф * \ 
е(")-е(Фа- -W-, (а,ь > о)

-оо -а Ь

(2)

Asan yoxlamaq оlаr ki, F е D'. Эgэr р(0)= 0 isэ, buradan

(г,р) = [f (-\р(")а"
aо

_со

altntr, dеmэli F funksional, ./(") -in requlyarizatorudur. Веlэliklэ,

f(") sinqulyar funksiya olduqda F с D' funksionalt xo-dan kэпаrdа

f (") ilэ i,ist-tistэ dtigtirsa, onda F -э /(x)-in requlyarizatoru deyirik.

Lеmmа. utaq ki, mtiэууэп m> О эdэdi tigtin |х|' /(x)-hasiri
lokal inteqrallanandrr. Onda (l) inteqralr rеqulуаrlаgапdrr.
Doýrudan da, mаsэlэп, requlyarizasiyanr Ьеlэ dtisttirla tэуiп etmak olar:
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(r,р) _ Ir(" fr(") - уL fr=o "k 
0(- |"l) dx (3)

ф

_оо

,(ъ)
k|

)0

(burada p(r)-crn onun теуlоr dtisturuna ayrrlrgrnda 1lk m + 1 hэddi

gжtlrr. Onda qalrq hэddiп tэrtiЬi >l"|' оlаr).

Gоstэrэk ki, Л с D' . O(t -|х|) -Heuisayd Гunksiyastdtr, l"l 't -

olduqda O(t -|rl)=o. onda t R, (r)-qalrq hэddidir).

(р,р) : Ir(in-(*Vr * IrG\lG)a- = J, + J2, (4)

1,1.t |,|rt

Burada teoremin gэrtiпi чэ

lл", (r) . -u"|p(,-')(6)|r|'-',
паzэrэ aldrqda,

ff(,)K",(, < -uл|р('-')(6l Jr(")r|' dx <о,

1,1.t
,l.t

l1,1=

ll
ll rl =[Jrьиь*l =,.Jr,,'-'' ff *< -u*|p(,|,,,ff(")"|'a* . .о.

alrrrq. Веlэliklэ, V Q €Dtigtin (Р,р) sonlu эdэddir. Qч + 0 (D -dэ)

olsun. Onda suррQч с|- ,a,Af чэ ,"ple|)("l- O,v -+оо olur.

Bu halda

l(",r")l = iщllrP-"(r)'Jr(,) "|'*' 
d"- 

рз}lи 
("),,JrG),|' оЬ

|(r,r,)| -+ 0 otur, уэпi

Веlэliklэ, F с D'.Эg., р(о): 0 olursa, onda bu halda

(р,р) = IrQ\lQV-.
Demэli, F /(x)-in requlyaгizasiyastnt чеrir.

Qeyd. Эgэr V m:0,|,2,... iigtin ela А_эdэdi varsa ki,

mi.inasibэtindэn 9жlr ki, v -+ ф olduqda

F D -dэ kэsilmэzdir.
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l/(") ,+
|"|

olur, onda l"l - 0 olduqda f (") funksiyasr j, -', istэпilэп dэrэсэ-
|"|

sindan daha yiiksэk stirэtlэ sonsuzluýa yaxtnlagtr. Вu halda /(х) sin-
qulyar funksiyasrnr requlyalagdrrmaq mi,imkiin olmur.

Мэsаlэп, l/(") 'пЙ , 
х )0 olduqda f(") funk ' 1

:Slyasl 
й 

-п Б-

tэпilэп dэrэсэsiпdэп daha tez sonsuzluýa yaxrnlagrr.Ona gоrэ dэ bu fun-
ksiyanrn requlyarizasiyasr miimki.in deyil.

б.Umumilаgmig fчпksiуаIаr iizarinda bаzi аmаllаr. Yerdayigma. 1 
0. 

Тrr-
taq ki, f (t) -aaiГunksiyadrr. Onda rQ - a)-adifunksiya olar, bu halda

(r(, - о),р) =-!r(, - o\p(tPt :-1rфr(t + oPt = (f ,,р(,+ о).

Bu ЬаrаЬэrriуi i*tifI i Т cD'iimumi"T-'u funksiyasr tiqtin tэrif olaraq
qэЬul edirik:

(Г(r - "),р) = (Т,,р(" * 
")) 

.

Веlэ olduqda Z(х - о).D' olur чэ о, 7 -пiп а qэdэr sola stiri,igmэsi
(уеrdауigmэsi) adlanrr.Xtisusi halda,

(а(r - о),р) = (r, ср(" + 
"))= р(о),

(а(х + о),р) = q(- о\

2o.Tutaq ki, /(r) -aOi funksiyadrr. Onda l@t) -adi funksiya
olur (fr : сопst ). Dеmэli

(r @,),,р) = ! r @t\lQv, : f, t r eb(i\, = 

Й(r, 
rt;))

Вu ЬэrаЬэrliуi V7 с D' iigtin tэrif kimi qabul edirik: Оgэr Z с D', onda

(т(tсt),я)= 
fr(r,r(;))

Веlэ olduq аа T(kt)c D' olur.

Misal l.T = dQ). OnCu
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(a(tz),) = 
fi 

(rt,)r[;)) : 
fr 

я(о) : (йr,,),
buradan

1
а(и)

lkl
d(/)

Xiisusi halda (t = -t),
,(/)= д(- r)

уэпi d(r) -ciit <funksiyadrr>.

30. irrdl tutaq ki, а с С- (Л) u. f (t)-aai funksiyadl r. Опdа af ,

adi funksiyadtr чэ о, rеqulуаr fuпksiопаl tоrэdir: V р с D iigiin:

("f ,q) = I"0r(t\p(t)at = IrQ\"QfuQ)]at = (f ,оч)

Buna uyýun olaraq Т с D' ixtiyari olduqda аТ Ьdrе tэуiп edilir:

(оТ,р) = (Т ,оQ), аср с D.

Onda аТ cD'olur,
Misal 2. Xtisusi halda, Y а сС tigtin

("(,)r(,) а) = (6,оQ) = аQl t=o = 
"(О}р(О)= 

(о(О)Д (,),р),

уэпiVссС tigiin

,(,)r(,)- о(о)а(r).

Dеmэli d(-r) ГunKsionalr уаlпtz х = 0 noqtэsindэki qiуmаtlэrэ <<reka-

Slya) чеrlr.
xtisusi halda

r . 6(r) = 0, х* 6(")= 0,m > 0

sinx.d(x)=9,
cos r.a(r)= d(")

е" а(х):6(")

Misal 3. Gбstэrэk ki, х , llL:l.
х

Doýrudan da, V Q с D tigtin alrrrq

1
х . !Р -,срх

со

чD l !9а"
'Jx

_со
\= 1r1,"р\:/ \х l

=(1 )а
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уэпl

х , ,!! =l.
х

7. Umumilaqmig funksiyalarrn чurчlmаsl. Biz gёrdtik ki, 7 с D' ol-

duqda V а с С-(Л) figfin аТ с D' оlur. Xtisusi halda,

"(r)а("): "(о)а(") 
olur. Qох maraqlrdrr ki, miiэууэп qayda ilэ

D'daxilinda еlеmепtlэriп hasili tэуiп еdilэ Ьilэrmi?

Qeyd еdэk ki, hэttа adi funksiyalar fэzаst (Е) Сахltiпdэ еlеmепtlэ-
rin hasili fэzаdап kэпаrа grxa Ьilэr.
Мэsэlэп,

1

f (*)=

п
сЕ

1

olsa da f'(*)=j,еЕоlur. Нэr Ьir adi funksiya eyni zamanda ham' 
|"|

dэ timumilэ9mig funksiyadrr. Dеmэli, D' fэzаstпdа чurmа эmэli kоr-
rekt deyil. Umumilэgmig funksiyalar пэzэriууэsiпiп banisi Loran ývars
gёstэrdi ki, D' fэzаstпdа kommutativ чэ assosiativ olan чurmа эmэli
daxil еtmэk mtimki.in deyil. Эgэr bela olsaydt, onda Ьеlэ Ьir ziddiyyэtli
zэпсir gечirmэsi dоýru olardr:

0:0 . ipL =(х a(x))z
х

iki f ,gcD' iimumilэgmig funksiyaslnln hasili f .g о zaman
mэпаlt olur ki, birisi na dэrасаdэп sinqulyar olduqda, digэri hэmiп dэ-
rэсэdэп dэ requlyar olsun. Маsэlэп, а(r).6(х) hasili mэnastzdtr, la-

kin а("). 6(r _1) hasili manaltdtr чэ stfra ЬэrаЬэrdir, gtinki d(х)
sinqulyar olan oblastda (х = 0 пёqtэsiпiп эtrаfiпdа) а(" - t) rе-
qulyardrr (чэ srfra ЬэrаЬэrdir) чэ tэrsiпа.

D' daxilindэ Ьеlэ Ьir tэпliуэ baxaq:
х-Т:0.

Bu tэпliуiп mэсhul Т hэllini tapaq. Bilirik ki, х. 6(*)= 0, уэпi d(х)
bu tэnliyin hэllidir.

Taklif. Т с D'-ixtiyari timumilэgmig funksiya olduqda
х-Т =0 (1)

olmast iigiin zэruri чэ kafi qэrt
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т = с6(х) Q)
olmastdrr, с: сопSt.

Doýrudan da Т :с6(х) olduqda х, 6(x)=0olduёundan
сrd(х): 0 olur. indi tutaq ki, хТ = 0. Onda V Q eD tigtin

\"Т,р) : (Т ,х9) :0 ,

Dеmэli, (1) olduqda Т funksional| хQ hasili gэkliпdэ olan btitiin

Ф = 
"Q 

е D еlеmепtlэriпdэ srfra ЬэrаЬаr оlur.

Gоstэrmэk оlаr ki, ф . D elementi ya|пtz о zamaг

tl = х,Q, рс D hasili kimi yazrla bilir ki, /(о)= 0 olsun.

Tutaq ki, 0 cD -qeyd olunmug elementdir, Ьеlэ ki, а(О)= t .

I}еlэ еlеmепtэ baxaq ki,

х = Q -,р(ОР("). D.

Onda хФ)-0,уэпi z-xp. Onda

(т,z): (т,,р - ,р(0)0) _ (т,,р) - ,р(о\т,0) (3)

ýэrtэ gбrэ 0 с D - qeyd olunub, опdа (Т,0) чiчmэti qeyd olunmug

е'dэddir, onu с ila igаrэ еdэk: (т ,0) = с, Веlэliklэ (3)-dэп аlmtr ki,

g _ (т,хср): (т,р) - ,аР)= (T,el - kа("),р),
Ьurаdап

r = с6(х).

8.ijmumilagmiq fiiпkфапrп lokal xassalari. Dagryrcl qoxluq. дrtrq biz
bilirik ki, timumilэgmig funksiyamn ауп-ауп пбqtаlэrdэ qiymati уохdur.
Мэsэlэп, Ьеlэ dеmэk dtizgtin olmaz ki, _f с D' timumilэgmig funksiyasr

.ro поqtэsiпdэ stfrа ЬэrаЬэrdir. Lakin опuп х0 пбqtэsiпiп miiаууэп эtrа-

frnda srfra Ьэrаьэr olmasmt korrekt izah еtmэk mtimki.indi,ir .

Tarif. Tutaq ki, _f с D' ча G с R -mtiэууэп oblastdrr. Эgэr

\/ (р сЛ(С) tigtin (7, а) : О olursa, onda deyirik к, G -d" _f = 0 чэ bunu

f=O,xcG
ltimi yazrrrq.
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Таrifэ gоrэ D(G)-duq,yr., goxluqlarr G -dэ уеrlэqэп biitiin р с D
эsаs funksiyalarr goxluýudur. Dеmэli, ср с О(С) olduqda
suppp(,")-Golur, yani x€Golan пёqtэlэrdа hэr уеrdэ ср(х)=0
olur, yalntz х е G olduqda ,р(")+0 ola Ьilэr.

Эgэr /(x)-adi Гunksiyadrrsa G -dэ sanki hэr уеrdэ f (-)= 0 ol-
duqda о, hэm dэ timumilэqmiý Гunksiya kimi dэ G -dэ sfrr olur.
Doýrudan da, v р с D(G) tigtin

(f ,ч1= IrQ\lQM" = Ir$\lQ)d* + lf QbG)a" =о

со

_со G R\G

(1-ci toplanan /(x)-i", 2-ci isэ p-in hesabtna sfir оlur). Dеmэli adi
funksiya hэr iki mэпаdа G -dэ stгrrа Ьэrаьэr оlur.веlэliklэ, daxil еdilэп
tэrif adi tэriгrп davamt olur.

Tarif. Tutaq ki, -f с D' . Эgэr xu nбqtэsinin heg bir эtrаfiпdа

f =0 оlmursа (hэr эtrаfdа _f +0 оlursа), onda хо пбqtэsi f fлп-
ksionalr ijg;jп ciddi пбqtа adlanrr.

Bi,iti.in ciddi пбqtэlэr goxluýl f -лп dagryrcr qoxluýu (daqryrcrsr) ad-
lашr чэ Supp / kimi igаrэ olunur. 

'0 csuppf olmast iigiin zэruri чэ
kafi gэrt х0 -m istэпilэп эtrаfiпdа "f + 0 olmastdr. Мэsэlэп, х : 0 пёqtэsi

f (*)= 
"' iigiin ciddi поqtэdir (hэmiп поqtэdэ r(O)= 0 olsa da).

Dеmэli, аgэr хо noqtэsinin еlэ эtrаfi чаrSа ki, оrаdа _f = О, onda
хо ciddi пёqtэ deyil. Agkardrr ki, daqryrcr goxluq qapalr goxluqdur. О
hэm da еlэ minimal qapalr goxluqdur ki, ondan kэпаrdа ,/ = 0 olur.

Dagtyrcr goxluq mэhdud olduqda f -fiпit funksional adlanrr. Эgэr
supp /daqrylcr goxluýu Лgoxluýuna daxildirsэ, dеуirlэr ki, f i,imu-
milэgmiq funksiyasr Л goxluýunda сэmlэпiЬ: supp f - F.

Misal. supp а(r)= {О}.
Bunu gоstэrmэk iigi.in gэrэk gоstэrаk ki, х = 0 nбqtэsinin ixtiyari

atrafinda_ 6 * 0, bundan эlачэ hэr bir х # 0noqtэsinin еlэ эtrаft чаr ki,
оrаdа 6(")= 0 olur. G ilэ r = 0 nбqtэsinin ixtiyari эtrаfiпr igаrэ еdэk.
Onda Л(С)- yalntz G -dэ sfirdan fэrqli оlап ср с D asas funksiyalarr
goxluýu tigiin

50



(aG) eG)): р(о)* о.

indi tutaq ki, xg *0 чэ lr(ro)- ,о-m еlэ эtrаfidrr ki, о, G ila ka-

siqmir: ll(*)n G = О . ОпdаV Q с OQl(xo)) tigti" alrrrq:

(а,р) = р(0)= 0,

gtinki о cV(x) u" а ancaq |rG) -da srfirdan Гэrqlidir. Dеmэli,

6=0, хсV(х).
Natica. suрр6(" - о)= {о\.
ixtiyari Т с D' funksionaltna baxaq. Tutaq ki, G еlэ maksimal

clblastdrr ki, orada Т :0.0nda Л: Л \ Gеlэ minimal qapah goxlu-
сlduг ki, orada Т +0. Bu halda Дgoxluýu Т -пiп daEryrct gохluýu adla-
1Iш чэ F'= sup рТ kimi igаrэ edilir.

Маsэlэп, d(")= О, х +0 olduqda. Dеmэli, С = {Л \ 0} oblastrn-

са d(r)= 0 чэ bu maksimal agrq goxluqdur ki, orada б = 0. Onda

Д = {Л \ G}= {0} biretementli goxlugu d(x)-in dagryrcr goxluýu olur.
Taklif. Tutaq ki, .f -finit funksionaldtr, эgоr (р с D эsаs Гunksiyasr

Supp _f = F goxluýunun miiэууэп эtrаfiпdа srfra ЬэrаЬэr olursa, onda

\f ,р)=0. Xtisusi halda, ср 1lэ /-in dagryrcr,goxluqlarr kэsiqmэdikdэ,

1эпi
supp(p л supp _f =а (* )

olduqda (f ,е) = 0 оlur.

Doýrudan da, tutaq ki, rб € s uрр ,f .Bu о dеmэkdir ki, хо ciddi

nёqta deyil, опuп еlэ U(xo ) эtrаГr чаr ki, orada ,f = 0 , х с U("o )
FIэr хо € sup р f rqПп Ьеlэ Ьir эtrаf чаr, onda Ьu kimi biittin эtrаflаrtп

сэmiпi G ilэ iqаrэ etsak, _f =0,xcG olar. (*) gэrtiпэ gоrэ

s,uррQсG.Dеmэli, G-dэ Q+0, аmmа _f =0, уэпi ("f ,rр)=О
оlаr. Мэsэlэп, suррД = {О}. Эgэr suррср с {х + О\ isэ, onda

(а,р)= р(0): 0,giinki 0 с supp ср .

Веlэliklэ, / iimumilagmig funksiyasr G оЬlаstrпdауаlпlzчэ yalntz

о zaman sfir olur ki, hэr bir х с G пёqtэsiпiп mtiаууэп эtrаfiпdа

"f = 0 olsun. Нэr nёqtэsinin atrafinda srfir olan funksional oblastda
slfir olur чэ tэrsiпэ. Вurаdап gtxtr ki, i.imumilэgmiq Гunksiya oziiniin lo-
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kal qiуmэtlэriуlэ tаmаmilэ tэуiп olunur, hэr пёqtэпiп atrafinda опuп
qiymatlэri malum olduqda biitiin fezada о, tэуiп olunmug olur.

ý 4.Umumilagmig funksiyalann
difeгensiallanmasr.

l.Таrif ча misаПаr.Umumilэgmig funksiyalar aparatr klassik anairiz
поqtеуi-пэzэrdап diferensiallanmayan funksiyalarr da differensiallamaýa
imkan чеrir. Buna sэЬэЬ tбrэmэ anlayrgr tэriГrпiп miiхtэlif olmastdш.

Fэrz еdэk Ki, f (t)-adi kэsilmэz-diferensiallanan funksiyadrr. Onda

f (t) vэ f '(t) requlyar funksionallar tёrэdir. Bu halda V Q cD tigtin

(f ,,p):*S_r,{,\r{,y,
_со

inteqralr yrýrlrr. Buradan hissэ-hissэ inteqrallamaqla alrrrq

(f,,p) - lf,Q\pQ)at = tQp@t:-- IfQYl,Q)dt _

_ - If Q\p'(t)at : -(f ,ч')

Веlэliklэ, f '(t) tоrэmэsi otan /(r) adi funksiyalarr tigiin

(f',p) = -(f ,р') (1)

ЬэrаЬэrliуi hэmiqэ doýru olur. (1) ЬаrаЬэrliуiпi ixtiyari f .D' timumi-
lэ;mig funksiyasrntn tёrэmэsi kimi qэЬul edirik.

Terif. _f . D' olduqda

(g,р)=(f,-ч'), QcD (2)

di.isturu ilэ tэуiп еdilэп g funksionah f -in tоrаmэsi adlanrr vэ .f 'kimi уа-
zt|t .

Agkardrr ki, g :D -+ R Гunksionaldrr. Веlэlikl", _f 'tёrэmэsi D
fэzastnda tэуiп olunmug funksionaldrr чэ опuп (f',p) qiуmэtlэri /
funksionahnln - р' поqtэlэriпdаki (f ,-р') qiуmэti чаsitэsilэ taprlrr.

Вэzэп adi funksiyadan fэrqli olduýunu qeyd еtmэk iigiin / funk-

sionaltntn tоrэmэsiпi .f ' u" у^ + kimi igаrэ edirik. Bu halda (2) tэrifi
dx

bu gэkli alш f с D' iigtin /' tоrэmэsi

52



(з)

чэ yaxud da
(f ' ,q) = (f ,-о') (4)

dtisturlarr чаsitэsilЭ tэуiп olunun .f 'funksionalrna deyilir. (3) ЬэrаЬэrliу

gostarir ki, adi mэпаdа tёrэmэsi olan funksiyanrn timumilэgmig mэпаdа
da tёrэmэsi чаr чэ опlаr iist-i.istэ diiqiir.

Теоrеm. (2) ЬэrаЬаrliуi ilэ tэуiп olunan g funksionalr D fazastn-

da хэtti чэ kэsilmэzdir, уэпi g е D' .

isbatl: хэttiliуi yoxlayaq: v Q,ф е D чэ )",р эdеd|эri iigtin

(g,lp+ рф)=-(f ,U.o- рфl)=-(f ,).ср'+ рф'):-1(f ,а'|- p{f ,ф')=

== l(f',ql + p(f ',ф) = л(в,оl + рG,ф),

indi tutaq ki, Qu3g.g'6u а'"З0 оlur. f . D'funksionalr

kэsilmэz olduýundan,
(g,Q")=-(f,р;)-0 v+ф

olur. Веlэliklэ, g cD' . Bu onu gоstэrirki, V/cD'iigtin f'eD' ollr,

1,эпi hэr bir i.imumilэqmig funksiyanrn tёrэmэsi dэ timumilagmig funksiy-
adtr.

Netica. f .D'olduqda .f'.D'чэ f"=(f,| olduýu iigiin

.f " с D' оlur. Bu qayda ila V Ё tigtin 7(fr) е D' altntr. Веlэliklэ, hэr Ьir

iimumilэýmig Гunksiya sonsuz tэrtiьdэп diferensiallanandrr.
induksiya metodu ilэ asan yoxlamaq оlur ki, v k tigiin

(fro' ,r): (- t)o (f ,r(О)), k =1,2,...

Misal 1. 
' 

- funksiyanln tоrаmэlагi:

(r,о,,r)= (_ 1)О(r,r'О')= (- t)orl'')(o)

)/эпi d(t)(") b.t, funksionaldrr:

,(о) : а +(t)kp(t)(o).
Misal 2.Hevisayd *"nr'l]r,,"," 

[:-;r] 
Веlэ funksiya verilir.

d(х): ]\ / [0, х<0.

Df
dx

р = (7 ,-Q') ,
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Bu funksiya lokal inteqrallanandш, х # 0 оlап,hэr уеrdэ adi t<irэ-
masi чаr чэ 9'("r)= 0. Yalnrz r = 0 пёqtэsiпdэ kэsilir чэ bu псiqtэdэ on-
uп adi tоrэmэsi yoxdur. d(x)-in bi.itiin эdэd oxunda baxdrqda onun
timumilэýmiq Гunksiya mэпаdа tоrэmэsiпi hesablayaq 0(") adi funksi-
уа kimi requlyar Гunksional tёrэdir, onu d ilэ igаrэ edak чэ 0 е D' -iп
tоrэmэsiпi tapaq:

Тэrifэ аsаsэп V Q cD tigtin altrrq:

(о,, р) = -(0, р,| = - lr(*)r, 
(*М" : - lr' GV, = -,р(") t t = р(0) = (6, Q),

0

Ьurаdап

0' = 6(*).
Belэlikla, d(.r) adi funksiyasrnln х = 0 поqtэsiпdэ kэsilэп funksiya ol-
masr onun tоrэmэsi diisturundu 6(х) sinqulyar funksiyasrnln уаrапmа-
stna sаьэь olur.

llll,

Misal З.|"l ,l"l ,l"l - ?

|x|-tot at inteqrallanш чэ hэr уеrdэ kэsilmэzdiг, lakin r = 0 псiqtэsiпdэ
onun klassik mэпаdа tсirэmэsi yoxdur. Biz btitiin fezada bir Гunksional
kimi onun tёrэmэsiпi tapaq. D'-dэ tоrэmэпiп tэrifiпэ gёrэ v р с D
iigiin alrrrq:

0со
(И',,) = -(|"l, р,) : - !|"|r,Ьw : -"!"Ф, -"!|*|r, :

-со 0

= - lbiB" "|р(rР" - (sigп х,ср),

0"о
= t"rp' - ["r' - хр l|--

-со 0

0о оо

= P(ip+ Irbbb
-со 

--

0

-Iфх -хrрl; * jе = -
0"о

lч* tч=
-со 0

хР* =

_со

buradan

onun kimi dэ:
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,,)= ((Е|
ll

|"l ,):

QmOю

=-lsigп ".р'QW=- lsigп "Q'-lsigп 
rQ': lo'- !r'=

0-со0

)

0

{

|"| ,р' ='-(sigп ,,Q') =

: Q lo__- р lT: р(0)+ е(0) =z,p(o)= (26,rр),

Ьurаdап

Aqkardrr ki,

оlur

|rl" : z6(x).

|x;("'l = 26, , |4("l - 26n ,

Qeyd.|x|-aOi funksiyasrnrn 2-ci tэrtiЬ tоrаmэsi sinqulyar funksiya

Misal ц. f (r)= h|x| Jokal inteqrallanan funksiyadrr. Gсistэrэk

kt, D' fэzаstпdа
1

- ?_.
х

Doýrudan da,

( dil

(t,1,1i, ф 
= ]ro1,; е,) = - J,ц1и ьw =

= - l"l!И ЬУ* - Ir4Ц,л ЬУ" = J, + J 2,

Ф

0

Ьurаdа
0

', 
=-_|l";т19'(х}у=-

ln (--r)Kp("):l- Т 
*9)*l=-r*ГспЕ)р(-,)* 

Т 
ч-(*)7"l

4 _т -_l ;-.*TL* /'\ ' '" х 
_]

i' е "}р'("Е, = - lЧ Т* е ;}р '(х}.т =

-сa -rJ

},{

Analoji qayda ilэ
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-r, - -Jh|*|ч'(rР*: -lim l|п xrp'(xYlx:
0а

: -,,,d,, " ср(*) t ; 
al* d"1:

=,",*[- (rпя)е(я) - t9 *1
Веlэliklэ, aldrq ki,

(0" Bti,r) = J, t , = 
',"т. 

(rn я[е(а)- е( ,)] * "o-iý а, =

=,рrаG)-а" =(uL,r\.
_"n х \ х l

Dеmэli, (l"|ii = rpL.
х

Qeyd. Agkardrr ki, liц ln я |eG) - е(,)] = 0.

Misal 5. Agaýrdakr iimumilэgmig funksiya verilir:

у=*! :{"^, Х)0,-1 <),<0.
[. 0, J(0,

Bu- lokal inteqrallanan funksiyadrr. Lakin onun adi tёrаmэ,i )х!-|
lokal inteqrallanmtr, уэпi

со

(u|') = I^ "1-| 
,р(")а" (-)

inteqralr daýrlrr. Lukirr0bu inteqrala miiаууэп mэпа чеrmэk mtimki.indiir
(onu rеqulуаr etmak оlur). Alrrrq:

со со

(у',р) = -(л,Q') = - l"^ ср'(")а* - - liч !"l ,р'(r)а".
0 с-->0 u

Burada Q'dx= du,x1 :V,Ц =ср(х)+С gбtiiriib ,чэ С = -р(0) gёtii-

ri,ib чэ 
"lLpG)- е(0)]э 0,а + 0 olduýunu пэzэrэ alsaq,
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ф

0

оlаr. Bu inteqral yrýrhr чэ daýrlan (*) irrteqralr olaraq mэhz (* *) iпtеч-

(у',р)= J[я(r) - а@У*1-| d"

(^!-' ,а) _j lд,l - a@)1L,1-| d"

Веlэ olduq du у' - )*|-'с D' оlur

(** )

ralr gбttiriiltir. (х *.) ьэrаьэrliуi ilэ tэуiп oluna п у' :Ь/ ) *"osionaltnt

tэbii olara о )*!-'kimi igаrэ edirik. Веlэliklэ:

n, -b!l = u|'.
Bu funksional requlyar Гunksional deyil, lakin опu

gэkliпdэ Ьа9а diigdiikdэ alrnrr ki,

(x ,r.) inteqralr

Lemma 1.

уэпl

xtisusi halda

t_ l \. П|. s\n-.)\ ',' fu-*\" 7х'60) =
m 1п,

0, ш)и,
Doýrudan da, mэsаlэп,

("- 6,-,,а) = (6r,,"*Q) =(_1),(6, G. rl'')= (_l), Q, . rl^' l,=o =

: (- t)' Ь- )'' r(, ) * *Q*)''-" р'(") * ... + 
"^ 

ср(') (r)}=, =

: (- t)' . mlсlо): ((- rГ *;6,,р),

х'6@) = (- tГ .m|6(х) 
.

х6' = -6, х6" = -26', х'6' =0,

х.6@) - _m.6(,-t)
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60) -nin mэхsusiууэtiпi уох edir, пэtiсэdэ 0-а ЬэrаЬэr almtr.

Lemma 2. а с Сф olduqda:
a(r)at't Р; = a(9)6t,l( t) _ mа, (o)at,-l) (r) +

* 
*(Ч,-')с,,(0)6(,-, 

t (, ) * + (_ l )., 
(-) (o)aQ 

).2!
Xi,isusi halda,

а6' : 
"(о)Л'(r)- "'(o)a(r).Dоýгudап da,

:ff Б ;,l"f] 
" 
д| _y:r'*,,,

buradan, (5) аlrпrr. Bunun kimi dэ
a6'(t - to)= o(to)a'(, - t)_ a'(to)a(r - r, ).

2.Tiiramanin bazi xassalari. Tutaq ki, а с С- (R) -ronr.,z diferen-
siallanan funksiyadrr. Onda V Q eD tigiin аQ €D оlаr ve f с D'
olduqda (f ,"ч) qiуmэti чаrdtr.

Xassa l.V f с D' iigtin

(of)' = a'f + af ', (6)

isbatl: Тэrifэ gбrэ V Q € D i.igi.in alrrrq:

({"Л',r) = -(of ,р') = -(f , оср') = -(f , оrр' + о' Q - а' Q) =

= -(f ,Ь ч)' 
) 

* (f , о' ч) = (7', о о) + (а'7, 7r) = (of ' + o1f , Q),

buradan (б) ahnrr.

Xassa 2. Tutaq ki, D =+.Веlэ polinoma baxaq'dx

Р(Л) = aoDn + arD'-'+ ... + а" =iaoD"4 ,
t=0

Belaliklэ, 
"- 

5@ (х) эmsаlmdа mэxsusiyyat dэrэсэsi m > п olduqda

(5)

58

(7)



4, -sabitlэrdir. Onda / с D' tigtin

P(o)r : aoD" _f + a,D'-l f + ..,+ a,f ,

(p@)r,al = (f ,(-|)' ooQ\l + (- l)"-' а,ср('-') *

= (f ,р(- о)р),

(p(o)f ,,р) = (f ,r(- D)a),
Ьurаdа

р(- д) = ао(- D)" * о,(- D)'-' + ",+ an,

Р(- Д) ореrаtоru Р(Л) diferensial operatorunun qoýmasr adla-

Iur чэ onu аdэtэп Л- (Д) kimi igаrэ еdirlэr:

Р-(Л) = (_l)'aoD' + (- l)" 'a,D'-' +.,.+ qп.

I}еlэliklа,

(р(о)r,ч) = (f ,r-(л)е)
Qeyd. .f с D' timumilэgmig funksiyaslnln iimumilэgmig tоrэmэsi

_f ' adifunksiyadrrsa, onda ,f ' ilэ /'(х) adi tоrаmэsi tist-i,istэ diigi.ir.

Doýrudan da, f ' = g(") adi funksiya olduqda

аа+
)

уэп1

х

h(")= IgQVt

rпtitlэq kэsilmэzdir чэ s.h.y. h'("): gb) -adi Гuпksiуа оlur. Buradan

alrrrq ki,V f е D' iigtin

(lr',p) = (g,р) (s)

Digэr tэrэfdэп, f' : g(r) olduýundan

(f ',q) = (g,p) (9)

(8) чэ (9)-dan gtxtr ki, (П',р) = (f ',Q),

уэпi /'(х) = h' =g'(")
Ьurаdап

f(")= lgQ)d, * с,
х

0

уепi f -adi funksiyadrr чэ s.h.y. f '(")= g(")
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Эgэr /(x)-in adi tсirэmэsiпi "f'(") igаrэ еtsэk, onda g = /'(х) оlаr

Хаssа3.Эgэr _f =0,xcG isэ,опdаDОf =0, xcG
Doýrudan da, gсistэrэk ki, V р с Л(G) tigtin

(о" ,,,) = о,

ýэrtэ gёrа v Q сЛ(С) пепп (f ,Q) = О. onda D" Q е Л(С) oldu-

ýundan,

(о" .f ,r) = (_ lY (f ,о"р) _ 0.

Buradan gжtr ki,

Natica. suрр Do f с. supp f .

Xassa 4. Difrensiallama эmэli kэsilmэzdir, уэпi еgэr fn37 
'r.,D,

опdаVаDОfп+DОf,п-+ф.
Doýrudan da, п -) оо olduqda V ср с D

(о" f",p):(- ,)"| (f",o",l)-+ (- D" (f ,D" r| _ (о" f ,r),
уэпi

D"fn-Dof, п-+ф.
Natica. Yrýrlan ardrcrllrýr istэпilэп qэdэr diferensiallamaq olar,

пэtiсэdэ limit funksiyanrn uyýun tбrэmэlэri аlшаr.
Klassik апаlizdэ bu tэklif doýru deyil.

Misal. f,(")=1rinn". Bu adi funksiyalar ardrcrllrýtdш va hэr
п

уеrdэ mtiпtаzэm olaraq srfra yrýrlrr:

lr(r) =*-0,z -+ m.

Lakin fi.,(")= соsи.r tбrэmэlэr ardrcrllrýr heg bir limitэ ytýtlmш, xtisusi

halda, f;(")-+ 0 оlmur.

Lakin f i'Q) -*ii,',,i",;Ti= 
_ ;; lр, QM*,
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Ьurаdап alrrrq ki,

If,G\l'Q
ь

а

|ъ
Иl= рзj le'(,) Лr(х)dх <

l "-^-- а

= 
l(u - о)mа1 lp'(r) -+ 0, п -) ф
П а<х<Ь'

уэпl
(f;,,р)э0, vcpcD

Dеmэli
f; +0, D'-dэ.

Bunun kimi dэ fn-inbiitiin tбrэmоlэr ardrcrllrýr

f:, .f:, --., flo),.

D' -de srfra yrýrlrr.
Doýrudan da, mэsэlэп,

(.il',,р): (f 
",Qп)= lf "Q\l"("P* - Р"

со

_со

ь

tf,Gll"Q
Lakin

lъ

lI
lo

fnQlp"(" ( max |o"Q\I|f"(")a" =х

ь

а

= 
l -u* lр" (rl, Ф - о)-) 0, п ) ф,
П х 

l' \ ,l \

уэпi
D'

f:+0, п -+ ф-

Natica. D' fэzastnda V fr tigiin

,l* cos пх+0, п -) ф.

иk sin пх +0, п -) ф.

Qeyd. D' -de yrýrlma anlayrgrnr funksional stralara da tэtbiq еtmэk

оlаr. Tutaq ki, adi funksional stra verilir:
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со

Zuo("): s(")
k=1

Burada Uo (x)-adi Гuпksiуаlаrdrr.
Эgэr,Ьu stra эdэd oxunda hаr kompakt goxluqda mtiпtэzаm yrýtlrsa,

onda ý(х) adi funksiyadr. Bu halda bu srant D' fэzastnda istэпilэп qэ-
dэr diferensiallamaq оlаr va altnan stra D'-dэ yrýrlan stra olar.

Doýrudan da, Vlrl< Л mэhdud х tigiin,

S" (")- 

' 

Uo (")э .S("T) п ) ф.
k=l

Вurаdап grхш ki, ý,,-o,S, уэпi ^S,(х)чэ s(") adi Гunksiyalanntn
yaratdrýr rеqulуаr funksionallar ardrcrllrýr 

^ý 
с D' funksionaltna yrýrlrr.

Onda, diferensiallama эmэli D'-dэ kэsilmaz olduýundan 9жlr ki,
V а i.igйn

s

п

со

со

k=1

п

k=|

D,

Do Sn) Do S,

indi tutaq ki, LI k с D'. Веlэ srraya baxaq

п-)ф

Xi,isusi сэmlэr:

yazl/r:r, Тёrэmэпiп
onda V а iigiin

Ztl о,п =L,2,..

(*)

(* *)

sшas1 ytýtlandшsa,

ZUr.

п

Эgэr VQсD tigtin (,S",P)-(S,qr), п-)ф olursa, dеуirlэrki,
(* ) srrasr D' fэzastnda ,S с D' Ёmumilэgmig funksiyasrna yrýrlrr чэ bu
halda

|r-r
k=1,

хаssэsiпdап 9жlr ki, ( * )

,Sk

D,

DoSn-) DoS,
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Onda

Do S =io.rlo.
'k 

=|

Веlэliklэ, D' -de yrýrlan slranl istэnilэn qэdэr hэdЬэhэd diferensiallamaq
olar чэ пэtiсаdэ alman sшаlаr уепэ dэ D'-dэ yrýrlan оlаr. Klassik
апаlizdэ охýаr tеоrеmlэr dоýru deyil.

Теоrеm. Tutaq ki, A,B -sabitlэrdir чэ miiэууап и i.igi.in

ао|<.а|Ь|' + в. (10)

Onda Loou
k=-оэ

(l l)ib

sшаsl D' fэzаstпdа yrýrlan stra оlur.
isbatr: Klassik апаlizэ gбrэ (1 1) strastntn yrýrlan olmast i.iqi.in zэruri

ýэrt Qп)O,п-)о olmastdtr. (10) qэrti isэ сr.-rtп polinom kimi

artdrýrnr gбstэrir, lakin уепэ hэmiп srra yrýrlan olur ( D' -dэ).
Agkardrr ki, (10) gэrti бdэпildikdэ

m+2

(m + 2|. r"__-,71p1,*'
k*0

slrasl btittin эdэd oxunda mtiпtэzэm yrýrlrr. Onda bu stra hэm dэ D'-dэ
yrýrlrr. Вu halda isэ опu m + 2 dэfэ diferensiallasaq аlшап slra уепэ
D' -da yrýrlan olar. Sonuncu slrапl m + 2 dаfэ diferensialladrqda isэ
(l l) srrasr ahntr, уэпi о D' -de yrýrlrr.

Natica. (11) gэkliпdэ olan hэr bir strada соэmsаllаrt qiiwat

Гunksiyasr kimi аrtап olduqda D' fэzаslпdа hэmigа yrýrlrr.
Veyergtrass sшastnda biz gordi.ik ki,

f (")= Ё """Т 'п=0 /-

slrasl mtiпtэzэm yrýrlrr u" /(х) hэr уеrdэ kэsilmэzdir, аmmа onun heg

Ьir пёqtэdэ tоrеmэsi yoxdur, fоrmаl tоrэmэlэr slras1
со 3n 

aor 3n "2",
daýrlrr

п=0
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U,(*)="r;О igаrэ еtsэk, onda U,(")-adi funksiyadш чэ Vеуеrgt-

rass srаsl mtiпtэzэm yrýrlrr. Onda D' fэzastnda baxdrqda

sn(") =д+'
сэml

уэпl

Buradan gtxtr ki, V а iigiin

Мэsэlэп,VQсDtigtiп

Sn (") э .f ("),

п-+ф.

D,

D'

Sn) -f ,

DoSn+Do_f, п-)ф.

ч l со

_со

(s; ,e) = -(s",p,) ,
2n JrirrЗ' *.rр'(*Р*

(f ,,р) 
= -(f ,р,) = -'

2n Jri,rЗ' ".р'("И*

п=0

со
1

п=0

со

_сс

Buradakr stra V р iigtin mtiпtэzэm yrýrlrr. v --> ф olduqda

t+f' п3П х, р'(*И*- t;fiпз" х, Q,(*V*,

yani

(s; ,e) -+ (f ' ,,р)
оlur. Buradan

S'" -+ _f ' ( D'-dэ).

3. d-чаri агdrсrlhqlаr. Limiti d(r) оlап adi funksiyalar. Dirakrn
d - funksiyaslnt Ьэzi adi funksiyalar ardrcrllrýrnrn D' fэzаstпdа limiti
kimi tэqdim еtmэk оlur. Bu fakt daha iimumi Ьir faktrn пэtiсэsidir. Веlэ
ki, hэr Ьir sinqulyar funksiyanr miiэууэп requlyar funksionallar
ardrcrllrýrnrn limiti kimi tayin еtmэk olur. Laki" 6(х) tigiin bir пе9э
konkret ardrcrlhqlarr gоstэrmэk praktiki эhэmiууаt dagryrr. Веlэ
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ardrcrllrqlarrn biri ilэ biz artrq tanrgtq: о, orta srxlrq funksiyalan ardtcrllr-

ýrdrr:
( з ll

р,(")=) о; , l"l < 
",

[ О, l"l> r.

Biz gordiik ki, zэif limit mэпаdа hesablandrqda,(D -dэ)

}ч р,(")= 6("),

Misal 1. Веlэ bir funksiyaya baxaq

6"(") --{:,
, 

[о,

Aydrndrr ki, е -+ 0 olduqda

6(х)= ж4(")=
hэm dэ

01хlе,
* e|o,rl

Bu funksiya sahэsi 1 olan diizbucaqlr impuls аdlашr, е -impulsun miid-

dэti adlanrr.
1

Веlэliklэ,6"(") funksiyasr eni е, hi.indtirliiyii isa L о|ап di1zbi1caqlr

olur. Onda 6"(r) funksiyasrnr Ьеlэ tэуiп еtmэk olar:

lim6"(")= r(")
е-+0

0о

0 х+0,
.tr=0,

I U 
"(-V- 

= !6,(хР" 
:t,

со

_со

€

0

Ьurаdап
€ф
[а(rИ = lim [а"(,)оь = 1,
J t' 

е-+0 J
0 - --ф

Misal2. Веlэ bir ardrcrllrýa baxaq:

бr(r):
0,

-lц,
I(0,
х>0ke

Gоrэk d(x)-i li.(r) ardrcrllrýrnrn поqtэчi limiti kimi almaq olarmr?
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d(")=;чr-(")
х > 0 olduqda

Jiu6r("): liц*=o,/r-+со k__+a g
х < 0 olduqda lim бо (")= 0,

k-->B

х = 0 olduqda lч r* (r) = lЧ fr = *.
Веlэliklэ, alrrrq ki,

6("): 0, х +0,

ф, Х=0.
Vs > 0 tigtin

IarQV* =| - e-k"
0

Ьurаdап
€ €

Jrt,И 
= }ч РrGV"=}ч(, 

- "-О,)-7.

Dеmэli d(")=}чr-(r) псiqtэчi limiti а(r) Dirak funksiyastnrn

btitiin хаssэlэriпэ malik olan funksiyadrr

Misal3. isbat еdэk ki,

.f,(*)= : -+JЗа(") я -+ 0.
7т х- +Е

Tutaq ki, suppcp.f- A,l} onda Y Q cD tigtin alrrrq

lim(f,, а
1 ..

=-ltmя
v е-+0

г р(х)
l?,"х-+€'

1 ..
=- ltmя

v с-+0 J 2х +€
eQ)

-д

д

) 2а-+0

_ e(0)lim а
7т а-+0

Toplanan inteqrallarr
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J1

,. =lLu
|п

=Ц.с,2
п

€_z,p(o)
,- 

[;)' 

Е
А

lim arctg- -
е-+0 €

g@ е(0)limя
я-+0

А

7т I
д

indi 2-ci toplananr qiуmэtlэпdirэk, gбstаrэk ki, hэmiп toplanan stfrа
ЬэrаЬэrdir. Doýrudan da, Laqranj dtisturuna эsаsэп,

le(") - е(0) < 
|х| 

mах |я'(Е )l = |"| 
, М ,

Ьurаdа 
M:I.tlzxle'G)

()nda

- е(о) 1

-;---э4х =х'+€'
х
х'+€'

*|=: " 
^!лl

I
, 

!d* . _ Мс. 
|а("_' 

* r'\ _Mc,.ln[r*4]_0, s_-,0
х'+€' 7т ! х'+е' I \ t-i

д

0

Е}еlэliklа, aldrq ki, V ср е D

('"чr, р - (6,Q),

D,

f(x)+6(x) s+0.
теоrеm. Tutaq ki, miitlэq inteqrallan un .fn(x) funKsiyalar ardrcrl-

lrýr agaýrdakr iki gэrti оdэуir:

а)vМ >0 эdэdiiigiiп, 1 М,lЪl. М olduqda (а + 0, Ь + 0)

уэпl

а

|,'y,on| 1k <о

(mi.iпtэzэm mэhduddur).
Ь) ixtiyari qeyd olunmuý 4 чэ Ь эdэdlэri iigiin

u, ^,,_ [1, а<O<Ь olduqda,

I|* V,\"trd*:1o, qаlап hallarda.
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Onda

Buradan gжtr ki, hэm dэ

Dеmэli

Misal4.

D'

f"-+6(x\ п -+ ф.
isbatl. Веlэ bir funksiyalara baxaq:

F,("): lf"t\,
х

_1

{(x)-mtitlэq kэsilmэzdir чэ s.h.y. ri,Q)= 7,Q\bvdrndrr ki,

lim Fn(")=
l, х)0,
0, I(0,

baqqa stizlэ, {(r)* 0("), п ) ф,Ьurаdа о(r)- Hevisayd funksiyasb
drr. Onda buradan gtxtr ki, bu ylýrlma hэm da D' fэzаsmdа dоýrudur:

п-+С1)

D,

D'
Fn-+O, п -) ф

Fi -+0'_ d(") п-)ф.

п-)ф.

2х

е 4',l>0.

D'

f"+a(")

1

2.1й
.f,("):

Gбstэrэk ki, D'-dэ

1,Q)ЗаQ), r -+ 0.

Bu faktr bilavasitэ niimayig еtdirэk (baqqa cur f,(x)-nin d -vari oldu-

ýunu gёstэrmэklэ lemmaya эsаslапmаq оlаrdr), V Q cD tigtin yazlrlq:
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(f,("), r) = ft _У-'', 
rr"Рх = *-Y'Z, dt +

тй iu-'/,leЬ)-,p(o)И-: J, * J2,1
+

_со

JI dt

indi gоstэrэk ki, Jz+ 0, /_+0.Oslindэ Jr-dэ inteqralrn sэrhэddi

|- l,.4] olur, giinki supp а cl- А,А7. Alrrrq:

Ьurаdа

g@)
2Jй

-9
2 go

"l;
,l;:e(0)d€=g9-|u--Z,

2Jп J
_со

1

2"lп

оо

lz^ГГ,Jv
_со

t"-/,1"1*=

l+ 1Г/, lrl)- rr*l = h 1:-,/, 1чG) - о@)а" <

тй -u*|p'(6) лu*|,р' (€). rОS""-'/, О" 
=

1

_д 0

1 *n _.,2/_ l -
< |-u* lч'G), |хе-'/О'4*= f,max le'Gl, lZГt 

,r<' Zrl, а€ =

"lп d 4й 0

= 
}лu*|,р'(с) 

.JГ + : 2^П, 
^u*|о'(€) - 0, r -+ 0.

Dеmэli Jz +0, / -+ 0. onda J, + J, = (а,р).

1,эпi
l _-2/ D'- р- /., +d(х) r -+ 0.

2J;-
t -4о,

Tapgrr.q. -е " -+6(х),s -+ 0.
€

4.ijmumila9mig fчпksiуашп sinqulyarlrq tartibi. Biz gordiik ki, 6(r)
sinqulyar funksiyanr aai 9(х) Hevisayd funksiyasrntn D'-dэ 1-ci tэrtiЬ

tоrэmэsi kimi yazmaq оlаr:
0' = 6(х)
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Srfir tэrtiЬli tёrэmа funksiyanrn ozii оlur, d ёzii isэ sinqulyar funksiya-
drr. Dеmэli, d(х) adi funksiyanrn l-ci tэгtiЬ tбrэmэsi kimi g<istэrilir. Bu
halda dеуiгlэr ki, 6(-T)-in sinqulyarlrq tэrtiЬi -1. f е D' -пiп
sinqulyarlrq tэrtiЬiпi S(/) kimi igаrэ edirik. Dеmэli S(r) =1. Umumi-
1э9mig funksiyanr adi funksiyanln tёrэmэsi kimi yazmaýrn 9ох bёytik
эhэmiууэti чаrdrr. Biz sопrаlаr iimumilэgmig funksiyanrn struktur
quruluglarr ilэ эtrаflr tanrg olacaýrq.

Tutaq ki, / с D'. Эgэr еlэ g(x)-adi funksiyasr varsa ki, D'
fэzаstпdа f = DP g(x) otur, onda dеуirlэr ki, /-in sinqulyarlrq tэrtiЬi
< р. Эgэr heg bir q < р iigiin belo adi funksiya yoxsa, onda dеуirlэr ki,

/-in sinqulyarlrq tэrtiЬi р -уе ЬэrаЬэrdir. Daha i.imumi tэrif Ьеlаdir:

Tarif. Tutaq ki, _f с О'(С) -ixtiyari iimumilэgmiq funksiyadrr. Эg
эr ela .fo("),f,("),...,f о(х) adi funksiyalarl varsa ki, -f - i опlаr чаsitэsilэ
bu gэkildэ yazmaq оlur:

f =to" foi).
,t=0

Onda dеуirlэr ki, f - in sinqulyarlrq tэrtiЬi { р.
Оgэr еlэ go(r)g,(")...,so(") adi funksiyalarr yoxsa ki,

q < р iigiin

f =LO"so(")
t=0

gэklinda yazmaq mtimktin olsun' onda G oblastrnda лS(,r)= р.
Xtisusi halda, эgэr /.(x)-aal funksiyadrrsa чэ f = Do _fo(") iю

onda ,S(/)< р.Эgэr еlэ adi g(x) yoxsa ki, f = Do-'g(x) оhur,,
onda S(/)= р.

Misal. S[/1']=l.Dogrudan da bilirik ki, (l"|rli ="L чэ
\. х) х

h|x|-adi Гunksiyadrr. Demali,

sinqulyardtr. Dеmэli, S[r1) : r

,(,i)=, 1
./-funksionalt

х
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Мэhdud G oblastrnda hэr bir timumilэgmig funksiyanrn sonlu sin-
qulyarlrq tэrtiЬi var, уэпi о, adi funksiyanrn sonlu tartib tёrэmэsi gэkliп-
dэ yazrla bilir. Еlэса dэ, hэr Ьir finit i.imumilэgmig Гunksiya btiti,in fэzа-
da ionlu sinqulyarlrq tэrtiЬiпэ malik olur. Аgkаrdrr ki, S("f')< S(/)+ t.

Ёmumi halda, 
"в* 

r(!J оп..utо.uпuп tэrtibi lz - dirsэ, onda

,[{*)/)= s(f)+m,

уэпi diferensialladrqda sinqulyarlrq tэrtibi аrtш. Нэm dэ эgэr

S(/) = pl, S(g) = pz -isэ, onda

S(/ * g)< -а*{ pt, pz\.

Sinqulyaгlrq tэrtiЬi sonsuz olan i,imumilэgmiq funksiya var. Мэsаlэп,
yQcD tigtin

(f ,е)= р(0)+ р'(1) + ,р"(2)+ ... + а@k)+ ... - irt*l(r)
Ё=0

olduqda 
f:р-irвl(r)сл

k=0

funksionalrnr heg bir adi funksiyanrn sonlu tёrэmэsi kimi gоstаrmэk

miimkiin deyil. Bu halda S(r)= оо hesab edilir.

ý 5. Kasilan adi funksiyanrn D'-da diferensiallanmast.

1.Дdi tiirama ila iimumila;mig tбrаmа arastnda alaqa diisturlarr.Bir
nбqtada kasilan funksiyalar. Klassik analizdэ пэikпi kэsilэп, hэttа kэsil-

mэz funksiyanrn tоrэmэsi olmaya Ьilэr. Lakin D' fэzаstпdа hэr bir
lokal inteqrallanan funksiyanrn чэ hэr Ьir iimumilэgmig funksiyantn istэ-
nilan qэdэr tёrэmэsi чаr.

Tutaq Ki, f (t) t = to пбqtаsiпdэп bagqa hаr уеrdэ sonsuz dife-

rensiallanan Гunksiyadtr, lо пёqtэsiпdэ isэ kэsilmэуэ malikdir чэ

лf (to): f Qo + 0)- r(r, - о).

Мэsэlэп, fэrz еdэk Kt, f (t) Ьеlэ ifada чаsitэsilэ verilir:
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fQ)={i,'l\

J, = -'О! _f,(t\p, (tPt = -1,Q oYpQ о) - i Цо?РР,

-ф<t<tо
to 1t <ю

(l)

Веlэ olduqda
лf(tо)= fr(rr)- f,(to)

оlur. /(r) ua f '(t) -adi (lokal inteqrallanan) funksiyalardrr. Onda /(r)
u" f'(t)- requlyar funksionallar dоýururlаr. Нэmiп fuпksiопаllап f
u, {7'(")} kimi iqаrэ еdэk. indi /-in D'-dэ (timumilэqmig) tбrэmэsiпi

hesablayaq. Umumilэ9miq tоrэmапi f' чэ yaxud Ц kimi, adi
dt

tбrэmэпi ir" { чэ yaxud f '(t)kimi igаrэ edirik. Onda alrrtq:
dt

Df
dt = (f ' ,ч) = -(f ,Q') = - IrQb'(,)a, :а

0о

_со
(2)

rб

If,Q|p'(tPt - \rrQb,Q)dt = J, + J2,
lб_со

J z = fzQ о)р(, о) -W(,)а,,

Ц9 adi tёrэmэпi Ьеlэ baqa diigtiriik ki,
dt

burada

dt

Onda alrrrq ki,

,7z

Analoji qayda ilэ,

df,
dfQ) 

=
dt

af,(t)

-oo<tlto
(,)

dt
to 1t 1ю.

(3)

)



J, + J, = V,Q о) -l (,, )]е(,. ) * \ 9ОV, = bf (t o)pQ о) *'! f ' (tbQ)at.

Веlэliklэ (2) bu gэkli alrr: 
ф -ф

(f ',р): (д/(,о ),(, _ t)+ ff,Q)\,p),
Ьurаdап

_f 
, 
= {f '(to )}+ п/(rо )r(, - /, ) (4)

Аdэtэп f'(t) adi tсjrэmэsiпiпiп doýurduýu requlyar funksional, {r'0)}
sаdэсэ, f'(t) ilэ iqаrа еtmэk mэпаlt olur. Веlэ olduqda (4) yekun

пэtiсэdэ bu qэkli аlrr:

f'=f'(t)+bf(to)a(,-ъ). (5)

Веlэliklэ, f(t) aat funksiyasrnrn D' -dэ йmumilэgmig ttirэmэsi _f'

onun aat f'(t) tоrэmэsi ilэ kэsilmэ поqtэsiпdэ Лf(tо)а(r-rr) 6-
funksiyasr сэmiпэ ЬэrаЬэrdir. Эgэr /о = 0 оlаrsа, onda (5) Ьеlэ оlаr:

f 
, 
= .f '(t)+ л7(о). d(/). (6)

Эgэr А/(0)= l ir., onda

f, = f,Q)+ ,(/). (7)

Misal 1.

f (t)= o(t)=
1, l>0,
0, r<0.

onda fr(t)=|, fr(t)= 0, А/(0):1, f '(t): o,(t)= 0 s.h.y,

Dеmэli {r'(r)}: {В'(r)}= 0. onda alrrlq ki,

о' = 6(t\

indi fэrz еdэk ki, f Q), f '(t),..., fb)(r)-adi tёrэmэlэri dэ t0

п,бqtэsiпdэ kэsilэп funksiyalardrr,Bu halda

b1G)ltor_ ,(b)(to+ 0)_ /(t)(l. - 0) k =0,|,...,р

{r'-'(,)}= 7{t,)(t)
с,lаr. Мэsэ|эп, fn iimumilэqmig tбrэmэsiпi hesablayaq.
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l0

= .r (,),р' Q) t':-- l f ' Q)ч' QD, * f QYp' 0 /; -

(f ",р) = (f ,ч") =-! f QУI,QМ, = i -j =
)_фr0

lo

,0

* 
_ll"Q)vQD,- 

rQ,* оh'(ъ)- |O,p)ц*

*-!f"Q)vQY, = fQo -l)p'Qo)- fko -o)p(lr)-
,0

_ф

ф

- lr'Oч'QDt = fQo- 0)р'(,.)- 7'(t|pQ)/2*+

ф

_ f Q о * o)p,(ro ) - .f ' Q о* оh(ъ ) * 
l r " QhQ)a, = bf Q )р' Q ) *

_ф

ф

+ bf'Qo)e(,,)* lt'OчQM, =(f"Q)* 
^f 

(tоР'Q-ъ)* 
^f'Q)6Q 

- to),p),
-ф

уэпl
_f " = .f "(t)* д/(rо Р'0 - t)* Ц'Qо )r(, - l. ) (s)

/о = 0 olduqda

f' = f"(t)+ ry(оР'+ л7'(о)6. (9)

induksiya metodu чаsitэsilэ agaýrdakr diisturlar аhшr:

f (*) _ 7{') ()+ п7(о)а( ,-l) + А/,(оР("' -') + ...+ л7(.j) (о)6 .

Веlэliklэ, Ьеlэ Ьir toklif isbat edilmig оlur

Taklif 1.

7' : 7'(t)+л7(о).а,

_f" = .f'Q)+ ry(о)а'+ ry'(o).6,
.f "' = .f "'Q)*^/(o)r" + л7'(о).6'+ л/"(о)d,

.f(') = f(-)(,)*А/(о)лt--') + д/'(0) . 5@-z) +.... + д7t--')(о).d,
чэ yaxud
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.f(-) ={rr'(,)}- iryt-i(o)6(,,,-1-Ё)0) (10)
ft=0

ьurаdа t/(')(r)} м 1fu)Q) adi funksiyasrnrn doýurduýu requlyar

funksonal igаrэ оluпur.

2.Kasilma niiqtalari qox olan hal. indi fэrz еdэk ki, hэm /(r), Ьэm

da onun biittin adi tоrэmэlэri l,,t2,...,ty noqtalarindэn bagqa hэr

уеrdэ sonsuz diferensiallantr чэ опlаr yalntz tl,t2,...,ty пёqtэlэriпdэ

kэsilэпdir.
Taklif 2. Agaýrdakr diisturlar doýrudur:

7' = 7'(t)+Ё or(,,) 6(t - t,),
,=;

7" = 7"(t)+Ё or(r,) 6'(t-t,)*Ё дr'(r,).а(,-r,)

-f(,) =.r@Q)*Ё or(r,)d(- ''(r-l,)+ L of'(,,).dt--,lP -t,)+

-Ё bffui(t,).6(l-l,).

Веlэliklэ, V иiigtin

.f(-) = f@)(t)*Ёf o7'-'(r,)6t--'-ol1t_t,) (11)

'=l 
ft=0

Bu taklifi _f -in iki dэпэ kэsilmэ пбqtэsi olan halda isbat edirik.

Tutaq ki, N = 2 vа /(r) u, опuп biitiin tёrэmэlэri а уа Ь пёqtэlэriпdэ

kэsilir. onda

7' = 7'Q)+ bf(r). a(t - а)+^/(ь) 6(t - ь),

_f" = .f"(t)+ bf (a).6'(t - а)+ bf (b),6'(t -Ь)+
+ bf'(a).6(t - а)+ лf'(ь).6(t -ь),

fФ)(t)= 7{*)(t)+ bf (о) 5@a)(t - о)+ лf (b).d'" " (, - Ь)*

+ bf'(a).6''-" (, - о)+ лf '(ь).6'' " (,- ь)* лf'(ь). 6'' " (, - о)+

+ ь7"(ь).r''-" (, -ь)* ...+ b7ful)(a).a(t - о)+ ь7@')(ъ)а(t -ъ)
,|
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Веlэliklэ,

.f(.) = f(.)(,)*2 bfu'("1rt,-l-t)(r - о)+
t=0

+i blll(b).6t,-'-o )(t _ ь),
&=0

Yacib Ьir xiisusi hal. Tutaq ki, 
"f 

(r) funksiyasr х = 0 чэ х = 1

sonsuz diferensiallanandtr, f (-) бzii чэ bi.ittin tёrаmэlэri r:0 чэ

х =| пёqtэlэriпdэ kэsilэпdirlэr. h, ilэ m -cl, tоrэmэпiп r = 0

пёqtэsiпdэ sl9raylýrnl, оr? ilэ onun r = l поqtэsiпdэ srgraytgrnr igara
еdэk:

h_= |fu)(* о)_ 7(,'1)1_ о)

о.= 7(m)0 * о)_ 7(,)1r _ о)

f@) tl" /(r) -nin iimumilэgmiq tоrэmэsiпi, }(')1r)} ir. aai 1fu)Q)
tсirэmэsiпiп yaratdrýr requlyar funksionalr igаrэ еdэk. Onda agaýrdakr
dtisturlar doýrudur:

_f 
(.) 

= ft 
t.l (r)} + Е' о u'. 

_, _-' 
(, ) * 2 о o5t,-,-- 

) (, - r)
t=0 k=0

вir xiisusi hah ауrrса qeyd еdэk. Tutaq ki, f(t) ауэ Ь пёqtэlэriпdэ
kэsilэпdir, qalan hэr уеrdэ miitlэq kэsilmэzdiг. Onda bilirik ki, (-)
diisturlarr doýrudur. Fэrz edak ki, f (t)=0, t с|а,Ь).Опаа
f (Ъ * 0):0,f (о- 0)= 0. Bu halda (*)-сап аltшr ki,

f ' = f'(t)+ f (о + 0Р(/ - ")- "f 
(Ь -oF(l - Ь).

Xtisusi halda (а = 0,Ь = 1)

.f ' = {f '(t)}* /(* 0)6 - f (| -о)д(, - l).

f" = {f"Q)} + f(+op' - f(| -0)r'(l - 1)*

+ .f '(| - op(l - 1)* /'(о)а.
Misal Z.rQ) Ьеlэ чеrilir:

kt-b, -co<t<0,
kt+b, 0<l<ю.

Вu halda

f (t)=

76
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дr(о) = .fzФ)- л(0) =2ь.
Adi tоrэmэпi yazsaq,

f,(t)=arY') = k = сопst; f"(t): 0,..., 7@Q)=0.
dt

indi iimumilэ9mig tоrаmэlэri hesablayaq.

f' : f' (t)+ л7(о)а( t) = k + 2ь 6(t),

f' : f"(t)+ п/(оР'(r)* 
^/'(0)r(l):2b6'(t),

f ' =2b6",...,f(-) =26. 5@-t).
Misal3.

f (r):.or"d(")=

Aydrndrr ki, 
^/(0)= 

1. Onda

f' : {.f '(*)}+ а(х)
burada

cosx, .r > 0

0, х<0

({f '(")\,,р) = I,r'("Yp(-)d-: - Ir'n "р("W:
со

_со

со

0

= - I 9(x)sin ,р(*W= (- a(")sinx,cp)
оо

_0о

Веlэliklэ,

_Дпаlоji qayda ilэ

Misal4.

(cos" d(")' = -d(r)sin .т+ а(")

(sinx9(x))' = .о.", а(")

0, /(0,
0</<1,

t >|.
fQ): t,

0

,1,7



ry(о)= 9, 
^/0)- 

-1,

ry'(о)=1, 
^/,(l):_l0, r е (o,t)

l, 0<l<1,
, f '("):О,

Onda altnq:

.f ' = _f '(t)- a(r - t)

f " -_ -6'(/ - 1)+ п7'(оР(r)+ n7'(t)a(, - t)=

:-6'(t - 1)* r(/)- д(r - t).

Misal5. Веlэ bir triqonometrik slraya baxaq:
_/ \ siп2"r sin3x siпrх

J\x)=slnx+ 2 * з +...+-+... (4)

Malumdur ki, 0 < х < 2п pargasrnda bu srranln сэmi Ч
2

funksiyasrna ЬэrаЬэrdir. DеmэШ /(х) = 
О 

: " . Bu funksiyanr biit{in,2
эdаd охuпа 2z -periodlu funksiya olaraq davam etdirak. Onda,

mэsэlэп 2т < х 14r pargasrnda bu Гuпksiу u 3о 
^ " оlаr. Веlэliklэ,-2

bu funksiya hэr уеrdэ kэsilmэzdit, yalntz х:*2kп пёqtэlэriпdэ 1-ci
пбч kэsilmaya malikdir, bela ki, 

^/(t 
2kT)= 7To|lr. Onda D'-de f -

in tёrэmаsi Ьеlэ оlаr:
ф

f, ={f,(t)\* |ь1QъпF("_ 2kп)=
k=-o

_f '(*)=

1

=--*7Т
2 Iа(r -2kп\

со

k=-o

Bagqa sбzlэ, btitiin аdэd oxunda baxdrq da 2п-periodlu f(r)=T
funksiyasrmn tоrэmэsi Ьеlэ dtisturla tэуiп edilir
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f,
со

k=-o

1

=--+7т
2 Ia(" -zkr).

Оgэr (4) sraslnl fоrmаl olaraq diferensiallasaq, onda

со
1

cos.r + cos 2х + ...+ cos/?"r +... - -- + п
2 Ia(" -2kп) (-)

k=-B

Analoji qaydada sonrakt tёrэmэlэr iigiin alrrrq ki,

sinx+ 2sin2x+3sin3.r+...+rsin пх+...- - пЁЛ'(.т -2kп),
k=-q

cos.r + 4cos2x+... + п' соsпх{... = - oz6"(x -2kп),

Misal В. L"'* =2п Ёrt" -2kп\
isbatl.Tutaq ki,

k=-q

со

f(")= |сое'ОО .

k=-o

(1)

Bu funksiyaп 2п -periodlu davam еtdirэk. Onda onu Furуе slraslna
aytrmaq olar:

f (")::- +, ".|0,2о),

(2)

Frtrуе эmsаllап Ьеlэ taprlrr:

Ck=
2п

IrQY
0

1
---------i

2п
_ib

dx (3)

Мэsэlэп,

,o=*'irly"=+'Ki. +Р -0,
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с = J_'i( L_ "r Ъ ,^ dх _ | 'r е-,* dx _ J_'I х .е-,* dx =2пi\2 2п) 4пi 4п'ik

2п

4ikп

l

0

2ikп 4k'п' f"-,*,

Веlэliklэ,

Dеmэli

Onda bu ardrcrlllq D'-dэ yrýrlrr чэ

f(*)=Д-*"'*=-+

f ("),

Ё
k=д
k+0

ikx
е

1l -ibt t2r
/о le-'* dx

ik

D,

п)ф.

ф

1

-........-4п'
| -,* 1+-

ik

2r

1l- _ t

l- 2kп

l
т

(4)

(5)

k+0

- i *1",* _
2п E,k

k+0

п-)ф.

п-)ф._,+
2о 2,

k+0

1

т "'* -f ,

Onda bu ardrcrlltll D'- dэ diferensiallamaq olar:

1
п

k=-п
k+0

Z"'* ).f',2п

Lakin f (-) х:2kп пбqtэsiпdэ kэsilir чэ

bf (zъп) _t,

f 
, 
= {_f 

, (,)\ + | +r Qъ пР(х - 2k т)
k=a

1
Digэr tэrэfdэп, f'(") olduýundan

2п

.f,=-+* iаG -2kг)" ,|- Ll \
L,/L k=Ф

Bunlan (5)-dэ пэzэrэ aldrqda alrrrq ki,
1

2п Z"'* = Ia(" -2kп)
ф

k=-a

ф

k=_qэ
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Qeyd. Klassik mэпаdа Z"'* srrаsl daýrlan sradrr
ф

t=-m

Bu sша D'- dэ yrýrhr va onun сэmi
ф

Zп |6(х - 2kп)

<llur.

Qeyd. _f ,g.D' olduqda f , g hasili korrekt deyil. Вir misalda

gtistэrэk ki' Ьurаdа 
Ug), _ fъ + .fg, (6)

cltisturu oz gi.iсtiпdэ qalmrr, уа sol tаrэf mэпаszdtr, уа saý tэrэf, уа da
lrэr ikisi.

Мэsэlэп, tutaq ki, f Q),g(t) чэ /(r),g(r) hasili adi

funksiyalardrr, f(t)u" g0) t=0 nciqtasindэ kэsilir. Onda kэsilэп

funksiyanrn D' -dэ tciramэsi diisturuna gёrа

.f'= _f'Q)*дr(O)а(,)
g'= g'Q)+дs(O)r(/)

U gl = И(,)g(,)i * дИ gХо)r(/)
Вurаdа

b(fgXo)= /(+ o)g(+ 0)- /(- o)g(- о)

Мэsэlэп, 
"(tP(t)= "(0Р(/) 

пэzэrэ alsaq,

f . g' = f Q).[g'(,)* дg(о)r(/)] = .f (t)g'(t)+ ц(о). f (t)a(t)=

= "f 
(t)g'(t)+ щ(о).r(о)а0)

olmalrdrr. Bu isэ mtimkiin deyil, gtinki /(r) / = 0 поqtэsiпdэ kэsilэп

funksiyadrr,,r(0) yoxdur.

вuпuп kimi dэ

f' - g _ ;'Q)gQ)+ у(о). g(O)r(/)

пrэпаsиdш. Dеmэli hetta f ,ghasili mэпаlt olsa Ьеlэ _fg' u" f ý mэпа-

sz olur, dеmэli (6) diisturu D'- dэ оdэпilmir.
Misal7.

0, r<0.

1, 0</<1,
t, />l.

.f Q)= у(о)= t
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onda adi mэпаdа tоrэmэ l = 1 поqtэsiпdэ kэsilэпdir:

/,(,)= 
{?; 

--,11'', , 
^f,(l): 

l.

Веlэliklэ aldrq ki,

f' :.f'(t)* 6(/)

f " :d'+ 6(r - t)

f ,,, :6" + 6,(t _t),...,f{m) _ 5fu-|) * 6("'-z)lt - 1\
Tapglrrq: t =О,|,2поqtэlэriпdэ kэsilэп /(r) verilir:

0, l<0,
1, 0<l<1,
t, |<t <2,

t', t>2.

D' fэzаsm du _f ', fn, f' hesablayrn.

Cavab: f'(t)* 6(t)+z6(t -z\ f"Q)* 6' +26'(t -z)+ aQ -t)+zaQ -z\
6' + 26"(t - 2)+ 6'Q- t)+ z6'Q - z)

1.isbat edin: 
3' Qаlцmаlаr'

fQ )

("+)

=+iп6'(х) - g+,
х

f .(L-).
(dT

"о( 
d' _
,2

\4х

зо, 
d^ 

0(,,mclx

l
--,9 2х

,[ l )-'Ixt;.0J

burada

olduýunu yoxlayrn

)rОr'", 
= а(,)

\
а' |а(х)lЦ 

jl 
= d(х),

)а)

(-+,r)=r'! ,р(")-,р(О\ ,---.
х

З,u = ct+ сrO(х)+ 
"16()- 

lL funksiyasr x2ll' =l tэпliуiпiп halli
х

m-|
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5.Limitlari tapm 1 D' -dэ):

l0.lim
clx

х'+о'
6(x-h

20.lim
п-+ф 2h

, а}0

)+ 6(х + й)

,о .r. л 6(х - 2h) + 6(х ! 2h) - za(x)- ;:; 4hz

6.Gсistэriп ki, #е-"" 3а(r) п -+ ф

"lп
7.Funksiyalann t<irэmэlэriпi hesablaym.

7

to.,r(")=

zo.f(r)=

|2. f(x)=

.r>0
х<0'

х>0
х<0.

_l<2<0х

х

0,

ln

0,

8.Hesablayrn:

(r|rm,|, ("|.о, "i
9.Hesablayrn:

("" rign "|, ("r,Bn 
")', (

0(*Y-u
d
-+1dx

lO.Gёstarin ki, D'- dэ х- f =0 tэnliyinin hэllidir:
п-|

7 = |соа(О)(") ctc = coflst.
k=0

11.Hesablayrn
lх.9-
х

0, -co<l<0,
1, 0<l<1,
t, |<t <2,

t2, 2<t<з,
€', t>З.
П -hesablayrnf', -fo, _f
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F э s i r, _z

Uмuмil"J-ъъ;нiýý*'^'*LАRDА

тэгtr.iкLэR
1.Bircins tanliklar. Tutaq kl, а;(х)с С'(Л) B.r, adi diferensial

tэпlik verilir

оо(")у(О)+а,(х)у(Л-t) *...*oo(r)l= fG), (-)

burada _f . D' -чеrilэп, у е D'mэсhul i.imumilэgmig funksiyadrr.

,(*)=л(о) =too#
igаrэ еtsэk, (*) tэnliyini Ьеlэ yazmaq оlаr

р(о)у = f .

Bu fэsildэ bu kimi adi diferensial tэпliklэriп D' fэzаstпdа hэll olunmasr
mэsэlэlэri ёуrэпilir.

On sada diferensial tэпliуэ baxaq:

у'--0. (1)

Gоstэrэk ki, bu tэпliуiп D' fazastnda hэlli yalntz у = с = coпst o|\r,

bagqa hэlli уохdur, уэпi D' fэzаsmdа опuп hэlli ancaq klassik hэll olur.
D' fazastnda (1) tэnliyi agaýrdakr tэпliуэ ekvivalentdir: V ср с D iigiin

(У',р) = -(у,ср') =0, (2,)

yeni (У,Q')=0. Dеmэli {l',rp\:g olduqda у funksionah biitiin

Qо = Q'с D kimi еlеmепtlаrdэ verilmig olur чэ Q' -da опuп qiymэti =0

оlw: (у,Q')= 0. Qо € D Фg ilэ D -nin еlэ Qо €D elementlэri gox-

luýunu igаrэ еdэk ki, miiэууэп р € D vаr ki, Q0 - ср' olur

Фо={ро с D, Q0 : Q',а с D\.
Aydrndrr ki, Фо сD.Dеmэli (1) tэnliyi verildikdэ уhэlli Фg goxlu-

ýunda verilmig оlur.
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indi hэmiп halli btitiin D fozasma davam еtdirmэk laamdtr ki,

.у с D' olsun. Dеmэli, Фб fэzаstпdа У :0 оlur, gtinki v Q0 с Фо

ii9tin
( у,Qо) - (л,Q'): -(у',а) =о,

Lеmmа l. Qо с D funksiyasr mtiэууэп Q с D elementinin tоrэ-

mэsiпэ ЬаrаЬэr olmast iigiin zэruri чэ kаГr gэrt Ьеlэdir:

Ip,Q)a, -_o ,
(3)

(4)

_ф

Doýrudan da, Q0 = Q', р € D olduqda
ф

lQо = t9' --rр l?. -О ,

tэrsiпэ, эgэr (3) varsa, onda Ьеlэ bir funksiya daxil etsэk
I

ф("): lp,Q)at,

опdа фсD olar,'iinki ф.с-(л) u, /-Гrnitdir. Buradangжtrki,

ф' = ро, уэпi Qо СФо.
Lemma 2. istэпilэп Q с D elementini Ьеlэ yazmaq olar:

ф

Q = QtQ) IqQ\ф + Q,(,),
_ф

Ьurаdа и с Dеlэ sеgilir ki,

Ip,Q)a" -t,
Aydrndrr ki, (4) diisturundu 

'о*с 
Фо olar, qiinki:

[r, 
-- 

_!_r 
- Ie, lQ,:Ie - I,p --0,

Onda l-ci lemmaya эSаSэп, Q е Фо. Вurаdа Р9 elementini Ьеlэ segirik:

р,(*) = р(х)Q,Q)-! оQ\Ф.

(1) tэnliyinin hэlli olan У с D' funkrionui olduýu tigiin опuп qeyd olun-

lnug Р1 с D еlеmепtiпdэ aldrýr qiуmэt qeyd olunmuq bir эdэd оlur, hэ-

lnin qiymэti с ilэ iqаrэ еdэk: (Л, Qt) = 
" 

= сопst.Вuпu пэzэrэ aldrqda

(4)-dэп alrrrq: 
85



ф

(у,р) = (у,р,) IM" + (1,o,).

Ф9-dа _7=Oolduýunu пэZэrэ aldrqda (ро.Фо),Ьurаdап gшtr ki,
V Q . Dtigtin

(У,р) = r, tr4*: (r,р) ,

уэпi у: g.

Веlэliklэ, (1) tэnliyinin D' fezastnda уеgапэ hэlli У = с olur, yoni
klassik hэll ilэ tist-iistэ dtigtir. D' fэzаsrпdа (1) tэпliуiпiп bagqa hэlli
meydana 9lхmш.

Natica. f ,g.D'iigtin -f' = g' olduqda f - g = с,уэпi
f - g *соlur.

Tarif. g'= f olduqda giimumilэgmig funksiyasr /-in ibtidaisi
аdlашr. iKl ibtidai funksiya biri digэriпdэп sаЬitlэ fаrqlэпir:
gi = f ,gЪ = / olduqda

I

z) 
_

: с = сопst,

Qeyd. Tutaq ki, -f с D' funksiyasrnrn tбrэmаsi adi funksiya
оlur:lf'= f'(*\onda f ozii dэ adi funksiya olur чэ onun D'-dэ
tёrаmэsi f'(") ilэ iist-tistэ dtigtir.

Doýrudan da, Ьеlэ bir gfunksiyasr quraq:

х
g("): I|GMт .

0
Onda g(r)- miitlэq kэsilmэzdir чэ sanki hэr уеrdэ g'(") = f '(*). Dеmэli
g с D've опuп D'-dэ ttirэmэsi чаr:

уэпi (g1 - gz)' = 0, demoli gt _ 8z

,

l

Tg'("b(" )d* _'! f ' (*Ур("М*,

gо6

( о6 ,Q)

dеmэli g' - f'(*),buradan 9жш ki, -f : g(")* с, уэпi f - adifunk-
siyadrr
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2.Bircins tanliklar sistemi. Веlэ bir sistemэ baxaq

уЬ = ооо(")уо * ооr(")уr+... + aop_ty p_t,

yi = оrо(*)уо * оrr(*)уr+... + atp_ty p_t, (5)

У'r-r= Оо-rp(*)Уо+ ap_t,r(")Y, * ",* oo_',p_tYp_t

Ьurаdа ооо(r)..., ap-|,p-.I(x)c С-(Л) Gсistэrэk ki, bu sistemin

D' fэzastnda klassik hаldэп baqqa yeni hэllэri yoxdur.
Мэlumdur ki, (5) sisteminin hэllэri goxluýu р -tilgtilii хэtti fэzа

эmэlэ gotirir чэ hаr bir хэtti asrh olmayar. р sayda hаllэr sistemi hэmiп

гэzапrп bazisi оlur. Хэtti asrlr olmayan р sayda hэllэri ауп-ауrl si.itun

gэkliпdа yazdrqda klassik hэllэriп bazis sisteminin matrisini Ьеlэ уаzmаq
olar:

оо (r)..., u 0, р_ r (r)

tl(x) -
р _!,0(r)..., Ц р -|, р -t(x

(Ьurаdа hэг siitun (5) sisteminin hэllidio. и(r) matrisinin determinantr

(vrопskiаи) srfirdan fэrqli olur. (5) sistemini matris gaklindэ yazaq|

у' - Ду, (6)

Ьurаdа

у = (yg,y|,...,y р_) с D'; О =llrift(r)l, 0 < i, k < р -|.

matrisinin hэr stitunu (5) sisteminin hэlli olduýundan

matrisi ozti da Ьеlэ Ьir diferensial tэnliyi оdэуir:

t/'= дV
lndi z с D'olduqda у =Vz эvеzlэmэsiпi daxil еdэk, Вurаdап

у' =V'z +Vz' = дVz +Vz'
Onda (6)-dan alrrrq ki,

дVz +Vz' = дVz,
Уэпi 

l/-|rz:0,

Т/(*)

r/(")
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buradan, detV +0 olduý*rdur,,
z:0

alrrrq.Bu tэпliуiп D'fэzastnda yalпtz Z = с = сопsthэlli чаr. Веlэ
olduqda У =Vz = rr(*) hэlli аhпаr. r(х)-iп еlеmепtlэri- adi
funksiyalar olduýu tigiin у = cv hэlli adi funksiya olur. Dеmэli, bircins
sistemin D' fэzasmda hэlli ancaq klassik haldir, bagqa hэlli yoxdur.

3.Qeyri-bircins tanliklar. Эп sаdэ qeyri-bircins tэпliуэ baxaq:
g' : _f , (7)

Ьurаdа -f . D'-чеrilэп, g е D'-mэchul i.imumilэgmig funksiyadrr.
Taklif. (7) tэnliyinin V/ с D'iigiin D' fэzаsmdа hэlli чаr.
нэmiп hэll чеrilэп -f е D'timumilэgmig funksiyasrnrn ibtidaisi

(qеуri-mtiэууэп inteqralr) adlanrr чэ bu hэlli

S = lfdx
kimi yazrrrq. Vеrilэп (7) tэпliуiпi D' fэzаstпdа ekvivalent gэkildэ Ьеlэ
yazmaq olar: V ср е D' iigi.in

(g',рl = (g,-v') = (f ,а), (8)

вurаdап gжtr ki, /mэlum olduqda gfunksionalt artrq (р' kimi
еlеmепtlэrdэ verilmig оlur, уэпi g hэlli Фо goxluýunda verilmiq оlur.
indi onu btittin D fэzastna davam еtdirmэk lazrm gэlir. v ср с D
elementini Ьеlэ yazmaq оlur:

lo * rо, (*)

burada Qt е D -qeyd olunub, Ьеlэ ki, lp, =l,.

Qeyd еdэk ki, (*)dtisttirii Фо goxluýu ilэ D fozast arastnda
qargrlrqlr birqiymatli чэ kэsilmэz uyýunluq уаrаdrr. Мэsэlэп,
Qu ) 0 (D -dэ) olduqda uyýun diisttirda

р-Q|

со

po,Q)= q,(х)- р,(") Iч,Q\й
_со

olduýundan Фо-dа Qоч ) 0 olur чэ tэrsiпэ
Веlэ Ьir go funksionalmt quraq: V р сD tigtin

(gо,р) = (s,и).
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Asan yoxlamaq olar ki, gu с D',
Мэlumdur ki, (7) tэnliyinin hэlli опuп bircins tэnliyinin iimumi

halli ila qeyri-bircins tэnliyin Ьir xi,isusi hэllinin сэmiпэ ЬэrаЬэr olur.
Bircins tэпliуiп hэlli g = с = сопst olur. indi gоstаrэk ki, g0
iimumilэqmig Гunksiyasr (7)-in 

;irs;:l':air. 
Onda (7)-in timumi hэlli

6 б()

оlur. gofunksionalr g-nin Фо-dап D-y" davamrdrr, уэпi go Фо-dа

gilэ tist-iistэ dii;йr, gtinki QсФо olduqda Q=Qооlur ча bu halda

(**,) -dan gжш ki,

(gо,р): (g,Qо) = (g,p).

Bunu паzаrэ aldrqda alrrrq: V Q cD tigtin 11р' е Фg)

(gb,e| = -(8о ,Q'| = -(g,р') = (g',Q) = (f ,а),
Ьurаdап

gb= f
Веlэliklэ (**)diisturu ilэ tэуiп olunan 8о с D' iimumilэgmig funksiyasr
(7) tэnliyinin xiisusi bir hэllidir. 

"jr}l TT- 
tэпliуiп iimumi hэlli

ббU
t>lur.

Qeyd. Эgэr f = f(x)-adi funksiyadrrsa, onda опuп ibtidaisi

Г(r) (D tэnliyinin hэlli olur чэ bu halda (7)-in iimumi hэlli

у : F(r)+ с olur чэ Ьu hэll-adi funksiya оlur. Bagqa s0zlэ "f 
: f (") -

adi funksiya olduqda (1) tэnliyinin D'-dэ halli klassik hэllidir.
Misal l. у'=а(r)

Klassik analizdэ Ьеlэ diferensial tэпlik yoxdur. Bircins tэnlik

.у' = 0; _у = с оlur. Lakin у = 0(") funksiyasr чеrilэп qeyri-bircins

tэnliyin xtisusi hэlli оlur. Dеmэli tanliyin D'Гэzаstпdа tirпumi hэlli

.ч = 0(")* с оlur. Bu funksiya adi funksiya olub, kэsilэп funksiyadtr

\,э х = 0 поqtэsiпdэ adi tоrэmэsi yoxdur. Lakin D' fэzаstпdч у'чаr чэ

.у' = 6(х)е D.

Misal 2. у' = rPL tэnliyinin klassik hэlli уохdur. Umumilэ9mig
х

-l)'fэzastnda onun hэlli y=c+lnlxl оlur. Bu Гunksiya adi funksiya

c,lsa da, опuп klassik tбrэmэsi yoxdur. 
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4.Qeyri-bircins sistem. Веlэ Ьir qеуriЬirсiпs tопliklэr sistеmiпэ
baxaq:

I

Уо - аоо (")и - 
"r,( 

х)у, - ...- oop_ly p_t = fo,

yi - о,о(*)уо - оr,(")у, - ...- alo_,y p_l = .ft,
(8)

,Уо_, - ао_r'(Х)Уо - ао-r,,(")У, -...- op_l,p_tY o_t = f o_1,

Ьurаdа 
"чG)€ 

С* ; .f 1 с D' -чеrilэп timumilэgmig funksiyalardrr. Baxt-

lan sistenm gечirmэ чаsitэsilэ у' = _f kimi bir tапliуэ gэtirilir.

Эgэr И(r) 1В1 sisteminin bircins sisteminin fuпdаmепtаl hоllэri-

nin matrisidirsэ, onda у =Vz эуэz|эmэsiпi edib (z . D'),
Vz' = .f

tэпliуi alrnrr. Buradan 
,,, =ll-| f

1еgэt V- f = "fi iqагэ еtsэk,

tэnliyini alrrrq. l-ci hissэdэ gбrdtik ki, onun D'-dэ hэlli чаr чэ bu hэll
z=c +go kimi taprlrr. Вu ifаdэпi у:Vzэчэzlэmэsiпdэ yazdrqda (8)

sisteminin hэllini altrrq:

у =V(c + g0 ) =Vc + Vgо
1-ci toplanan adi funksiya, 2-ci isэ timumilagmig funksiya оlur чэ dеmэli
Vc+VggeD'olur.

5. Yiiksak tartibli adi diferensial tanlik. р -tэrtibli adi diferensial
tэпlik чеrilir:

,b)-op_|(x)yb-t) oo(*)y:f, (9)

Ьurаdа o1Q)c С* , f cD'-verilir, у с D' -mэсhuldur. Очэzlэmэ

чаsitэsilэ bu tэnliyi (8) sistemi gэkliпdэ yazmaq olar.Doýrudan da, Ьеlэ
эчэzlэmэ еdэk:

Уо = У, Yl = У',.-.,У p-l = 

'(r-llonda Ьеlэ sistem аltшr
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УЬ -0, Уо -.у, -0, yz -...-0, у p_t =0,

yi -0,уо - 0,.у, - yz -...- 0,/о_, = 0, у' _ Ду = .f

у'оr - ао_r(х)у 
о-, -

Bu sistem (8)-in xiisusi halt оlur, опuп hэlli analoji qaydada taprlrr.
Natica. Btittin hallarda qeyri-biгcins tэпliklэriп saý tэrэfi adi funk-

siya olduqda tэпliуiп (sistemin) hэlli klassik hэll оlur чэ D' -de yeni hэll
altnmrr.

Misal. У@) =O.Aydrndrr ki, k<m-l tэrtiЬli hэr Ьir polinom
D' -de bu tэпliуiп hэlli olur (опuп bagqa hэllэri уохdur). Doýrudan da,
tutaq ki,

Р(х)= Еоо/,
t=0

onda alrrrq:

(r',' ,r)= (- rГ(у, Q',') =(- r)' (2or"r,r''') =
\r=o l

= (-rГ 
Д"rV ,р',')= ((r'|" ,r)= (0,р)= 0.

Qeyd. Эmsаllаrrпdа mэхsusiууэt olan diferensial tэпliklэriп hаllэri
daha miirэkkаЬ xarakterli ola bilir. Веlэ hаllаrdа tэпliуiп хэtti asrlr
olmayan hэllэri sayl опuп tartibindэn qox чэ az ola Ьilэr, mаsэlэп,

ny -0
tэnliyinin D'-dэ iki dэпэ хэtti asrlr olmayan hэlli чаr: Yl =|, Yz = 0(х),-
bu hэllэr хэtti asrlr deyillэr. Bunun kimi dэ

-|*'r' =,
2

tэnliyinin D'fэzаsшdа yalnrz srfir hэlli var. Onun klassik hэlli
1

у=се7
D' fэzаsпdа hэll оlmur.

6. D'fazasrnda hallin yeganaliyi problemi. Tarif.

f . D'i.imumilэgmig funksiyasl о zaman х < 0 oblastrnda stfra ЬаrаЬэr

lresab olunur ki, x>0olduqda srfra ЬэrаЬэr olan (х<0 olduqda isэ

аоУо = .f ,

91



stfirdan fэrqli ola Ьilэr) btitiin р е D asas funksiyalarr tigiin (/,р):0
olsun,

Вu tэrif adi funksiyanrn х < 0 oblastrnda stfra ЬэrаЬэr olmast
anlaytgtntn davamtdr. Qtinki эgэr /(x)-adi funksiyasr х < 0 olduqda

srfra ЬэrаЬэr olursa, onda Vр с D (х < 0) tigtin alrrrq:

(f ,e)=\rQ\lGY": i* ро,
(l-ci inteqгal /(x)-in, z-.? ir. rр-пiп Ь.r]Ь,* sfrа ЬэrаЬэr olur).

Dеmэli / iimumilэgmig funksiya mэпаdа da х < 0 oblastrnda srfra Ьэ-

rаЬаr оlur. Dirakrn б - funksiyasr da bu хаssэуэ malikdir. Dоýrudап
da,YcpeD (х<0) tigti"

(а,,р) = р(О)= О

olur (gtinki х > 0olduqda Q :0) .

Lеmmа. Эgэr / = 0,I < 0 isэ onda /iimumilэgmig funksiyasrnrn

х < 0 olduqda srfra ЬэrаЬоr оlап уеgапэ g е D' ibtidaisi чаr.

iSbatr. Tutaq ki, _f С D', .f =0,х < 0.Yеgапэlik agkardrr. Doýru-

dan da, эgэr gi = f ,gЬ = _f olursa, Ьеlэ ki, х < 0 olduqda

8t =0, 8z =0, onda

gi-gb=0, (g, -gr)' =0, gt- gz=c.
Lakin x<0olduqda

8l = 8z.

gt - gz =0 olduýundan с = 0оlur, уэпi

indi gёstэrэk ki, / -in ela g0 ibtidaisi var ki, х < 0 olduqda

8о = 0 olur. go olaraq g' = f tэnliyini hэll еdэп zamanqurduýumuz

(gо,р)=(s,rо)
gg funksionaltnt gбttirэk, Ьurаdа

po\)_ р(х)- р,("). l,n|Yr, lr,QИ*=t,
со

-ф

со

-со

рr(") -qeyd olunmug эsаs funksiyadrr, Ьеlэ ki, r < 0 olduqda р, (r)=0

оlur. indi е|э cpcD Гunksiyalarrna baxaq ki, х>0 olanda p(.т)=g
оlur. Веlэ olduqda (*) -dan gжtr ki, х > 0 oblastrnda po|)= 0 olur.
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onda (go,p) : (g, ро):(g,ф'У : -(g',Ф) : -(f ,ф). х > 0

olduqda ф:O.Dеmэli (r,o):0, уэпi g0 = 0, х < 0,

Мэlumdur ki, timumilэqmiý funksiyanrn пбqtэdэ qiуmэti yoxdur.

Ona gоrЭ klassik Ko;i mэsЭlэsi D' fэzаstпdа aydrn deyil.

D' fэzastnda Ьеlэ Ьir sistеmэ baxaq:

у'-Ду:.f, (*)

burada Dеуэk ki, х < 0 oblastrnda _f =0.

Toklif. (r. ) sisteminin х < 0 olduqda у(х)- 0 olan hэlli чаr va о

hall уеgапэdir.
isbatr. у =Vz эчэzlэmаsi ilэ (* 1 sistemi

z' =V-| f = _fl (* *)

qэkliпэ dtigiir, Ьurаdа aydrndrr ki, Л - 0, х < 0.

Onda lemmaya 8оrэ (* *.; sisteminin х < 0 olduqda srfra ЬэrаЬэr

olan hэlli чаr vo о, уеgапэdir. Веlэ olduqda isэ у =Vzhe||i dэ х<0
olanda srfra Ьэrаьэr оlur чэ Ьеlэ hэll Ьir dэпа ola Ьilэr.

7. D' -do Kogi masalasinin qоучluqч.эwэlсэ SaE tэrэflэri adi

funksiyalar olan sistеmэ baxaq: (" r 0)
I

у0 -фdЙ -ф (й - ",- qрlу p_t="ro("),

у\ - "|dly1- "l 
(й -...- \ р_|У р_| = fl!), (10)

- О р_цо(Й - О пцtЙ - . . .- а пц prtY р-| fp_|(r),

burada fo!),.fr(")...,f o_r(")_uai funksiyalardrr. мэlumdur ki, bu

sistemin hэlli у(r)=Ьо(r)...,уr_,(") _vektoru х:0 olan halda

чеrilэп

у(r)/,=о = у(0): (у.(о)у,(0)...,уо_,(0)) (11)

baglanýrc mэlumlап чаsitэsilэ birqiymэtli оlаrаq miiэууэп olunur.' -U-rr-ilэgmiq funksiyanrn поqtаdэ qiуmэti mэпаS17 ola Ьilэr.

Buna Ьахmауаrаq istэyirik ki, uуýuп kogi mэsэlэsiпiп analoqunu D'
fэzаsшdа qoyaq.

Tutaq ki, y(r)_adi funksiyasr (10)_(11) mэsэlаsiпiп adi hэllidir.

r(") ilэ elo iimumilэýmiq vektor_funksiyanr igаrэ edirik ki, 
;;



.r< 0olduqda Г= 0olur, .tr> 0 olduqda isэ (l0)-(11) mэsаlэsiпiп hэlli
otan у(r) vektor-funksiyasrna ЬэrаЬэr оlur:

r("): |о,
iy("

(12)

Ц (х) lЭ еlЭ i.imumilэgmiq vektor-funksiyanr igara edirik ki, о,

х < 0 oblastrnda srfrа ЬэrаЬэr, х > 0 olduqda isa adi у'(") tоrэmэsiпэ
ьэrаьэr olsun:

х(0,
) х>0.

0, I(0,
у'(r), х > 0.

Гr (")=

Веlэ olduqda D'fэzastnda (1) tanliyi bu gэkli аlаr
Yl_дY-F

Ьurаdа

(l3)

(14)

F I0,
lrt"

r<0

) ,)0, А=||" jo?\|.

Qeyd еdэk ki, iimumiyyatlэ, Ц * Y'.Коsilэп funksiyanrn tёrэmэsi
diisturuna эsаsэп :

Y' =Yl + /(0)r(") (15)
Ьurаdап

Yt =y'- /(o)rG)
вuпu пэzэrэ aldrqda (14)-dэп y iigun Ьеlэ Ьir diferensial tэпliklэr
sistemi altnmtg оlur: 

y, - Ay : F+ у(о)а(х) . (lб)
Belэlikla, (16) tanliyi (10)-(11) Kogi mэsаlэsiпiп D' fэzаsmdа analoqu
оlur.

(l6) tэnliyinin i,imumi halli опuп bircins tэпliуiпiп iimumi hэlli ilэ
(16)-nin bir xtisusi hэlli сэmiпэ ЬэrаЬэr olur. Y'- дГ=Otэпliуiпiп
D'-da hэllэri ancaq klassik hэldэп iЬаrэt olur. (16) tanliyinin уеgапэ
olan hэlli Г = 0, х < 0 qэrti daxilindэ almtr.

Dеуilэпlэri aqaýrdakr tэklif kimi iГаdэ еtmэk оlаr.
Taklif. Tutaq ki, D'-dэ Ьеlэ Ьir tэпliklэr sistemi verilib:

y' - дY = F +у(O)д(r) = F:,,
Ьurаdа у(O)-чеrilэп adi vektordur. Вu sistemin х < 0 olduqda
Г=Oоlап уеgапэ ГсD'hэlli var. Эgэr лr(") -adi funksiya olarsa,
onda Г е D' hэlli Ьеlэ Ьir Kogi mаsэlэsiпiп hэlliпа uyýun gэlir:
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, у'(")- ,цу(")= r(r) (" > 0)

y(*)l *=о = у(О).
8.yiiksak tartibli Ьir tanlik. yuxanda baxrlan koqi mэsэlэsiпi bir

tэпlik tigiin gэrh еdэk. Tutaq ki, р tэrtiЬli bir tэnlik verilir:

,Ь) _ а р_| (")rb-t) аOу = f (-), (l7)

y,_f cD'. Yeni machul funksiyalar daxil еdэk:

Уо = У, У|: У', У2 = У",",rУ р-| = 

'Ф-t) 
,

Onda (17) tэnliyi Ьеlэ sistemэ gэlir:

уь--У1 =0,

yi - yz =0,
( 18)

sistemin matrisi

д-
0

Onda sistem Ьеlэ olar:

у'-Ду=/о(")
lndi (18) sistemini D'-da yazaq:

Мэsаlэп, уЬ - и= 0 tэпliуi D' _de

10
0 1

tэпliуiпэ kegir, Ьurаdа

1

y; -ц= уо(O)r(r)

0

0

0

-а|ао

0

0

0

0

0 Уо

],

0

yn(r) r>0
х(0,

, fn(")=

уб (,)
0,

х>0
х<0.

(х р-\

ц ={Y0

(19)

0,
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Onda

(у;,,р)= -(у., ,р') = -'!l,,,Gll'(xPx = -y,(x|p(x)t; +
0

Ф

+ Jll("}z(")dx =у,,(О)р(О)+ (У,,р) = (у,(О)а(")*Y,,р).
0

уэпi
yi:y, + уо(О)а(х)

indi 2-ci tэпliуi D'-dэ yazaq. Analoji qayda ilэ taprnq ki, yi - у2=0
Y,' - Y, = у, (0F(r)

Bu qayda ila (18)-in sonuncu tэnliyi Ьеlэ olar:
yi,_r- aoyo - alYt -...- ao_1Yp_, =F(х) * ур_| (0)а(r)

burada Л(х)=
0, х(0,
(r) х>0.

Alrnan sistemi yazaq:

yб -\ = уо(о)r(")
Yi - yz = yr (ОF(r)

(20)

YЪ _z - Y р-| = л p_z@)6 (r),

р-|
YЪ_, - Zo iYi = Л(r)+ уо_l (о)а(х)

j=0

indi bu sistеmdэп Ц,Yr,...,Yr_, machullarrnt aradan glхаrаq.

Мэsэlэп, 1-ci tэnlikdan I, -i tapaq.
yl =yi-y.(o)r(r)

Вu ifadэni 2-ci tanlikdэ уеriпэ yazdrqda altrrq:
yz =y| - у, (0Р( *)= y; - уо (0)6'(")- у, (о)а(")

Bu qayda ilэ taprrrq ki,

Yo, = Yi_, -,l,_, (0)а(.т)= Уо(Л-r 
) -i n ,(o)ar'-'-')(r)

j=0

Ьurаdап

vl 
р-|

, р_| -Ylnl -Z y,(o)atr-1-1)(r; .

"l=0
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уlО'-Ё у,(О)а'О-'-')(х)- о, ,|rr, "f; л,(оlа', '-,'(")]-...-

Vэ пэtiсэdэ altnq:
,Гi-l-1
I oolylo' -Zy,(0)att-'-;tlr) l = " 

.

t=Б L .,,=0' ]

Digэr tэrэfdэп, (20) sisteminin sonuncu tэпliуiпdэ YЬ_r- in ifadэsini

(21)-dэ уеriпэ yazdrqda alrrrq:
р-| р-|

yl') -Z y,(o)aitr-t-;l(r)= I"ryi ty r_,(o)a(x)+ л,
j-0 J=0

чэ yaxud Y|,Y2,...,Yр_|-lэriп ifаdэlэriпi Ьurаdа уеriпэ yazdrqda

(22)

Nэtiсэdэ Ьеlэ Ьir teorem isbat olundu:
теоrеm. D' fэzastnda (22) tэnliyinin r < 0 oblastrnda . stfra

gечrilэп уеgапэ hэlli var. Эgэr F(r)-adi funksiya olarsa, onda homin

hэll г с D' (17) tэnliyinin х = 0 olduqaa у(0)= (yo(o)...,lo-r(o))

baglanýrc gэrtiпi оdауэп adi hэlliпэ uyýun gаlir.
Masala. Adi diferensial tэnlik verilir:

y"+p(x)y'+q(r)y=.f(*),a<x<b (2Зi)

Klassik sэrhэd mэsэlэsiпэ baxaq:

у(о)= у,, у(Ь)= yu

Bu mэsэlэпiп D' Гэzаsmdа analoqunu ifаdэ еtmэk tэlэЬ оluпur.

х c|a,bfolduqda y(x)-aOi hэlldir, Веlэ funksiya daxil еdэk.

aoYo: F ,

У(")= у(") ,.|o,bf ,

0, х е|а,Ь|
onda а чэ Ь пёqtэlэriпdэ r(r) kэsilэп funksiyadrr. Lakin

Y с D'оlur. indi Y' vэ Y" hesablayaq. Мэlum di.istura эsаsэп,

Y' = у'(")+ Лr(а)6(r-")+ 
^r(Ь), 

6(х-Ь),
y" = у"(х)+ Лr(а)6'(" - о)+Лr(Ъ) d'(х - Ь)+ Q4)

+ АГ'(с)6(, - о)+ 
^r'(Ь),Л(х 

- Ъ) .

.,\gkardrr ki,

^ 

Y(o) _Y(a +О)- r(a - 0): у(о)= уо,

^r(ь) 
_у(ь+ 0)- y(ь -о)= -у(ъ)_ -уъ..
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ВuПuП kimi dЭ' 
by,(a)=y,(a+0)_r,(a_0) = у,(а),

вuпlап пэzэrэ ",.,t#?);l.!1llil;,1fi " 
= - У' (Ъ),

Y' = у'(")+ уо6(х - о)- у66(х - Ь),

Y" = у'(")+ уо6'(х - о)- уъ6'("- Ь)* уЬ6(" - о)- yiaQ - ф.
Sonuncu iki ЬэrаЬэrlikdап у'(") u" у"(r) iigtin taprlan ifаdэlэri verilan
tэпlikdэ уеrlаriпэ yazdrqda чеrilэп sэrhэd mэsэlэsi D' fazastnda Ьеlэ bir
tэпliуiп hall olunmaslna ekvivalent оlur:

Y" - у"6'(х - о)+ yu6'(x - Ь)- у',6(х - о)+ уL6("- Ь)*

+ Л(х[r' - у"6(, - о)+ yu6(" - Ъ)]* q(x)r = r,

Ьurаdа

л(r): f ("), х e|a,bf,

0, х С|а,Ь|
Q.yd.yl чэ уЬ sаЬitlэri xc|a,bf olduqda r(x):O olmast

qэrtiпdэп tayin olunurlar.

t !. МеsаlаIаr.
isbat edin:

1. ц = cl + crO|x|+h|x| funksiyasr хu' =1 tэnliyinin hэllidir.

2. tl = cl + с2O(х)- ,PL funksiyasr x1,1' =;Р1 tэnliyinin hэllidir.
хх

3. u: 16(")* 9+ funksiyasr хu = sigп х tэпliуiпiп hэllidir,
Ir|

burada

eG)- е@
("й,,)="Д, + I

1,1,t фх|

4. isbat edin:
а) u с D' olduqda хu =0 yalntz чэ yalntz о zaman olur ki,
u = 16(") olsun.

п
Ь| u =)coa(t)lx) сэmi x'1,1:d(x) tэnliyinin hэlli olur.

Ё=0
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FэSir,з.
qохDауiýэшri tjMuMir,aýMiý гuгqкsiyАLАR

ý1.D(л"), о'(п")ча л'(с) fаzаlагl

l.Requlyar va sinqulyar funksiyalar.D =О(П") ir, Л'-dэ tэуiп

olunan sonsuz tэrtiЬdэп rliferensiallanan btitiin Гrnit р(х) Гunksiyalarr

Гэzаsmt igаrэ edirik. Оgэr G с- RП -oblastdrrsa, onda Л(С) ilэ dagryrcr

goxluqlarr G -dэ уеrlэ9ап btittin ,р. О(П") ГuпКsiуаlаrr goxluýunu

iqаrэ edirik О(С)- D(Л'). Нr. bit срс D -эsаs funksiya, D isэ эsаs

faza adlantr. ЛП fэzasrnda эп kigik qapalr К goxluýu, Ьеlэ ki, К -dan

kэпаrdа Q=Oоlur, p-nin daqlyrct goxluýu аdlапrr vэ suppp(") Kmi
igаrэ оluпur. Dеmэli p(")+0olan пtiqtэlэr goxluýunun qapanmasл (р-

nin dagryrctst adlantr.
Misal.

,rр(х,а) _ l*l. о, а ) О,

l"l> о,

"? 
+...+ *2n; suррq(",о)= {"l= "} goxluýu

1а
л l 12

а" -lxlell

0

Ьurаdа |,|- R"

(,)

fэzasrnda radiusu а оlапkiirэпi verir. ср" . О(П" ) ardrcrllrýrnrn D -dэ

stfra yrýrlmast о demakdiг ki
1) еlэ mэhdud goxluq чаr ki, ondan kэпаrdа Qч

ardrcrllrýrnrn btitiin hэdlэri srfra ЬэrаЬэrdir,

2) V а tigiin Do Qч(х)э 0, (miiпtэzэm оlаrаq),

V -+ ф)Ьurаdа
оlо| п

о = (оr,...,d n), D" = ==, |О|=2О,.
ох|'...ОХп" i=|

/\
Tarif. D(R"J fэzаsrпdа tэуiп olunan hэr Ьir хэtti чэ kаsilmэz /

ftrnksionalt iimumilagmiq funksiya, adlantr.Biitiin timumilэqmig

ftrnksiyalar goxluýunu D'чэ уа D'(R" J ilэ igara edirik. D'хэtti fэzаdtr:

J',g cD' olduqda
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(rr,r)= JI. If ("Ь("Р" = If (")ч("М", ,р. О(П")
,лл Rn

(or * fu,p):o(f ,р)* f (g,р).
Buhalda ф + fu eD'olur.
Misal r. d(x, ,...,хп)-Пlrаk funksiyasr. Тэrifэ gоrэ, Vр . D(Л')

i,igiin

(d(",,..., 
" "),Q(rr,..., 

х n)) = е(О)

Onda а. О(Л").

Misal 2. Tutaq ki, f ("), х с Rn -adi funksiyadrr. Onda f (")
funksiyasr agaýrdakr diistur чаsitэsilэ хэtti чэ kэsilmэz funksional
dоýurur:

(1)

Buradakr inteqral yrýrlrr (p-finitdir). } kаsilmэzdir, giinki

Qч )0 (D -da) olduq аа (Tr,Qu) -+ 0, ч -) ф.Doýrudan da, f (х)-

lokal inteqrallanan olduýundan чэ suррQч сК mэhdud goxluq
olduýundan gжtr ki,

l(rr,a,)|rm2x|av(,) IJ IlлG)а,э 0, ч -> ф.
xRn

Т, с D' funksionalr (1) qэkliпdэ yazrla Ьilirsэ, onda } requlyar Гuпksi-

onal adlanrr.,Эks halda Z, sinqulyar adlantr. Мэsэlэп, 6(x)-sinqulyar
funksionaldrr. Requlyar funksionallarla onlan dоýurап adi funksiyalarr

еупilэgdirmэk olar. Xiisusi halda, V Q с D(R') Uoun

(Tf ,е): IJ... Iv("M" olduqda 7r=1 оlur.
Rп

Gбstэrmэk оlаr ki, mэsэlэп,

(т.е): llblffa-
funksionalr sinqulyardrr. Umumi halda Л(Л)-аiГеrепsiаl ореrаtоr

olduqda VQс D(Л')uоuп

(т,р): !r\)r(о)p("И-
R'

funksionalr sinqulyardш чэ r . Л'(Л')
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2.Sinqulyarlrq tartibi. Tutaq ki, еlэ fr("),...,.f ,(*) adi funksiya-

lan var ki, 7 с D'funksionaltnt Ьеlэ yazmaq olur:

(т,р) ,
оl<р R"

!f"(*)o" рGV*, ,р . о(п')=
I

(2)

Bu halda dеуirlэr ki, Z -nin sinqulyarlrq tэrtiЬi < р. Оgэr 7 -ni heg

Ьir adi funksiyalar чаsitэsilэ р -dэп kigik q tartib iigiin (1) 9aklindэ yaz-

maq olmursa, onda s(r)- р hesab оluпur. Fоrmаl olaraq hissa-hissa

inteqrallamaqla (2)-ni Ьеlэ yazmaq оlаr:

(т,р) =. I D" .f"(*),Q,,
"|=р

уэпi

т _ Zo" f"(*) (з)

|"l<p

Dеmэli adi funksiyalarrn р tэrtiьdэп tбrэmэsi kimi gбstэrilэ Ьilэп z
funksionaltntn sinqulyarlrq tэrtibi ( р olur. sопrаlаr gёrэсэуik ki, hэr

Ьir timumilэgmiq funksiyanr (3) gэkliпdэ yazmaq оlur. Эgэr Т cD'
rimumilэgmig funksiyasrnr adi funksiyalarrn heg Ьir sonlu tэrtiь tсirэmэ-

lэri gэkliпdэ gоstэrmэk mi,imkiin dеуilsэ, deyirik ki, 7- nin sinqulyarlrq

tэrtiЬi S(r)= * .

Маsэlэп, VQcDtigtin

(т,р)= Ё p'-'(t)
ft=0

lunksionalr iigiin S(r) : со оlur.

Umumilэgmig funksiya Т cD' пёqtэdэ tэуiп o1unmayrb. Ona gёrэ

iimumiууэtlэ пёqtэd, Г(х)= 0 yazrlrýr korrekt deyil. Lakin onun оЬ-

lastda (эtrаfdа) srfra Ьэrаьэr olmasmr kоrrеkt tэrif еtmэk olar.

Tutaq ki, G с. R" oblastr verilir, Эgэr V Q.Д(С) tgfin

(т,р)=0 olursa, onda dеуirlэr ki, G-dэ 7=0.Оgэr VQ.Д(С)
iigti" (4 ,Q) = (тr,р) olarsa, onda deyirik ki, G oblastrnda Tt =Tz.

Xtisusi halda, эgэr f (-) G -dэ adi funksiyadtrsa va G - da

т = f (") olursa, onda 7 G - da rеqulуаr funksional olur. Мэsэlэп,
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6(xr,...,xn) -ОiгаК funksiyasr RП -dэ х + О olan hэr уеrdэ requlyardrr
(чэ 0-rа ЬэrаЬэrdir).

Tutaq ki, G С ЛП oblastr еlэ эп geniq oblastdrr ki, orada Z = 0.
Onda Rn l G = F RП -dэ эп kigik qapalr goxluqdur ki, оrаdа Т + 0 .

Веlэ olduqda F goxluýu Z-nin dagtyrcr goxluýu adlanrr vo suppZ-
kimi igara ediliг. Веlэliklэ, yalntz чэ yalntz о zaman ,0 €suррzоlur
ki, xo-in heg Ьir эtrаfrпdа Т = 0 olmasrn.

Misal. supp 6(xr,..,xn)= {О}

Doýrudan da, G = Rn l0 igаrэ еtsэk, V Q сО(С) figiin

(а,р):р(О)=О. Lakin р(О)*О olduqda (а,ср)+О. Demali

F - R" lG ={0}= ruррd оlur.

Taklif. а с C-(Л') 
"'g"qda 

V7 . D'(R') figfin аZ . D'(Л')
Doýrudan da, V ср. D(Л" ) t gtin aQ сD(Л" )onсu

(оТ,р) = (Т,ор)
ЬэrаЬэrliуiпdэп grxrr ki, аZ Л(Л')-а, хэtti чэ kэsilmэz funksional
оlur. Мэsэtэп, а(r)-kэsilmэz funksiya olduqda

"(rР(х)- "(О)а(")
Tutaq ki, f (xr,...,Xn) adi funksiyasr RП -dэ х = 0 пёqtэsiпdэп bag-

qa hэr уеrdэ lokal inteqrallanandrr. Tutaq ki, х = 0 пёqtэsi эtrаfiпdа mi.i-
эууэп m > 0 tigtin /("т) funksiyasr agaýrdakl barabэrsizliyi бdэуir:

l/(") <:-, r - |х| =r "? 
+ ....+ х:

Bu halda еlэ F . D'(R" ) timumitэgmig funksiyasr чаr ki, о, х = 0 noq-

tэsiпiп эtrаfiпdа 0-rа ЬэrаЬэr olan biitiin ,р . О(П") ,ru, funksiyalarr-
па Ьеlэ Ьir diistur gэkliпdэ tasir edir:

(r,р) - IrQ\lQ)a-. (4)
д'

Dоýrudап da, F olaraq Ьеlэ bir funksionalr gёtiirэk:
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(r,р): 
Jr(,{,oG)-,E+ 

*|, ..."!;,ь|о- (5)

Вurаdа

k:(kr,...,k,), k|.= k,!..k,|, х!' ,..,,х!"; r = |х| = х| +...+ х|, h(")=L lrl < 1

olduqda, h(r):0, |r| > 1 olduqda.

Bu ciir qurulan .F funksionalr sinqulyar /(х) funksiyasrnrn (чэ

yaxud daýrlan (4) inteqralrnrn) requlyarizasiyast adlanrr. Agkardrr ki, (5)

diisturu ila чеrilэп F с D' (yoxlayrn).

Qeyd. Tutaq ki, r = |х| = Z"? чэ Л(r) funksiyasr

r -+ 0 olduqda 1-rn 
'rr.rrilэп 

dэrэсэsiпdэп daha tez sonsuzluýa yaxln-
r

lagrr. Эgэr х = 0 аtrаГrпdа

f (-)> Л(.)
оlursа, onda /(x)-in requlyarizasiyasr уохdur.
Misal iigiin, х -+ 0 olduqda 

l

f (")> r;
olduqda /(r)-in requlyarizasiyasr yoxdur.

ý2. Qoxdayiganli iimumilaqmiq funksiyalarln
xiisusi tiiramalari.

1.Xtisusi tбrаmа ча xassalari. п = 1olan halda эччэllэrdэ dеуilэп bti-

ttin хаssэlэr gохdэуigэпli halda da oz giiciindэ qalrr. Ona gёrэ Ьэzi хаssэ-
lаri sаdэсэ yada salrrrq.

'O.r'(*n 
)-С. rСэС, чurmа чэ toplama bela daxil edilir:

(or.f, + а z fz, р) = or(fr, р) * o r(fr, р).

20.о(r)с С- (Л" ) "'Orqda 
V/ . D'(R" ) п9пп af . D'(R" ).

Doýrudan da' 
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inteqraldan xaricdaki hэdd 0-rа Ьаrаьэr оlur ( р -finitdir). onda alrrrq

(o(")f ,ч) _ (f ,о,р), ар сD(Л')

'(^" ) olsun. indi 7-nin xiisusi tоrэmэlэriпi tayin еdэk.

(#,а) =- II ff a",,,d"n = _(r,#)

зO.т.D
0т

Мэsэlэп, л tоrэmэsiпi tэуiп еdэk. Bu ttirэmэ еlэ olmalrdrr ki,
OXl

Т = "f 
(*) adi funksiya olduqda klassik tоrэmа anlayrqr alrnmt; olsun,

Tutaq ki, f (") RП -dэ kэsilmэz diferensiallanan funksiyadrr.

onda -ff 
'о..-эsi 

kэsilmэzdir, уэпi о, D(R')-аr..qrrtуаr funksional
oxl

dоýurur:

(+,е) -Jl J#,pQ)a", ,р.о(п"). (t)\d", l 
о"

эsliпdэ bu inteqral mэhdud goxluq i.izra apartltr, уэпi saý tэrэfdэki
inteqral yrýrlrr. Bu inteqralr Ьеlэ yazmaq olar:

9!;,*,,=ff 
I 

а/ý)а",а,"
Т ?/ *(-,F",},!-с)х, )

12,rl .,,.r,

burada daxili birqat inteqralda hissэ-hissa inteqrallama diisturunu tэt-
biq etdikdэ hэmiп inteqral Ьеlэ alrntr:

_fpli,=_-- jrbl ffa'

Rп

Nэtiсэdэ aldrq ki, hэr bir aai /(х) iigtin Ьеlэ ЬэrаЬэrlik hэmigэ бdэпilir
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Bu ЬэrаЬэrliуi ixtiya ri Т с О'(П") timumilэqmig funksiyastntn 
fr"tir.rsi

tоrэmэsiпiп tэrifi kimi qэЬul edirik:

(+,,):-(,,#)

0r,

Saý tэrэf mаlumdur, gtinki ff. О(П") чэ Z. D'(Л'). oncu #.
с, D'(R") otur. Doýrudan d,a, Y Q rrr" (#,я) ,о"со о, 

ff-хэtti-

dir чэ Qч ) q Р-dэ) оlduqdа,tаrifэ gbr", ! = + (miiпtэzэm ol-d\ Oxt

araq). Onda, 7 -kэsilmаz olduýundan,

(.*)--(.,#), ч-+ф

(#,,)u-(,
0ср

(2)

I)еmэli, (2)-dэп gtхtr ki,

({,r"\-_ /r,9\, v )ф,
\dx, i \ oxll

уэпi
laT \ /аr \

\й,," l, \т,,/, у -+ со,

Demэli, 
fr-Krrir-эz 

funksionaldrr чэ belaliklэ, VZе D'(R")

jЗ *,* +. D'(л').
(жt oXl

indi 2-ci tэrtiЬ !:-tоrэmэпi hesablayaq:
0х,Oх,

iigtin
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(#,,)=-(t,#,)=(.,#) (3)

Bunun kimi dэ,

l а'т
\ ^-1-,
\dxldx,

р - sonsuz diferensiallanan olduýu tigiin
л) л,О'(р d'tp

0х,Oх., 0х,Oх,

Bunu пэzэrэ aldrqda (3) va (4)-dэп altntr ki,

а2т а2т

,)=-("а)=(
л) \

т. d'р 
\

0х,Oх, f
(4)

0х,Oх, 0х,Oх,

induksiya metodu ilэ gсistэrmэk оlаr ki, Ьеlэ Ьir i.imumi diistur
doýrudur:

(о"r,r)=(-,)"|(r,о"Q), о" =- -t|- (5)l' 1xi' ...1xi,

Нэr Ьir Т с D'(П")-rоrrrr, tэrtiЬdэп diferensiallanandrr.
Тоrэmэlэriп ncivbэsini dэуigmэk оlаr ча agaýrdakr dtisturlar doýrudur.

Da+!T = Da(oOT)= рF(о"т)
Xtisusi halda, hэr bir kэsilmэz f("). С(R") Гuпtsiуаsmtп, lokal

inteqrallanan funksiy аплп D'fэzastnda istэпilэп tэrtiЬdэп xi,isusi tбrэ-
mэlэri чаr, Lakin onlartn tёrаmэlэri adi funksiya olmaya Ьilэr.

Tutaq ki, Р(D)- sabit эmsаlh diferensial ореrаtоrdur,

р(д) =|доDО.
а

Onda VZ с D'(Л')unu.,

р(о)т =|A.D"T ,

а
Веlэ olduqda, tаrifэ gёrэ,

(r(о)т,ср) = (; AoDoT,r) = 
Т 

,ч"(о"т,ср) =

=ZA"(r,(- t|"| о" р)= (r,Т A"(-|'l"| D" р),
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Ьurаdа

Л-(л)= 

'(_ 
|l'| д"D"

а
iqаrэ еtsэk,

(р(о)т,,р1 = (г,л-tоh)
alarrq. Л-(Д) ореrаtоru P(D)-nin qoýma ореrаtоru adlanrr. Аgkаrdrr

ki, р*(л)= р(- л)
Xiisusi halda, Laplas ореrаtоruпа baxaq:

п л)о,
л(р): А: 

'

2,
i=| 0х

Onda Р- (О) : А оlаr чэ biz А7 tigtin alrrrq:

(ьт,р) = (т,ла), ,р . о(п')

2.Тiirаmапiп bezi хаssаlагi.

а

0*,

Doýrudan da, tэrifэ аsаsэп,

а

ах

Taklif l. Y а с С*(^" ) * V7 с Л'(Л" ) tigtin

(ат\=0Оr*о{\/лл ох ()х
lI

(6)

(!ьD,,
\d;, )=-(",

а
(

л\
т.оЩ\ =, 

ax,l

_l-\

=(

т а

OXi

0а =(,,#:)(ое) ('",*,

ат\
^ ,Q),OXi l

,)

,)=(#т+а

)
а(р

ат
л
OXi "4-(

0",

оа

й
т

уэпi (6) diisturu doýrudur.

Taklif 2. Goblastrverilir. Эgэr 7 =O'(R")u, G-da 7=0olursa,

onda G -dэ Vaiigi.in D"7 = 0 оlur.

Doýrudan da, рс О(С) olduqda D" р с Л(С) оlur. Опа gоrэ

(о", ,е) = ( t)"l (т , о" р) = 0, ср с o(G),

уэп1
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DoT:0, G-dэ.
Natica.

supp DaT с. suppT.
Taklif 3. Diferensiallanma ореrаtоru kasilmэzdir:

D, D'

.f" -+.f olduqda D" f, -) D" _f , ч -+ ф.

Doýrudan da, V Q сD(R" ) uoun alrrrq ki, ( и -+ со )

(о",",a) =(-,)d (fu, oo,1,, 
) 
* (-,)"| (r, o",n) = (o" f ,r),

Уэпl 
D,

D" _fu -) Do _f , v -) ф. ( D' -dэ).

Qeyd. Klassik апаlizdэ Ьеlэ хаssэ yoxdur. Эgэr adi mэпаdа kэsil-
mэz diferensiallanan f,,(") funksiyalar f(") funksiyasrna miiпtэzэm

ytýtltrsa, ola Ьilэr Ki, /(х) Гunksiyasr diferensiallanan olmasm va yaxud

/-diferensiallanan funksiyadrr, lakin fJG)tоrэmаlэr ardrcrllrýr f'(*)
tоrаmэsiпэ yrýllmasln. Lakin О'(П' )-О. ,r'tкjrэmэsi hэmigэ чаr чэ

_fu + /. (Burada f' yazllrgr altrnda /-in hэr hanst аrqumепtэ gёrэ
1-ci tэrtiЬ tоrэmэsi пэzэrdа tutulur).

Taklif 4. а сС*(С) olsun, G с. RП -oblastdrr. onda Ьеlэ bir diis-

tur D'- dэ dоýrudur:

D" (о .Т) = Zr"p(o",l а\оlт) (*)
Р<а

Doýrudan da, эgэr а,ЬсС*(С) isa, onda Leybnis dtisturuna
аSаSэп

D" (о . Ь) =Zr"oD"-B aDB Ь.
Р<а

Bunu пэzэrэ aldrqda alrrrq:

(О" (о, Т),е)= (- t)l"] (аТ, D" ср) =

= 

'(- 
|)|О| ,*(' ,оО (r. о"-О о)) =

/]tа

= (|с"р(О" О 

")- 
DoT,rp),

aD(- r)"'(r, а
)р
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Теоrеrп. Tutaq ki, .fnD- r , п ) ф, ап) а с С*(С) С* (С)С,

Qп ) a.Onda

isbatr aqkardrr

Misal.

D,(G)
anf, -+ af , п-)ф.

0(*,, х )

)

l, х,)0, i-_ |r2,...,п

0,qаlап hallarda

dцr.

п

а,0
tбrэmэsiпi hesablayaq. Тэrifэ gёrэ,

i)xr,...,0xn

l а"0 \

\a-,*p"'' l
о,=Э\-\:СlIt-. l^ 

u'^ dx,,.'dx,=
Oxrr...,dxnl "u,OXl,...,oXn

= (- t)"

,dxn-r:= (-')"i,''''i
'!*(#;)*"

ф

= (-t)"i,,,,. i[# 
d""y,, ., dxп-

п1( \чII ?7d*,,. dx
11 l,..lrr_1

ф

0

00

0

= (- 1)' Т ТЬ Ф(r,,...,х "_,,0)]dx,,...,dx п-1

= (- ,)"-'Т
ф -'Q(rr,...,х, 

,,0) dxr,...,fun_t = р(0,0,0,...,О) = (6, р),
lxrr...rOxn_,00

О" 0(х,э...эХп

buradan

ахr,...rOх,
= 6(х, ,,..,*,).
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2.Ёmumilagmiq funksiya va fizikada paylanmalar. Т сD' timum!
|э9m!я funksiyasrnr fizikadan mэlum olan elektrik чэ уа maqnit ytik-
lэriпiп, ki.itlэпiп чэ s. paylanmalart kimi izah еtmэk оlаr. Веlэ Ыd.rqdа,
mэsэlэп, 6(" -а) oiraK funksiyasrnl а €Лппбqtэsiпэ yerlэqdirilmiq 1

ktitlэnin srxlrýr kimi хаrаktеrizэ еtmэk olar: /(x)-adi funksiya olduqda
onun yaratdrýr requlyar z, funksionaltnt isэ srxhýr f (") olan elektrik
yiiki.intin paylanmasr kimi tэsчir еtmэk оlаr. Bu zаmап И hэсmiпэ diiqэп
ytik{in ktitlэsi (miqdarr) mэhz

*_ II.-[rQ)a"
olur. Нэr bir funksionaltn oz tэуiп oblastr ola Ьilэr. Мэsэlэп, а(")
funksionalrnt tэkсэ -r = 0 noqtэsinda kэsilmэz funksiyalar siпгrпdэ
paylamaq оlаr, уэпi D fэzаsr 6(х) tigtin gэrэk deyil. f (") verildikdэ

} rеqulуаr Гunksional olmast tigiin еlэ ср -lэrа baxmaq kifауэtdir ki,

fp hasili саmlэпэп olsun. Lakin D эsаs fэzаst eloadir ki, biiti.in
funksional|ar D -dэ tayin olunub. Мэsэlап, а(х) л -dэ tэуiп olunub,
lakin опu D -dэп biitiin kэsilmэz funksiyalar fэzastna davam еtdirmэk
olur. Bu sэЬэЬdэп dэ, fizikada, mэsэlэп tam yiikii hesabladrqoa (z,t)
qiymэtini hesablayrrlar, Ьеlэ ki,

(r,t)= { 1'" ;"1(1 , 
"] olduqda,

- 
[JJр lf (*)а", Т = f(") olduqda.

Misal 1. Mexanikada koordinat baglanýrcrna пэzэrэп inersiya
momentini hesablamaq tigiin (r,r') чiч-.tirri hesablayrrlar, Ьеlэ ki:

|о|' ,Т _ 6(" - о) olduqda,

Ilrr I/k)" (")a", т = .f
т( ,") =

olduqda.

Misal 2. Мэsэlэп, Ь с R3 пёqtэsiпdэ Nyuton potensialrnr

hesablamaq tigiin т l

w-bl
ll0

ifadэsini hesablayrrlar, Ьеlэ ki,



т l
.Ч, Т =6(х- а) olduqda,
la- Dl

У#, 
T=,f(") olduqda,

'|* - bl

Misal 3. Sэth srxlrý, р(") olan elektrik ytikйniin ,S sathindэ
paylanmasr Ьеlэ bir dtisturla tэsчir olunur:

(Т,,р)= IIpGYpGMr, supp pcS.
s

Brr пбч paylanma sinqnulyar iimumilэqmiq funksiya tэуiп edir, onu

f (") hэсm srxlrýr ilэ чеrilэп (rеqulуаr)

IIItQIлQV"
лз

funksionalr ila qarrgdlrmaq |апm deyil!

.ý3.Л"-dе kasilan funksiyanrn
iimumilagmi; xiisusi tбrаmаlаri.

l.Qriп diistчrч. Tutaq ki, G с. RП oblastr ,S sэthi ilэ htidudlanrr

чэ G, = R" lG. Tutuq ki, ._f бzii чэ опuп hэr Ьiг xiisusi tёrаmэsi S sэth-

iпdэ kэsilmэуэ mэruz qahr. ,S sэthini hэr istiqаmэtdэ kegdikdэ / va

опuп tоrэmэsiпiп srgrayrglu,'n, }], : ол ча l 
q1: о0 ча 

Lй_], 
=,, ilэ igагэ

еdэk. Dеmэli И]r(Е) [#],(f) 
Гuпкsiуаlаrr S sэrhэddiпdэ tэуiп

оluпuЬlаr. Мэsэlэп,

И], (r)- 
",l.,fl 

f ("')- ,,L';n .f ("'), € . S
x'-+ýcS x'-+{eS
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indi fэrz еdэk ki, / ЛП fэzаsmdа miiэууэп ý sэthiпdэп bagqa hэr

уеrdэ sonsuz diferensiallanrr, ,S sэthiпi kеgэпdэ _f u" onun tсirэmэlэri

kэsilir. Do _f ilэ /-in timumilэgmig funksiya kimi tёrэmrriпi, {ЛО7}
ilэ isэ DP f (x)-adi tоrэmэsiпiп yaratdrýr rеqulуаr funksionalr igаrэ edi-

rik (Bu tоrэmэlэr х Ф S olduqda vаr) х с лS olduqda yoxdur. ,S sэthi

ЛП -dэ olgtisti srfir goxluq оlur).
Birёlgiilti halda f (r) х = 0 пбqtэsiпdэ kэsilэп funksiya olduqda

_f ' = {.f '(*)}+ л7(о)а(")

"f 
" = {f "(")}+ л7(о)а' + ry'(о)d

diisturlarr _f - in adi tёrэmэsi ilэ timumilaqmig tбrэmэlэri arastnda эlаqэ
diisturunu miiэууэп edir,

indi hэmiп diisturlarrn analoqlannt almaq istэyirik. Эччэt". $
0",

funksionaltnt miiэууэп еdэk.

(+,р\ = -( r,Р\=- [[ lrBlPdx1...dxn :
\oxr / \ oxtl ..Rn" ОХl

- -I,,:::,. J[, 
'! 

_ltiffd-,Y",",fun 
=

ооср l ,+
r]

-| 
{,м*!-OXl

(1)

Buradakr sэth inteqralrnr Ьеlо bir inteqralla эчэz еtmэk olar:

= I...!?,*",'а*.* JI;, !**-

(2)

||2

J.o Ir. cos 8 ds,



Ьurаdа d, bucaýr .trl охu istiqamэti ilэ S sэthiпэ normal arasrndakt bu-

caqdrr. (2) inteqralrnr Ьеlэ igаrэ еdэk:

(т,,р)= I;Jog cos Щds.

( -sinqulyar funksionaldrr, о, sэth tizrэ рауlапlr чэ sэth tizarindэ srxlrýr

о0 cos 0, оlап kйtlэпiп paylanmastnt tэsчir edir. Ваzэп hэmiп funksio-

nalr ( = о0 cos4 d,kimi igаrэ еtmэk mi,inasib оlur. Веlэ olduqda ixti-

.afyari J- i.imumilэgmiq tоrэmэsi iigiin (l)-dэп Ьеlэ diistur altntr:
oXi

(3)

Bu diistur, aydrndrr ki, birбlgiilti halda

.f ' = {.f '(")}+ у(O)а(х)

di.isturunun iimumilэqmэsiпdэп iЬаrэt olur. (3) diisturunu bir dэfэ da di-
Геrепsiаllауаq:

af l.ar(")lл :1 л r*(/]rсоsф)d,Oxi L oxi )

={#I-f;г[r],соs9ф]+
20 f af (")

соsф 4,
s

1oxi
Ьurаdап саmlэmэkl. (i = 1,2,...,и) ahrrq

Normala gоrэ tоrэmэ di,isturuna эsаsэп,

bf :{дrt,l} - 
Z*WI, 

.о, а4 ]* 2lT]" .о, 0i6,.

ах

ftrVl,d,) = 
2*V1, 

.о, 0,6,J,

(4)

Гgl d"-ЁГЧ9l соsфф
LOп 1s i=ll Oxi _],

I\4эsэlэп, (*,) diisturunu yoxlayaq. V р с D {igiin alrrrq

llз



(r*(и],+ )r) : -r(u,, cos'i u,,#) =

=-I;ff], r#*,0; ds I.i.IИ]" fra, 
:(*,

Bunlarr пэzэrэ aldrqda (4) di.isturu bu gэkli аhr:

(Vl,a,),p

bf = {дrG)}*
af
0п

ч,**ff],+) (5)

s

Bu di.istur iimumilэgmiq funksiyalar tiqtin Qrin diisturu adlantr.

2.Xiisusi hal. Klassik Qriп diisturu.Farz еdэk ki, V с- R" -hэсmdir,
лS-isэ onun sэthidir vэ f :g, xCV olduqda (5) Qrin di.isturundan
аlmrr ki,

(ц, е) = (f , Ь,р) = !! о ! rb'M"= ( {дr(,) },,l) * (Hu,, r) *

-(*(и]"+) ,): IolblQfuQp"+ I чI*фs- I ;Irffa,

ds

burada z - daxili поrmаldtr

Oger V Л'-dэ r -radiuslu kiirэ olarsa,'onda Qrin diisturu Ьеlэ
yaaltr:

!(l .b,p-cp.bf)dx* ff;(, Ж , #)

Ц,,=, 
!(t , Ь,р - ср, bf)dx* 

Ц"l=, 
(, # - ,

Вurаdап klassik Qrin diisturu altntr:

0IJ

af
0r
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ý4. Laplas ореrаtоruпuп fundamental halli.
Bu Ьоlmэdэ mэqsэd btitiin ЛП fэzastnda

1
А

t"?
i=l

п-2r
1

funksionalrnr tэуiп еtmэkdэп iЬаrэtdir. х = 0 пбqtэsiпdэ ,_2 funksi-
r

yasl mэхsusiууэtэ malikdir, х + 0 olan hэr уеrdэ * nu.*onik funk-
r

siyadrr, уэпi
lЬ 
--:0,r

Tutaq ki, f - f (r) ya|ntz r - radius-vektorundan asth olan sferik

Toklif. bf(r)= fn +!--l 7,
Doýrudan da,

Buradan сэmlэmэklэ alrnq:

simmetrik funksiyadrt, г =

лf

0f _df ar _df Х1

r'
/ l\df l l х; 

I- *,[;-7 )

0", dr 0*i dr
, х2a'f d'f {xi\

aL= j7 l; )

d2f f '(r)
п-|
r f '(r).+_

dr2

п-|df
l_ rdr

Веlэliklэ, f = f (") уаlпtz r -dan asrlr funksiya olduqda Laplas tэnliyi

bf = f"(")+n -| .f'(")= о (6)
r

kimi olur.Laplas tэnliyinin hэlli harmonik funksiya adlanrr. Аgkаrdrr ki,
(6) tэпliуiпiп hэlli Ьеlэ olar:
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"f 
(r)=

l
++В, п+2 olduqda,п-zr

l
д|п-+ В, п:2 olduqda,

r
l!+ В, п:3 olduqda, Д = сопst, В : сопst
r

Веlэliklэ, х+0 otauqda } @+2 tigiin) чэ tnl (п=2 iigiin)r-r
funksiyalan harmonik funksiyalardrr. Bi.itiin Rn Гэzаsrпdа baxdrqda

l 1

r"_z 
(п+

r
oqL (п = 2 ) funksiyalanntn mэхsusiууэtlэri чаr2) vэ l,

f(r)=rp gбttirэk. Onda

brP - р(р+п_2)rР-2. (-)
Dеmэli Laplas ореrаtоru r - iп dэrэсэsiпi 2 vahid endirir. Мэlumdur
ki, rP funksiyasr р>-п olduqda lokal inteqrallanandrr. Demэli, (*)-

un saý tэrэfi р-2>-п (уэпi р >2- и) olduqda lokal inteqralla-

пlr, уэпi ArP D'-dэ funksional olur. Lakin р=2-п olduqda (*)-

un saý tэrэfi D'-dэ mэпаslz оlur. Веlэliklэ, RП -dэ baxdrqd^ Д*
r

гunksionah mэпаslz ola Ьilэr.
Lakin bu funksiyalar koordinat baqlanýrcr atrafinda lokal inteqrallanrr
(п - 2 < п), dеmэli опlаr miiэууэп requlyar Гunksional dоýururlаr. Biz
indi hэmiп funksionallarrn Laplasianlannt tayin еtmэk istэyirik. Bagqa
sёzla,

1 1

^
-a,r1 (П + 21u" bl,оq-(п -l

Laplasianlannt hesablamaq istэyirik.

Теоrеm. Biitiin RП fэzаstпdа baxdrqda:

21
r

l16



^+ = -(n- Z)S, а(*), n + 2 olduqda,
r

^[ri) 
:-2п6("), п=2 olduqd,a,

д1= -4п6(х), п=З olduqda,
r

^Fl)= 
26(х), п:I olduqda,

ilэ Rn Гэzаstпdа l-radiuslu sfеrашп sэth sаhэsi iqаrэЬurаdа S
olunur.

п

мэlumdur ki, r, =ron/r(%),

Г(о)=

Ьurаdа

-1ro-rn-,4,

J
0

r

-qamma funksiyadrr, mэsэlэп

Г(п)=(п-l), i+) =l;- r(:)=.(,-;)=;{+)= + чэs

Bundan эlачэ, r radiuslu sferamn sэth sahэsi dtisturu 1Л" -dэ)

S" ("): Sn , гп-' ,

о[ur, r radiuslu ktirэпiп hэсmi isэ

п

п
dйsturlarr ilэ taprlrr. Xiisusi halda, (r = 1), St =2, S, =2п, Sз = 4п.

i.imumiyyatlэ,

S,(r)= + = +V,|=,S, 
. rn-l.

indi teoremi isbat еdэk,

10. Tutaq ki, п+2, OJ "=? Qrin di,isturunda И hэсmi
r

оlаrаq s radiuslu ki,irэпiп xaricini gсittirэk:

V,,(r)= Sn

v" =Fc R" :|"r| > r} S" = {r| = r} f (r)-
1

п-2 )

r
п+2

l17



Onda vесл(л") iigtin alrrrq

(Ц,,р) = (^ п-2 ) 4=( ,^е)= JL,п-2
l1

Qrin diisturuna эsаsэп,

r r

lim
а-+0 JIа ffi cLT=lim II,rrIffO-

ьср _ 

^ 
#)*- II", Il# # -, *"(;,)]r" = .

(

(7)

(8)

Jl,>Е

1

;;j(

sol tэrэfdэ inteqral altrnda r ) s olduýundan чэ bu halda

^[+']:0 
oldugu tigiin alrrtq:

\rn-')

IJ,;; I# Ьq dx : - !,::;## о, - I )r,
п-2

п-|r=€ r
saý tэrэfdэki l-ci toplananr qiуmэtlэпdirэk чэ gёstэrэk ki, hэmiп
toplanan я -+ 0 olduqda -+ 0 оlur. Мэlumdur ki,

0ср xi 0QпI0r j=| rOx j
Ьurаdап

Е.l=1чэ maxl 9gl=,
| , I la,,l

olduýundar, ý" = {r = я} sferasr tZэriпdэ hэr уеrdэ

Onda s+0 olduqda

0ср М.п
- €п-2

l+l= иМ o|ar
lorl

!,.="

1

l18
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indi 2-ci toplananr hesablayaq:

I, J- 
Q;_?) в, =- !,=-,IM,

(" -z)
€п-2

).с'-".Е(е) I"r Jo, =

). r'-" ц(е) . Sn. rn-' : -(n- 2).s, . ц(е)

burada S" (р) irэ р(х) funksiyasrnln б radiuslu sfera iizэriпdэ оrtа qiy-

mэti igаrэ edilibdir. Aydrndrr ki, а -+ 0 olduqda ,S"(e) - р(О). On-

da alrrrq ki,

Fa, = -(п-2)s,.р(0).

Веlэliklэ, (8)-dэп aldrq ki,

riц [[ ,. ||о,ра" = -(n- z)s, .р(о)
c4v JdrzЕ J r

Веlэ olduqda (7)-dэп alrrrq:

(^#,r) = -(n- z)s,e(o)= (- (, - z)s,a(")p),

п-2-(

= -(п-2

{J-
lim
а-+0

уэпl
1

^
-("-z)s"a(x).п-2r

20.Gёstаrэk ki, (ru = 2)

bloql = _zп6("),
r

f = loq\, , =|_|= ,[7j
olsun. R аdэdiпi еlэ sеgэk ki, |х|>R olduqda р:0 olsun. Qriп dtistu-

r,шпdа с={ч.lrl.Л} oblastrnrn sэrhэddi iki dэпэ konsentrik 9ечrэ olur:

s; = {"| = s} S* = {,| = л} qrin dtisturunu yazaq v ср с D

)(,"i # чJпl)а, tяlI* J
.ý" 

^S"

[[ tдrпl .Q-|пL.оr)*=
,.1r[.Л r r

ll9



(Sol tэrэГdа ДЬl:0 оlur). Buradan altrrq
r

lim lJ tдь
я-+О а{т|<R + ,-tnL b,pla* 

[лJ )i ^: #-r},,*)о":
limf lcodr+limln1 [
t--+Оg J' а-+0 Е J

0rр
ds

<и1 .М.2тs =2Мп.
€

ar (10)

Nэzэrэ alaq ki,

ьurаdа s" (р) h cp-nin а radiuslu 9ечrэ iizэriпdэ orta qiуmэti igаrэ

olunur. я-+0 olduqda
S" (р)-+ е(0).

i ,!:*= 
1 

,S" (cp),zo, _2d"(Q),

l
€)=(

Dеmэli,

i k* -2rЦ(е) -+2lTe(0) g -+ 0.
r=€

(11)

-+ 0, s -+ 0. 02)

Digэr tэrэГdэп

и1 t
о

,.trr1
€

(11) чэ (12) miiпаsiЬэtlэriпi (1O)-da паzэrэ aldrqda

}ч JI bq: Ьср dx = -2rр(0) : (- zпа(,),ср)
- 
а<|х|<Л I

Bunu пэzэrэ aldrqda (17)-dэп gжtr ki,

ф
(-zпа,ср)

0ср

0r
-l

r=€

bloq !,ср
r

bq L,b
r

bqL. ьrрdх =II
а<|r|<Л

1

lm
-+0

Dеmэli,

l20

bloq
r

216(х)



1зO.indi 
^

funksionalrnr biitiin Л3 fэzastnda hesablayaq
r

v Q.r(^')
1о1
\r

alrrrqi,igi.in

а (13)

Alrnan inteqralr hesablamaq iigiin Qrin diisturunu tэtbiq еdэk. G оЬ-
lastr olaraq с 1r 1R oblastrnr sеgэk чэ R эdэdiпi еlэ sеgэk ki, r ) Л ol-
duqda р(")=0 olsun. Веlэliklэ, Qrin di.isturu:

д(i ьср _ л+Р-"цl; #,*(i)],, = .

1

I}urada sol tэrэfdэ r } с oblastrnda : funksiyast harmonik olduýun-
r

о- Al=O.Bundan bagqa, (r:c) sferasr ur.r'"o, 
|#|

^
,,)= ( i )=lljY*:ýJI !!еа"

ýundan

Фо,lrЦ
0r |а

l

^-,(рr

< Moldu-

JI
1
r р,

м

а1.cp-4s -+
orr

J

-+псfО), g -+ 0

4Е€2 = 4пМс -+ 0, я -> 0
€

I}unun kimi dэ,

![r*У, 
=-; 

![ф, 
=-Чr"kil=-ц,*,(р), (14)

burada S" (р) 1|э rр-пiп (r = s) зfеrаsr iizэriпdэ оrtа qiymэtini igаrэ

edirik. OndaS"(p)+ е(0) g + 0. Веlэliklэ, (14)-dэп аltпш ki,

Nаtiсэdэ (13)-dэп alrrrq ki,

JI

lim ll{ Ь,ра- = -атф0),
е-+0 irrr

Веlэliklэ,

)=m W dх=-4пср(О):(- 4п6,rр),

|2|



уэпl

^

1

l"|

l
А -ап6(х).

со

_со

r

ll

l,

40.п=1 olduqda r=|x| чэ l|х| =|х| olduýu i.igi.in alrrrq

0со

-оо 0

п=З olduqda,

ll

х| ,Q = (|i, 9") = Л"lе"QV": - I х(р" + I"Q' -

- -х(р' /9- + lp' * хQ' l 0- -
0

-ф

ф

lQ' = z,p(o) - (26,,р),
0

buradan

|r|" = za(r).

40 .Natica. Laplas ореrаtоrчпuп fuпdаmепtаl haПi.

Tarif. Эgаr еlэ Е с O'(R") timumitagmig funksiyast varsa ki, D'
fэzastnda

ДД(r)= а(")
olur, onda Е funksionalr А
yasr) adlanrr.

ореrаtоruпuп fundamental hэlli (funksi-

Aydrndrr ki, эgаr Д(r) fundamental hэll va До(")- harmonik
funksiyadrrsa (уэпi А До(r)=О) onda Д*До сэmi da Д-пiп Гunda-
mental hэlli olar.

Natica (Теоrеm). А operatorunun fundamental hэllэri agaýrdakr
dtisturlarla verilir:

Д(")=

4пr
И, n=| olduqda.

Qeyd. Fundamental hэll mэlum olduqda Vu,f с D' iigtin
Л,(х)= 7(х)

|22
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tэnliyinin ixitiyari hэlliпi Puasson diisturu vasitasila уаzmаq olur.
Мэsэlэп, Л(х)-Ппit funksional, f _ixtlyari olduqda hэmiп tэпliуiп
hэllini Ьеlэ yazmaq olur:

u(x)= lr|- )rG)aE
л'

Xtisusi halda (n = 3) Ьеlэ diistur doýrudur (Puasson):

Qeyd. r*2 olduqda (".Л")

^

1

-:
п-2r

Ьurаdап alrnq ki,

burada

6(xr,...,,xn)= 

'

а

-о
а ё/
oxj

(",,...,rn ),
j=|

о_ | .ar,)
Ь j 

(z - и)s, аr,\r"-' )

-(" -z)s,a(x)

п

-adi Гuпksiуаlаrdrr. Dеmэli 6(x,,...,xn) funksiyasr z -ёlgiilii halda da adi
funksiyalarrn 1-ci tэrtiЬ tсirэmэlэri сэmi kimi g<istэrilir, уэпi 6(-т,,...,х,)

funksiyasrnrn sinqulyarlrq tэrtiЬi 1-э ЬэrаЬэr оlur.

ý 5. Bazi xtisusi tipli iimumila9mig funksiyalar.
Bir gox tэtbiqi mэsэlэlэrdэ (fundamental hэllэr) "!,"! u" ,^

kimi funksiyalarr Ьilmэk lazrm gэlir.

t. "! Гunksionalr. Веlэ bir funksiyaya baxaq:

"! ={0: х(0,
t 

Lrn, х)0
Llyýun umumilэgmig funksiyanr quгmaq чэ ёуrэпmэk istэyirik.
ReZ > -1 olduqda Ьu funksiya rеqulуаr funksional dоýurur:

(l)
'!"'r(*)о*

0

("i,r)

l2з



Buradan 1-yu gсirэ tёrэmэ aldrqda

Р'' *р("М"
0

almtr, Ьu onu gёstэrir ki, ,| funksiyasr Re2 > -1 oblastrnda
analitikdir. Bu Гunksiyanr bi.ittin mtistaviya analitik davam еtdirmэk
olar. (l) inteqralrnr Ьеlэ yazmaq оlаr:

("i,r)='!rte6)- a@)V-*'S"'rlr1ь"-*, (2)
00

Ьurаdа 1-ci toplanan Re2>-2 tigtin,2-ci hэr уеrdэ,3-сii isэ )"+1
oblastrnda yrýrlrr. Demali (1) funksionaltnr Re2> -Z, 7+| oblastrna

analitik davam еtdirmэk оlаr.

Analoji qayda ilэ rj funksionalr

Re2 > -п _ l, ), + -|, -2, ...,- п

oblastrna davam oluna bilir, gtinki

' 

У, rьw:Л,[^,,_ Е#,- ]r" 
*' 
|чд*w 

*Дd#%,* (з)

Bu diistur|a х! funksiyasr biitiin , ),# -1, - 2, ...,- п,... qtуmаtlэriп-

dэ tэуiп olunmug olur. Моsэlэп, -п-7<Rе)" <-п zolaýrnda (3)

diisturu Ьеlэ sаdэ gэkli alrr:

gtinki l<k<и olduqda

("|,а) - I"' [rt"l- Е# о7о-,

),+k
l

р
0

1

ls,
\"* ,(3) di.isturu gёstэrir ki, а

dx
),+k

analitik funksiyasrnrn
)

, 1# -1, - 2, ...,- и,... пёqtэlэriпdэ 1-ci tэrtiЬ polyuslarr var, bela ki,

)" = -п noqtэsinda onun grxrýr Ьеlа olur:
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,("-l) 0

х

reS (*|,r) =

Lakin
2=-п п-t

.r<0

х>0

,t,-, )(о) = (_ l)"-' (at"-')(x) е(х)

olduýundan r] funksionaltnrn )": -п пбqtэsiпdэki grxrýr Ьеlа оlur

"es 
*! l ).=_n =

(- t)"-'
5("-1)(х), п = -|,-2,-3...

2.Analoji qayda ilэ r funksiyasr daxil edilir:

(n-t)
!

)Itх -l
t

|"|^ ,

0

Re 2 > -1 olduqda х] funksiyasr requlyar funksional dоýurur:

0

(-!,r) = 
Il"|^ ч$)а".

_со

Bu funksionalr Re )" < -7 oblastrna analitik davam еtmэk olur. Alrnan

Гuпksiуа ), + -1, - 2, ...,- п поqtэlэriпdэп baqqa hэr уеrdэ analitik

o|lr, ).= -t пёqtэsiпdа "] ii-u-ilэýmig funksiyasrntn sаdэ polyuslarr

чаr чэ onun bu пёqtэlэrdаki grxrýr Ьеlэ olur:

),resx: 6(,-')(х)

п-|

Мэsэlэп, - п -l<Рtе), <-п zolaýrnda

diisturla hesablamaq оlаr:

а kэmiууэtiпi Ьеlэ

|-

(
)

)

(-!,о) : ("i, е(- ") 
: 

Р' [r'-,) 
- }#rtt)(o)

З lrl' funksionalr. Веlэ Ьir funksionala baxaq:

|"|^ -"!+"!.

|25



Мэlumdur ki, "| fimumilэgmig funksiyastmn 2 = -и olduqda
polyusu чаr чэ onun bu поqtэdэ grxrýr

!- 
t), 

] 6,,-,'1";
(r-1)

оlur. х] isэ hamin пёqtэdа Ьеlэ grxrýa malikdir:

Onda

Йбt"-l)(х),
|"|^ iimumilэgmig funksiyasrnrn )" = -|, -З, -5,...,- 2m - l,..

пбqtэlэriпdэ polyusu yar. ). -- 2m - 1 пёqtэsiпdэ опuп srxlrýr

2

e;-n ,tu.-t)(x)

olur. Digэr tэrэfdэп

(l{', ,| = (,| ,q) * ("! ,r) =-!*^ r("Р" +-!,^ r( "W =

=Р'[r',)-Я

u|rr-,)- е(о)+ "р,(0)- - G!ffi 
""-,

{rt,) 
-,р(- 

") 
-z[я(о)- rt r" 1о1* - #re'-l rolf|a-.

0 0

р(о)(о)"о
+

kl

"7

-j
0

-.:.l
0

Мэsэlэп, 2=-2m (ctit adad) olduqda

(l4'*, r) =Т'^{лi - d- 
") 

- 
{лr 

- + ", 
*, * ffi,о-'' @)7у,

(!',r)=
ф -х

Izб
0

х +

2х
-z,До)dx

у

у



7 = -2m olduqda l"|-" : х-2- yaztrlat,9iinki

("-",r) I"'- {rt,l 
_ rа - r|,р(о) * 

}о" 
(о) - . - #rо*" (о!}*

Bunun kimi 2 : -2m - 1 (tэk эdэd olduqda)

eG)- q(- ")-

}-
(lr| '--',r) J 1

-L

[,rto)* f,r",(о)*

,2п-|, 2m lхс;4 ,t,,-,l1o)]
х

+

Xtisusi halda, )" = -7 olduqda

(l,|-', ф =";Ф- Р* =11 firy * -"!* *}

4. ri funksional,. ,=,ffi

(r^ ,r| = !r^ рQV" . (4)

дп

Bu inteqral Re2 >-и oblastrnda analitik funksiya olur. Re 2<-п
olduqda ,' lokd- inteqrallanan deyil. Analitik davam metodu 1la r1
Гunksionalrnr biiti.in fэzаdа tэуiп еtmэk istэyirik.

Sferik koordinatlara kegdikdэ (а) bu gэklэ gэlir:

(
).

\,^
0

р)

l
IчGV,(,)|a,,

о"(.) )

r

Ьurаdа dco(r) tlэ RП fэzastnda r radiuslu sferantn sэth sаhэ elementi
iqаrэ olunur. Daxili inteqralr bu gэkildэ yazmaq оlаr:

IчQИr(.)= s, . ,"-'s,(Q),
а"(,)
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Ьurаdа ,Sn Rn fэzаsmdа l radiuslu sferantn sэth sаhэsidir,

Sп=2п% 
' '(%I 

г@) -qamma funksiyadrr, S,(p) isэ е(*)
funksiyasrnln г)п (.) sferasr tizэriпdэki orta qiymэtidir. Веlэliklэ, biz Ьеlэ
bir dtistur almrg oluruq:

со

( 

"^ 
,а) - ,Sn . tr^*"-' ',(еМ, (5)

'u
Gёstэrmэk оlаr ki, S,(p) r _ iп funksiyasr kimi sonsuz
diferensiallanan чэ Гrnit funksiyadrr чэ onun btitiin tэk tэrtiЬdэп tбrэmэ-
lэri r:0 оlduqdаsrfrаЬэrаЬэrdir. r kafiboyiikolduqda Р(х)=0 ot-

duýundan onun оrtа qiуmэti dэ 0-rа ЬэrаЬэr оlаr, уэпi S"(p)- Гrnitdir.

р(х) ГunKsiyastnt Теуlоr diisturuna aylrsaq, alanq:

лý, . r'-',S, (р) = I
о,(,

Вurаdап alrrrq ki,

e(o)*Iф@
0х

J
" * 1у а'е(о), 2l,a fu,fu, )

S, (р) = р(О)* arr' + arro + ... + a.r2' * О(""")

Вurаdап gёгtiпtir ki, (m-ixtiyaridirl лS.(р)с С*[0,*). Эgr. S.(p)
funksiyasrnl r < 0 oblastrna ci,it funksiya kimi davam etdirsэk, onda
S"(p) эsаs funksiya оlur, yani ,S"(q).Д(Л) Веlэ olduqda isэ (5)

inteqralrna l-ci Ьоlmэdэki S, . 

"! Гunksionalrnrn (р : 1 + п -l)
S"(p) эsаs funksiyasrna tэtЬiqi kimi Ьаха Ьilэrik. Мэlumdur ki, х|
funksiyasr Rед > -1 (уэпi Re2 > -и) olduqda btitiin mtistэчiуэ ana-

litik davam edilir va yalntz ll: -7,-2,...,-и,...(уэпi 2 : -п,-п - 1,...)

пёqtэlэriпdэ xf funksiyastntn l-ci tэrtib polyuslarr чаrdtr. Нэmiп bu
пёqtэlаrdэ funksiyanrn grxrqlarr mэlumdur, mэsэlэп, р = -m (уэпi

), : -п - m - l ) olduqda rf funksiyaslnln grxrýr Ьеlэ оlur:
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Й((- rГ-' r(,-,)(6),s* (е) = Й# s,Qp)t,-.

Lakin s, (я) funksiyasrnrn € : О пбqtэsiпdэ tэk tэrtibli tбrаmэlэri 0-

rа ЬэrаЬэr olduýundarl m_|:2k tэrtibli tоrэmэlэr O-dan fэrqli оlur
(k = О,|,2,...), уэпi m =l,З,5,...(dеmэli ), : -п,-fl - 2,-и - 4,...)

olduqda grxrqlar var. Веlэliklэ, ,^ S,(p) funksiyasrnrn ), - -п - 2k

(k:O,|,2,...) поqtэsiпdэ grxrýr Ьеlэ оlur:

ry:(r+ *'rs6(,ill с=о (6)

Xtisusi halda, ), = -п пбqtэsiпdэ (r : о) (r',r,(я) г""Ksiyasr-

nrn 1-ci tэrtib polyusu чаr чэ опuп bu пбqtэdаki grxrýr Ьеlэ оlаr:

,S,,S.(p)/.=o = S"p(O)= (s, ,6("),р),

уепi ), = -п лочtэsi 12 iirnumilэgmiq funksiyastmn sаdэ polyusudur чэ

onun bu пёqtэdэki grxrýr

,f:r"r^ = ^S, 
,d(х) (7)

сllчr.
indi 6(r) Гunt<siyastnt sadэ (miistэvi) dalýa|ara aytaq. Bu пэ

dеmэkdir?

Tutaq ki, al--(rr,...,On) л' fэzаstпdа 1- radiuslu С) sfеrаstшп

поqtэsidir, Zr? =|. alrxr+ ... + тnXn = (а,х) igаrэ еdэk. Веlэ

intenqrala baxaq:

[|(,,r)^ а, ,

I}u inteqral Re2 > -1 orO'rlda yrýrlandtr чэ о sfera йэriпdэ sferik

simmetrik F(r)") funksiyasrnr tэуiп edir, r: ,,' +... + х?, . Demэli

alrrrq ki, еlэ С(п,Л) sabiti var ki,

Лr,", + ... + unxn|l^ аr: C(n,1)r^ . (-)
о
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а iizэriпdэ х1, = х2 =... = xn_| = 0, xn =| gоtiirsэk (r = 1) onda
buradan аhшr ki, (bax.ýito" [], sэh.l01)

С(п,),)= 
Лr,|^ 

а, = 2оТ г(+)
т@

Веlэliklэ (*)-Can ahrrq ki,
о

(8)

burada

cn =2пЧ; € = ор| + ...+ а)пхп.

Вu diistur Ф(r.) funksiyasrmn <miistэfi dalýalara> aynlmast dtisturu
adlanrr. Вir gox fэzа mэsэlаlэriпi Ьu dtistur чаsitэsilэ sаdэ miistэчi
mэsэlэlэriпэ gэtirmэk olur.

Lеmmа.

:^,--l, _:&.a(r,,...,xn) tqlг(+)''=-" 2

(Burada sol tэrэf ) -+ -п olduqda limit qiymэti mэпаdа Ьа9а dtiqiiliir).
Malumdur ki, ,^ funksionalr btitiin miistэчiуэ analitik davam

olunandtr, Ьеlэ ki, l. = -п,-и - 2,-п - 4,... пёqtэlэriпdэ onun l-ci
tэrtiЬ .polyuslarr чаr. )": -п пёqtэsiпdэ ,1 funksiyastnrn grxrýr
.ý, .d(х) olduýu mэlumdur.

г(r) funksiyasrntn da z =0,-l,-2,... псiqtэlэriпdэ polyuslarr
чаr.Dеmэll Г(f )-nrn polyuslarr 2п,-п - 2,-fl- 4,...olur. Onda
Ф(л) funksiyasrmn surati чэ mэхrэсi eyni псiqtэlэrdа polyuslara malik-
dir. Bela olduqda о(л)t ,=_" qiymэti onun surэt чэ mахrэсiпiп )" = -п
пбqtэsiпdэki grxiqlarr пisьэtiпа Ьэrаьэr оkаr. surэtiп gtxtýt

|:r""' - 'Sn 
,6(х).Мэ*rэсiп qrxrýrnr hesablayaq:

ЬэrаЬэrliуiпэ эsаsэп

l#!r,:сп i4=о(л),

130
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г( 4:!\_ 2 ,( 1+п+z).
[2))"+п ( 2 )

Вurаdап gжtr ki, ) -+ -п olduqda

l +)-_2-г(r)+о(r).[ 2 ) 7+п
уэпi

,rrг(\"'] = zгц)= z.\..2)
l}еlэliklэ alrгrq ki,

res Ф( ).\- 'S" ' 6(х).
)J|n- x,-t 2 )

)rэпl

':' . l ., = d(х, ,..., -r, )

s .г( 1*n) l'=

, (2)
I}еlэliklэ, (S)-in saý tэrэfiпi biittin 2 miistэчisiпэ davam etdirdik. indi

опuп sol tэrэfiпi btittin miistэчiуэ davam еtdirэk. Мэlumdur ki, 
|€|^

fцnksionalrnln analitik dачаmrпп )" = -l,-3,-5,... пбqtэlэriпdэ sаdэ

,(+) funksiyasr sаdэpolyuslarr чаr. Нэmiп пбqtэlаrdэ hэm dэ

polyuslara malikdir.indi

reS
),=-2m-|

qiymэtini tapaq. Нэmiп qiуmэt surэt чэ mэхrэсiп grxrqlarr пisЬэtiпэ
ьэrаьэrdir. Мэlumdur ki,

lсl^ |

17Д\|^=-"-,(2 )

l€l^ -{4u"d(ц)

гr4Д')-пiп hэmiп пбqtэdэki grxrýr isэ Ьеlэ taprlrr. Аgkаrdrr ki,(2)
lзl



гr4!) - 2 гrд]) - 2 2 гrдi):...:
\ 2 ) ),+I [ 2 ) 1+l ),+3 \ 2 )

,( 1+ zm +з)
(2)2,

(л + tNrл+ з)...(z + 2m + l)'
Ьurаdап

|л-,,,=(-r)- йаQd(€),),+l
2

1)" = -2m пёqtэsiпdэ surэt чэ mахrас mэхsusiууаtэ malik deyil).
Веlэliklа, п-пiп tэk чэ ciit olmasrndan asrh olaraq 6(х,,...,х")

agaýrdakr ayrrhg diisturlarrnr almrg oluruq:

60')(€)dr, п =2m +l olduqda

l|€|-'- аr, п = 2m olduqda

-1п

d(х, ,..., ", ) = 

{

А.. l
о

Bn.
(9)

а

Ьurаdа €=(r,*,+...+ 8r"",), An, Bn:coиst l€l-" funksionalr 3-cii
Ьэпddэ tэуiп olunmuqdur:

(lсl'- .r) ="!с " 
{чG)* 

р(-с)- z[и(о)* \ r'{о)* - 
ffiи''-''{о!}а" 

.

(9) di.isturlarr 6(xr,...,xn) OiraK funksiyasrnrn <sada (mtistэчi)
dalýalara> ayrrlma diisturlarr аdlашr.

Elliptik diferensial ореrаtоrlапп fundamental hэllэriпiп taprlmasr
mэsэlэsiпdэ bu diisturlardan genig istifadэ olunur.
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F а s iъ_ц
Uмuмirэýмiý гuгqKsiyALARIN STRUKTuRASI

(QuRuLug nUsTuRLARI)

ýl.Bazi funksional fezalaгda funksionalrn gtistariligi.

Funksional fэzаlаrdа хэtti kэsilmэz funksionaltn timumi qэkliпiп
mi.iэууэп еdilmэsi hэm пэzэri, ham dэ tэtbiqi сэhэtdэп olduqca vacibdir.
Bela hallarda qogma fаzашп hэпdаsаsi 9ох gэffаf olur чэ оrаdа tэdqiqat
араrmаq, tэtbiq еtmэk bir nov эуапi xarakterli olur. Qox эlаmаtdаr
haldrr ki, indi timumilagmig funksiyalar fazastnda da timumi gбstэrilig

пэtiсэlэri miiэууэп edilmiqdir, эsаsэп Л(С)Л(Л")лS fэzаlаrrпdа tэуiп
,эluпmug хэtti kэsilmэz funksionallann iimumi dtisturlan, strukturlarr
,raprlmrqdrr. Umumilэqmig funksiyalar adi funksiyalar sinГrni

;gепiglэпdirir. indi btz bir пбч tэrs mэsэlэlаri аrаgdшпq, Ьеlэ ki,
timumilэgmiq funksiyalarr adi funksiyalar (kэsilmэz funksiyalaг)
vasitэsilo песэ ifаdэ еtmэk mаsэlэsiпi ёуrэпirik. Bu fэsildэ gcistэrilir ki,

hэr Ьir Т с D' timumilэgmig funksiyasrnt miiэууэ" /(-r) kэsilmэz funk-

siyastntn mi.iэууэп tэrtiЬ tёrэmэsi kimi gёstэrmэk olur, уэпi V Т с D'
rigtin еlэ f(").C(R") Кэsitmэz funksiyasr чэ еlэ |а| эdэdi var ki,

т = Do f чэ yaxud т = ZD".f"(*),.fo €С(R'). ,.,.''о'э, btittin
оl< р

miimki,in kаsilmэz funksiyalarrn biittin mtimkiin tбrэmэlэriпi
hesablamaqla biitiin i,imumilэgmig funksiyalar sinfini almrg oluruq. De-

mэli, D' funksionallar fazast kэsilmэz funksiyalar fэzasrntn bilavasitэ
gепiglэпmэsi kimi altntr.

Эwэlсэ bir пе9э klassik пэtiсэlэri yada salaq.
Tarif. Н -хэtti Гаzаst о zaman Hilbert fэzаst аdlашr ki, H -da ixti-

,rari iki х,у сН elementinэ опlаrrп skalyar hasili adlanan (*,у) эdэdi

r-ryýun qoyulur, Ьеlэ ki, agaýrdakr хаssэlэr бdэпilir:

|.(",у)=(у,"),

2.(",у + z)=(r,y)*(",r), x,y,z еН,
З.()r,у)-- 7(",у),

4.х+0 olduqda (х,r)> 0,

х =0 olduqda(x,x)=g.
Hilbert fэzasrnda Koqi-Bunyakovski ЬэrаЬэrsizliуi Ьеlэdir:
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ll"ll

l(",y)< ll"ll llyll,

JGJЬurаdа, mэsэlэп

Misallar.

10 . ЛП -Hilbert fэzastdtr; х,у €Л" olduqda skalyar hasil Ьеlэ olur:

п

(",у) =|€,ц,, х = (€,,.,.,€,). Л", у = (r7,,...,п"). R'
i=l

Skalyar hasil: Х,У € /, tigiin

Norma:

Lr-de skаlуаr hasil:

п

ll"ll_ Zc:

20. lr. эgэr х с lr, onda х = (€r,...,€п,...) 

' 

€: < *
'=l

ф

i=l

j=I

(", у) -|€,Ц,

kogi-Bunyokovski Ьэrаьэrsizliуiпэ gоrа bu srra yrýrland;r. lr-dэ поrmа

30..Lr(a,b)-otgtitэn чэ kvadratr ilэ inteqrallanan funksiyalar
fэzаstdtr, Q € LzQ,b)olduqda

/- х%

[}c'J < ооll"ll

ь

lokИQ)a",

I|eG)'а"( со.

ь

а

(р,ф)=

llell=[fr,nl
2

lз4

dx
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Lr-dэ Koqi-Bunyokovski ЬэrаЬэrsizliуi Ьеlэ olur

ь ь ь

lЬ,Ф)- IчQМ("V" !lr|'а" 
,

Ilo|'а": llell lllll
а а а

Вэzi funksional fэzаlаrdа xatti funksionallartn timumi gэkillэri haq-
qrnda klassik пэtiсэlэri qlsaca yada salmaq mэqsэdэuуýuп olardr.

1.RП evklid fazasr. Tutaq Ki, (", ,е2э...эеп) vektorlar sistemi RП-

da bazisdir. Onda VХеff tigtin
п

J-I€iei 
.

1

Ьurаdа €rr€rr...r€п аdэdlэri х vektorunun koordinatlan adlantr.

Tutaq ki, f Л'-dэ xatti funksionaldrr. Onda VХ СR"

f (")= Z€,r, :Z€,flri|=Z€ifi,
1

llurada f, = f (",)-эdаdlэrdir. Веlэliklэ, ЛП -da hэr Ьir хэtti / funksio-

rtalr bu gаkildэ yazilr:

п

f(")=ZЁ,.f, (l)
l

Тэrsiпэ, (1) gэkliпdэ olan hэr bir funksional Л'-dэ хэtti funksional

olur. Dеmэli, (1) diisturu RП -dэ хэtti funksionaltn iimumi gэkli olur.
I}еlэliklэ, agar fr,...,_fn- эdэdlэriпэ / funksionaltntn koordinatlan ki-

rni baxsaq, onda _f : (_fr,...,.f n) tiЛ dэ r -vektor olur. Веlэ olduqda (l)
ctiisturunu skаlуаr hasil gаkliпdэ Ьеlэ yazmaq olar:

п п п

1 1

п

f (") _Z€,.f, : (",_f)

I)еmэli, Лn -nin qoýma fэzаst (хэtti fuпksiопаllаr goxluýll) п - бlgiilii
c,vklid fazast olur. (1)-dэп altnq (Ko9i-Bunyakovski):
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п п п

buradan gжш ki,

olduýundan gtxtr ki,

Lakin

olduýundan

Zf,'

f(,) _

Zf,' = |l"ll

l1.1l

l/(,) < ýдz. Z.f,'

п

ll/ll < (*)

Digar tэrэГdап, с, = .f (е,)= f, igаrэ еtsэk, , = (rr,...,cn). R" чэ (1)-dэп

f (r): (.,.) _ 
l1.1l'

ll"ll

llrll =*ffr#=il.ll

llrll > Zf,'
п

п

**( )

almtr. 1Я. ) чэ 1*,t ) miiпаsiЬэtlэriпdэп gшtr ki,

Zf,'.
Dеmэli (*'I fэzаst da evklid fэzаstdш. Веlэliklэ RП ilэ (^"I fэzalart

llrll :

izomorf fэzаlаr оlur.

Qeyd. ЛП -dэ metrika (norma) bagqa сiir tэуiп olunduqda (*'I
qoýma fэzаst tаmаmilэ bagqa mеtrikауа malik fэzа ola Ьilэr
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Маsэiэп, tutaq ki, RП-dэ metrika bela tэуiп olunub: VхсRП
iigtin, х = (€t,€r,...,6 n) u"

ll"ll 
: -1*Ё,| Q)

l
Onda

l/(") -
i=1

Вurаdап

ll/ll < 2lr,l
l=1

Digэr tэrаfdэп, ЛП -dэп olan Ьеlэ bir elementa baxaq

п

= Ё Ё,llf,l= (Ёиl)illl,

J0 = |sigп.fi ,е,.

п

Z€,f,

i=|

(3)

(4)

(5)

C)nda

Веlэ olduqda alrrrq ki,

п

п

-:-1l-|

Buradan gжtr ki,

||х. || - max |sigп f,
п

,=l

1

п

f Qo)_ I @igп f).f Gi) _ 

' 
sigп fi , .fi =

i=1 i:I

-Zlf,l- Zlf,l ll".ll
п

п

1

п

ll/l| >rl4
i=|

,dlrnan (3) чэ (4) miinasibatindэn gжtr ki,

llrll = Illl
i=|

|з,7



Веlэliklэ, RП-dэ metrika (поrmа) (2) gэkliпdэ olduqda (^'I qoýma
fэzаdа metrika (5) gэkliпdэ olur, bagqa sёzlэ bu feza|ar mtiхtэlif metrik

Гэzа|аr olur. Lakin RП evklid fэzаst olduqda (^'I evklid fэzаst olur чэ

bu Гэzаlаr izomorf olurlar. (^"I fэzаstпtп da еlеmепtlэri (1 ,...,-f,)
kimi и -vektorlar оlur. Bu fezalarl еупilэgdirmэk оlаr.

Веlэ glxrr ki, (^'I fazastndan olan hэr bir f vektoru Rn

fэzastntn mtiэууэп Ьir с с RП elementi kimi qэЬul еdilэ Ьilэr. Onda hэr

btr f.(Л")-uоuпеlэ ссRП чаrki, VхсRП iigiin / funksionalrbu
9akildэ yaz:Iг.r,.

f (")- (",.) (6)
чэ bu halda

llrll = l1.1l - ,=(r,,...,cn) .Л'.,
l

(,

Dеmэli, (6) diistuгLt R" -da хэtti Гtrnksionalln iimumi qэkli оlur (Riss
tеоrеmi).

Xtisusi halda. r = lolcltrqda. R - (-оо,oo) эdэd oxunda чеrilэп
хэtti funksionaltn iilrlumi ;aKlr / (_r): ст kimi оlur.

2. l о fezaslnda xatti funksional . l ,, (р > l)-fazasr эdэdi ardrcrllrqlar

fэzastdtr' Ьеlэ ki' х -(€l,€r,...,€,,,...).l, olduqda Ёв,|, < со ol-
l

lr. l о-хэtti fэzаdtr, /,, -поrmаlаýmlý Гэzаdtr, поrmа Ьеlэ daxil edilir:

ll"ll- I16,1" <0о
1,

l//

Tutaq ki, -f lо-dэ xэtti Гunksionaldrr. Оgэr {е, 9е2э...эе,,...\ lr-
dэ Ьаzisdirsэ, onda ( / -kаsilmэz olduýundan)
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ф

J: f, €оео,

Ф

llrll = l|,ll -

Ф

f ("): I €о_f @о): 

' 
co€o,cr = _f (ео)

с; эdэdlэri / чаsitэsilэ Ьirqiуmэtli taprlt, l o-d" "f xatti funksionalr

bu gэkildэ olur:
со

f (")=Zrb€b (1)

1

Тэrsiпэ, (1) 9aklindэ чеrilэп f l o-de хэtti чэ kэsilmэzdir. Asan

gdrmэk оlur ki, сд эdэdlэri i.igi.in

ЁF_|П..o,!*1-t.tPq
Bundan эlачэ, f xэttifunksionahnln поrmаsr Ьеlэ оluг:

llrll :[Ёо-|,)'=il.ll,

, -(rl,r2,...)clq, dеmэli _f .lq, уэпi

Q,)-:l", 
1 * l _1,pq

Xiisusi halda, р=2 П9rп l$=7, оlur. Demэ|i l2-dэ hэr bir хэtti

funksional l2-пiп mtiэууэп Ьir elementi ila еупilэgir. Bu halda (l)

funksionalr skalyar hasil qaklindэ аlmtr: еlэ с с 12 var ki, Vr с /2 iigiin

ф

f (")_ (.,") =Zro€r,

Ё
1

i)'с
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3. LoQ,b) fazaslnda xatti funksional. Tutaq ki, f . LoQ,b).
Onda f (r) бliigtilэп funksiya olub,

Ilr(")' dx < ю
а

чэ

ll/ll., -
ь

I|tQ)'ax
а

|/

( оо.

Теоrеm. 7< р< оо olduq du tоQ,Ь)- Lu(a,b), 1* 1 
- 1.

Dеmэli, эgэr F L о -de хэtti funksionaldr.J "1О" еlэ

g с Lq(o,b) elementi var ki, Vf с Lo ttqnn

F(f)- !f(*){,)a"
а

оlur, bela ki, g Гunksiyast F чаsitэsilэ birqiymэtli mtiэууэп оluпur va

(ъ \И

llлll.; - llgll., : 
[J*(,)' 

*)

Qeyd. р=ю olduqda (q=1) Й=Z1 olmaya Ьilэr. (Z, fэzаst
heg bir Ьапах fazastntn qoýma fэzast оlmur).

Xtisusi halda р =2 olduqda rr(a,b)-HLlbert fэzаst olur. onda

LЪ = Lr, dеmэli Lr-de hэr bir хэtti kэsilmэz funksional hэmiп Гazantn

miiэууап gelementi ilэ skalyar hasil kimi verilir: Vf с L2
ь

F(f) _ (f ,g) : If Q)ф)а",
а

llлll - llgll - (il*t")' о")'

lr(а,Ь)-аэ hэr bir хэtti funksional Lr-пiп mtiэууэп Ьir elementi kimi

чэ

аlmш. Bu хаssэ ixtiyari Hilbert fэzаst tigtin xarakterik хаssэdir
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l, (О,t)-Сэ bela funksionala baxaq:

f(")_ lxQ)at, х cr,(o,t).
0

Onda ývars ЬэrаЬэrsizliуiпэ gоrэ,

l/(") = Il"Щd,= IWQ)o,

и

-ll"ll,
0 0

yani

ll/ll <,
Bu funksionalr skalyar hasil kimi Ьеlэ yazmaq olar:

f (r)_ (х,1), | с L2(o,t).
Теоrеm (F.Risso Frеgе). Tutaq ki, Н -Hilbert fэzаst, / isэ Н -da

чеrilэп хэtti, kэsilmэz funksionaldrr. Onda ele u е Н elementi var ki,
Vr е Н tigiin / bu qэkildа yazrla bilir:

f (") _ (x,u)
чэ

ll/ll = l1,1l

Веlэliklэ, Н -da чеrilэп hэr bir хэtti kэsilmэz funksional miiэууэп

ч сН elementi ilэ еупilэgir чэ Н* = Н оlur.
ь

Qeyd. L| fэzаst !vQ)at.* olan сilgiilэп ,p(t) funksiyalarr

goxluýudur. Bu fэzаdа frinksionaltn i.imumi gэkli Ьеlэ di.isturla verilir:

f(-)= IpQ)"Q)a,,
ь

а

Ьurаdа c(r) -sanKi hэr уеrdэ mэhdud funksiyadrr. Bu halda

ll/ll_ : Vrai sup|a (t),.

Bu поrmапr (saý tэrэfi) daha aydrn gэkildэ Ьеlэ yazmaq оlаr:

vrai stlp|"(,) _ ;тд {;ув t"(, )}
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Baqqa sбzlэ, a(r)-nin mэhdud olmadrýr goxluqlarr (Д-goxluqlarrnr) at-

drqdan sопrа qalan пбqtаlэrdэ altnan sup|a(r) эdэdlэriпiп infimum

qiymэti mэhz ||,r||_ "o.rnastnt 
чеrir.

4. С|а,Ь] -kasilmaz funksiyalar fazasr.Teorem. (Riss-Fi9er).

С|а,Ь] fэzаsrпdа hэr Ьir хэtti f funksionalmtn i,imumi gэkli Ьеlэ

diisturla tэуiп olunur: V"т(r)с С{а,Ь] tigtin

f (") - lxQ)ag(t), (1)
а

Ьurаdа g(r)-mэhdud variyasiyalr funksiyadrr. Bu halda

llrll -чаrg(r), a<t<b.
olur чэ

yff g(/)= r"p ; |8(r,-, ) - g(', )

эdэdi g(r)-Ы" tam variyasiyasl adlanrr.

Buradakr sup qiymэti [а,Ь] pa.gasrn, Q:tO<t|<...1tn=[
kimi gоtiiriilэп biitiin bolgti qaydalarrna пэzэrэп арапlш. varg(r)<*

olduqda g(/)- tam vaгiyasiyalr Гunksiya adlanrr. Мэsэlоп, monoton
funksiya-tam variyasiyalr funksiyadrr. Tam variyasiyalr g(/)
funksiyalart fэzаstпt ll(a,b) ilэ igаrэ еdэk.Веlэliklэ, С[с,Ь]-аэ hэr bir
хэtti funksional iigtin еlэ g(l). r(a,b) чаr ki, опuп чаsitэsilэ f
funksionalrnr (1) Stiltes inteqralr gэkliпdэ yazmaq olar чэ tэrsiпэ, (1)
dtisturu ýэkliпdэ чеrilэп hэr Ьir / funksionalr -dэ хэtti чэ kэsilmэz
funksional оlur. Demali f С|а,Ьf-аэ xэtti funksional olduqda g-ni
еlэ sеgmэk оlur ki, l|/ll : varg(r), а 1t 1Ь. Веlэliklа , C-|a,bf=V[",u],

5. /, fэzаsl, еlэ а =(оr,а2,...,)-эdэdi ardrcrllrqlar goxluýudur ki,
со

Zlo,1 . *. / -metrik fэzаdrr. Оgэr (rr,rr,...,еn,...) sistemi / -dэ
i=|

оrtопоrmаl bazisdirsэ, onda х с / tigtin
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