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kitabda iimumilэgmig funksiyalar пэzэriууаsi чэ onun tэtьiqlэri чеri-
lir._ Bu пэzэriууЭ mtiasir riyaziyyatrn bir gox siйэlэriпdэ ciddi olaiaq geniý
tэtьiq olunmaqdadrr. Diferensial ореrаtоrlапп fundamental ьэllэriпii ta-
ptlmast, kogi mэsэlэsiпiп fundamental hallinin taptlmast, xiisusi tбrэmэli
diferensial tэnliklar i.igtin kogi mэsэlэsiпiп hэllэiiпiп varlrq siпiflэriпiп
miiэууэп olunmastnda, sonsuz diizbucaqlr oblastlarda mйmkiin korrekt sэr-
hэd.mэsэlэlэriпiп qoyulugu probleminin hэlliпdэ i,imumilэýmig funksiyalar
|9n_dameltal rоl оупауtrlаr. Bununla yanaýl bu istiqamэtdb аzэrЬау"uЪ di-
liпdэ he.g Ьir эdэЬiууаt m<ivcud deyil.
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Мэпim mtiэllimim - Moskva Dбчlэt
Universitetinin professoru, gоrkэmli
riyaziyyatgr alim Qeorgiy Yevgenyevig

ýilovun parlaq хаtirэsiпэ hэsr еdirэm,

Nadir siileymanov

огq soz
мопоqrаfiуа miiэllifiп uzun illэr Bakr Dovlэt universitetinin

Mexanika --riyiziyyat faki.iltasindэ bakalavr чэ magistr рillэlэriпdэ
oxuduýu illik ixtisii kurslarrnrn geniglэndirilmi9 gэrhiпdап iьаrэtdir,

йu iimumilэgmiq funksiyalar пэzэriууэsiпdап еlеmепtаr dэrslik
lresab еtmэk olar.-Kiiabda АzэrЬаусап riyazi dэrsliуi эdэЬiууаtrпdа
ilk dэfа olaraq iimumilэgmig funksiyalar пэzэriууэsi, diferensial ореrа-

tоrlаrtп fundimental hэllэri, Furуе gечrilmэlэri паzэriууэsi, korrekt
sэrhэd mэsэlэlэri чэ s. kimi mtiasir riyazi рrоЬlеmlэr gэrh edilir,

Эsast kе9эп эsriп II yartstnda franstz riyaziyyaLgtst Loran ývar-
srn <paylanmalar пэzэriууэsi> adlr monoqrafiyasrnda qoyulan timu-

milэgmig funksiyalar пэzэriууэsi 9ох tezliklэ oz tэdqiqat diapozonunu
giicli q.kitc, geniglэndirdi, sопrа bu sаhэпiп davamgrlarr olan
[.м.Q.iгuпО, Q]Y.ýilov, L.Hornmander, L.Qordinq, V.S.Vladimirov
.rэ Ь. Ъlmi tэdqiqatiarl ona gэtiriь gtxardr ki, indi xiisusi tоrэmэli di-

lЪrепsiаl tэпliklэriп timumi пэzэriууэsi, Ko9i mэsаlэsiпiп hэllinin yeg-

ilnэlik siniflэrinin rпiiэууэп edilmэsi, fundamental hэlэгiп varlrýr чэ

qurulmast рrоьlеmlэri,-kоrrеkt sэrhаd mэsэlэlэriпiп mtiэууэп еdilmэ-

,i Ki-i рrоЪlеmlэriп hэll edilmasi iimumilэgmig funksiyalar olmadan
miimkiin deyil. Дz-9ох эhэmiууэt kэsЬ еdэп еlэ riyazi рrоЬlеm уох-
dur ki, orudu bu чэ уа digэr dэrэсэdэ i.imumilэgmiq funksiya tэtbiq
еdilmэsiп.

ДzэrЬаусап diliпdэ rtyazi эdэЬiууаt (dэrslik чэ monoqrafiya)
sаhэsiпdэ giibtii boqluq mёчсuddur. Bu sэЬэЬdэп gэпсlэr - tаlэЬэlэr,
magistrlar, aspirantlar 9эtiпliklэr ilэ tizlэqir.

Kitab oita riyazi sэчiууэli (bakalavr) охuсulаr tigi.in пэzэrdэ tu-

tulur. Kitabda go"i., sayda mэsэlэ чэ misallar toplanmrgdrr. Веlэliklэ,
kitab iimumilэgmiq funksiyalar sаhэsiпdэ hэm dэ ilk praktiki mэgýэlэ

kitabrdrr.
Qox хоgdur qeyd edim ki, mtiэllif bu sahanin yaradtctlarlndan

.эlan чэ ХХ эsriп 9ох boytik rlyaztyyatgtst olan Moskva Dёчlэt Uni-
,,zersitetinin рrоГеssоru Qeorqiy Evqenyevig ýilovun aspirantr o1mu9-

rlur. О, hэrгdа gёrkаmli musiqigi idi. опuп MDU-da daimi kegirdiyi
musiqi dэrslэri, tэlэьэ ореrа studiyasrnda qoyulan опuп ореrа эsэr-

]эri, onun romanslartndan iЬаrэt musiqi gесэlэri, пэhауэt, опuп mu-
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siqi ilэ Tiyaziyatrn эlаqэsi haqqrnda yazdrýr (простая Гамма>> elmi-
kiitlэчi kitabr о zamankr gэпсlэriп m.rrэчi dtinyagбrtigiinii, estetik
]9.чч_tiпti, ziyalitq sэчiууэsiпi fоrmаlаýdtrап odlu - ilo*riu fэаliууэti
idi. Qox tээss{iГ ki, bizim gэпсlэr iigi.in Ьеlэ bir ustad miiэllim olЙayrb
чэ hэlэ dэ уохdur.

kitabrn 10 - cu fэsli miiэllifin oziiniin elmi - tэdqiqat паtiсэlэri-
na hэsr olunur. Umid еdirэm ki, tэqdim olunan mопоqrаfiуа tэlэЬэ,
mаgistrlэr, aspirantlaг va elmi i99ilэг tigtin yararlr olacaqdrr.'

Fiirsэtdэп istifаdэ edib kitabln эrsауэ gэlmэsiпdэ hэr hansr bir
gэkildэ эmэуi olmug gэхslэrэ ёz minnatdarirýrmr bildiгiram.

Хtisusэп, magistratura illэriпdэ elmi rаhЬэri olduýum Aygtin
Niftэliyevaya dэriп miппэtdаrlrýrmr bildirmak istэrdim. о, kiйrn
matnini бziiniin kalliqraгik dэst хэtti ilэ уепidэп yazmtgdrr. kitabrn
1O-cu fэsli onunla Ьirgэ hэmmiiэlliflikdэ altnan eimi пэtiсэlаrэ hэsr
olunmugdur.

Мэп BDU <Riyazi - analiz> kafedrasrntn dosenti Аrif Неуdэ-
rova tэýэkkiir еdirэm. о, kitabrn btittin mэtnini bir реýэkаr mi.itэхэs-
sls 

_t<im1 diqqэtlэ oxumuý чэ goxlu sayda diizэliglэr eЙigdir ki, пэtiсэ-
dэ kitabrn mazmunu xeyli dэqiqlэgmiý чэ daha korrekt blmugdur.

Nadir Siileymanov
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FэSir, l
OMuMirэýMiý гuг,лкsiyАNIN тэкiгi чэ

xASSэLaKi
ý 1. Adi funksiyalar sinfinin geniglandirilmasi

l.(Adi funksiyu anlaylgr. Riyazi апаlizlп эsаs рrоЬlеmlэri эsаsэп
klassik funksiya пэzэriууэsi gэrgiчэsiпdэ ifаdэ olunur. Baxrlan hэr bir
mэsэlэпiп хаrаktеriпэ uyýun оlаrаq mtiхtэlif sinif funksiyalar сэlЬ edilir:
analitik funksiyalar, diferensiallanan funksiyalar sinfi, kэsilmэz funksi-
уаlаr sinfi, Lebeq mэпаdа inteqrallanan funksiyalar, оlgiilэп funksiya-
lаr siпГr чэ s. Funksiyalar пэzэriууэsiпiп miixtэlif Ьоlmэlэri sаhэsiпdэ
Гuпdаmепtаl elmi пэtiсаlэr ahnmtgdtr. Buna baxmayaraq klassik rlyazi
analiz aparatt Ьir gox mэsэlэlэriп hэlliпdэ уеtэrli deyil чэ miiэууэп genig-

[эпmаlэr tэlэЬ оluпur.
Funksiya anlaytqtntn tэrifiпi yada salaq:
Эgэr х sэrЬэst dэуigэпiпiп hэr bir mtimkiin qiуmэtiпэ у kэmiууэ-

tinin miiэууэп bir konkret (sonlu) qiymэti uyýtin qoyulursa, onda

у kamiyyati х -in funksiyasr adlanlr чэ bu halda у = f (") yazrlrr. De-

mali, hэr .r - э qarýt mi.iэууэп у аdэdiпi uyýun qoyan qayda-qanun

vаrsа, ona funksiya deyirik.
Ta'rif: Tutaq ki, у: f (*) biitiin эdэd oxunda verilib, hэqiqi qiy-

;mаtlэr altr чэ hэr bir sonlu аl х ( Ь pargasrnda Lebeq mэпаdа mtitlэq
inteqrallanan funksiyadrr. Веlэ funksiya lokal iпtеqrаllапап fuпksiya
аdlапш. Нэr Ьir lokal inteqrallanan funksiya <adi funksiya> adlanrr.

Мэsэlэп, kэsilmэz funksiya - adi funksiyadrr; mэhdud чэ ёlgiilэп

funksiya - adi funksiyadrr. Lakin, mэsэlэп, у --L- adi Гunksiya deyil,
х

qiinki о lokal inteqrallanan deyil, onun [- t;t] pargasrnda inteqralr sonlu

rleyil; у = +-adi funksiya olsa da, опuп tёrэmэsi adi funksiya deyil.J 'J 
Jl"|

Biitiin adi funksiyalar (lokal inteqrallanan) sinfini Д ilэ iqаrэ еdэk.
Gёrэk Д dахiliпdэ hanst эmэliууаtlаr miimki.indiir, hansrlar isэ miim-
kйп deyil.

Aydrndrr ki, Е -хэtti fэzаdlr. Tutaq Ki, f,(x),fr(x) - adi funksiya-

lardrr. Sanki hэr уеrdэ i,ist-iistэ di.igэп iki funksiya eyni funksiya hesab
edilir. Веlэliklэ, Д -пiп hэr bir elementi aslinda Ьir sinгr хаrаktеrizэ edir.
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Yalntz Lebeq <ilgtisii stfir olan goxluqda fэrqlэпэп iki funksiya eyni
funksiya hesab оluпur.

Мэsэlап, mэlum l, fэzasr ekvivalent siпiflэr fazastdtr, sanki hэr

уеrdэ i,ist-iisto dtigan biitiin funksiyalar sinfi Lr-tn bir elementidir. Ona
gore f cZ,olduqaa f (х) yazrlrgr ciddi deyiliqdэ mэпаszdtг. f eL,
elementi tam bir sinfin пi.imауэпdэsi kimi Ьа9а di.i9i.ili.ir.

Z.Otgtisti sfir goxluq. Tutaq ki, Д аdэdi goxluýu verilir.Tutaq ki,
V8. > 0 tigtin l goxluýunu summаr uzunluqlan t - dan kigik olan sonlu
чэ уа hesabi sayda intervallar sistemi ilэ бrtmэk оlur. Bu halda ,4 _бlctisii

srfir goxluq аdlашr: mes Д = 0. Olqiisti srfir goxluýa misal olaraq sonlu чэ

уа hesabi goxluýu gсistэгmэk olar. Мэsэ|ап, А hesabi goxluqdursa, onun
еlеmепtlэriпi поmrэlэmэk оlаr, Д : {"r,X2,...,xn,...\. А goxluýunu
( с € \,
| 
,о -;Ь,хо +;fo 

| ,(t = |.2,...) intervallart sistemi ёrti.ir.Вu
\Zz)
intervallartn uzunluqlan cami

€
l J-_L _ с

l ... l l ... 
- 

о

111L
olduýu ig;jп mesl = 0 olur.

Rasional эdаdlэr goxluýu, сэьri эdэdlэr goxluýu - ёlgtisti srfir
goxluqlardrr. Эlьэttэ, hesabi olmayan srfir ёlgtilti goxluqlar da чаrdш
(капtоr goxluýu). olgtisti srfir goxluqlarrn hesabi sayda сэmi dэ srfir ёl-
giilti оlur. (Olgtisti srГrr goxluýun hэr bir alt goxluýu da stftr ёlgtilti 9ох-
luqdur).

Qeyd.Toplanan goxluqlarrn sayr hesabi saydan gox olduqda bu
toklif doýru deyil. Мэsэlэп, Л = (- *,*) 9oxluýu hэг biri bir пёqtэdэп
iЬаrэt оlап Eogoxluqlarrntn саmiпэ ЬэrаЬэrdir,

*:Чr" ) mes Ео =0

olduýu halda mes R = оо. Dеmэli Л эdаd oxu hesabi goxluq deyil.
Ogar / funksiyasrnr kэsilmэz funksiyalar ardrcrllrýmm sanki hэr

уеrdэ limiti kimi gбstаrmэk olursa, onda / сilqйlап fuпksiya adlanrr.
мэlumdur ki, f Гunksiyasrntn сэmlэпэп (Lebeq mэпаdа inteqrallanan)
olmast tigiin onun Olgiilэп Гunksiya olmast zэruridir. f ya|ntz чэ yalntz

о zaman сэmlэпэп olur ki, |/| ..-tr"эп olsun. Оgэr g(r)) 0- сэmlэ-
8
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пэпdirsэ ". |/l(gisэ опdа f сэmlэпэпdir. Эgэr f >0-бl9tilэпdirsэ,

lakin сэmlэпэп dеуilsэ, onda lf :*со gcittiriiliir.

Funksiyanrn Lebeq inteqralrnr hesabladrqda ёlgiisti srfir goxluqda

опuп aldrýr qiуmэtlэr heg bir rol оупаmtr. Мэsэlэп, Д c,|a,bf чэ

mеsд=0 olsun.Tutaqki,
(l, хеД,

/(r)= ]J \ / 
L0, хЁД

onda
ь

IrQV,= lr* ,,jd
Qiinki, еgеr m< /(") 1 М tse,onda

buradan gжtr ki, mes А= 0 oldXqd а А - du f* 0 olsa Ьеlэ

lfa*=o,
д

Qoxluýun funksiyasr kimi Lebeq inteqralr ёlgtisti stfir olan goxluq

dэqiqliyilэ tэуiп olunur.' 
нЬ, hansr bir tэklif ya|ntz srfir бlgiilii goxluqda оdэпilmirsэ, onda

dеуirlэr ki, hэmiп tэklif sanki hэr уеrdэ (s.h.y.) ёdэпilir. Маsэlэп, sanki

hаr уеrdэ f,(")-+ /(r) V ) ф olursa, bu о dеmэkdir ki,

mеýхсЛ:/(х)+/;)}_О.

Д siпfiпdэ miixtolif limitэ kеgmэ эmэliууаtlаrr mtimkiindtir. Мэsаlэп,

еgэt fn С Е sanki hэr уеrdэ /(")-, ytýtlшsa, onda Lebeq teoremina

оsаsэп, эgэr еlэ lokal inteqrallanan g(;r) varsa ki,

lr"Q)< s(")
olur, onda /(x)-roKul inteqrallanan оlur, уэпi f . Е.Веlэliklэ, Е
siпfiпdэ limitэ kеgmэ эmэliууаtr da hэmigэ miimki.in оlmur. Analizdэ
gox vacib olan diferensiallama эmэliууаtrпl heg dэ biitiin adi funksi-

уаlаrа tэtbiq еtmэk mtimktin olmur.

0

m.mеs,Ч< lf ах<М,mеsД,
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Еlэ adi fuпksiуаlаr чаг ki, (hэttа еlэ kэsilrnэz funksiyalar чаr ki)
опlаr heg Ьir yerda diгeгensiallarrmrr.ilk Ье|а misall vеуеrgtrаss qurmuý-
dur.Onun qurduýu misal Ьеlэdir:

r(r):I
/l -()

sin (3" .х

2"
Нэr toplanan kэsilmэzdir va slrа miiпtэzэm yrýrlrr, dеmэli, /(х) Ьаr
уеrdэ kэsilmэzdir. Lakirr bu Гunksiya he9 Ьir поqtэdэ diгerensiallanan
deyil.

_ Таriхап veyerýtrassdan sопrа daha sаdэ Гuпksiуаlаr quruldu ki,
onlar hэr уеrdЭ kэsilmэzdir, lakin heg bir поqtэdЭ diferensiallinan deyil-
lэr. Маsэlэп, Vап-dеr-Vаrdеп Ьеlэ Ьir funksiya qurmuqdur:

/(,)= It-J
burada {"} ir. х noqtэsino;t:;" ;'rj-:; o'un 

'u- 
эdэdэ qэdэr mэsаfэ

igаrэ edilir. Belэlikla, V х i.igtin {"}< t Baxrlan stra mi.isЬэt hэdli stra olub
hэr уеrdэ miiпtэzэm yrýrlrr, dеmэli 

"f 
(") hэr уеrdэ kаsilmэzdir. Lakin

f (") heg Ьir поqtэdэ diferensiallanan deyil.
Веlэliklэ, Д sinfi gэrgiчэsiпdэ diferensiallama эmэliууаtr hэmigэ

mtimki,in оlmur.
Tutaq ki, п -+ ф olduqda "f"(") miiпtэzэm olaraq f (-)

funksiyasrna ytýtltr, а 1 х S b, _fn(x) kэsilmэz diferensiallanandrr. Ola
Ьilэr ki, f(r) diferensiallanan olmastn уэ f;("r) ardlrcihlt f'(r)-,
yrýrlmasrn.

Мэsэlэп,

-biitiin эdэd oxunda mi,iпtэzэm olaraq srfra yrýrlrr, lakin tёrэmаlэr ardr-
crllrýr -+ ш olur.

Oger fu(x)cД чэ s.h.y. f"(")-+/(") isэ, hэttа fi,(-) tёrэmа-
lэri varsa Ьеlэ, ola Ьilэr ki, fJ(-)-> _f'(*) olmastn, уэпi Д daxilindэ
diferensiallama kэsilmaz ореrаtоr оlmur.

Еlэ hallar da оlur ki, adi funksiyanrn sanki hэr уеrdа ttirэmэsi чаr,
lakin tёrэmа чаsitэsilЭ funksiyanrn ciztinti Ьэrра еtmэk mtimktin deyil,
Тёrэmэ mэlum olduqda Гunksiyanr mtiayyan еlmэk уаlпlzmtitlэq Кэsit-
mэz fuпksiуаlаr sinfindэ mtimkiin оlur. Оgаr /- miitlэq kэsilmэidirsэ,
onda Ьеlэ Ьir dtistur dоýrudur:

)

e'n"
t-iп-f,(")=

10



.f (*)=.f (о)* lf G) аС.
х

о

Bagqa sozlэ, р(х) сэmlэпэп funksiya olduqda Lebeq mэпаdа inteqral iigiin

f (") = Iч(с) dt + f Q)
х

а

(*)

чэ

f'(")_ р(") (s.h.y.)

ЬэrаЬэrliklэri eynigйclii olurlar, yani f '(*) sanki hэr уеrdэ mэlumsа чэ

р(r) s.b.y. tэуiп olunmug сэmlэпэп funksiyadlrsa, onda f (-) funksi-
yasr ( *. ) diisturu чаsitэsilэ birqiymэtli taprlrr.

Тэqdim olunan bu kursun эsаs mэqsэdi ondan ibarэtdir ki, Д-adi
funksiyalar sinfini еlэ geniqlэndirak ki, alrnan siпifdэ diferensiallama
prosesi hэmiqэ kэsilmэz рrоsеs olsun. Мэsэlэп, analitik funksiyalar
siпfiпdэ diferensiallama эmэliууаtr hэmigэ doýrudur чэ istэпilэп tэrtiЬ-
dan diferensiallama hэmiп siпifdэп glхаrmlr. Lakin bu sinif olduqca dar
siniГdir.

ilk baxr9dan qoyulan mэsэlэ ziddiyyэtli g<irtiniir: Д sinfini slxmaq
эчэziпа onu daha da gепiglэпdirmэklэ diferensiallama эmэliпi sonsuz
tаrtiЬdэп hэуаtа kеgiгmэk песэ ola Ьilэr? Мэsаlэпiп mэýzi ondan iЬаrэt-
dir ki, diferensiallama эmэli песэ daxil edilir.

3.Siпqulуаr funksiya. ingilis fiziki Nobel mtikaГatt laureatt P.Dirak
kе9эп эsriп 30-cu illэriпdэ kvant mexanikasr sаhэsiпdэ apardrýr tэdqi-
qatlarda indi riyazi elmi эdэЬiууаtdа onun adrnr daqryan <Dirakrn delta-
funksiyasr)) чэ уа d -funksiyanr genig tэtЬiq etmig чэ gёzэl пэtiсэlэr
almrqdrr. Dirakrn daxil etdiyi d _ funksiya aqaýrdakr kimi tэrif olunur:

1)6("т)=
0, х+0,
оо, J=0,

ф

2) Ja(r)a, _ t.
-ф

Bu сiir funksiya sinqulyar funksiya adlanrr.
Klassik funksiya mэпаdа bu ciir funksiya уохdur. Qiinki r = 0

qiуmэtiпэ uyýun6(x)-in mtiэууэп qiymэti уохduг, bundan baqqa sanki

Jhэr уеrdэ 6(r)=g olduýu iigiin

11



со

Ja(")a" = о

olmalrdrr. Bu isэ 2) qэrtiпэ riЙ.
Bu sэЬэЬdап uzun illэr Гrziklэrlэ riyaziyyatgrlar arastnda mtiЬаhisэ

olmugdur. Вiriпсilэr hэmiп funksiyanr tэtЬiq еdэrэk kоrrеkt пэtiсэlэr
alrndrýrnr qeyd edir, ikincilэr isэ bu ciir funksiyantn miimki.in olmadrýrnr
sоуlэуirdilэr.

Nэhауэt, 1950-5l-ci illэrdэ franstz riyazlyyatgtsl Loran ývarstn
<Paylanmalar пэzэriууаsi>> monoqrafyasr gap olundu. Bu kitabda mtia-
sir iimumilagmig funksiyalar пэzаriууэsiпiп riyazi эsаslап verildi чэ
iimumilэqmig Гunksiyalarrn riyazi fizikada, diferensial tэпliklэriп funda-
mental hэllэriпiп taptlmasrna tэtЬiqlэri verildi. Мэlum oldu ki, mэhz Di-
raktn daxil etdiyi delta-funksiya 6(х)-эп sаdэ timumilagmiq funksiyadrr
чэ d(x)adi funksiya olmayrb mtiэууэп fezada verilan хэtti чэ kэsilmэz
funksionaldrr.

Hal-hazrrda iimumilэgmig funksiya anlayrgt iyaziyyattn, fizikantn,
texnikantn, ehtimal пэzэriууэsiпiп эп mtiхtэlif mаsэlэlэriпdэ geniq tatbiq
edilir чэ о sanki adi funksiya sэчiууэsiпdэ iglаdilmэkdэdir. indi riyazi
fizikada, kvant mexanikastnda, texniki еlmlэrdэ, ehtimal пэzэriууэsiпdэ
miiasir rlyaziyyatln паiliууэtlэri geniq tэtЬiq olunur. Веlэ паiliууаtlаrdэп
biri dэ iimumilэqmig funksiyalar пэzэriууэsidir ki, bu kursda biz onu
tэqdim edirik.

4. d - funksiya va niiqtada slxlrq. Umumilagmig funksiya klassik
funksiya anlaytgmrn i,imumilaqmэsidiг. Bu timumilэqmэ bir tэrэfdэп bir
9ох idealiza olunmug anlayrglarr (mэsаlэп, maddi пбqtэпiп sжltýt,
nёqtavi yiiktin yaratdrýr stxltq, ani noqtэvi mэпЬэпiп intensivliyi,
поqtэуэ tэtЬiq olunmuq qi.ivvanin intensivliyi, псiqtэdэ srxlrq чэ s,) riyazi
analriz gэrgiчэsiпdэ ifаdа еtmэуэ imkan чеrir, digar tэrэfdэп isэ
timumilэgmig funksiya anlayrgr бzi,iпdэ Ьеlэ Ьir xtisusiyyэti эks etdirir ki,
praktikada mаddэпiп пёqtаdэ yaratdrýr srxlrýr бlgmэk mtimkiin deyil,
ancaq hэmiп псiqtэпiп yaxln эtrаfiпdаkt оrtа srxlrýr оlgmэk оlur чэ
taprlan orta srxlrýr hэmiп mаddэпiп bu поqtэdэki srxlrýr kimi qэbul
еdirlэr. Мэhz i.imumilэgmig funksiya da ciztintin hэr пбqtэпiп atrafrndakr
оrtа qiуmэtlэri чаsitэsilэ tэуiп olunur, dеmэli iimumilэqmig funksiya ап-
layrqr еlэ рrоsеslэri tasvir edir ki, опlаr hаr поqtэdэki qiуmэtlэri ilэ tэуiп
oluna bilmir, ya|ntz оrtа qiymatlari ilэ tэуiп olunurlar.Bu ctir рrоsеslэri
isэ klassik funksiya anlayrgr эhаtэ etmir.

Dеуilэпlэri aydrnlagdlrmaq tigun l kiitlэsi olan mi,iэууэп bir mad-
dэпiп пёqtэdэ yaratdrýr srxlrq mэsэlаsiпэ bir qэdэr эtrаflt baxaq.
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Tutaq ki, 1 ktitlэ iig olgiilii fezada r = 0 поqtэsiпdэ уеrlэgdiriliЬ.
опuп yaratdrýr srxlrq funksiyasrn, 6(х) ila igаrа еdэk. 6(х) srxlrgrnr

mtiэууэп еtmэk iigi.in l k{itlani а radiuslu и" ki.irэsi dахiliпdэ eyni sэчiу-

уэdэ (mi.iпtэzэm) yaxaq. onda bu mаddэпiп orta srxlrýr Ьеlэ olar:

р"(*) -

1 ,l

^ 
*r, l"l < g,

1 /Lё

0, lrl > 
",

burada х е RЗ,r = (", ,х2 9хз) И = х| +x|+xl
ЭwэlсЭ gоrэk х = 0 noqtasindэr<i 6(х) srxlrýrnr оrtа srxlrýrn пбqtэчi

limiti kimi tэуiп еtmэk оlаrmr ? Дgkаrdrr ki, пёqtэчi limit Ьеlэ olar:

а(") _|iry р,(r)=
*ф, .tr=0r.r€Л.3

0, х+0.
Lakin d(х) srxlrqdtrsa, onda gэrэk

IIFI,l*
inteqralr tam kiitlэni u.rri.r, yrrli

IP(, )d, =t
ilс

olmalrdrr, вu isэ miimktin deyil, giinki sanki hаr уеrdэ 6(")= 0 olduýun-

dan onun Lebeq inteqralr da srfra ЬэrаЬэrdir. Веlэliklэ, mаddэпiп поqtэdэ

srxlrýtnr оrtа sшlrýrn noqtэvi limiti kimi tэуiп еtmэk оlmur.

indi рr(*) orta srxltqlar ardrctllrýrnrn zaif limitini hesablayaq.

Bagqa sсizlэ, ixtiyari р(х) kasitmaz funksiyasr iiqiin

}ч IIIя" Q\pQ)a* (1)

limitini hesablayaq.

Lemma. Agaýrdakr limit mi.inasibэti ёdэпilir
(2)Lч JИ(,И(,) ах=rр(О)
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Doýurdan аа, ср(х) kэsimэz funksiya olduýu tigtin V ry > 0 аdэdi
{ig{inеlэ б>0 varki, l"l.Д olanbiittin х-lэrtigtin |я(х)-е(О) .ry.
Burada с < б gбtiirtib alrrrq ki:

,*l

J(-- л

4пс'
burada

!!!n, = !!!*, dx, dx, =! оr' .

ritiJ 1ilii 3

Lemma isbat olundu.
Веlэliklэ, рr(") оrtа srxlrýmln t -+ 0 olduqda zэiГ limiti (1) hэ-

migэ чаr чэ bu zэif limit Ьеlэ Ьir хаSSэуэ malikdir: о, hэr р(")о е(0)
qiymэtini uyýun qoyur. Bagqa sбzlэ,

(zэifl limp, (r), ,р(") -+ е(0)
Эgэr alrnan bu zэif limiti х: Oпоqtэsiпdэki 6("т) srxlrgt olaraq qэЬul
еtsэk, dеmэli,

6(r)= lДр,(х), kaif limit),

уэпi
d(х): ср(х) -+ ср(О)

оlur. Веlэliklэ, 6(-т) еlэ funksiyadrr ki, о hэr bft ср(х) kэsilmэz funksi-
yaslnl р(0) аСэсiпэ kegirir. Bu ciir inikasr Ьэzэп

(а,р) чэ уа IaQ),p(")a"

kimi уаzrlаr. ВеlэliНэ, aldrq Н, d(х) еЬ funksionaldш К, V р с С(Л) tigti,,

( 6,а)= JIIr(r) ,р(*)а": р(0). (з)
л]

Bu сiir funksiya Dirakrn delta-funksiyasr adlanrr. Dirakrn d -funksiyasr
adi funksiya deyil, о ela Ьir inikasdrr ki,, istэпilэ" cp(")-i р(O)эСэdiпэ

|!!!o,@ol) а"- е(0) = # 
| 

ШТrt"l - а@ )

ry, llla" =,l,
l, .,
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kеgirir, уэпi d(л) ГuпКsiопаlсllr. Az sопrа gбrасэуik ki, heg Ьir adi
Гuпksiуа Ьu сiir хаssауэ malik deyil, уэпi d(x)-adi Гunksiya deyil (о heg

lunksiya deyil!).
Xiisusi halcla, p(")=l olduqda

JJJa(")a" = t

altntr ki, bu da tam kйtlэпi чеrir.

S. d("r) funksiyasl ча diskret рауlапmа slxlrýr. Yuхапdа biz gбrdtik

ki, J:0 пёqtэsiпdэ уеrlэ9эп l kйtlэпiп yaratdrýr srxlrq d("т) olur.Onda
.r = 0 поqtэsiпdэ и kiitlasinin yaratdrýt stxltq m. 6(х) olar. Эgэr 1

ki.itlэ .r = а пtiqtэsiпdэ уеrlэýiЬsэ, опuп yaratdrýr srxlrq 
'(" 

- а) оlаr,

burada 
'(" 

- о) b.t. Ьа9а diigtiliir ki, V Q сС tigtin

оо

(r(" - о),р) = Jrt" - о\р(")аr: р(о\ (4)

Xtisusi halda, а = 0 olduqda ьrrruсIr, (3) alrnrr. Эgаr х = с поqtэsiпdэ
lz ki.itlэsi уеrlэgiЬsэ, опuп yaratdrýr srxlrq m6(х - а) olar.

indi dеуэk ki,mr,lи2э...>lz, kiitlэlэri ý m, = m) uyýun olaraq

)cl,x2,...,xN псiqtэlэriпdэ qoyulub. Onda summаr srxlrq funksiyasr Ьеlэ

оlаr:
N

p(")=Z.o6(x - хr), (5)
k=|

Tutaq ki, f -diskret tasadi.ifi kэmiууаtdir. Опuп qiуmэtlэri

Xl7x2,...,xN, uyýun ehtimallar t Ро : Р (€ =r- ) Ёr- : l olsun. on-
1

da bu kэmiууэtiп paylanma srxlrýr Ьеlэ оlur (хо пёqtэsiпdэ ehtimal kiit-

lasi Ро -уа ЬэrаЬэrdir).
N

рс(")=|rоаQ - *о).
k=|

XiЪusi halda, f -binomal paylandrqda, опuп qiуmэtlэri 0,1,...,и чэ

uvýun ehtimallan Рк = с!, оЪ n\-t') (Ё:0,1,...,и) оlur, р + q =l.
Веlэliklэ, Ьu halda paylanma sжlrф йgiiп Ыэ dtistur аIrпmц olur:
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p(")=fr!, рО q"-o 6(" - b):f , 
n' 

. ok a"-k 6(х - k\
*=0 

1rа "\"" "/ ft*t(n- k[.'"
оgэr р(ý - 0)= 1 olarsa, уэпi € tэsаdiiГr kэmiууэti уеgапэ

х = 0 qiymэtini р =| olmaqla alrrsa, onda опuп yaratdrýr srxlrq

р("):1.6(х - О)= а(х)
olur.

Tutaq ki, Р(€-0)= \,r(r-1)=], ,r,r' {-пiпапсаq iki dэпэ

qiуmэti yar,. х:0 чэ х = 1 чэ bu qiуmэtr.П 1 u" ? ehtimalla alrr.
зз

Onda onun yaratdrýr srxlrq funksiyasr Ьеlэ оlаr:

р(,): Ja(,)* irb _ ,l

Qeyd. Diskret рауlапmашп srxlrq funksiyasr Dirakrn а(")
funksiyasr чаsitэsilэ ifada olunur ki, bu da adi funksiya deyil. Bu
sэЬэЬdэп еlеmепtаr ehtimal пэzэriууаsiпdэ sаdэсэ deyilir ki, diskret
paylanmanrn paylanma srxlrýr уохduг.

ý2. Эsas funksiya, asas feza
l.Bazi igаrаlаmаlаr. G RИ -dэ oblast (agrq goxluq), aG -onun sэr-

haddi, V(а,r)-^эrkэzi а е Rn поqtэsiпdэ olan r radiuslu agrq ktirэdir,

,S(с,r)-mэrkэzi аеRПпёqtаsiпdэ чэ radiusu rolan sferadrr, Тэrifэ
gёrэ,

V(a;r)-{". Л' ;|х - а|. r}- agrq ki,irэ,

лS(а;r)= t". Л' ;|х - а|= r} -sfеrа.

Xtisusi halda, rl(O;r)- (J,- mэrkэzi koordinat baglanýrcrnda olan r
radiuslu agtq kiirэ, S(O,r)= S,-mэrkэzi koordinat baglanýrcrnda olan
r radiuslu sferadtr;

TGЛ=tJ(a;r)+ý(a;")= {" с ДП : |" - "|<"}
qapalr kiirэ olur.
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Tutaq ki, Д,В с. RП -ixtiyari goxluqlardrr. д ilэ В arastnda

пrэsаfэпi а(l,В) ilэ igаrэ edirik. Тэrifа gёrэ

а(.l,в)=,j1l, lr - yl

дgkаrdrr ki, дав+а olduqda d(,a,B)=g. Xiisusi halda,

а поqtэsiпdэп Д goxluýuna qэdэr mэsаfэ
d(a, Д)= 1lf |" - "|.

Оgэt ае,4 isэ, опdа d(а,д)=о (tэrsi doýru deyil).

,4-goxluýunun t-эtrаfi dedikdэ Д+V"сэmi Ьа9а diiýtiltir. Bu

эtrаfi Дrilэ igаrэ еdэk. Aydrndrr ki, Ac.A".Xtisusi halda (n:1)

,4 = (а,Ь) olduqda

оп ,4r=(о - t,Ь+ s). Tutaq ki, а =(ar,...,dn)-multindeksdir, уэпi

ý, ,r, ) 0 -tam аdэdlэrdir,|оl= al * ...+ ап;

ý D =(D,,...,Dn), D,=!, i =1,2,...,п,
\ oXl

Do=#!,*=[*)"

t;ft(c) ilэ G oblastrnda Ёtэrtiьэ qэdаr tбrэmэlэrlа Ьirlikdэ kэsilmэz

ohn /(х) funksiyalarr goxluýunu igаrэ edirik:

сО(с)= tr(,) : D" f (х)с c(G}|al= t}

сЁ(а) сt(с)_"iп еlэ еlеmепtlэri goxluýudur ki, опlапп btitiin

О" f (х),|а|< k tёrэmэlэri G oblastrna kэsimэz davam оluпurlаr.

t;ft (С )-О. norma:

ll/ll.- (а ) 
= 

::с! l'" rG),
l"l<t

Xtisusi halda, с(с): с0 (G) с(а)= сО (а)
Tarif. Tutaq Kl_tE)
r noqtalofi'[oЛfrun""

ал

а

0х

Funksiyanln daqryrcr goxluýu. G -dэ kаsimэz

qapanmaSm-

fitJ;l Diir,trat |., rlir l,; :,,i:.

},]i.}ti Itl,Lъ ii}, l :,;

funksiyadrr.f (")# 0 olan biittin
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dan iЬаrэt goxluýa "f -in daýryrcr goxluýu (daqryrcrsr) deyilir
supp f (r) kimi igаrэ edilir:

su ppf (х)= е R" :f(x)+O
Веlэliklэ, funksiyanrn 0-dan Гэrqli olduýu эп kigik qapalr goxluq

onun dagryrcr goxluýu adlanrr. Эgэr s u рр "f mэhdud goxluqdursa, on-

du f -fiпit fuпksiya аd|апt сf (с) 1lэ Ck (c)-i.' еlэ еlеmепtlэri goxlu-

ýu igаrэ edilir ki, onlar fiпitdirlэr. Эgэr / е Ck (d) *
О" f (")= 0,_r € ос,|а|< tc,

Ьu сiir f -lэr goxluýunu Cr (а) kimi igаrэ edirik.

Tutaq ki, /X)-orgtirrn funksiyadrr, G с. RП aglq goxluqdur.

rP (с) itэ (l < р <.o)G -dэ чеrilэп сilgйlэп уе р -dэгэсэdэп inteq-

rallanan fb) funksiyalarr goxluýunu igаrэ edirik:

Lu (G)= 
{rr"l 

:х е G,jr(")' dx < *, l < р= ."}

Р =ю olduqda

Lo (G)= Ln -

ro (С) -dэ поrmа

"f 
("):х с G,vraislp|f(") . ф, р = ф

llrl|, =lllll.,tol = (Jrt,r *lY .

Xtisusi halda, r'(R')= Lr; ll/llr1"") = llrll
2.Эsаs funksiyalar. Osas foza. D fazasr (n = 1). Biz gordiik ki,

6(х) Гuпr<siуаsr kэsilmэz Гuпksiуаlаr чаsitэsilэ tэrif olunur, Ьеlэ ki,
6(r) Кэsimэz funksiyalar fэzastnda tayin olunmug хэtti чэ kэsilmэz
funksional оlur, уэпi 6(х) ,irti чаsitэsilэ deyil, kэsilmэz fuпksiуаlаr
чаsitэsilэ tэуiп edilir, Ьеlэ ki,

IaQ)cp(")d": а@),ср с С(П).

Demali, kэsilmэz funksiyalar d - Гuпksiуа iigiin baza funksiyalarr olur.
Daha iimumi iimgumilэgmig Гunksiyalar iigiin эsаs fuпksiуаlаr fэzаsmt
bir qэdэr da sжmaq laam gэlir. Мэlumdur ki, эsаs funksiyalar fэzаst пэ
l8
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qэdэr dar sinif olarsa, orada tэуiп olunan хэtti чэ kэsilmэz funksionallar
sinГr daha genig оlаr. Lakin эsаs funksiyalar fэzаsmt 9ох da slxmaq
<>|maz, onun kafi qэdэr zэпgiп olmast vacibdir.
Эп i.imumi halda эsаs fэzа olaraq sonsuz tэrtiЬdэп diferensiallanan va
finit olan biitiin funksiyalar sinfinin goti.ir{ilmasi эlчеriqli olur.

Tarif. Tutaq ki, G с Л" -ixtiyari agrq goxluqdur. Л(С) ila G -dэ

sonsuz tэrtiЬdэп diferensiallanan чэ mэhdud dagryrcrya malik olan
btitiin (Гrnit) funksiyalar goxluýunu i;аrэ edirik:

л(с)= bblc С*(с:, u р pa -G)I.
Demali,Л(G)-Oa9lylclsl G-dэ уеrlэ9ап С-(С)-Гuпksiуаlаr goxluýu

tllur. Xtisusi halda, л(л)=D fэzаsr R-dэ чеrilэп, hэr уеrdэ sonsuz

cliferensiallanan Гrnit funksiyalar goxluýu olur.
Tarif. р"(*)с Л(С) ardrcrllrýr о zaman ср с O(G) funksiyasrna

yrýrlan adlanrr ki:
l)ela mэhdud Go с G goxluýu olsun ki, ondan kэпаrdа btitiin

'р"(")= 
0 (sи р рQч(,), G9) olsun, v :|,2,",

2)V а tigi.in mtiпtэzэm olaraq

Do Qч(")э О" р("), v -+ ф olsun.
хеG

I}еlэ olduqda sаdэсэ Qч ) р, (D -dэ) чэ yaxud

D(G)

Qч ) (р, ч -+ф

уалпq. л(с) fэzаst (D fэzаsr) asas fэzа, Q с D эsаs funksiya adlanrr.

l]еlэliklэ, D fэzаst kompakt daqryrcrsr olan sonsuz diferensiallanan
(finit) funksiyalar Гazastdtr.

Tutaq ki, G = R = (- .о,*) п:l. D ilэ эdэd oxunda чеrilэп

sonsuz diferensiallanan btitiin finit funksiyalar goxluýunu igаrэ edirik.

Оgэr еlэ lo,b] pargasl чаrsа ki, ondan kэпаrdа ср(х)=0, onda

q-finitfunksiya adlanrr. Bu halda dеуirlэr ki, p-funksiyar, [а,Ь]-С,
с:эmlэgiЬ, su ррср с.|а,Ь| р с D-эsаs funksiya, D -эsаs fэzа olur.

D -de ylýllma. Tarif. Tutaq ki, ср"(х)с D , О zaman D -dэ

,?u ) 0 , v -) m hesab olunur ki, agaýrdakr iki gэrt odэnilsin:
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1) еlэ sonlu [о,Ь] pargasl olsun ki, ondan kэпаrdа ardrcrllrýrn
biittin еlеmепtlэr, р"(")= 0 olsun. (ru pppu|)c.|a,bf, v :|,2,...).

2) biittin fezada V fr iigiin ,рУ) = 0,v -) B,k = 1,1,2,... olsun,

уэпi ,рr(") ozfi чэ hэr Ьir tоrэmэsi miiпtэzэm olaraq srfra yrýrlsrn.

Dеmэli, D - dэ Q, ) (р о zаmап olur ki:

) ela |а,Ь]- R var ki,

sup р lp, (*) - e!)l с |а, Ь|
2) biittin эdэd oxunda V fr iigiin mi.iпtэzэm olaraq

Do pu(r)=>Do р("),v -+ ф

olsun. Sonuncu mtiпаsiЬэti Ьеlэ dэ yazmaq оlаr:

Misal 1. Веlэ funksiyaya baxaq

х

е |-"', lrl .1,
0, l"l > t.

У9lЯ,!-)(r)- 
рО (") - 0,и -+ Ф,k =о,7,2,...

9"(J)

PoQ)=
-1 0

Gёstэrэk ki, Qо с D. Doýrudan da, aydrndrr ki,

su ррро(r)= [- t,t],

уэпi ро -finit funksiyadrr. ро(") funksiyasr l"l . r чэ|r| > t

oblastlarrnda sonsuz diferensiallanan funksiyadrr.Gёstarэk ki, х = *1
пёqtэlэriпdэ dэ qо(") sonsuz difегепsiраllашr, Ьеlэ ki, V fr iigiin

,ро'О'(t1)= 0, k =0,\,2,...
Мэsэlэп,

аь0)= Jim 
ро0 + 4")- po(t)_ о (-)Дт-->0 Дr

olduýunu gёstэrаk. iki hala baxaq: АI > 0 чэ 
^-т 

< 0. l-ci halda
1+ Ах > 0 olduýundan, tэrifэ gбrа р0(1+ &)= о чэ ро(1)= 0,

dеmэli аЬ0)= 0. indi tutaq ki, Ar < 0. Bu halda М = -,t, t ) О ча

1+ Ах < 0, уэпi bu halda
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Lakin bu srfrа yaxtnla;ma / -+ Qmi.iпаsiЬэtiпэ пisЬэtэп daha ytiksэk

siirэtlэ olur, ona gоrэ dэ (-) doýru olur. Веlэliklэ, V k tiqtin

,2(*)0) : 0. дпаlоji qayda itэ p(t)1_ 1) = 0, ьеlэliklэ ро (х) е D.

Qeyd. rpo(x)_analitik funksiya deyil. эks halda о, eynilik kimi

srfrа ЬаrаЬэr olardt, giinki, lrl> r oblastrnda ро(r):0. Digэr tэrэfdэп,

аgэr po(r)-i" uyýun Teylor Slraslnl х:*1поqtэlэri эtrаfiпdа yazsaq

hэmiп Slranln сэmi stfra ЬаrаЬэrdir, giinki аВ)(+ 1)= 0, k = 0,|,2,",

Аmmа l"l. t olduqda po|)+0 оlur.

D fэzаsrпtп hэr bir elementi deyilan хаssэуэ malikdir!

Misal 2. а> 0 olduqda
zа

р(",о)= е о'-"' 
, lrl. о,

l"l'о.

-qG,")

-аOа
Bu funksiya sonsuz diferensiallanrr чэ . goriindiiyti kimi
"r) 

w ;G:;\ : 1- r,iЬеmэli р(", о) с D ; ср(0, а) = ро (, )
Мisаl з. р(*,о) 2-ci misalda verilir. Веlэ bir Гunksiya tэrtiЬ еdэk:

p(*,u)= b*loQ - t,a)dt, 0 < я < l,

0,

-со

Burada kadэdi еlэ seqilir kt, supp р(",с)-
Bundan эlачэ, х €=[- r * Е,| _Я]olduqda

р(",") -|. ср(х,а

,эlduýuпdап р(х,а)с D оlur.

Misal4.

[- t - с,|+ cf (gоstэriп!)

). С'
у

-1-е

за(л, с )

l-e
q"Q)=';.oQ,,)

ха

.Дgkаrdrr ki, V и 1,q;п cpn(r)c л . Xususi halda, asan yoxlamaq оlаr ki,

l) rл(о, _{', П: k,
-/ ТП 

[0, п+k,

2l



2) 9.(,)=#, t c[-r * c,l- е]

MisalS.Tutaq ki, р с D -ixtiyari чэ /-kэsilmэz finit funksiyadrr
Onda

ф(")_ IrOeQ-t) at

эsаs funksiya оlur.
Aydrndrr ki, D-fэzаsr хэtti fazadt. D fэzаst dахiliпdэ hэr bir SonSuZ
tэrtiЬdэп diferensiall anan h(x) Гunksiyasrna Wrmаq mtimkiindiir. Нэm dэ,

Supph(x)p(x)c.Suppe|\ Bundan эlачэ, аgэr еrЗе isэ,
D

onda й(х)р"(r)-+ й(х)р(х) orur.

indi D fэzаstпdа yrýrlan чэ yrýrlmayan ardrcrllrýa misal gбstэrэk.
Misal 1. Tutaq ki, ср(х,а) z-.i misalda чеrilэп эsаs funksiyadrr.

Веlэ Ьir ardrcrllrýa baxaq:

puG) - !,pQ,o).
v

Aydrndrr ki: l) supp р"("):|- o,a],v _ 1,2,...

2)v k u1uп gf,(")_ Lr@6,o):0 
, v-) оо.

Dеmэli, rp,ardrciltýr D -dэ srfra yrýrlrr.

Misal 2. D -do Ьеlэ ardtcrllrýa baxaq:

wQ):+r(:,о), u:|,2,
Bu ardrctllrq bi.iti,in tбrаmаlэrilэ birlikdэ mtiпtаzэm olaraq hэr уеrdэ

srfra yrýrhr (р- mэhduddur). Lakin Qч D -dэ srfrа yrýllmrr, gtinki еlэ
bir sonlu раr9а уохdur ki, ondan kanarda р"(") hamtsr srfra ЬэrаЬэr
olsun, |х|> а . v olduqda р"(")= 0.
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з. п>1. Osast 
"u 

D(R"). Bi.iti,in Rп.dэ Sonsuz diferensialla-

nan чэ hэr biri miiэууэп mэhdud goxluqdan kanarda srfra Ьэrаьаr olan

biitйn q(r), х е Rn -funksiyalarr goxluýu эsаs fэzа adlanrr. D -dэ yrýrl-

mа anlaytqr G oblastr iigtin olduýu kimidir.
Misal.

2а

р(")=
) ll2

а- -lх|е', l"|. о,

lrl'о.
burada , : (r, ,...,xn). R", l"l,= "? 

+...+ х1. onda

sup р p(r)=t, . Л' ,|r| < 
"}

Dеmэli cp-nindagrytcrsr Rn-da а rаdiusluki.irэоlur, ,р. О(П")

Agkardrr ki, D(R" ) f.rurrndu diferensiallama operatoru kэsilmэz

ореrаtоr olur. Doýrudan da, D -dэ yrýrlma tаriГrпdэп gжtr ki, Qч ) Q

(D -dэ) olduqda Va iigiin

Do Pu - Do Р, V -> ф (D -dэ) mi,iпtэzэm yrýrlma оlur,' хеЛ'

Agkardrr ki, v G с RП tiqiin D(G). Р(Л" )= Л,

4.D-пiп zangin faza olmasb D - fэzаsrпtп Ьо9 olmadrýrnr yuxarrda

8,ёrdйk. Lakin bu azdrr. D -nin kafi qэdэr zэпgiп olan mэlum goxluq-

larda stx olmast lazrmdtr.
Тагif. М goxluýu о Zamal] G goxluýunda sж 9oxluq adlanrr ki,

G с М olsun, burada М tt" М -tn qapanmasr igаrэ olunur, Xtisusi

halda, G = Rп olduqda М hэr уеrdэ stx goxluq adlanrr,

эgэr Ли -dэ hэ Ьir ktirэ daxilindэ еlэ kiira varsa ki, о ёztiпdэ М -

сtэп heg bir пёqtэ saxlamtr, olda М hе9 уеrdэ stx olmayan goxluq

adlanrr.
Теогеm. istэпilэп kэsilmaz va finit f(") funksiyasr iigtin чэ ixtiyari

i; ) 0 аdэdi iigi.in еlэ p(").D эsаs funksiyasr чаr ki, btittin fezada

,"р l/(r) -,р(r)., (1)

0,

23



olur.(Bagqa sоzlЭ D bu ctir/(x) funksiyalart fэzastnda sж goxluq tэ9-
kil edir).

isbatl., Qeyd olunmug d > 0 эdэdiпi sеgэk. Tutaq ki,
supp f(r)=K чэ К-mэhdud qapalr goxluqdur. К goxluýunun d-
эtrаfi К, dedikda еlэ х с Л пёqtэlэri goxluýu baga dtigiiltir ki, опlапп
К -dan olan mэsаfэsi d -dэп kigik ЬэrаЬэr olsun:

Ка=Е. Л :in*f|x - yl< dl
Agka,rdrr_ki, Ко-mэhdud qapalr goxluqdur чэ К с Ka.Xiisusi halda,
11=|a,bfolduqda К, =fo - ", 

Ь + в].
rр(",о)сD -mэlum эsаs funksiya olduqda

0(")=|o|,o), а>О, Q)

igаrа еdэk, Ьurаdа fr эdэdi еlэ segilir ki,

(3)

olsun. Aydrndrr ki, supp 0(")=|-о,о]. indi р(.т) funksiyasrnr Ьеlэ
sе9эk:

фф
р(")= Ir\-c9(e)ae - IrGPQ-ad€. (4)

-оо -ф
Вurаdа l-ci inteqral le|< "sonlu 

par9asl iizrэ, 2-ci isэ К mэhdud
goxluýu iizrэdir. 0 eD olduýunda" р(")еС'(Л) otur. Gёstэrэk ki,
p-finitdir. x{Koolsun. Onda, €еК olduqda l-_ €l)аоlur. Bu
halda 0(" -6)= 0 чэ (4)-dэ 2-ci inteqгal stfra ЬэrаЬэr оlur, уэпi
|" - Cl ) а olduqda ср(х)=0. Lakin € с к-mэhdud olduýundan
buradan gжtr ki, yalnrz 

W - €l ( с olduqd u ср(х)* 0, уэпi

suррр(")=|о-€1хlо+€)
mэhdud goxluqdur. Веlэliklэ, Q € D.

indi agaýsrdakr Гэrqi qiуmэtlапdirэk:
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f (") - р(") = \ fuРG)а с - \r$ - сР(с) а с =
_со _со

(5)

= fir(,) - f("-фР@ас
а

-а

ýэrtэ gtirэ /(х) kэsilmэzdir. Onda f- o,of-au о mtiпtэzэm kэsilmэzdir.

Dеmэli, V8 > 0 tigtin еlэ б > 0 var К, |6l< d olduqda

lr(r) - f (* - €\.,, ,.|- о,о|

Веlэ olduqda (5)-dэп alrrrq ki, (а < d segirik)

l/(r) -,р("). " 
-

Buradan (1) alrnrr.
Lеmmа. istэпilэп G.(-*,*) oblastr iigiin чэ V8>0 эdэdi

tigtin ela ,tQ).D funksiyast var ki,

1.0<ry(")<l, хеR,
2.r7(x)=l, xcGg,
3.ry(r)=0, хФGзr.

(Burada Gailre G-dэп olan mэsаfаlэri d-dэп kigik olan biitiin .rсЛ
псiqtэlэri goxluýu igara edilir, G с. G).

Doýrudan da, tutaq ki, z$) Gr" oblasttntn xarakteristik
Гunksiyasrdrr, уэпi

r|)-l, х € Gr"

zQ)=0, х ёGr".
Onda

оо

,lG)= IzUh,G- iау
Гunksiyasr 1 -3 хаssэlэriпэ malik#lyoxtayrnl;.

Tutaq ki, f G -dэ lokal inteqrallantr. Bela funksiya tэrtiЬ еdэk
(ortalama funksiyasr) :

(6)
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Ьurаdа

',(*)=

Onda о,(х)с D, slJp р0€(r): [- r,r}
Теоrеm 1. Tutaq ki, .f с LP QC), (t < р < -) Onda/ (х)с С-

чэ Ьеlэ bir qiуmэtlэпmэ оdэпilir:

llЛll"t"l <ll/ll.,tol , Q)

isbatr: f,(")cC- olduýu aqkardrr. Onda (7) miinasibэti Holder
ЬэrаЬэrsizliуiпdэп altntr:

с"е е2-х2, 
l"l a 

",0, l"l- ",

-!:
,"(r)dx =|.

llAlbt"l= !р,(*)О а,= lIrТb.(,- у)ау|а"<
GG

< 
J Jlr[u) 

О ,,(* - ilауllr. (, - у)ау|' а" =
GG

= J jr[u) О ,"(" - у)ауа*< jrLu)" ау =llfllbt"l
GGG

Тюrеm 2. Tutaq Н, f с Z'r(C) va /-finitdir. Onda f"(")c Л(G),
Ьеlэ ki, е -+ 0 olduqda:

t) .f сСо (G)orc lqda f ,'З 
' 
, С(С )-а.,

Z) _f cZ6(C) olduqda f"Ч) f , |1 р 1о,
З) f eЩ(G) olduqda f, +/ sanki hэr уеrdэ.

isbatr. "f ,(") G -dэ finitdiг, f , .С* (G) oraugundan f" . D
оlur. indi tutaq ki, f . С.(G) Onda (х с G):
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lf,G)- r(,) = 
| J[r[r) - fQ)b"Q - йл|<

= 
m4} lri- f G)lr"G - уИу: mq} lri- r(-).
l*-yl<, ' 'l .] l*-уl<"

Digэr tэrэfdэп, f miпtэzэm kэsilmэz olduýu iigtin sonuncu ЬэrаЬэrsiz-

likdan s + 0 olduqda f"(r)э /(r) (miiпtэzэm) yrýrlrr.

indi tutaq ki, f .r6(C) t 1рlю. ixtiyari d>0 iigiin еlэ

g с Co(G) uu, ki, (С0 @) rB (С)-с, srxdrr)

llr - вll,,1").:.

giigtin еlэ ortalamu g,(") funksiyasr qurmaq olar ki,

llg-g,ll,rr"l ,*,
Bu iki ЬэrаЬэrsizlikdэп чэ (2)-dэп alrrrq:

llr - r,llr,(c) = llr - в||.,1о1 +

llg - g,ll,rtol * llg" - f)luo<
,2llr - 8ll.,(c) * llg - g"l1.o(o) < 6,

),эпi g -+ 0 olduqdu .f, + .f (LP (С)-dэ) olur.

Nэhауэt, f . L6(G) olduqda G -dэ sanki hаr уеrdа f" -+ f -

(, -+ 0) оlur.

Natica 1. D(G) fэzаst ZР(С)-Сэ har yerda sшdtr (l < р S.o).

Natica 2. Л(С) fэzаst Сr(d) fazastnda stxdш (G mэhdud
olduqda).

5.D -nin metriНagan faza olmamasl. D fэzаsmdа еlэ metrika sеgmэk
с,lmur Н, D -dэ уrфlrпа hэmiп metrikaya gбrэ yrýrlma ilэ eynigiicli,i olsun.
Doýrudan da эgэr р(р,ф) D -dэ metrikadrrsa, onda V ср,ф с D:

t- р(q,ф)) 0 чэ р(р,р)= 0 <э Q -- ф,
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Z. р(р,ф)= р(ф,rр), Q,ф с D ,

З, р(р,ф)< р(р,r)+ рQt,ф),о rр,ф,rl. D
р(р,ф) эdэdi rр 1|а ф аrаsrпdаmэsаfэаdlапrr.
нэr bir metrik fэzапtп Ьеlэ bir хаssэsi чаr:

Tutaq ki, metrik fezada yrýrlan ardrcrllrqlar sistemi verilir:

QIП,Q!П,...,rр:",...Зrр"', ч ) ф,

Q|\,Q!'),",,Q!,",",Зр"', ч ) ф,

,р!-) ,rр!') ,...,Q!,') , -+ Qfu), ч ) ф,
р

Ьеlэ ki, limit еlеmепtlэri ardrcrllrýr р
metrikaya gёrа yrýrlrr:

ozi.i dэ miiэууэп р еlеmепtiпэ

,(t),r(z),...,rp(-) ,...3rр, m -+ ф.

Onda чеrilэп sistemin hэr Ьir sэtriпdэп bir elementi ela sеgmэk olar ki,

altnan ,р!:) ardrcrllrýr da р limitina yrýrlar:,v
п

е!|) ,е!) ,..., а!:) ,...Зr, m -> ф .
'V|"V2' "V.

(bu fakt iigbucaq aksiomundan grхrг).

Мэhz Ьu хаssэ D fэzasrnda pozulur. Мэsэlэп, Ьеlэ ardrcrllrýa baxaq:

аУ) - Q(r,*), (, - 1,2,...;m = |,2,...),
burada

(.)

m 2

22llеm-х, |"|

0, |"|

а )mх( 1lпr.
} 7п.

Мэlumdur ki, V и Ёgiiп р(",.)с D, supp р(",.)=|- -,*f чэ

ср(",*)-^эhdud funksiyadrr. Onda hаr qeyd olunmug m iigiin
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,Р) - о (D -dэ), v + ф.Qiinki, l)hэr и ilgiin mэhdud l- -,*7
goxluýundan kэпаrdа biitiin аУ): 0; 2)hэr уеrdэ V а iigtin

о" ср!)(х),?о, v -+ ф.

Lakin Q|) urar"rllrýr D -dэ sfra yrýtlmrr, gtinki еlэ bir ortaq sonlu раr9а

yoxdur ki, ondan kэпаrdа bu ardlcrlhфn btitiin hэdlэri = 0 olsun.

б.D fazasrnln tamlrýr haqqrnda. D fэzаsrшп tam fэzа olmasr bela
daxil edilir:
Tutaq ki, Qч(х)с D чэ sup ppu|)-|a,b|

Tutaqki,Vq iigiin

DaQu(")= Фq("), ч -+ф.

Onda:
rllo(")_ lim pu\) [mit funksiyasr эsаs funksiyadrr

у-+со

(фо с D),

zлФq(")= Dq Фо("), зlе"("),,i_ фоQ).
ч-),,

ý3. Birdayiganin iimumila;mi; funksiyasr.
Umumila9mi; funksiyalar va

bazi sada xassalari.

1.Rеqulуаг va siпqчlуаr funksiyalar.
Таrif. D asas fэzаstпdа tэуiп olunmug hэr bir хэtti чэ kэsilmэz

funksional iimumilэgmiq funksiya adlanrr.

f funksionalrnrn (timumilэgmig funksiyanrn) Q с D elemen-

tindэki qiymэtini (f ,е) kimi igаrэ edirik. / funksionaltnt Ьэzэп f (")
kimi do уапrlаr, bu halda х arqumenti f -in tэsir etdiyi asas

funksiyanrn аrqumепtiпэ igаrэdir.
Веlаliklэ, / iimumilэqmig funksiya olduqda agaýrdakr tig gэrt

оdэпilir:
|) f D -da funksionaldtr, уэпi о, hэr bir (ixtiyar1) (р с D elemen-

tiпэ mtiэууэп (kompleks) (/,р) эdadini uyýun qoyur;
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2) f D-dэхэttifuпksiопаldrr,уэпiV р,ФсD чэ Yа,F эdэdlэri
i,igi.in

(f ,оч + РФ) = o(f ,р) * F(f ,Ф);
З) f D -dэ kэsilmэz funksionaldrr, уэпi D -dэ Qч ) 0, ч -+ ф

olduqda (f ,eu) - 0, (эdэdi ardrýrllrq kimi) оlur.

Btiti.in timumilэqmig funksiyalar Гэzаstп l D' ilэ igаrэ edirik. D'-
qoýma fэzа adlanrr.

Tutaq ki, f ,g с D'. ixtiyari а, Р еdеdlэri tigйn ф + Fg сэmiпi
ьеlэ daxil еdэk:

(or * fu,p) = o(f ,р) * F(g,р). ср. О.
Bu halda D' хэtti fэzа оlur, уэпi

ф+fuсD'.
Мэsэlэп, gбstэrэk ki, ф + fu -kэsilmэz Гunksionaldrr.

Tutaq ki, cpu -+0 (D-dэ). Onda

(or * k,pu) = o(f ,pu) + F(g,рч)
оlur. jf чэ g с D'kэsilmэz olduqlarr tigtin (,/, р,) - О, (g,Qч) - 0
оlur, у -+ оо onda

(Ц * k,Qч)- 0, ч -) ф.

Dеmэli, ф + fu сэmi D -dэ kэsilmэz Гunksionaldrr чэ

ф+fuсD'.
Misal r. /(x)-rokal inteqrallanan funksiya olduqda

со

(rr,r) = IrQ\lQ)a" (l)

dtisturu D fэzаsrпdа xatti u, OTrr'-.z Гunksional tэуiп edir:

|o.v ,р е D iigiin (1) inteqralr yrýrlrr, уэ"i (Т7,р) .R -sonlu

эdэd оlur, gtinki ср - fiпit funksiyadrr. Tutaq ki, sup рQ c[a,b}OnCa

р kэsilmэz чэ mэhduddur. -u*|я(") < М <со. Onda, / - lokal in-
teqrallanan olduýundan,

!lQ)чG
со

ур

ь

IrGи"I (
ьь

<!r@oQP"<M!rG)c".*.иl
30
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2o.Xэttilik agkardtr, kэsilmэzliyi gоstэrэk. Tutaq ki, Qu ) а (D -

dэ). Onda suррQчс|а,Ь|suррсрс|а,Ьf ча l",bJ dахiliпdэ

1ffiJr"(r)- ,р(") - 0, v -) оо. (miiпtэzэm yrýrlrr). onda alrrrq:

l(r,, r") - (r,,,p)l :|-! r {il, "(") - r(")]о"|=

ь

< suplp, (")- ,р("\. I|1Q)a" -+ O,v -) фl
хсR а

уэпi

(rr,r,) - (ry ,р),, --) со, р с D.

Dеmэli Tf D-dэ kэsilmэz funksionaldrr. Веlэliklэ (l) dtisturu ilэ

чеrilэп } D -dэ хэtti чэ kаsilmэz funksional ollr, Т, е D' .

Тагif. Мiiэууэп lokal inteqrallanan f(") funksiyasr vasitэsilэ

VcpeD iigtin

(т,p)=-УЬhQV" (1)

inteqralr gэkliпdэ gоstэrilэ bilэn hэr Ьir Т с D'funksionalr rеqulуаr
funksional (funksiya) adlanrr.

Requlyar olmayan funksional siпqulуаr funksional adlanrr.
Веlэliklэ, эgэr Z с D' funksionalmr heg bir lokal inteqrallanan f (")
funksiyasr vasitэsila (1) inteqralr gэkliпdэ yazmaqmi,imki,in dеуilsэ, onda
Z - sinqulyar funksional adlanrr.

Misal Z. 6(х)- sinqulyar Гunksiyadrr.

Эksini fэrz еdэk: Tutaq ki, еlэ ,f.(r) adi funksiyasl чаr ki, onun

чаsitэsilэ d(х) ГuпКsiопаlmt (l) inteqralr kimi yazmaq olur: V Q с D
iigiin

*hQM"
со

(а,р) - 
_IЛ(

(2)

Onda Ьizэ mэlum оIап ср(х,а)с D эsаs funksiyasr йgi.in dэ (2) yazrlrqr

бdэпilir:
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со

(r(") р(r,о)) = 
_Уr("\р(",оР" 

,

ТаriГа gоrэ. (d, е) = р(О).Dеmэli

(r(r) ,р(*,о)) - р(",о) 
,!=о: "

оlur.Опdа ф(") _ *р(")с D elementi iigiin dэ (а) doýrudur. Lakin

(6 ,ф) = р(о)_ о
olduýu iigiin

Веlэliklэ, (З)-dэп аlrпlг ki. 
],, -"-

Ir;,("), "r 
т] dx _ е-| .

Вurаdа а ->О olduqda linritэ keqdikda 0=е-| ziddiyyэti altntr. Bu
onu gоstэrir ki, J(x)c D' Гr,rnksionalrnr heg bir adi funksiya vasitasila
(1) inteqralr gэkliпdэ yazmaq olmaz.

Quyd. Bagqa iisul: Tutaq ki, еlэ _fo(") adi funksiyast чаr ki,

VQсD tigtln

(а,,р) - lfoQ\pQP"- р(0)

(3)

(4)

I"fr|lр(хРх-0, 9eD,
со

_со

olur. Вurаdап gtxtr ki, sanki hэr уеrdэ , . _fo(")= О оlаr, dеmэli

/.("): о s.h.y. Bela olduqda (4)-dan 9шlr ki, v ср с D iigiin

(а,rр) = 0,Ьu isэ diiz deyil. Masalan,

(а,р(",о)) : ср(",о) 

"l о: 
Q(O,а)

l *0

Tarif. Tutaq ki, G с Л - oblastr verilir. Л(С) ilэ G -dэ сэmlэgэп

btittin р с D эsаs funksiyalarr fэzаstпt igаrэ edirik:

е

з2



D(G) : {Q .D : sup ра с G\.

Л(С)-о. tэуiп olunan hэr Ьir /:D(G)+R хэtti va kэsilmэz

funksionalr G -dэ чеrilэп iimumilэqmi' funksiya adlantr, f с O'(G).

эgэr f ,g .о'(С) isэ чэ v р сЛ(С) figiin (f ,в): (g,р)

olursa,ondadeyirikki, G oblastrnda f =gчэЬuhаldа -f :g,хсG
yazff|q. Xtisusi halda, v Q cD tigiin (f ,g) = (g,p) olduqda .f = g

hesab edilir. f (") G -dэ чеrilэп adi Гunksiy а, g €D'(G) iimumilэgmiq

funksiya olduqda v р сд(с) i;gtln (f ,Q) : (g,p) olursa, onda deyir_

lаr ki, g funksion ah G oblastrnda f (r) adi funksiyaslna ЬэrаЬэrdir,

уэпi g timumilaýmig funksiyasr G oblastmda requlyar funksiyadrr.

ЭgэrVrрсо(G)tigtiп(/,а)=lоlursа,dеуirikki,/=gG-dэ
vа bu ha|da f = 0, х cG kimi yazrlrr,

Мэlumdur ki, х + О olan hэr уеrdэ d(r)= о olur. Demali,

G = {"* 0}oblastrnda 6(r) rеqulуаr funksiyadrr (va,=O), Эgэr /(r)
adi funksiyadrrsa G oblastrnda ,r(,)= 0 olmast ilэ iimumilэgmiq

lunksiya kimi опuп G oblastrnda 0-а ЬэrаЬэr olmast eynigticlti anlayrg-

lar olur. Doýrudan da, Vр с D(G) tigti"

(f ,ч)= IlQhQY"= !r|ll(,),fo* IfQhGV*=o
G Л\G

(l-ci tорlапап f -in, 2-ci rр- пiп hesabtna), уэпi adi mэпаdа G -dэ

/(")= 0 olmast ilэ iimumilэ'mig funksiya mэпаdа G - dэ

f = 0,х cG olmast eynigйcltidiir.

теогеm. ir.i 7(х) u, g(x)_udi funksiyalan yalntz чэ уаlшz о zam_

irn eyni Tf =Тr(rеqulуаr) timumilэgmig funksiyalarr tоrэdirlЭr ki, sanki

hэr уеrdэ f (")=g(x) otsur,.

isbatr. Tutaq ki, s.h.y. f (*)=g(r) Onda

(rr,ф: IrQyoQW, (rr,ф- IвQ)ч("\ф
lItisturlarrndan gжtr ki, Tf =Tr.
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Тэrsiпэ, tutaq ki, TJ"=Tr.Onda ahrrq ki, Vр iigi.in

ItrG)- g(")]e(xPx:0
Эgэr /(х) - g(") : h(") igаrэ еtsэk , h(x) -adi funksiyadrr чэ

Ih("Yp(-M"_0,vcpcD (-)

olar. Gоstэrэk ki, s.h.y. й(х):О. Sada hala baxaq. D(a,b) fэzаsl
supp ср c|a,bf оhп ср с D kimi эsаs funksiyalar fэzаstdtr.Dеmэli
(*.) mtinasibati V ср с D(a,b) tiqiir, оdэпilir:

IИ("),р("Рх_0 (**)
а

Веlэ Ьir Л(") funksiyasrna baxaq

д(") = IпGУс
х

а
д(")- kэsilmэz olub s.h.y. л'(") = h(") оlur. (* *) inteqrulrnr hissэ-
hissэ inteqralladrqda

Ir("\р'(")dх - 0,v Q с D(a,b)
ь

а
altrrq. Analizdan цэ|um olan Dyu-Bua-Reymond lemmaslna asasan
Ьurаdап gжtr ki, л(r) : с: сопsl. Lakin е(о):0 olduёu iigiin аltшr
ki, с = 0, уэпi л(r)= 0. Onda, s.h.y. л'(") = h(") olduýundan altntr
ki, s.h.y. h("):0, yani s.h.y. 

"f 
("): g(").

Natica. Adi funksiyalar goxluýu ilэ requlyar iimumilэqmig funksi-
yalal goxluýu arastnda qarqrlrqlr Ьirqiуmэtli uyýunluq чаr. Bu sэьаьdап
/(х) adi funksiyasr ilэ onun dogurdulu rr..iurуur timumilэgmig funk-
siyastnt еупilэgdirmэk olar. Dеmэli, ,f("). Д olduqda

(r,,r): IrGylGV"
rеrulуаr funksional olw, Т, eD'. Оgэr Tr: f qabul etsэk, onda

Е с. D' оlur. Dеmэli adi funksiyalar sinfi Д iimumilэqmig funksiyalar feza-
smtn hissэsi оlur: hэr adi fuлksiya-iimumilэgmiq funksiyadrr, tэrsi dЬДru deyil,
9iinН d(х)с D',laНn d(x)-adi funksiya deyil, d("т) { Е , Веlэliklэ, iimu-
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milэgmig funksiya anlayrgr Hassik funksiya arrlayrgшn bilavasitэ gепiqlэпmэ-

siпdэп iЬаrэtdir. Xiisusi halda, f (")= с adtfunksiyasr
со со

-со

(r r,r) = IlQYoQ!ф =, loGW = (,,р)
_со

kimi requlyar funksionalolur. Вu halda (rr,r)="'!rQW, рс D,

хэtti чэ kasilmэz funksionalr D-dэ sabit йsional adlanrr чэ

Tf = с = coиst qэЬul edilir. Daha xtisusi halda, timumilэgmig funksiya

1 Ьеlэdir,

l( )а )а"-

0о

fu(-
-со

Agkardrrki, 1cD
2. Sinqulyar funksional g L . Agkardrr ki, /(х)=

х
D-da rеqulуаr funksional dоýurmur чэ

1l,r\ =iф*\х l-bx
irrteqralr timumiууэtlэ daýrlrr. Lakin hэmiп inteqrala Ko9inin baq qiy-
пrati mэпаdа baxdrqda о yrýrlan olur.

Bela bir funksional quraq: V q cD tigtin

funksiyasr1
х

(, L,p\ = ,р-rРQ)_ dr= liц 1 
e(й" :

\ "'/ _r_ х "-o1,1i" Х

='ý[jry*;!+*7
(buradavp simvolu franstzca Vаlеur principale - Ьаý qiуmэt dеmэkdir),

Burada 1-ci toplananda х = -t еуаz|эmэsiпi etdikdэ alrnq:

(uL,p)=
\х l

со (,)- е( ") - р(0)
оо

lim
е-+0

dx . (5)

€
х

dx-
0

х
х
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Alrnan inteqral miitlэq yrýrlrr. Doýrudan da, эsliпdэ bu inteqral sonlu
раr9а tizrэ hesablantr, gtinki р- Гrпitdir. Мэsэlэп, a5er suppcp с.|а,Ь]
isэ onda Laqranj diisturuna gоrэ

|р(-)- 
q(- -)l 

= 
,sup |p,(f ) < *.

| х l 6.|r'Jtr 
t? /I

Onda (5)-dэп alarrq:

("+,r)l = 
2(ь - ")цу,5lо,(6). -

I

Dеmэli, (5) inteqralr sonludur.

Gбstэrэk ki, tlL hэm dэ kэsilmэzdir. Tutaq ki, Qч-+ 0 (D-dэ).
х

Bu о dеmэkdir ki, еlэ sonlu (-А,Д,) pargasr чаr ki, btitiin v=1,2,...,
iigiin

s uррQч(r). |- ,Ц,,ЦJ

Onda alrnq:

(, :, r,) =,о !+ dx =rрJо)ир i,+ - пr^!,ф#Ю *

Вurаdа l-ci toplanan srfira ЬэrаЬэrdir (gtinki 1 
'rU 

funksiyadr r),2-ci
х

toplanan qargtstndakr vp iýarэsini atmaq оlаr, gtinki inteqralaltr funksi-

lz х = 0 пёqtэsi эtrаfiпdа сэmlэпэп funksiyadrr. Sonlu artrmlar (La-
qranj) diisturuna gёrэ

|eu(")-,pu@)|.| , l вi!iоrlч,G)<со,
Dеmэli,

со

rrp I
Qч <2Д 

Bt!iul|,i(6) - 0,
(,)

ч -)ф
х

-ф
уэпl

веlэliklэ

ltl,,?-
\х

зб

Qч -) 0,и + оо



(":,r) -uo'!_ J
,.l>,

lim
д+0

dx
,р(*) 9\й"

хх

1

kimitэyin еdilэпУ1 D-dэ xэtti чэ kэsilmэz funksional оhх, i! - с D,
х х

Masala. isbat edin ki, JpL - sinqulyar гunksiyadrr: (heg bir adi
х

f (") funksiyasr чаsitэsilэ onu

l
:,/-,Q

х
: lr?)oQ)a"

ф

-ф
gэkliпdэ yazmaq о

Misal Z. "f("
lmaz)

) - adi funksiya olduqda

(т,р) - IlQ)ч[:),а", QcD, (6)

со

_со

kimi daxil еdilэп 7 funksionah iimumilэ9mig Гunksiya olur. Qi,inki inteqral

yrýrlandrr vэ Т xэttidir. Digэr tэrэГdэп Qч ) 0 (Р-Оэ) olduqda

suррQч(r)- |",bI ч -|,2,...
\э

fi?,ь |on,"("l- 0, ч -+ оо

c,lduЁu tigiin

|,(T,p)l= If Q)о',l"QV" -u*lDn ,р"("\
ь

а

ь

jr(") -+ 0, ч ) ф,

с,lur, demэli 7 -kаsilmэzdir, уэпi 7n е D' .

Misal 3. Веlэ funksionala baxaq: Y р eD tigtin

(т,р) - р'(а) (7)

()nda Т еD'(gоstэriп).
Qeyd.(6) va (7) funksionallarr da sinqulyar funksiyalardrr.

з. D' fazasmda yrýrlma. таrif. Tutaq ki, fn eD'_funksionallar

a.rdrcrllrýl va f сD' funksionalr verilib. Оgэr V q с D tigtin
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(f,,p) -+ (f ,rр), п -) ф
olursa, onda dеуirlэr ki, fi } ardrcrllrýr D' -d" _f -э yrýrlrr чэ bu halda

D,

f,-+_f , п-+ф чэ yaxud f, -+ f (D'-dэ) уаппq. Bu ctir yrýllma

zэif yrýrlma adlantr. Dеmэli, V ср с D iigiin (f",q) эdаdi ardrcrllrýr

(f ,е) эdэdiпэ ytýtltrsa, onda deyirik ki, {' } funksionallar ardrcrllrýr

D'-dэ /-э yrýrlrr.

Эgеr f, с D' -mi.iэууэп funksionallar аilэsidirsэ (я-раrаmеtrdir)
чэ Vср cD tigiin

(f,,p) -+ (f ,rр), s + 0

olursa, deyirik ki, D' - de _f " 
-+ f , g + 0.

D,
Xi,isusihalda, fr-+6(x),, s+0 odemэkdirki, VрсD Ugtin

(f",p) -+ (6,а) = р(0) я -+ 0.

З. D' fazaslnrn tamhýr. Tutaq kl, .f n с D'.Эgэr V р с D tigtin

I|зV",Q) = (f ,е)
olursa, onda / е D'.Веlэ olduqda dеуirlэr ki, D'fэzаst tam fэzаdrr.

isbat еtmэk оlur ki, эgэr {(r",rp)} эdэdi ardrcrllrýr Y Q eD tigtin

miiэууэп о, = (f ,Q) эdаdiпэ ytýtltrsa,

I:*V",p) = (f ,р),
опdа f cD'.Doýrudan du, .f -хэtti olduýu agkardrr. Gбstэrmэk la-
ztmdtr ki, / - kэsilmэzdir (чэ уа f mэhduddur). Tutaq ki,

D

9u )0, V -) ф.Опdа gэrаk (f ,р") - 0 olsun. Эksini fэrz edib alr-

rrq ki, ela с ) 0 эdэdi чаr ki, чэ ela Qп с D var ki,

|(f ,p")l , "
ýэrtэ gёrэ Qп с D olduqda

(_f",,p,) -- Jч (f,, р ").
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Onda hэr Ьir п =|,2,...iigtin еlэ Vnvarki,

l(f"",a")l,_ 
о ,

l3еlэ olduqda еlэ ф. D elementini qurmaq olar ki, (Ьах. [3],sah.22)

|(l,",o)|, u

Onda (f,",ф)э ф, v -) ф. Bu isэ V Q cD tigtin (f",p) ardrcrllrýr_

nrn yrýrlan olmast gэrtiпэ ziddir.
Taklif. d_funksiyastnt mtiэууэп эsаs funksiyalar ardrcrllrýtntn D' -

dэ limiti kimi almaq olar.
Asaёrdakr эsаs funksiyalar аilэsiпэ baxaq:

,,(r)=
С,'€

1

-7}
i"l. ",

0, l"lr "
Agkardrr ki, о"(х)с D. Burada с, еlэ segilir ki,

lo,("P" =t
со

_со

cllsun. Gбstэrэk ki,
D'

а, (r)-+6("т) s -+ 0

Dоýrudап da, agkardrr ki, V ср е D tlglln

l@,,q)- е(0)=
l"l=,

I}urada р(х)-tаsitmэz olduýundan о, lrl< я oblastrnda mi,iпtэzэm kэ-

silmэzdir. Onda Vr7>0tigtin еlэ 6>0чаr ki, Irl.a olduqda

le!)- е(0) < ry. Веlэ olduqda (s < б sеgmаklэ) sonuncu ьэrаьэrsiz_

lrkdэп altntr ki,

l@"p) - q(O\"l,
уэпi

р
,l<"

,(")q("М" -,р(0
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Шm (аl,,Q)=е(О) _(a,pl

Веlэliklэ,

Ьurаdа

s+0

-со

D,

а,(х)-+6(х) а -+ 0

Misal1. isbat еdэk ki,
2

f,(")=|"+ 3rtrl s -+ 0.
1€Е

Dоýrudап da, V Q с D, sup рQ с|- ,a,l} tgtin

соф*2
(f,,p): !r,GbGИ*=+ !е- 

,- ср(хМ"=
i€lт J

-со
2

, оо -Х
= 

-j- 
k ' le(i- е(0)+ е(0)] = J1-1 J2,

_со

JI
g0
J;

1

Б

-r]

lr; а" = р(0)

Ах'
l"' lеG)-,р(о)]а"

-д

J?

Laqranj diisttiri.ini.i tэtЬiq еdэrэk alrnq:

J lД",_r')Аr2

= тЭдэ*,,lе'G\ J|"P-' а* =# м , 
lxe-; dx:

"l €Е =.t ^-"t 1 t! сп 0

2

м -д- ,'(-z\ мJ;Г +,"]=i],J"'o[; 
)= 

-ffL-"',,]
м^,Б Г _4l=;l'-e , 

_]-о, 
е-+0,

Веlэliklэ, J, + J, -+ е(0) я -+ 0, yani

(f ,,р) + е(0) = (а ,р) .
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вurаdап tэlэь olunan altntr.

Qnyd.6(x) Гuпкsiуаsr mi.iэууэп adi funksiyalar ardrcrllrýrnln D'
fэzаstпdа limiti kimi alrna Ьilэr.Вu сйr ardrcrllrqlar <d-vari ardrcrllrq-

lаr> adlanrr.
1

Misal 2. 9р - -sinqulyardrr. Веlэ bir g" (x)-adi funksiyalar ardtcrl-
х

lrýrna baxaq:

g" (r) = |,I

|,l

g" (r)-requlyar funksional doýurur. Onda altnq: V ср с D,

I,l,,

,р("

l
х
0

)€,

<€.

{g ,,р) - 
"! 

g ,(*),р(")а* - )

х

Lч(g,, р) :l,ч,,,{, ф = *-|+ dx - (" |, r),

уэпl D'l
g, -./'r, а -+ 0.

Demэli sinqulyar -Zl funKsionalr g,(") adi funksiyalar ardtcrl-
х

hýrnrn D' fэzаstпdа limiti kimi alrnrr. Вu fakt timumi halda da doýru-
dir: Нэr Ьir i.imumilagmiq Гunksiyanr m{iаууэп adi (hэttа эsаs) funksiya-

lar ardrcrlltýtntn D'-manada limiti kimi almaq olur.

4.Soxotski diisturlarl. Soxotski diisturlarr D' fэzаstпdа baxrlan Ье-

1э bir limit mi.inasibэtidir:
lI

J5п =Тi16(х)*,r;.

Soldakr limiti l 
ilэ isаrэ еdirlэr. Bu dtistur analitik funksiya-

x+i0
ntn sэrhэd qiуmэtlэriпi miiэууэп etdikdэ чэ kvant mexanikasrnda genig

tэtЬiq edilir. D'-dэ limitin tэrifiпа эSаSэп, Y р с D ti9tin alrrrq:

4l



rь1 -J-,r\ = rim i _r@4, = 1i-o1 _r(")4, _
С+u\х*It f c+0_.J,x+ic ,-o_rnx+ic

= rч {W* + p(o)tim ^1fl а, = J, + J 2,

Ьurаdа
д .4

Jlim
ээ0

-1=/о)tiцl | ," ,d*-с rJ ..r +{
--с

,Дo)i

iпdi Jr-ni gечirэk

Jz=

Digar tэrэfdэп,

9$)- rр(о)
dx.

lln, 1,(,-iu)РИ)_ е(о)]
,-u _u, х. + €.

,т[е(,)-е(О)],.
-___-'----.---u.r=х

с

7i dx-
_А

=9* JЧР -,иФ},si$ =9,,4,{n * ;) -rc\t* l )]-
,*Gj

- iЦо)Lу,, t 

$ 
t,l =,Ц0) | = | i о а,р), J, = а п4i

А

*=rr l
_А

А

I
_д х

(":,а) = "oi 
РQ) а* ="оО! 9Q)- р(Ф* р(Ф d* :\xl -uo -А

= p(o),pi В *,р1 eG) q(О) 
dr = vp| ,eQ)-,e@) 

о, _
_'А" _un х - 

_rо х

д
=I

_д х

Вuпu пэzэrэ aldrqda
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olur. Веlэliklэ aldrq ki,
', 

= (uL,r\
\х l

,)= (- iп6(х),ср) - (r:,r)= (lim
я-+0

Ьurаdап

1

x+l€
- iпб * {!L,Q

х

1im
с-+0 Х -l l€

2iп х
1lg

11+-x+i0 r-i0

l
tr6(х)+ l 1

х
Analoji qayda ilэ,

1i- _l :iп6(х)+ rrL.
c-+\x-i€ х

Веlэliklэ, D' -dэ:

l_
й =тtп6(х)* u;.

D'-xэtti fэzа olduýundan, buradan gtxtr ki, -+ с D'.x-l0
Kvant mexanikasrnda 6* чэ 6- kimi iki funksional geniq tэtbiq оluпur:

d*=6* | *L

6-

2

6
2 2iп

(burada d-Dirak funksiyasrdrr)
Buradan аltпш ki,

,6 - 6+ +r-

х

;t
1

l
= 9-,

х

1l +-x-i0 r+i0 = 6(r)
2iT

Мэsэlэп, d* bela funksionaldrr:

eQ)- е( ")(r-,r) =f,ob)-*j
х
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5. Daýllan iпtеqrаllагlп rеqulуаrlа9dlгrlmаsr. Tutaq ki, /(х) mfiэу-

уэп -tr. поqtэsiпdэп bagqa hэr уеrdэ lokal inteqrallanrr (mэsэlэп,
1

"f 
(")= а funksiyasr х =0 поqtэsiпdэп baqqa hэr уеrdэ lokal inteqral-

х
lanrr). Bu halda V Q cD tigtin

(1)IlGb@a"
со

inteqralr timumiууэtlэ daýrlandrr. Lakin, э8эr х = хопёqtэsiпiп miiay-

УЭП U(xo ) atrafinda Q = }оlаrsа, onda (1) inteqralr yrýrlrr. Еlэ F с D' -

funksionah qurmaq istayirik ki, U("n) atraГrnda stfir olan btittin
(р е D еlеmепtlэriпdэ (l) ilэ йst-iistэ dtigstin.Bu halda Д funksionalr
(l)-in (чэ yaxud f (") funksiyasrnrn) requlyarizasiyasr adlanrr. Веlэliklэ,
аgэr еlэ F с D' чаrsа ki, хо -rn m{iэууэп аtrаГtпdа 0-а ЬэrаЬэr olan bti-

tiin Q с D funksiyalarr tigtin (r,rр) = lf QbG)a* оlur, onda F
funksional, /(x)-in requlyarizasiyasl аdlапrr.

Misa|. .f (*)= 1. ,.'. ьir гunksional quгаq:
х

yQcD tigtin

(р,р) =-i ф * \ 
е(")-е(Фа- -W-, (а,ь > о)

-оо -а Ь

(2)

Asan yoxlamaq оlаr ki, F е D'. Эgэr р(0)= 0 isэ, buradan

(г,р) = [f (-\р(")а"
aо

_со

altntr, dеmэli F funksional, ./(") -in requlyarizatorudur. Веlэliklэ,

f(") sinqulyar funksiya olduqda F с D' funksionalt xo-dan kэпаrdа

f (") ilэ i,ist-tistэ dtigtirsa, onda F -э /(x)-in requlyarizatoru deyirik.

Lеmmа. utaq ki, mtiэууэп m> О эdэdi tigtin |х|' /(x)-hasiri
lokal inteqrallanandrr. Onda (l) inteqralr rеqulуаrlаgапdrr.
Doýrudan da, mаsэlэп, requlyarizasiyanr Ьеlэ dtisttirla tэуiп etmak olar:
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(r,р) _ Ir(" fr(") - уL fr=o "k 
0(- |"l) dx (3)

ф

_оо

,(ъ)
k|

)0

(burada p(r)-crn onun теуlоr dtisturuna ayrrlrgrnda 1lk m + 1 hэddi

gжtlrr. Onda qalrq hэddiп tэrtiЬi >l"|' оlаr).

Gоstэrэk ki, Л с D' . O(t -|х|) -Heuisayd Гunksiyastdtr, l"l 't -

olduqda O(t -|rl)=o. onda t R, (r)-qalrq hэddidir).

(р,р) : Ir(in-(*Vr * IrG\lG)a- = J, + J2, (4)

1,1.t |,|rt

Burada teoremin gэrtiпi чэ

lл", (r) . -u"|p(,-')(6)|r|'-',
паzэrэ aldrqda,

ff(,)K",(, < -uл|р('-')(6l Jr(")r|' dx <о,

1,1.t
,l.t

l1,1=

ll
ll rl =[Jrьиь*l =,.Jr,,'-'' ff *< -u*|p(,|,,,ff(")"|'a* . .о.

alrrrq. Веlэliklэ, V Q €Dtigtin (Р,р) sonlu эdэddir. Qч + 0 (D -dэ)

olsun. Onda suррQч с|- ,a,Af чэ ,"ple|)("l- O,v -+оо olur.

Bu halda

l(",r")l = iщllrP-"(r)'Jr(,) "|'*' 
d"- 

рз}lи 
("),,JrG),|' оЬ

|(r,r,)| -+ 0 otur, уэпi

Веlэliklэ, F с D'.Эg., р(о): 0 olursa, onda bu halda

(р,р) = IrQ\lQV-.
Demэli, F /(x)-in requlyaгizasiyastnt чеrir.

Qeyd. Эgэr V m:0,|,2,... iigtin ela А_эdэdi varsa ki,

mi.inasibэtindэn 9жlr ki, v -+ ф olduqda

F D -dэ kэsilmэzdir.
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l/(") ,+
|"|

olur, onda l"l - 0 olduqda f (") funksiyasr j, -', istэпilэп dэrэсэ-
|"|

sindan daha yiiksэk stirэtlэ sonsuzluýa yaxtnlagtr. Вu halda /(х) sin-
qulyar funksiyasrnr requlyalagdrrmaq mi,imkiin olmur.

Мэsаlэп, l/(") 'пЙ , 
х )0 olduqda f(") funk ' 1

:Slyasl 
й 

-п Б-

tэпilэп dэrэсэsiпdэп daha tez sonsuzluýa yaxrnlagrr.Ona gоrэ dэ bu fun-
ksiyanrn requlyarizasiyasr miimki.in deyil.

б.Umumilаgmig fчпksiуаIаr iizarinda bаzi аmаllаr. Yerdayigma. 1 
0. 

Тrr-
taq ki, f (t) -aaiГunksiyadrr. Onda rQ - a)-adifunksiya olar, bu halda

(r(, - о),р) =-!r(, - o\p(tPt :-1rфr(t + oPt = (f ,,р(,+ о).

Bu ЬаrаЬэrriуi i*tifI i Т cD'iimumi"T-'u funksiyasr tiqtin tэrif olaraq
qэЬul edirik:

(Г(r - "),р) = (Т,,р(" * 
")) 

.

Веlэ olduqda Z(х - о).D' olur чэ о, 7 -пiп а qэdэr sola stiri,igmэsi
(уеrdауigmэsi) adlanrr.Xtisusi halda,

(а(r - о),р) = (r, ср(" + 
"))= р(о),

(а(х + о),р) = q(- о\

2o.Tutaq ki, /(r) -aOi funksiyadrr. Onda l@t) -adi funksiya
olur (fr : сопst ). Dеmэli

(r @,),,р) = ! r @t\lQv, : f, t r eb(i\, = 

Й(r, 
rt;))

Вu ЬэrаЬэrliуi V7 с D' iigtin tэrif kimi qabul edirik: Оgэr Z с D', onda

(т(tсt),я)= 
fr(r,r(;))

Веlэ olduq аа T(kt)c D' olur.

Misal l.T = dQ). OnCu
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(a(tz),) = 
fi 

(rt,)r[;)) : 
fr 

я(о) : (йr,,),
buradan

1
а(и)

lkl
d(/)

Xiisusi halda (t = -t),
,(/)= д(- r)

уэпi d(r) -ciit <funksiyadrr>.

30. irrdl tutaq ki, а с С- (Л) u. f (t)-aai funksiyadl r. Опdа af ,

adi funksiyadtr чэ о, rеqulуаr fuпksiопаl tоrэdir: V р с D iigiin:

("f ,q) = I"0r(t\p(t)at = IrQ\"QfuQ)]at = (f ,оч)

Buna uyýun olaraq Т с D' ixtiyari olduqda аТ Ьdrе tэуiп edilir:

(оТ,р) = (Т ,оQ), аср с D.

Onda аТ cD'olur,
Misal 2. Xtisusi halda, Y а сС tigtin

("(,)r(,) а) = (6,оQ) = аQl t=o = 
"(О}р(О)= 

(о(О)Д (,),р),

уэпiVссС tigiin

,(,)r(,)- о(о)а(r).

Dеmэli d(-r) ГunKsionalr уаlпtz х = 0 noqtэsindэki qiуmаtlэrэ <<reka-

Slya) чеrlr.
xtisusi halda

r . 6(r) = 0, х* 6(")= 0,m > 0

sinx.d(x)=9,
cos r.a(r)= d(")

е" а(х):6(")

Misal 3. Gбstэrэk ki, х , llL:l.
х

Doýrudan da, V Q с D tigtin alrrrq

1
х . !Р -,срх

со

чD l !9а"
'Jx

_со
\= 1r1,"р\:/ \х l

=(1 )а
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уэпl

х , ,!! =l.
х

7. Umumilaqmig funksiyalarrn чurчlmаsl. Biz gёrdtik ki, 7 с D' ol-

duqda V а с С-(Л) figfin аТ с D' оlur. Xtisusi halda,

"(r)а("): "(о)а(") 
olur. Qох maraqlrdrr ki, miiэууэп qayda ilэ

D'daxilinda еlеmепtlэriп hasili tэуiп еdilэ Ьilэrmi?

Qeyd еdэk ki, hэttа adi funksiyalar fэzаst (Е) Сахltiпdэ еlеmепtlэ-
rin hasili fэzаdап kэпаrа grxa Ьilэr.
Мэsэlэп,

1

f (*)=

п
сЕ

1

olsa da f'(*)=j,еЕоlur. Нэr Ьir adi funksiya eyni zamanda ham' 
|"|

dэ timumilэ9mig funksiyadrr. Dеmэli, D' fэzаstпdа чurmа эmэli kоr-
rekt deyil. Umumilэgmig funksiyalar пэzэriууэsiпiп banisi Loran ývars
gёstэrdi ki, D' fэzаstпdа kommutativ чэ assosiativ olan чurmа эmэli
daxil еtmэk mtimki.in deyil. Эgэr bela olsaydt, onda Ьеlэ Ьir ziddiyyэtli
zэпсir gечirmэsi dоýru olardr:

0:0 . ipL =(х a(x))z
х

iki f ,gcD' iimumilэgmig funksiyaslnln hasili f .g о zaman
mэпаlt olur ki, birisi na dэrасаdэп sinqulyar olduqda, digэri hэmiп dэ-
rэсэdэп dэ requlyar olsun. Маsэlэп, а(r).6(х) hasili mэnastzdtr, la-

kin а("). 6(r _1) hasili manaltdtr чэ stfra ЬэrаЬэrdir, gtinki d(х)
sinqulyar olan oblastda (х = 0 пёqtэsiпiп эtrаfiпdа) а(" - t) rе-
qulyardrr (чэ srfra ЬэrаЬэrdir) чэ tэrsiпа.

D' daxilindэ Ьеlэ Ьir tэпliуэ baxaq:
х-Т:0.

Bu tэпliуiп mэсhul Т hэllini tapaq. Bilirik ki, х. 6(*)= 0, уэпi d(х)
bu tэnliyin hэllidir.

Taklif. Т с D'-ixtiyari timumilэgmig funksiya olduqda
х-Т =0 (1)

olmast iigiin zэruri чэ kafi qэrt
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т = с6(х) Q)
olmastdrr, с: сопSt.

Doýrudan da Т :с6(х) olduqda х, 6(x)=0olduёundan
сrd(х): 0 olur. indi tutaq ki, хТ = 0. Onda V Q eD tigtin

\"Т,р) : (Т ,х9) :0 ,

Dеmэli, (1) olduqda Т funksional| хQ hasili gэkliпdэ olan btitiin

Ф = 
"Q 

е D еlеmепtlэriпdэ srfra ЬэrаЬаr оlur.

Gоstэrmэk оlаr ki, ф . D elementi ya|пtz о zamaг

tl = х,Q, рс D hasili kimi yazrla bilir ki, /(о)= 0 olsun.

Tutaq ki, 0 cD -qeyd olunmug elementdir, Ьеlэ ki, а(О)= t .

I}еlэ еlеmепtэ baxaq ki,

х = Q -,р(ОР("). D.

Onda хФ)-0,уэпi z-xp. Onda

(т,z): (т,,р - ,р(0)0) _ (т,,р) - ,р(о\т,0) (3)

ýэrtэ gбrэ 0 с D - qeyd olunub, опdа (Т,0) чiчmэti qeyd olunmug

е'dэddir, onu с ila igаrэ еdэk: (т ,0) = с, Веlэliklэ (3)-dэп аlmtr ki,

g _ (т,хср): (т,р) - ,аР)= (T,el - kа("),р),
Ьurаdап

r = с6(х).

8.ijmumilagmiq fiiпkфапrп lokal xassalari. Dagryrcl qoxluq. дrtrq biz
bilirik ki, timumilэgmig funksiyamn ауп-ауп пбqtаlэrdэ qiymati уохdur.
Мэsэlэп, Ьеlэ dеmэk dtizgtin olmaz ki, _f с D' timumilэgmig funksiyasr

.ro поqtэsiпdэ stfrа ЬэrаЬэrdir. Lakin опuп х0 пбqtэsiпiп miiаууэп эtrа-

frnda srfra Ьэrаьэr olmasmt korrekt izah еtmэk mtimki.indi,ir .

Tarif. Tutaq ki, _f с D' ча G с R -mtiэууэп oblastdrr. Эgэr

\/ (р сЛ(С) tigtin (7, а) : О olursa, onda deyirik к, G -d" _f = 0 чэ bunu

f=O,xcG
ltimi yazrrrq.
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Таrifэ gоrэ D(G)-duq,yr., goxluqlarr G -dэ уеrlэqэп biitiin р с D
эsаs funksiyalarr goxluýudur. Dеmэli, ср с О(С) olduqda
suppp(,")-Golur, yani x€Golan пёqtэlэrdа hэr уеrdэ ср(х)=0
olur, yalntz х е G olduqda ,р(")+0 ola Ьilэr.

Эgэr /(x)-adi Гunksiyadrrsa G -dэ sanki hэr уеrdэ f (-)= 0 ol-
duqda о, hэm dэ timumilэqmiý Гunksiya kimi dэ G -dэ sfrr olur.
Doýrudan da, v р с D(G) tigtin

(f ,ч1= IrQ\lQM" = Ir$\lQ)d* + lf QbG)a" =о

со

_со G R\G

(1-ci toplanan /(x)-i", 2-ci isэ p-in hesabtna sfir оlur). Dеmэli adi
funksiya hэr iki mэпаdа G -dэ stгrrа Ьэrаьэr оlur.веlэliklэ, daxil еdilэп
tэrif adi tэriгrп davamt olur.

Tarif. Tutaq ki, -f с D' . Эgэr xu nбqtэsinin heg bir эtrаfiпdа

f =0 оlmursа (hэr эtrаfdа _f +0 оlursа), onda хо пбqtэsi f fлп-
ksionalr ijg;jп ciddi пбqtа adlanrr.

Bi,iti.in ciddi пбqtэlэr goxluýl f -лп dagryrcr qoxluýu (daqryrcrsr) ad-
lашr чэ Supp / kimi igаrэ olunur. 

'0 csuppf olmast iigiin zэruri чэ
kafi gэrt х0 -m istэпilэп эtrаfiпdа "f + 0 olmastdr. Мэsэlэп, х : 0 пёqtэsi

f (*)= 
"' iigiin ciddi поqtэdir (hэmiп поqtэdэ r(O)= 0 olsa da).

Dеmэli, аgэr хо noqtэsinin еlэ эtrаfi чаrSа ki, оrаdа _f = О, onda
хо ciddi пёqtэ deyil. Agkardrr ki, daqryrcr goxluq qapalr goxluqdur. О
hэm da еlэ minimal qapalr goxluqdur ki, ondan kэпаrdа ,/ = 0 olur.

Dagtyrcr goxluq mэhdud olduqda f -fiпit funksional adlanrr. Эgэr
supp /daqrylcr goxluýu Лgoxluýuna daxildirsэ, dеуirlэr ki, f i,imu-
milэgmiq funksiyasr Л goxluýunda сэmlэпiЬ: supp f - F.

Misal. supp а(r)= {О}.
Bunu gоstэrmэk iigi.in gэrэk gоstэrаk ki, х = 0 nбqtэsinin ixtiyari

atrafinda_ 6 * 0, bundan эlачэ hэr bir х # 0noqtэsinin еlэ эtrаft чаr ki,
оrаdа 6(")= 0 olur. G ilэ r = 0 nбqtэsinin ixtiyari эtrаfiпr igаrэ еdэk.
Onda Л(С)- yalntz G -dэ sfirdan fэrqli оlап ср с D asas funksiyalarr
goxluýu tigiin
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(aG) eG)): р(о)* о.

indi tutaq ki, xg *0 чэ lr(ro)- ,о-m еlэ эtrаfidrr ki, о, G ila ka-

siqmir: ll(*)n G = О . ОпdаV Q с OQl(xo)) tigti" alrrrq:

(а,р) = р(0)= 0,

gtinki о cV(x) u" а ancaq |rG) -da srfirdan Гэrqlidir. Dеmэli,

6=0, хсV(х).
Natica. suрр6(" - о)= {о\.
ixtiyari Т с D' funksionaltna baxaq. Tutaq ki, G еlэ maksimal

clblastdrr ki, orada Т :0.0nda Л: Л \ Gеlэ minimal qapah goxlu-
сlduг ki, orada Т +0. Bu halda Дgoxluýu Т -пiп daEryrct gохluýu adla-
1Iш чэ F'= sup рТ kimi igаrэ edilir.

Маsэlэп, d(")= О, х +0 olduqda. Dеmэli, С = {Л \ 0} oblastrn-

са d(r)= 0 чэ bu maksimal agrq goxluqdur ki, orada б = 0. Onda

Д = {Л \ G}= {0} biretementli goxlugu d(x)-in dagryrcr goxluýu olur.
Taklif. Tutaq ki, .f -finit funksionaldtr, эgоr (р с D эsаs Гunksiyasr

Supp _f = F goxluýunun miiэууэп эtrаfiпdа srfra ЬэrаЬэr olursa, onda

\f ,р)=0. Xtisusi halda, ср 1lэ /-in dagryrcr,goxluqlarr kэsiqmэdikdэ,

1эпi
supp(p л supp _f =а (* )

olduqda (f ,е) = 0 оlur.

Doýrudan da, tutaq ki, rб € s uрр ,f .Bu о dеmэkdir ki, хо ciddi

nёqta deyil, опuп еlэ U(xo ) эtrаГr чаr ki, orada ,f = 0 , х с U("o )
FIэr хо € sup р f rqПп Ьеlэ Ьir эtrаf чаr, onda Ьu kimi biittin эtrаflаrtп

сэmiпi G ilэ iqаrэ etsak, _f =0,xcG olar. (*) gэrtiпэ gоrэ

s,uррQсG.Dеmэli, G-dэ Q+0, аmmа _f =0, уэпi ("f ,rр)=О
оlаr. Мэsэlэп, suррД = {О}. Эgэr suррср с {х + О\ isэ, onda

(а,р)= р(0): 0,giinki 0 с supp ср .

Веlэliklэ, / iimumilagmig funksiyasr G оЬlаstrпdауаlпlzчэ yalntz

о zaman sfir olur ki, hэr bir х с G пёqtэsiпiп mtiаууэп эtrаfiпdа

"f = 0 olsun. Нэr nёqtэsinin atrafinda srfir olan funksional oblastda
slfir olur чэ tэrsiпэ. Вurаdап gtxtr ki, i.imumilэgmiq Гunksiya oziiniin lo-
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kal qiуmэtlэriуlэ tаmаmilэ tэуiп olunur, hэr пёqtэпiп atrafinda опuп
qiymatlэri malum olduqda biitiin fezada о, tэуiп olunmug olur.

ý 4.Umumilagmig funksiyalann
difeгensiallanmasr.

l.Таrif ча misаПаr.Umumilэgmig funksiyalar aparatr klassik anairiz
поqtеуi-пэzэrdап diferensiallanmayan funksiyalarr da differensiallamaýa
imkan чеrir. Buna sэЬэЬ tбrэmэ anlayrgr tэriГrпiп miiхtэlif olmastdш.

Fэrz еdэk Ki, f (t)-adi kэsilmэz-diferensiallanan funksiyadrr. Onda

f (t) vэ f '(t) requlyar funksionallar tёrэdir. Bu halda V Q cD tigtin

(f ,,p):*S_r,{,\r{,y,
_со

inteqralr yrýrlrr. Buradan hissэ-hissэ inteqrallamaqla alrrrq

(f,,p) - lf,Q\pQ)at = tQp@t:-- IfQYl,Q)dt _

_ - If Q\p'(t)at : -(f ,ч')

Веlэliklэ, f '(t) tоrэmэsi otan /(r) adi funksiyalarr tigiin

(f',p) = -(f ,р') (1)

ЬэrаЬэrliуi hэmiqэ doýru olur. (1) ЬаrаЬэrliуiпi ixtiyari f .D' timumi-
lэ;mig funksiyasrntn tёrэmэsi kimi qэЬul edirik.

Terif. _f . D' olduqda

(g,р)=(f,-ч'), QcD (2)

di.isturu ilэ tэуiп еdilэп g funksionah f -in tоrаmэsi adlanrr vэ .f 'kimi уа-
zt|t .

Agkardrr ki, g :D -+ R Гunksionaldrr. Веlэlikl", _f 'tёrэmэsi D
fэzastnda tэуiп olunmug funksionaldrr чэ опuп (f',p) qiуmэtlэri /
funksionahnln - р' поqtэlэriпdаki (f ,-р') qiуmэti чаsitэsilэ taprlrr.

Вэzэп adi funksiyadan fэrqli olduýunu qeyd еtmэk iigiin / funk-

sionaltntn tоrэmэsiпi .f ' u" у^ + kimi igаrэ edirik. Bu halda (2) tэrifi
dx

bu gэkli alш f с D' iigtin /' tоrэmэsi
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(з)

чэ yaxud da
(f ' ,q) = (f ,-о') (4)

dtisturlarr чаsitэsilЭ tэуiп olunun .f 'funksionalrna deyilir. (3) ЬэrаЬэrliу

gostarir ki, adi mэпаdа tёrэmэsi olan funksiyanrn timumilэgmig mэпаdа
da tёrэmэsi чаr чэ опlаr iist-i.istэ diiqiir.

Теоrеm. (2) ЬэrаЬаrliуi ilэ tэуiп olunan g funksionalr D fazastn-

da хэtti чэ kэsilmэzdir, уэпi g е D' .

isbatl: хэttiliуi yoxlayaq: v Q,ф е D чэ )",р эdеd|эri iigtin

(g,lp+ рф)=-(f ,U.o- рфl)=-(f ,).ср'+ рф'):-1(f ,а'|- p{f ,ф')=

== l(f',ql + p(f ',ф) = л(в,оl + рG,ф),

indi tutaq ki, Qu3g.g'6u а'"З0 оlur. f . D'funksionalr

kэsilmэz olduýundan,
(g,Q")=-(f,р;)-0 v+ф

olur. Веlэliklэ, g cD' . Bu onu gоstэrirki, V/cD'iigtin f'eD' ollr,

1,эпi hэr bir i.imumilэqmig funksiyanrn tёrэmэsi dэ timumilagmig funksiy-
adtr.

Netica. f .D'olduqda .f'.D'чэ f"=(f,| olduýu iigiin

.f " с D' оlur. Bu qayda ila V Ё tigtin 7(fr) е D' altntr. Веlэliklэ, hэr Ьir

iimumilэýmig Гunksiya sonsuz tэrtiьdэп diferensiallanandrr.
induksiya metodu ilэ asan yoxlamaq оlur ki, v k tigiin

(fro' ,r): (- t)o (f ,r(О)), k =1,2,...

Misal 1. 
' 

- funksiyanln tоrаmэlагi:

(r,о,,r)= (_ 1)О(r,r'О')= (- t)orl'')(o)

)/эпi d(t)(") b.t, funksionaldrr:

,(о) : а +(t)kp(t)(o).
Misal 2.Hevisayd *"nr'l]r,,"," 

[:-;r] 
Веlэ funksiya verilir.

d(х): ]\ / [0, х<0.

Df
dx

р = (7 ,-Q') ,
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Bu funksiya lokal inteqrallanandш, х # 0 оlап,hэr уеrdэ adi t<irэ-
masi чаr чэ 9'("r)= 0. Yalnrz r = 0 пёqtэsiпdэ kэsilir чэ bu псiqtэdэ on-
uп adi tоrэmэsi yoxdur. d(x)-in bi.itiin эdэd oxunda baxdrqda onun
timumilэýmiq Гunksiya mэпаdа tоrэmэsiпi hesablayaq 0(") adi funksi-
уа kimi requlyar Гunksional tёrэdir, onu d ilэ igаrэ edak чэ 0 е D' -iп
tоrэmэsiпi tapaq:

Тэrifэ аsаsэп V Q cD tigtin altrrq:

(о,, р) = -(0, р,| = - lr(*)r, 
(*М" : - lr' GV, = -,р(") t t = р(0) = (6, Q),

0

Ьurаdап

0' = 6(*).
Belэlikla, d(.r) adi funksiyasrnln х = 0 поqtэsiпdэ kэsilэп funksiya ol-
masr onun tоrэmэsi diisturundu 6(х) sinqulyar funksiyasrnln уаrапmа-
stna sаьэь olur.

llll,

Misal З.|"l ,l"l ,l"l - ?

|x|-tot at inteqrallanш чэ hэr уеrdэ kэsilmэzdiг, lakin r = 0 псiqtэsiпdэ
onun klassik mэпаdа tсirэmэsi yoxdur. Biz btitiin fezada bir Гunksional
kimi onun tёrэmэsiпi tapaq. D'-dэ tоrэmэпiп tэrifiпэ gёrэ v р с D
iigiin alrrrq:

0со
(И',,) = -(|"l, р,) : - !|"|r,Ьw : -"!"Ф, -"!|*|r, :

-со 0

= - lbiB" "|р(rР" - (sigп х,ср),

0"о
= t"rp' - ["r' - хр l|--

-со 0

0о оо

= P(ip+ Irbbb
-со 

--

0

-Iфх -хrрl; * jе = -
0"о

lч* tч=
-со 0

хР* =

_со

buradan

onun kimi dэ:
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,,)= ((Е|
ll

|"l ,):

QmOю

=-lsigп ".р'QW=- lsigп "Q'-lsigп 
rQ': lo'- !r'=

0-со0

)

0

{

|"| ,р' ='-(sigп ,,Q') =

: Q lo__- р lT: р(0)+ е(0) =z,p(o)= (26,rр),

Ьurаdап

Aqkardrr ki,

оlur

|rl" : z6(x).

|x;("'l = 26, , |4("l - 26n ,

Qeyd.|x|-aOi funksiyasrnrn 2-ci tэrtiЬ tоrаmэsi sinqulyar funksiya

Misal ц. f (r)= h|x| Jokal inteqrallanan funksiyadrr. Gсistэrэk

kt, D' fэzаstпdа
1

- ?_.
х

Doýrudan da,

( dil

(t,1,1i, ф 
= ]ro1,; е,) = - J,ц1и ьw =

= - l"l!И ЬУ* - Ir4Ц,л ЬУ" = J, + J 2,

Ф

0

Ьurаdа
0

', 
=-_|l";т19'(х}у=-

ln (--r)Kp("):l- Т 
*9)*l=-r*ГспЕ)р(-,)* 

Т 
ч-(*)7"l

4 _т -_l ;-.*TL* /'\ ' '" х 
_]

i' е "}р'("Е, = - lЧ Т* е ;}р '(х}.т =

-сa -rJ

},{

Analoji qayda ilэ
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-r, - -Jh|*|ч'(rР*: -lim l|п xrp'(xYlx:
0а

: -,,,d,, " ср(*) t ; 
al* d"1:

=,",*[- (rпя)е(я) - t9 *1
Веlэliklэ, aldrq ki,

(0" Bti,r) = J, t , = 
',"т. 

(rn я[е(а)- е( ,)] * "o-iý а, =

=,рrаG)-а" =(uL,r\.
_"n х \ х l

Dеmэli, (l"|ii = rpL.
х

Qeyd. Agkardrr ki, liц ln я |eG) - е(,)] = 0.

Misal 5. Agaýrdakr iimumilэgmig funksiya verilir:

у=*! :{"^, Х)0,-1 <),<0.
[. 0, J(0,

Bu- lokal inteqrallanan funksiyadrr. Lakin onun adi tёrаmэ,i )х!-|
lokal inteqrallanmtr, уэпi

со

(u|') = I^ "1-| 
,р(")а" (-)

inteqralr daýrlrr. Lukirr0bu inteqrala miiаууэп mэпа чеrmэk mtimki.indiir
(onu rеqulуаr etmak оlur). Alrrrq:

со со

(у',р) = -(л,Q') = - l"^ ср'(")а* - - liч !"l ,р'(r)а".
0 с-->0 u

Burada Q'dx= du,x1 :V,Ц =ср(х)+С gбtiiriib ,чэ С = -р(0) gёtii-

ri,ib чэ 
"lLpG)- е(0)]э 0,а + 0 olduýunu пэzэrэ alsaq,
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ф

0

оlаr. Bu inteqral yrýrhr чэ daýrlan (*) irrteqralr olaraq mэhz (* *) iпtеч-

(у',р)= J[я(r) - а@У*1-| d"

(^!-' ,а) _j lд,l - a@)1L,1-| d"

Веlэ olduq du у' - )*|-'с D' оlur

(** )

ralr gбttiriiltir. (х *.) ьэrаьэrliуi ilэ tэуiп oluna п у' :Ь/ ) *"osionaltnt

tэbii olara о )*!-'kimi igаrэ edirik. Веlэliklэ:

n, -b!l = u|'.
Bu funksional requlyar Гunksional deyil, lakin опu

gэkliпdэ Ьа9а diigdiikdэ alrnrr ki,

(x ,r.) inteqralr

Lemma 1.

уэпl

xtisusi halda

t_ l \. П|. s\n-.)\ ',' fu-*\" 7х'60) =
m 1п,

0, ш)и,
Doýrudan da, mэsаlэп,

("- 6,-,,а) = (6r,,"*Q) =(_1),(6, G. rl'')= (_l), Q, . rl^' l,=o =

: (- t)' Ь- )'' r(, ) * *Q*)''-" р'(") * ... + 
"^ 

ср(') (r)}=, =

: (- t)' . mlсlо): ((- rГ *;6,,р),

х'6@) = (- tГ .m|6(х) 
.

х6' = -6, х6" = -26', х'6' =0,

х.6@) - _m.6(,-t)
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60) -nin mэхsusiууэtiпi уох edir, пэtiсэdэ 0-а ЬэrаЬэr almtr.

Lemma 2. а с Сф olduqda:
a(r)at't Р; = a(9)6t,l( t) _ mа, (o)at,-l) (r) +

* 
*(Ч,-')с,,(0)6(,-, 

t (, ) * + (_ l )., 
(-) (o)aQ 

).2!
Xi,isusi halda,

а6' : 
"(о)Л'(r)- "'(o)a(r).Dоýгudап da,

:ff Б ;,l"f] 
" 
д| _y:r'*,,,

buradan, (5) аlrпrr. Bunun kimi dэ
a6'(t - to)= o(to)a'(, - t)_ a'(to)a(r - r, ).

2.Tiiramanin bazi xassalari. Tutaq ki, а с С- (R) -ronr.,z diferen-
siallanan funksiyadrr. Onda V Q eD tigiin аQ €D оlаr ve f с D'
olduqda (f ,"ч) qiуmэti чаrdtr.

Xassa l.V f с D' iigtin

(of)' = a'f + af ', (6)

isbatl: Тэrifэ gбrэ V Q € D i.igi.in alrrrq:

({"Л',r) = -(of ,р') = -(f , оср') = -(f , оrр' + о' Q - а' Q) =

= -(f ,Ь ч)' 
) 

* (f , о' ч) = (7', о о) + (а'7, 7r) = (of ' + o1f , Q),

buradan (б) ahnrr.

Xassa 2. Tutaq ki, D =+.Веlэ polinoma baxaq'dx

Р(Л) = aoDn + arD'-'+ ... + а" =iaoD"4 ,
t=0

Belaliklэ, 
"- 

5@ (х) эmsаlmdа mэxsusiyyat dэrэсэsi m > п olduqda

(5)
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4, -sabitlэrdir. Onda / с D' tigtin

P(o)r : aoD" _f + a,D'-l f + ..,+ a,f ,

(p@)r,al = (f ,(-|)' ooQ\l + (- l)"-' а,ср('-') *

= (f ,р(- о)р),

(p(o)f ,,р) = (f ,r(- D)a),
Ьurаdа

р(- д) = ао(- D)" * о,(- D)'-' + ",+ an,

Р(- Д) ореrаtоru Р(Л) diferensial operatorunun qoýmasr adla-

Iur чэ onu аdэtэп Л- (Д) kimi igаrэ еdirlэr:

Р-(Л) = (_l)'aoD' + (- l)" 'a,D'-' +.,.+ qп.

I}еlэliklа,

(р(о)r,ч) = (f ,r-(л)е)
Qeyd. .f с D' timumilэgmig funksiyaslnln iimumilэgmig tоrэmэsi

_f ' adifunksiyadrrsa, onda ,f ' ilэ /'(х) adi tоrаmэsi tist-i,istэ diigi.ir.

Doýrudan da, f ' = g(") adi funksiya olduqda

аа+
)

уэп1

х

h(")= IgQVt

rпtitlэq kэsilmэzdir чэ s.h.y. h'("): gb) -adi Гuпksiуа оlur. Buradan

alrrrq ki,V f е D' iigtin

(lr',p) = (g,р) (s)

Digэr tэrэfdэп, f' : g(r) olduýundan

(f ',q) = (g,p) (9)

(8) чэ (9)-dan gtxtr ki, (П',р) = (f ',Q),

уэпi /'(х) = h' =g'(")
Ьurаdап

f(")= lgQ)d, * с,
х

0

уепi f -adi funksiyadrr чэ s.h.y. f '(")= g(")
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Эgэr /(x)-in adi tсirэmэsiпi "f'(") igаrэ еtsэk, onda g = /'(х) оlаr

Хаssа3.Эgэr _f =0,xcG isэ,опdаDОf =0, xcG
Doýrudan da, gсistэrэk ki, V р с Л(G) tigtin

(о" ,,,) = о,

ýэrtэ gёrа v Q сЛ(С) пепп (f ,Q) = О. onda D" Q е Л(С) oldu-

ýundan,

(о" .f ,r) = (_ lY (f ,о"р) _ 0.

Buradan gжtr ki,

Natica. suрр Do f с. supp f .

Xassa 4. Difrensiallama эmэli kэsilmэzdir, уэпi еgэr fn37 
'r.,D,

опdаVаDОfп+DОf,п-+ф.
Doýrudan da, п -) оо olduqda V ср с D

(о" f",p):(- ,)"| (f",o",l)-+ (- D" (f ,D" r| _ (о" f ,r),
уэпi

D"fn-Dof, п-+ф.
Natica. Yrýrlan ardrcrllrýr istэпilэп qэdэr diferensiallamaq olar,

пэtiсэdэ limit funksiyanrn uyýun tбrэmэlэri аlшаr.
Klassik апаlizdэ bu tэklif doýru deyil.

Misal. f,(")=1rinn". Bu adi funksiyalar ardrcrllrýtdш va hэr
п

уеrdэ mtiпtаzэm olaraq srfra yrýrlrr:

lr(r) =*-0,z -+ m.

Lakin fi.,(")= соsи.r tбrэmэlэr ardrcrllrýr heg bir limitэ ytýtlmш, xtisusi

halda, f;(")-+ 0 оlmur.

Lakin f i'Q) -*ii,',,i",;Ti= 
_ ;; lр, QM*,
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Ьurаdап alrrrq ki,

If,G\l'Q
ь

а

|ъ
Иl= рзj le'(,) Лr(х)dх <

l "-^-- а

= 
l(u - о)mа1 lp'(r) -+ 0, п -) ф
П а<х<Ь'

уэпl
(f;,,р)э0, vcpcD

Dеmэli
f; +0, D'-dэ.

Bunun kimi dэ fn-inbiitiin tбrэmоlэr ardrcrllrýr

f:, .f:, --., flo),.

D' -de srfra yrýrlrr.
Doýrudan da, mэsэlэп,

(.il',,р): (f 
",Qп)= lf "Q\l"("P* - Р"

со

_со

ь

tf,Gll"Q
Lakin

lъ

lI
lo

fnQlp"(" ( max |o"Q\I|f"(")a" =х

ь

а

= 
l -u* lр" (rl, Ф - о)-) 0, п ) ф,
П х 

l' \ ,l \

уэпi
D'

f:+0, п -+ ф-

Natica. D' fэzastnda V fr tigiin

,l* cos пх+0, п -) ф.

иk sin пх +0, п -) ф.

Qeyd. D' -de yrýrlma anlayrgrnr funksional stralara da tэtbiq еtmэk

оlаr. Tutaq ki, adi funksional stra verilir:
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со

Zuo("): s(")
k=1

Burada Uo (x)-adi Гuпksiуаlаrdrr.
Эgэr,Ьu stra эdэd oxunda hаr kompakt goxluqda mtiпtэzаm yrýtlrsa,

onda ý(х) adi funksiyadr. Bu halda bu srant D' fэzastnda istэпilэп qэ-
dэr diferensiallamaq оlаr va altnan stra D'-dэ yrýrlan stra olar.

Doýrudan da, Vlrl< Л mэhdud х tigiin,

S" (")- 

' 

Uo (")э .S("T) п ) ф.
k=l

Вurаdап grхш ki, ý,,-o,S, уэпi ^S,(х)чэ s(") adi Гunksiyalanntn
yaratdrýr rеqulуаr funksionallar ardrcrllrýr 

^ý 
с D' funksionaltna yrýrlrr.

Onda, diferensiallama эmэli D'-dэ kэsilmaz olduýundan 9жlr ki,
V а i.igйn

s

п

со

со

k=1

п

k=|

D,

Do Sn) Do S,

indi tutaq ki, LI k с D'. Веlэ srraya baxaq

п-)ф

Xi,isusi сэmlэr:

yazl/r:r, Тёrэmэпiп
onda V а iigiin

Ztl о,п =L,2,..

(*)

(* *)

sшas1 ytýtlandшsa,

ZUr.

п

Эgэr VQсD tigtin (,S",P)-(S,qr), п-)ф olursa, dеуirlэrki,
(* ) srrasr D' fэzastnda ,S с D' Ёmumilэgmig funksiyasrna yrýrlrr чэ bu
halda

|r-r
k=1,

хаssэsiпdап 9жlr ki, ( * )

,Sk

D,

DoSn-) DoS,
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Onda

Do S =io.rlo.
'k 

=|

Веlэliklэ, D' -de yrýrlan slranl istэnilэn qэdэr hэdЬэhэd diferensiallamaq
olar чэ пэtiсаdэ alman sшаlаr уепэ dэ D'-dэ yrýrlan оlаr. Klassik
апаlizdэ охýаr tеоrеmlэr dоýru deyil.

Теоrеm. Tutaq ki, A,B -sabitlэrdir чэ miiэууап и i.igi.in

ао|<.а|Ь|' + в. (10)

Onda Loou
k=-оэ

(l l)ib

sшаsl D' fэzаstпdа yrýrlan stra оlur.
isbatr: Klassik апаlizэ gбrэ (1 1) strastntn yrýrlan olmast i.iqi.in zэruri

ýэrt Qп)O,п-)о olmastdtr. (10) qэrti isэ сr.-rtп polinom kimi

artdrýrnr gбstэrir, lakin уепэ hэmiп srra yrýrlan olur ( D' -dэ).
Agkardrr ki, (10) gэrti бdэпildikdэ

m+2

(m + 2|. r"__-,71p1,*'
k*0

slrasl btittin эdэd oxunda mtiпtэzэm yrýrlrr. Onda bu stra hэm dэ D'-dэ
yrýrlrr. Вu halda isэ опu m + 2 dэfэ diferensiallasaq аlшап slra уепэ
D' -da yrýrlan olar. Sonuncu slrапl m + 2 dаfэ diferensialladrqda isэ
(l l) srrasr ahntr, уэпi о D' -de yrýrlrr.

Natica. (11) gэkliпdэ olan hэr bir strada соэmsаllаrt qiiwat

Гunksiyasr kimi аrtап olduqda D' fэzаslпdа hэmigа yrýrlrr.
Veyergtrass sшastnda biz gordi.ik ki,

f (")= Ё """Т 'п=0 /-

slrasl mtiпtэzэm yrýrlrr u" /(х) hэr уеrdэ kэsilmэzdir, аmmа onun heg

Ьir пёqtэdэ tоrеmэsi yoxdur, fоrmаl tоrэmэlэr slras1
со 3n 

aor 3n "2",
daýrlrr

п=0
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U,(*)="r;О igаrэ еtsэk, onda U,(")-adi funksiyadш чэ Vеуеrgt-

rass srаsl mtiпtэzэm yrýrlrr. Onda D' fэzastnda baxdrqda

sn(") =д+'
сэml

уэпl

Buradan gtxtr ki, V а iigiin

Мэsэlэп,VQсDtigtiп

Sn (") э .f ("),

п-+ф.

D,

D'

Sn) -f ,

DoSn+Do_f, п-)ф.

ч l со

_со

(s; ,e) = -(s",p,) ,
2n JrirrЗ' *.rр'(*Р*

(f ,,р) 
= -(f ,р,) = -'

2n Jri,rЗ' ".р'("И*

п=0

со
1

п=0

со

_сс

Buradakr stra V р iigtin mtiпtэzэm yrýrlrr. v --> ф olduqda

t+f' п3П х, р'(*И*- t;fiпз" х, Q,(*V*,

yani

(s; ,e) -+ (f ' ,,р)
оlur. Buradan

S'" -+ _f ' ( D'-dэ).

3. d-чаri агdrсrlhqlаr. Limiti d(r) оlап adi funksiyalar. Dirakrn
d - funksiyaslnt Ьэzi adi funksiyalar ardrcrllrýrnrn D' fэzаstпdа limiti
kimi tэqdim еtmэk оlur. Bu fakt daha iimumi Ьir faktrn пэtiсэsidir. Веlэ
ki, hэr Ьir sinqulyar funksiyanr miiэууэп requlyar funksionallar
ardrcrllrýrnrn limiti kimi tayin еtmэk olur. Laki" 6(х) tigiin bir пе9э
konkret ardrcrlhqlarr gоstэrmэk praktiki эhэmiууаt dagryrr. Веlэ
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ardrcrllrqlarrn biri ilэ biz artrq tanrgtq: о, orta srxlrq funksiyalan ardtcrllr-

ýrdrr:
( з ll

р,(")=) о; , l"l < 
",

[ О, l"l> r.

Biz gordiik ki, zэif limit mэпаdа hesablandrqda,(D -dэ)

}ч р,(")= 6("),

Misal 1. Веlэ bir funksiyaya baxaq

6"(") --{:,
, 

[о,

Aydrndrr ki, е -+ 0 olduqda

6(х)= ж4(")=
hэm dэ

01хlе,
* e|o,rl

Bu funksiya sahэsi 1 olan diizbucaqlr impuls аdlашr, е -impulsun miid-

dэti adlanrr.
1

Веlэliklэ,6"(") funksiyasr eni е, hi.indtirliiyii isa L о|ап di1zbi1caqlr

olur. Onda 6"(r) funksiyasrnr Ьеlэ tэуiп еtmэk olar:

lim6"(")= r(")
е-+0

0о

0 х+0,
.tr=0,

I U 
"(-V- 

= !6,(хР" 
:t,

со

_со

€

0

Ьurаdап
€ф
[а(rИ = lim [а"(,)оь = 1,
J t' 

е-+0 J
0 - --ф

Misal2. Веlэ bir ardrcrllrýa baxaq:

бr(r):
0,

-lц,
I(0,
х>0ke

Gоrэk d(x)-i li.(r) ardrcrllrýrnrn поqtэчi limiti kimi almaq olarmr?
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d(")=;чr-(")
х > 0 olduqda

Jiu6r("): liц*=o,/r-+со k__+a g
х < 0 olduqda lim бо (")= 0,

k-->B

х = 0 olduqda lч r* (r) = lЧ fr = *.
Веlэliklэ, alrrrq ki,

6("): 0, х +0,

ф, Х=0.
Vs > 0 tigtin

IarQV* =| - e-k"
0

Ьurаdап
€ €

Jrt,И 
= }ч РrGV"=}ч(, 

- "-О,)-7.

Dеmэli d(")=}чr-(r) псiqtэчi limiti а(r) Dirak funksiyastnrn

btitiin хаssэlэriпэ malik olan funksiyadrr

Misal3. isbat еdэk ki,

.f,(*)= : -+JЗа(") я -+ 0.
7т х- +Е

Tutaq ki, suppcp.f- A,l} onda Y Q cD tigtin alrrrq

lim(f,, а
1 ..

=-ltmя
v е-+0

г р(х)
l?,"х-+€'

1 ..
=- ltmя

v с-+0 J 2х +€
eQ)

-д

д

) 2а-+0

_ e(0)lim а
7т а-+0

Toplanan inteqrallarr

66

i,#r-*]ч "i,Ч#=J,+J-,
ayrrlrqda hesablayaq



J1

,. =lLu
|п

=Ц.с,2
п

€_z,p(o)
,- 

[;)' 

Е
А

lim arctg- -
е-+0 €

g@ е(0)limя
я-+0

А

7т I
д

indi 2-ci toplananr qiуmэtlэпdirэk, gбstаrэk ki, hэmiп toplanan stfrа
ЬэrаЬэrdir. Doýrudan da, Laqranj dtisturuna эsаsэп,

le(") - е(0) < 
|х| 

mах |я'(Е )l = |"| 
, М ,

Ьurаdа 
M:I.tlzxle'G)

()nda

- е(о) 1

-;---э4х =х'+€'
х
х'+€'

*|=: " 
^!лl

I
, 

!d* . _ Мс. 
|а("_' 

* r'\ _Mc,.ln[r*4]_0, s_-,0
х'+€' 7т ! х'+е' I \ t-i

д

0

Е}еlэliklа, aldrq ki, V ср е D

('"чr, р - (6,Q),

D,

f(x)+6(x) s+0.
теоrеm. Tutaq ki, miitlэq inteqrallan un .fn(x) funKsiyalar ardrcrl-

lrýr agaýrdakr iki gэrti оdэуir:

а)vМ >0 эdэdiiigiiп, 1 М,lЪl. М olduqda (а + 0, Ь + 0)

уэпl

а

|,'y,on| 1k <о

(mi.iпtэzэm mэhduddur).
Ь) ixtiyari qeyd olunmuý 4 чэ Ь эdэdlэri iigiin

u, ^,,_ [1, а<O<Ь olduqda,

I|* V,\"trd*:1o, qаlап hallarda.
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Onda

Buradan gжtr ki, hэm dэ

Dеmэli

Misal4.

D'

f"-+6(x\ п -+ ф.
isbatl. Веlэ bir funksiyalara baxaq:

F,("): lf"t\,
х

_1

{(x)-mtitlэq kэsilmэzdir чэ s.h.y. ri,Q)= 7,Q\bvdrndrr ki,

lim Fn(")=
l, х)0,
0, I(0,

baqqa stizlэ, {(r)* 0("), п ) ф,Ьurаdа о(r)- Hevisayd funksiyasb
drr. Onda buradan gtxtr ki, bu ylýrlma hэm da D' fэzаsmdа dоýrudur:

п-+С1)

D,

D'
Fn-+O, п -) ф

Fi -+0'_ d(") п-)ф.

п-)ф.

2х

е 4',l>0.

D'

f"+a(")

1

2.1й
.f,("):

Gбstэrэk ki, D'-dэ

1,Q)ЗаQ), r -+ 0.

Bu faktr bilavasitэ niimayig еtdirэk (baqqa cur f,(x)-nin d -vari oldu-

ýunu gёstэrmэklэ lemmaya эsаslапmаq оlаrdr), V Q cD tigtin yazlrlq:
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(f,("), r) = ft _У-'', 
rr"Рх = *-Y'Z, dt +

тй iu-'/,leЬ)-,p(o)И-: J, * J2,1
+

_со

JI dt

indi gоstэrэk ki, Jz+ 0, /_+0.Oslindэ Jr-dэ inteqralrn sэrhэddi

|- l,.4] olur, giinki supp а cl- А,А7. Alrrrq:

Ьurаdа

g@)
2Jй

-9
2 go

"l;
,l;:e(0)d€=g9-|u--Z,

2Jп J
_со

1

2"lп

оо

lz^ГГ,Jv
_со

t"-/,1"1*=

l+ 1Г/, lrl)- rr*l = h 1:-,/, 1чG) - о@)а" <

тй -u*|p'(6) лu*|,р' (€). rОS""-'/, О" 
=

1

_д 0

1 *n _.,2/_ l -
< |-u* lч'G), |хе-'/О'4*= f,max le'Gl, lZГt 

,r<' Zrl, а€ =

"lп d 4й 0

= 
}лu*|,р'(с) 

.JГ + : 2^П, 
^u*|о'(€) - 0, r -+ 0.

Dеmэli Jz +0, / -+ 0. onda J, + J, = (а,р).

1,эпi
l _-2/ D'- р- /., +d(х) r -+ 0.

2J;-
t -4о,

Tapgrr.q. -е " -+6(х),s -+ 0.
€

4.ijmumila9mig fчпksiуашп sinqulyarlrq tartibi. Biz gordiik ki, 6(r)
sinqulyar funksiyanr aai 9(х) Hevisayd funksiyasrntn D'-dэ 1-ci tэrtiЬ

tоrэmэsi kimi yazmaq оlаr:
0' = 6(х)
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Srfir tэrtiЬli tёrэmа funksiyanrn ozii оlur, d ёzii isэ sinqulyar funksiya-
drr. Dеmэli, d(х) adi funksiyanrn l-ci tэгtiЬ tбrэmэsi kimi g<istэrilir. Bu
halda dеуiгlэr ki, 6(-T)-in sinqulyarlrq tэrtiЬi -1. f е D' -пiп
sinqulyarlrq tэrtiЬiпi S(/) kimi igаrэ edirik. Dеmэli S(r) =1. Umumi-
1э9mig funksiyanr adi funksiyanln tёrэmэsi kimi yazmaýrn 9ох bёytik
эhэmiууэti чаrdrr. Biz sопrаlаr iimumilэgmig funksiyanrn struktur
quruluglarr ilэ эtrаflr tanrg olacaýrq.

Tutaq ki, / с D'. Эgэr еlэ g(x)-adi funksiyasr varsa ki, D'
fэzаstпdа f = DP g(x) otur, onda dеуirlэr ki, /-in sinqulyarlrq tэrtiЬi
< р. Эgэr heg bir q < р iigiin belo adi funksiya yoxsa, onda dеуirlэr ki,

/-in sinqulyarlrq tэrtiЬi р -уе ЬэrаЬэrdir. Daha i.imumi tэrif Ьеlаdir:

Tarif. Tutaq ki, _f с О'(С) -ixtiyari iimumilэgmiq funksiyadrr. Эg
эr ela .fo("),f,("),...,f о(х) adi funksiyalarl varsa ki, -f - i опlаr чаsitэsilэ
bu gэkildэ yazmaq оlur:

f =to" foi).
,t=0

Onda dеуirlэr ki, f - in sinqulyarlrq tэrtiЬi { р.
Оgэr еlэ go(r)g,(")...,so(") adi funksiyalarr yoxsa ki,

q < р iigiin

f =LO"so(")
t=0

gэklinda yazmaq mtimktin olsun' onda G oblastrnda лS(,r)= р.
Xtisusi halda, эgэr /.(x)-aal funksiyadrrsa чэ f = Do _fo(") iю

onda ,S(/)< р.Эgэr еlэ adi g(x) yoxsa ki, f = Do-'g(x) оhur,,
onda S(/)= р.

Misal. S[/1']=l.Dogrudan da bilirik ki, (l"|rli ="L чэ
\. х) х

h|x|-adi Гunksiyadrr. Demali,

sinqulyardtr. Dеmэli, S[r1) : r

,(,i)=, 1
./-funksionalt

х
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Мэhdud G oblastrnda hэr bir timumilэgmig funksiyanrn sonlu sin-
qulyarlrq tэrtiЬi var, уэпi о, adi funksiyanrn sonlu tartib tёrэmэsi gэkliп-
dэ yazrla bilir. Еlэса dэ, hэr Ьir finit i.imumilэgmig Гunksiya btiti,in fэzа-
da ionlu sinqulyarlrq tэrtiЬiпэ malik olur. Аgkаrdrr ki, S("f')< S(/)+ t.

Ёmumi halda, 
"в* 

r(!J оп..utо.uпuп tэrtibi lz - dirsэ, onda

,[{*)/)= s(f)+m,

уэпi diferensialladrqda sinqulyarlrq tэrtibi аrtш. Нэm dэ эgэr

S(/) = pl, S(g) = pz -isэ, onda

S(/ * g)< -а*{ pt, pz\.

Sinqulyaгlrq tэrtiЬi sonsuz olan i,imumilэgmiq funksiya var. Мэsаlэп,
yQcD tigtin

(f ,е)= р(0)+ р'(1) + ,р"(2)+ ... + а@k)+ ... - irt*l(r)
Ё=0

olduqda 
f:р-irвl(r)сл

k=0

funksionalrnr heg bir adi funksiyanrn sonlu tёrэmэsi kimi gоstаrmэk

miimkiin deyil. Bu halda S(r)= оо hesab edilir.

ý 5. Kasilan adi funksiyanrn D'-da diferensiallanmast.

1.Дdi tiirama ila iimumila;mig tбrаmа arastnda alaqa diisturlarr.Bir
nбqtada kasilan funksiyalar. Klassik analizdэ пэikпi kэsilэп, hэttа kэsil-

mэz funksiyanrn tоrэmэsi olmaya Ьilэr. Lakin D' fэzаstпdа hэr bir
lokal inteqrallanan funksiyanrn чэ hэr Ьir iimumilэgmig funksiyantn istэ-
nilan qэdэr tёrэmэsi чаr.

Tutaq Ki, f (t) t = to пбqtаsiпdэп bagqa hаr уеrdэ sonsuz dife-

rensiallanan Гunksiyadtr, lо пёqtэsiпdэ isэ kэsilmэуэ malikdir чэ

лf (to): f Qo + 0)- r(r, - о).

Мэsэlэп, fэrz еdэk Kt, f (t) Ьеlэ ifada чаsitэsilэ verilir:
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fQ)={i,'l\

J, = -'О! _f,(t\p, (tPt = -1,Q oYpQ о) - i Цо?РР,

-ф<t<tо
to 1t <ю

(l)

Веlэ olduqda
лf(tо)= fr(rr)- f,(to)

оlur. /(r) ua f '(t) -adi (lokal inteqrallanan) funksiyalardrr. Onda /(r)
u" f'(t)- requlyar funksionallar dоýururlаr. Нэmiп fuпksiопаllап f
u, {7'(")} kimi iqаrэ еdэk. indi /-in D'-dэ (timumilэqmig) tбrэmэsiпi

hesablayaq. Umumilэ9miq tоrэmапi f' чэ yaxud Ц kimi, adi
dt

tбrэmэпi ir" { чэ yaxud f '(t)kimi igаrэ edirik. Onda alrrtq:
dt

Df
dt = (f ' ,ч) = -(f ,Q') = - IrQb'(,)a, :а

0о

_со
(2)

rб

If,Q|p'(tPt - \rrQb,Q)dt = J, + J2,
lб_со

J z = fzQ о)р(, о) -W(,)а,,

Ц9 adi tёrэmэпi Ьеlэ baqa diigtiriik ki,
dt

burada

dt

Onda alrrrq ki,

,7z

Analoji qayda ilэ,

df,
dfQ) 

=
dt

af,(t)

-oo<tlto
(,)

dt
to 1t 1ю.

(3)

)



J, + J, = V,Q о) -l (,, )]е(,. ) * \ 9ОV, = bf (t o)pQ о) *'! f ' (tbQ)at.

Веlэliklэ (2) bu gэkli alrr: 
ф -ф

(f ',р): (д/(,о ),(, _ t)+ ff,Q)\,p),
Ьurаdап

_f 
, 
= {f '(to )}+ п/(rо )r(, - /, ) (4)

Аdэtэп f'(t) adi tсjrэmэsiпiпiп doýurduýu requlyar funksional, {r'0)}
sаdэсэ, f'(t) ilэ iqаrа еtmэk mэпаlt olur. Веlэ olduqda (4) yekun

пэtiсэdэ bu qэkli аlrr:

f'=f'(t)+bf(to)a(,-ъ). (5)

Веlэliklэ, f(t) aat funksiyasrnrn D' -dэ йmumilэgmig ttirэmэsi _f'

onun aat f'(t) tоrэmэsi ilэ kэsilmэ поqtэsiпdэ Лf(tо)а(r-rr) 6-
funksiyasr сэmiпэ ЬэrаЬэrdir. Эgэr /о = 0 оlаrsа, onda (5) Ьеlэ оlаr:

f 
, 
= .f '(t)+ л7(о). d(/). (6)

Эgэr А/(0)= l ir., onda

f, = f,Q)+ ,(/). (7)

Misal 1.

f (t)= o(t)=
1, l>0,
0, r<0.

onda fr(t)=|, fr(t)= 0, А/(0):1, f '(t): o,(t)= 0 s.h.y,

Dеmэli {r'(r)}: {В'(r)}= 0. onda alrrlq ki,

о' = 6(t\

indi fэrz еdэk ki, f Q), f '(t),..., fb)(r)-adi tёrэmэlэri dэ t0

п,бqtэsiпdэ kэsilэп funksiyalardrr,Bu halda

b1G)ltor_ ,(b)(to+ 0)_ /(t)(l. - 0) k =0,|,...,р

{r'-'(,)}= 7{t,)(t)
с,lаr. Мэsэ|эп, fn iimumilэqmig tбrэmэsiпi hesablayaq.
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l0

= .r (,),р' Q) t':-- l f ' Q)ч' QD, * f QYp' 0 /; -

(f ",р) = (f ,ч") =-! f QУI,QМ, = i -j =
)_фr0

lo

,0

* 
_ll"Q)vQD,- 

rQ,* оh'(ъ)- |O,p)ц*

*-!f"Q)vQY, = fQo -l)p'Qo)- fko -o)p(lr)-
,0

_ф

ф

- lr'Oч'QDt = fQo- 0)р'(,.)- 7'(t|pQ)/2*+

ф

_ f Q о * o)p,(ro ) - .f ' Q о* оh(ъ ) * 
l r " QhQ)a, = bf Q )р' Q ) *

_ф

ф

+ bf'Qo)e(,,)* lt'OчQM, =(f"Q)* 
^f 

(tоР'Q-ъ)* 
^f'Q)6Q 

- to),p),
-ф

уэпl
_f " = .f "(t)* д/(rо Р'0 - t)* Ц'Qо )r(, - l. ) (s)

/о = 0 olduqda

f' = f"(t)+ ry(оР'+ л7'(о)6. (9)

induksiya metodu чаsitэsilэ agaýrdakr diisturlar аhшr:

f (*) _ 7{') ()+ п7(о)а( ,-l) + А/,(оР("' -') + ...+ л7(.j) (о)6 .

Веlэliklэ, Ьеlэ Ьir toklif isbat edilmig оlur

Taklif 1.

7' : 7'(t)+л7(о).а,

_f" = .f'Q)+ ry(о)а'+ ry'(o).6,
.f "' = .f "'Q)*^/(o)r" + л7'(о).6'+ л/"(о)d,

.f(') = f(-)(,)*А/(о)лt--') + д/'(0) . 5@-z) +.... + д7t--')(о).d,
чэ yaxud

74



.f(-) ={rr'(,)}- iryt-i(o)6(,,,-1-Ё)0) (10)
ft=0

ьurаdа t/(')(r)} м 1fu)Q) adi funksiyasrnrn doýurduýu requlyar

funksonal igаrэ оluпur.

2.Kasilma niiqtalari qox olan hal. indi fэrz еdэk ki, hэm /(r), Ьэm

da onun biittin adi tоrэmэlэri l,,t2,...,ty noqtalarindэn bagqa hэr

уеrdэ sonsuz diferensiallantr чэ опlаr yalntz tl,t2,...,ty пёqtэlэriпdэ

kэsilэпdir.
Taklif 2. Agaýrdakr diisturlar doýrudur:

7' = 7'(t)+Ё or(,,) 6(t - t,),
,=;

7" = 7"(t)+Ё or(r,) 6'(t-t,)*Ё дr'(r,).а(,-r,)

-f(,) =.r@Q)*Ё or(r,)d(- ''(r-l,)+ L of'(,,).dt--,lP -t,)+

-Ё bffui(t,).6(l-l,).

Веlэliklэ, V иiigtin

.f(-) = f@)(t)*Ёf o7'-'(r,)6t--'-ol1t_t,) (11)

'=l 
ft=0

Bu taklifi _f -in iki dэпэ kэsilmэ пбqtэsi olan halda isbat edirik.

Tutaq ki, N = 2 vа /(r) u, опuп biitiin tёrэmэlэri а уа Ь пёqtэlэriпdэ

kэsilir. onda

7' = 7'Q)+ bf(r). a(t - а)+^/(ь) 6(t - ь),

_f" = .f"(t)+ bf (a).6'(t - а)+ bf (b),6'(t -Ь)+
+ bf'(a).6(t - а)+ лf'(ь).6(t -ь),

fФ)(t)= 7{*)(t)+ bf (о) 5@a)(t - о)+ лf (b).d'" " (, - Ь)*

+ bf'(a).6''-" (, - о)+ лf '(ь).6'' " (,- ь)* лf'(ь). 6'' " (, - о)+

+ ь7"(ь).r''-" (, -ь)* ...+ b7ful)(a).a(t - о)+ ь7@')(ъ)а(t -ъ)
,|
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Веlэliklэ,

.f(.) = f(.)(,)*2 bfu'("1rt,-l-t)(r - о)+
t=0

+i blll(b).6t,-'-o )(t _ ь),
&=0

Yacib Ьir xiisusi hal. Tutaq ki, 
"f 

(r) funksiyasr х = 0 чэ х = 1

sonsuz diferensiallanandtr, f (-) бzii чэ bi.ittin tёrаmэlэri r:0 чэ

х =| пёqtэlэriпdэ kэsilэпdirlэr. h, ilэ m -cl, tоrэmэпiп r = 0

пёqtэsiпdэ sl9raylýrnl, оr? ilэ onun r = l поqtэsiпdэ srgraytgrnr igara
еdэk:

h_= |fu)(* о)_ 7(,'1)1_ о)

о.= 7(m)0 * о)_ 7(,)1r _ о)

f@) tl" /(r) -nin iimumilэgmiq tоrэmэsiпi, }(')1r)} ir. aai 1fu)Q)
tсirэmэsiпiп yaratdrýr requlyar funksionalr igаrэ еdэk. Onda agaýrdakr
dtisturlar doýrudur:

_f 
(.) 

= ft 
t.l (r)} + Е' о u'. 

_, _-' 
(, ) * 2 о o5t,-,-- 

) (, - r)
t=0 k=0

вir xiisusi hah ауrrса qeyd еdэk. Tutaq ki, f(t) ауэ Ь пёqtэlэriпdэ
kэsilэпdir, qalan hэr уеrdэ miitlэq kэsilmэzdiг. Onda bilirik ki, (-)
diisturlarr doýrudur. Fэrz edak ki, f (t)=0, t с|а,Ь).Опаа
f (Ъ * 0):0,f (о- 0)= 0. Bu halda (*)-сап аltшr ki,

f ' = f'(t)+ f (о + 0Р(/ - ")- "f 
(Ь -oF(l - Ь).

Xtisusi halda (а = 0,Ь = 1)

.f ' = {f '(t)}* /(* 0)6 - f (| -о)д(, - l).

f" = {f"Q)} + f(+op' - f(| -0)r'(l - 1)*

+ .f '(| - op(l - 1)* /'(о)а.
Misal Z.rQ) Ьеlэ чеrilir:

kt-b, -co<t<0,
kt+b, 0<l<ю.

Вu halda

f (t)=

76
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дr(о) = .fzФ)- л(0) =2ь.
Adi tоrэmэпi yazsaq,

f,(t)=arY') = k = сопst; f"(t): 0,..., 7@Q)=0.
dt

indi iimumilэ9mig tоrаmэlэri hesablayaq.

f' : f' (t)+ л7(о)а( t) = k + 2ь 6(t),

f' : f"(t)+ п/(оР'(r)* 
^/'(0)r(l):2b6'(t),

f ' =2b6",...,f(-) =26. 5@-t).
Misal3.

f (r):.or"d(")=

Aydrndrr ki, 
^/(0)= 

1. Onda

f' : {.f '(*)}+ а(х)
burada

cosx, .r > 0

0, х<0

({f '(")\,,р) = I,r'("Yp(-)d-: - Ir'n "р("W:
со

_со

со

0

= - I 9(x)sin ,р(*W= (- a(")sinx,cp)
оо

_0о

Веlэliklэ,

_Дпаlоji qayda ilэ

Misal4.

(cos" d(")' = -d(r)sin .т+ а(")

(sinx9(x))' = .о.", а(")

0, /(0,
0</<1,

t >|.
fQ): t,

0
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ry(о)= 9, 
^/0)- 

-1,

ry'(о)=1, 
^/,(l):_l0, r е (o,t)

l, 0<l<1,
, f '("):О,

Onda altnq:

.f ' = _f '(t)- a(r - t)

f " -_ -6'(/ - 1)+ п7'(оР(r)+ n7'(t)a(, - t)=

:-6'(t - 1)* r(/)- д(r - t).

Misal5. Веlэ bir triqonometrik slraya baxaq:
_/ \ siп2"r sin3x siпrх

J\x)=slnx+ 2 * з +...+-+... (4)

Malumdur ki, 0 < х < 2п pargasrnda bu srranln сэmi Ч
2

funksiyasrna ЬэrаЬэrdir. DеmэШ /(х) = 
О 

: " . Bu funksiyanr biit{in,2
эdаd охuпа 2z -periodlu funksiya olaraq davam etdirak. Onda,

mэsэlэп 2т < х 14r pargasrnda bu Гuпksiу u 3о 
^ " оlаr. Веlэliklэ,-2

bu funksiya hэr уеrdэ kэsilmэzdit, yalntz х:*2kп пёqtэlэriпdэ 1-ci
пбч kэsilmaya malikdir, bela ki, 

^/(t 
2kT)= 7To|lr. Onda D'-de f -

in tёrэmаsi Ьеlэ оlаr:
ф

f, ={f,(t)\* |ь1QъпF("_ 2kп)=
k=-o

_f '(*)=

1

=--*7Т
2 Iа(r -2kп\

со

k=-o

Bagqa sбzlэ, btitiin аdэd oxunda baxdrq da 2п-periodlu f(r)=T
funksiyasrmn tоrэmэsi Ьеlэ dtisturla tэуiп edilir

78



f,
со

k=-o

1

=--+7т
2 Ia(" -zkr).

Оgэr (4) sraslnl fоrmаl olaraq diferensiallasaq, onda

со
1

cos.r + cos 2х + ...+ cos/?"r +... - -- + п
2 Ia(" -2kп) (-)

k=-B

Analoji qaydada sonrakt tёrэmэlэr iigiin alrrrq ki,

sinx+ 2sin2x+3sin3.r+...+rsin пх+...- - пЁЛ'(.т -2kп),
k=-q

cos.r + 4cos2x+... + п' соsпх{... = - oz6"(x -2kп),

Misal В. L"'* =2п Ёrt" -2kп\
isbatl.Tutaq ki,

k=-q

со

f(")= |сое'ОО .

k=-o

(1)

Bu funksiyaп 2п -periodlu davam еtdirэk. Onda onu Furуе slraslna
aytrmaq olar:

f (")::- +, ".|0,2о),

(2)

Frtrуе эmsаllап Ьеlэ taprlrr:

Ck=
2п

IrQY
0

1
---------i

2п
_ib

dx (3)

Мэsэlэп,

,o=*'irly"=+'Ki. +Р -0,
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с = J_'i( L_ "r Ъ ,^ dх _ | 'r е-,* dx _ J_'I х .е-,* dx =2пi\2 2п) 4пi 4п'ik

2п

4ikп

l

0

2ikп 4k'п' f"-,*,

Веlэliklэ,

Dеmэli

Onda bu ardrcrlllq D'-dэ yrýrlrr чэ

f(*)=Д-*"'*=-+

f ("),

Ё
k=д
k+0

ikx
е

1l -ibt t2r
/о le-'* dx

ik

D,

п)ф.

ф

1

-........-4п'
| -,* 1+-

ik

2r

1l- _ t

l- 2kп

l
т

(4)

(5)

k+0

- i *1",* _
2п E,k

k+0

п-)ф.

п-)ф._,+
2о 2,

k+0

1

т "'* -f ,

Onda bu ardrcrlltll D'- dэ diferensiallamaq olar:

1
п

k=-п
k+0

Z"'* ).f',2п

Lakin f (-) х:2kп пбqtэsiпdэ kэsilir чэ

bf (zъп) _t,

f 
, 
= {_f 

, (,)\ + | +r Qъ пР(х - 2k т)
k=a

1
Digэr tэrэfdэп, f'(") olduýundan

2п

.f,=-+* iаG -2kг)" ,|- Ll \
L,/L k=Ф

Bunlan (5)-dэ пэzэrэ aldrqda alrrrq ki,
1

2п Z"'* = Ia(" -2kп)
ф

k=-a

ф

k=_qэ
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Qeyd. Klassik mэпаdа Z"'* srrаsl daýrlan sradrr
ф

t=-m

Bu sша D'- dэ yrýrhr va onun сэmi
ф

Zп |6(х - 2kп)

<llur.

Qeyd. _f ,g.D' olduqda f , g hasili korrekt deyil. Вir misalda

gtistэrэk ki' Ьurаdа 
Ug), _ fъ + .fg, (6)

cltisturu oz gi.iсtiпdэ qalmrr, уа sol tаrэf mэпаszdtr, уа saý tэrэf, уа da
lrэr ikisi.

Мэsэlэп, tutaq ki, f Q),g(t) чэ /(r),g(r) hasili adi

funksiyalardrr, f(t)u" g0) t=0 nciqtasindэ kэsilir. Onda kэsilэп

funksiyanrn D' -dэ tciramэsi diisturuna gёrа

.f'= _f'Q)*дr(O)а(,)
g'= g'Q)+дs(O)r(/)

U gl = И(,)g(,)i * дИ gХо)r(/)
Вurаdа

b(fgXo)= /(+ o)g(+ 0)- /(- o)g(- о)

Мэsэlэп, 
"(tP(t)= "(0Р(/) 

пэzэrэ alsaq,

f . g' = f Q).[g'(,)* дg(о)r(/)] = .f (t)g'(t)+ ц(о). f (t)a(t)=

= "f 
(t)g'(t)+ щ(о).r(о)а0)

olmalrdrr. Bu isэ mtimkiin deyil, gtinki /(r) / = 0 поqtэsiпdэ kэsilэп

funksiyadrr,,r(0) yoxdur.

вuпuп kimi dэ

f' - g _ ;'Q)gQ)+ у(о). g(O)r(/)

пrэпаsиdш. Dеmэli hetta f ,ghasili mэпаlt olsa Ьеlэ _fg' u" f ý mэпа-

sz olur, dеmэli (6) diisturu D'- dэ оdэпilmir.
Misal7.

0, r<0.

1, 0</<1,
t, />l.

.f Q)= у(о)= t
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onda adi mэпаdа tоrэmэ l = 1 поqtэsiпdэ kэsilэпdir:

/,(,)= 
{?; 

--,11'', , 
^f,(l): 

l.

Веlэliklэ aldrq ki,

f' :.f'(t)* 6(/)

f " :d'+ 6(r - t)

f ,,, :6" + 6,(t _t),...,f{m) _ 5fu-|) * 6("'-z)lt - 1\
Tapglrrq: t =О,|,2поqtэlэriпdэ kэsilэп /(r) verilir:

0, l<0,
1, 0<l<1,
t, |<t <2,

t', t>2.

D' fэzаsm du _f ', fn, f' hesablayrn.

Cavab: f'(t)* 6(t)+z6(t -z\ f"Q)* 6' +26'(t -z)+ aQ -t)+zaQ -z\
6' + 26"(t - 2)+ 6'Q- t)+ z6'Q - z)

1.isbat edin: 
3' Qаlцmаlаr'

fQ )

("+)

=+iп6'(х) - g+,
х

f .(L-).
(dT

"о( 
d' _
,2

\4х

зо, 
d^ 

0(,,mclx

l
--,9 2х

,[ l )-'Ixt;.0J

burada

olduýunu yoxlayrn

)rОr'", 
= а(,)

\
а' |а(х)lЦ 

jl 
= d(х),

)а)

(-+,r)=r'! ,р(")-,р(О\ ,---.
х

З,u = ct+ сrO(х)+ 
"16()- 

lL funksiyasr x2ll' =l tэпliуiпiп halli
х

m-|
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5.Limitlari tapm 1 D' -dэ):

l0.lim
clx

х'+о'
6(x-h

20.lim
п-+ф 2h

, а}0

)+ 6(х + й)

,о .r. л 6(х - 2h) + 6(х ! 2h) - za(x)- ;:; 4hz

6.Gсistэriп ki, #е-"" 3а(r) п -+ ф

"lп
7.Funksiyalann t<irэmэlэriпi hesablaym.

7

to.,r(")=

zo.f(r)=

|2. f(x)=

.r>0
х<0'

х>0
х<0.

_l<2<0х

х

0,

ln

0,

8.Hesablayrn:

(r|rm,|, ("|.о, "i
9.Hesablayrn:

("" rign "|, ("r,Bn 
")', (

0(*Y-u
d
-+1dx

lO.Gёstarin ki, D'- dэ х- f =0 tэnliyinin hэllidir:
п-|

7 = |соа(О)(") ctc = coflst.
k=0

11.Hesablayrn
lх.9-
х

0, -co<l<0,
1, 0<l<1,
t, |<t <2,

t2, 2<t<з,
€', t>З.
П -hesablayrnf', -fo, _f
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F э s i r, _z

Uмuмil"J-ъъ;нiýý*'^'*LАRDА

тэгtr.iкLэR
1.Bircins tanliklar. Tutaq kl, а;(х)с С'(Л) B.r, adi diferensial

tэпlik verilir

оо(")у(О)+а,(х)у(Л-t) *...*oo(r)l= fG), (-)

burada _f . D' -чеrilэп, у е D'mэсhul i.imumilэgmig funksiyadrr.

,(*)=л(о) =too#
igаrэ еtsэk, (*) tэnliyini Ьеlэ yazmaq оlаr

р(о)у = f .

Bu fэsildэ bu kimi adi diferensial tэпliklэriп D' fэzаstпdа hэll olunmasr
mэsэlэlэri ёуrэпilir.

On sada diferensial tэпliуэ baxaq:

у'--0. (1)

Gоstэrэk ki, bu tэпliуiп D' fazastnda hэlli yalntz у = с = coпst o|\r,

bagqa hэlli уохdur, уэпi D' fэzаsmdа опuп hэlli ancaq klassik hэll olur.
D' fazastnda (1) tэnliyi agaýrdakr tэпliуэ ekvivalentdir: V ср с D iigiin

(У',р) = -(у,ср') =0, (2,)

yeni (У,Q')=0. Dеmэli {l',rp\:g olduqda у funksionah biitiin

Qо = Q'с D kimi еlеmепtlаrdэ verilmig olur чэ Q' -da опuп qiymэti =0

оlw: (у,Q')= 0. Qо € D Фg ilэ D -nin еlэ Qо €D elementlэri gox-

luýunu igаrэ еdэk ki, miiэууэп р € D vаr ki, Q0 - ср' olur

Фо={ро с D, Q0 : Q',а с D\.
Aydrndrr ki, Фо сD.Dеmэli (1) tэnliyi verildikdэ уhэlli Фg goxlu-

ýunda verilmig оlur.
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indi hэmiп halli btitiin D fozasma davam еtdirmэk laamdtr ki,

.у с D' olsun. Dеmэli, Фб fэzаstпdа У :0 оlur, gtinki v Q0 с Фо

ii9tin
( у,Qо) - (л,Q'): -(у',а) =о,

Lеmmа l. Qо с D funksiyasr mtiэууэп Q с D elementinin tоrэ-

mэsiпэ ЬаrаЬэr olmast iigiin zэruri чэ kаГr gэrt Ьеlэdir:

Ip,Q)a, -_o ,
(3)

(4)

_ф

Doýrudan da, Q0 = Q', р € D olduqda
ф

lQо = t9' --rр l?. -О ,

tэrsiпэ, эgэr (3) varsa, onda Ьеlэ bir funksiya daxil etsэk
I

ф("): lp,Q)at,

опdа фсD olar,'iinki ф.с-(л) u, /-Гrnitdir. Buradangжtrki,

ф' = ро, уэпi Qо СФо.
Lemma 2. istэпilэп Q с D elementini Ьеlэ yazmaq olar:

ф

Q = QtQ) IqQ\ф + Q,(,),
_ф

Ьurаdа и с Dеlэ sеgilir ki,

Ip,Q)a" -t,
Aydrndrr ki, (4) diisturundu 

'о*с 
Фо olar, qiinki:

[r, 
-- 

_!_r 
- Ie, lQ,:Ie - I,p --0,

Onda l-ci lemmaya эSаSэп, Q е Фо. Вurаdа Р9 elementini Ьеlэ segirik:

р,(*) = р(х)Q,Q)-! оQ\Ф.

(1) tэnliyinin hэlli olan У с D' funkrionui olduýu tigiin опuп qeyd olun-

lnug Р1 с D еlеmепtiпdэ aldrýr qiуmэt qeyd olunmuq bir эdэd оlur, hэ-

lnin qiymэti с ilэ iqаrэ еdэk: (Л, Qt) = 
" 

= сопst.Вuпu пэzэrэ aldrqda

(4)-dэп alrrrq: 
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ф

(у,р) = (у,р,) IM" + (1,o,).

Ф9-dа _7=Oolduýunu пэZэrэ aldrqda (ро.Фо),Ьurаdап gшtr ki,
V Q . Dtigtin

(У,р) = r, tr4*: (r,р) ,

уэпi у: g.

Веlэliklэ, (1) tэnliyinin D' fezastnda уеgапэ hэlli У = с olur, yoni
klassik hэll ilэ tist-iistэ dtigtir. D' fэzаsrпdа (1) tэпliуiпiп bagqa hэlli
meydana 9lхmш.

Natica. f ,g.D'iigtin -f' = g' olduqda f - g = с,уэпi
f - g *соlur.

Tarif. g'= f olduqda giimumilэgmig funksiyasr /-in ibtidaisi
аdlашr. iKl ibtidai funksiya biri digэriпdэп sаЬitlэ fаrqlэпir:
gi = f ,gЪ = / olduqda

I

z) 
_

: с = сопst,

Qeyd. Tutaq ki, -f с D' funksiyasrnrn tбrэmаsi adi funksiya
оlur:lf'= f'(*\onda f ozii dэ adi funksiya olur чэ onun D'-dэ
tёrаmэsi f'(") ilэ iist-tistэ dtigtir.

Doýrudan da, Ьеlэ bir gfunksiyasr quraq:

х
g("): I|GMт .

0
Onda g(r)- miitlэq kэsilmэzdir чэ sanki hэr уеrdэ g'(") = f '(*). Dеmэli
g с D've опuп D'-dэ ttirэmэsi чаr:

уэпi (g1 - gz)' = 0, demoli gt _ 8z

,

l

Tg'("b(" )d* _'! f ' (*Ур("М*,

gо6

( о6 ,Q)

dеmэli g' - f'(*),buradan 9жш ki, -f : g(")* с, уэпi f - adifunk-
siyadrr
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2.Bircins tanliklar sistemi. Веlэ bir sistemэ baxaq

уЬ = ооо(")уо * ооr(")уr+... + aop_ty p_t,

yi = оrо(*)уо * оrr(*)уr+... + atp_ty p_t, (5)

У'r-r= Оо-rp(*)Уо+ ap_t,r(")Y, * ",* oo_',p_tYp_t

Ьurаdа ооо(r)..., ap-|,p-.I(x)c С-(Л) Gсistэrэk ki, bu sistemin

D' fэzastnda klassik hаldэп baqqa yeni hэllэri yoxdur.
Мэlumdur ki, (5) sisteminin hэllэri goxluýu р -tilgtilii хэtti fэzа

эmэlэ gotirir чэ hаr bir хэtti asrh olmayar. р sayda hаllэr sistemi hэmiп

гэzапrп bazisi оlur. Хэtti asrlr olmayan р sayda hэllэri ауп-ауrl si.itun

gэkliпdа yazdrqda klassik hэllэriп bazis sisteminin matrisini Ьеlэ уаzmаq
olar:

оо (r)..., u 0, р_ r (r)

tl(x) -
р _!,0(r)..., Ц р -|, р -t(x

(Ьurаdа hэг siitun (5) sisteminin hэllidio. и(r) matrisinin determinantr

(vrопskiаи) srfirdan fэrqli olur. (5) sistemini matris gaklindэ yazaq|

у' - Ду, (6)

Ьurаdа

у = (yg,y|,...,y р_) с D'; О =llrift(r)l, 0 < i, k < р -|.

matrisinin hэr stitunu (5) sisteminin hэlli olduýundan

matrisi ozti da Ьеlэ Ьir diferensial tэnliyi оdэуir:

t/'= дV
lndi z с D'olduqda у =Vz эvеzlэmэsiпi daxil еdэk, Вurаdап

у' =V'z +Vz' = дVz +Vz'
Onda (6)-dan alrrrq ki,

дVz +Vz' = дVz,
Уэпi 

l/-|rz:0,

Т/(*)

r/(")
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buradan, detV +0 olduý*rdur,,
z:0

alrrrq.Bu tэпliуiп D'fэzastnda yalпtz Z = с = сопsthэlli чаr. Веlэ
olduqda У =Vz = rr(*) hэlli аhпаr. r(х)-iп еlеmепtlэri- adi
funksiyalar olduýu tigiin у = cv hэlli adi funksiya olur. Dеmэli, bircins
sistemin D' fэzasmda hэlli ancaq klassik haldir, bagqa hэlli yoxdur.

3.Qeyri-bircins tanliklar. Эп sаdэ qeyri-bircins tэпliуэ baxaq:
g' : _f , (7)

Ьurаdа -f . D'-чеrilэп, g е D'-mэchul i.imumilэgmig funksiyadrr.
Taklif. (7) tэnliyinin V/ с D'iigiin D' fэzаsmdа hэlli чаr.
нэmiп hэll чеrilэп -f е D'timumilэgmig funksiyasrnrn ibtidaisi

(qеуri-mtiэууэп inteqralr) adlanrr чэ bu hэlli

S = lfdx
kimi yazrrrq. Vеrilэп (7) tэпliуiпi D' fэzаstпdа ekvivalent gэkildэ Ьеlэ
yazmaq olar: V ср е D' iigi.in

(g',рl = (g,-v') = (f ,а), (8)

вurаdап gжtr ki, /mэlum olduqda gfunksionalt artrq (р' kimi
еlеmепtlэrdэ verilmig оlur, уэпi g hэlli Фо goxluýunda verilmiq оlur.
indi onu btittin D fэzastna davam еtdirmэk lazrm gэlir. v ср с D
elementini Ьеlэ yazmaq оlur:

lo * rо, (*)

burada Qt е D -qeyd olunub, Ьеlэ ki, lp, =l,.

Qeyd еdэk ki, (*)dtisttirii Фо goxluýu ilэ D fozast arastnda
qargrlrqlr birqiymatli чэ kэsilmэz uyýunluq уаrаdrr. Мэsэlэп,
Qu ) 0 (D -dэ) olduqda uyýun diisttirda

р-Q|

со

po,Q)= q,(х)- р,(") Iч,Q\й
_со

olduýundan Фо-dа Qоч ) 0 olur чэ tэrsiпэ
Веlэ Ьir go funksionalmt quraq: V р сD tigtin

(gо,р) = (s,и).
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Asan yoxlamaq olar ki, gu с D',
Мэlumdur ki, (7) tэnliyinin hэlli опuп bircins tэnliyinin iimumi

halli ila qeyri-bircins tэnliyin Ьir xi,isusi hэllinin сэmiпэ ЬэrаЬэr olur.
Bircins tэпliуiп hэlli g = с = сопst olur. indi gоstаrэk ki, g0
iimumilэqmig Гunksiyasr (7)-in 

;irs;:l':air. 
Onda (7)-in timumi hэlli

6 б()

оlur. gofunksionalr g-nin Фо-dап D-y" davamrdrr, уэпi go Фо-dа

gilэ tist-iistэ dii;йr, gtinki QсФо olduqda Q=Qооlur ча bu halda

(**,) -dan gжш ki,

(gо,р): (g,Qо) = (g,p).

Bunu паzаrэ aldrqda alrrrq: V Q cD tigtin 11р' е Фg)

(gb,e| = -(8о ,Q'| = -(g,р') = (g',Q) = (f ,а),
Ьurаdап

gb= f
Веlэliklэ (**)diisturu ilэ tэуiп olunan 8о с D' iimumilэgmig funksiyasr
(7) tэnliyinin xiisusi bir hэllidir. 

"jr}l TT- 
tэпliуiп iimumi hэlli

ббU
t>lur.

Qeyd. Эgэr f = f(x)-adi funksiyadrrsa, onda опuп ibtidaisi

Г(r) (D tэnliyinin hэlli olur чэ bu halda (7)-in iimumi hэlli

у : F(r)+ с olur чэ Ьu hэll-adi funksiya оlur. Bagqa s0zlэ "f 
: f (") -

adi funksiya olduqda (1) tэnliyinin D'-dэ halli klassik hэllidir.
Misal l. у'=а(r)

Klassik analizdэ Ьеlэ diferensial tэпlik yoxdur. Bircins tэnlik

.у' = 0; _у = с оlur. Lakin у = 0(") funksiyasr чеrilэп qeyri-bircins

tэnliyin xtisusi hэlli оlur. Dеmэli tanliyin D'Гэzаstпdа tirпumi hэlli

.ч = 0(")* с оlur. Bu funksiya adi funksiya olub, kэsilэп funksiyadtr

\,э х = 0 поqtэsiпdэ adi tоrэmэsi yoxdur. Lakin D' fэzаstпdч у'чаr чэ

.у' = 6(х)е D.

Misal 2. у' = rPL tэnliyinin klassik hэlli уохdur. Umumilэ9mig
х

-l)'fэzastnda onun hэlli y=c+lnlxl оlur. Bu Гunksiya adi funksiya

c,lsa da, опuп klassik tбrэmэsi yoxdur. 
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4.Qeyri-bircins sistem. Веlэ Ьir qеуriЬirсiпs tопliklэr sistеmiпэ
baxaq:

I

Уо - аоо (")и - 
"r,( 

х)у, - ...- oop_ly p_t = fo,

yi - о,о(*)уо - оr,(")у, - ...- alo_,y p_l = .ft,
(8)

,Уо_, - ао_r'(Х)Уо - ао-r,,(")У, -...- op_l,p_tY o_t = f o_1,

Ьurаdа 
"чG)€ 

С* ; .f 1 с D' -чеrilэп timumilэgmig funksiyalardrr. Baxt-

lan sistenm gечirmэ чаsitэsilэ у' = _f kimi bir tапliуэ gэtirilir.

Эgэr И(r) 1В1 sisteminin bircins sisteminin fuпdаmепtаl hоllэri-

nin matrisidirsэ, onda у =Vz эуэz|эmэsiпi edib (z . D'),
Vz' = .f

tэпliуi alrnrr. Buradan 
,,, =ll-| f

1еgэt V- f = "fi iqагэ еtsэk,

tэnliyini alrrrq. l-ci hissэdэ gбrdtik ki, onun D'-dэ hэlli чаr чэ bu hэll
z=c +go kimi taprlrr. Вu ifаdэпi у:Vzэчэzlэmэsiпdэ yazdrqda (8)

sisteminin hэllini altrrq:

у =V(c + g0 ) =Vc + Vgо
1-ci toplanan adi funksiya, 2-ci isэ timumilagmig funksiya оlur чэ dеmэli
Vc+VggeD'olur.

5. Yiiksak tartibli adi diferensial tanlik. р -tэrtibli adi diferensial
tэпlik чеrilir:

,b)-op_|(x)yb-t) oo(*)y:f, (9)

Ьurаdа o1Q)c С* , f cD'-verilir, у с D' -mэсhuldur. Очэzlэmэ

чаsitэsilэ bu tэnliyi (8) sistemi gэkliпdэ yazmaq olar.Doýrudan da, Ьеlэ
эчэzlэmэ еdэk:

Уо = У, Yl = У',.-.,У p-l = 

'(r-llonda Ьеlэ sistem аltшr
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УЬ -0, Уо -.у, -0, yz -...-0, у p_t =0,

yi -0,уо - 0,.у, - yz -...- 0,/о_, = 0, у' _ Ду = .f

у'оr - ао_r(х)у 
о-, -

Bu sistem (8)-in xiisusi halt оlur, опuп hэlli analoji qaydada taprlrr.
Natica. Btittin hallarda qeyri-biгcins tэпliklэriп saý tэrэfi adi funk-

siya olduqda tэпliуiп (sistemin) hэlli klassik hэll оlur чэ D' -de yeni hэll
altnmrr.

Misal. У@) =O.Aydrndrr ki, k<m-l tэrtiЬli hэr Ьir polinom
D' -de bu tэпliуiп hэlli olur (опuп bagqa hэllэri уохdur). Doýrudan da,
tutaq ki,

Р(х)= Еоо/,
t=0

onda alrrrq:

(r',' ,r)= (- rГ(у, Q',') =(- r)' (2or"r,r''') =
\r=o l

= (-rГ 
Д"rV ,р',')= ((r'|" ,r)= (0,р)= 0.

Qeyd. Эmsаllаrrпdа mэхsusiууэt olan diferensial tэпliklэriп hаllэri
daha miirэkkаЬ xarakterli ola bilir. Веlэ hаllаrdа tэпliуiп хэtti asrlr
olmayan hэllэri sayl опuп tartibindэn qox чэ az ola Ьilэr, mаsэlэп,

ny -0
tэnliyinin D'-dэ iki dэпэ хэtti asrlr olmayan hэlli чаr: Yl =|, Yz = 0(х),-
bu hэllэr хэtti asrlr deyillэr. Bunun kimi dэ

-|*'r' =,
2

tэnliyinin D'fэzаsшdа yalnrz srfir hэlli var. Onun klassik hэlli
1

у=се7
D' fэzаsпdа hэll оlmur.

6. D'fazasrnda hallin yeganaliyi problemi. Tarif.

f . D'i.imumilэgmig funksiyasl о zaman х < 0 oblastrnda stfra ЬаrаЬэr

lresab olunur ki, x>0olduqda srfra ЬэrаЬэr olan (х<0 olduqda isэ

аоУо = .f ,
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stfirdan fэrqli ola Ьilэr) btitiin р е D asas funksiyalarr tigiin (/,р):0
olsun,

Вu tэrif adi funksiyanrn х < 0 oblastrnda stfra ЬэrаЬэr olmast
anlaytgtntn davamtdr. Qtinki эgэr /(x)-adi funksiyasr х < 0 olduqda

srfra ЬэrаЬэr olursa, onda Vр с D (х < 0) tigtin alrrrq:

(f ,e)=\rQ\lGY": i* ро,
(l-ci inteqгal /(x)-in, z-.? ir. rр-пiп Ь.r]Ь,* sfrа ЬэrаЬэr olur).

Dеmэli / iimumilэgmig funksiya mэпаdа da х < 0 oblastrnda srfra Ьэ-

rаЬаr оlur. Dirakrn б - funksiyasr da bu хаssэуэ malikdir. Dоýrudап
da,YcpeD (х<0) tigti"

(а,,р) = р(О)= О

olur (gtinki х > 0olduqda Q :0) .

Lеmmа. Эgэr / = 0,I < 0 isэ onda /iimumilэgmig funksiyasrnrn

х < 0 olduqda srfra ЬэrаЬоr оlап уеgапэ g е D' ibtidaisi чаr.

iSbatr. Tutaq ki, _f С D', .f =0,х < 0.Yеgапэlik agkardrr. Doýru-

dan da, эgэr gi = f ,gЬ = _f olursa, Ьеlэ ki, х < 0 olduqda

8t =0, 8z =0, onda

gi-gb=0, (g, -gr)' =0, gt- gz=c.
Lakin x<0olduqda

8l = 8z.

gt - gz =0 olduýundan с = 0оlur, уэпi

indi gёstэrэk ki, / -in ela g0 ibtidaisi var ki, х < 0 olduqda

8о = 0 olur. go olaraq g' = f tэnliyini hэll еdэп zamanqurduýumuz

(gо,р)=(s,rо)
gg funksionaltnt gбttirэk, Ьurаdа

po\)_ р(х)- р,("). l,n|Yr, lr,QИ*=t,
со

-ф

со

-со

рr(") -qeyd olunmug эsаs funksiyadrr, Ьеlэ ki, r < 0 olduqda р, (r)=0

оlur. indi е|э cpcD Гunksiyalarrna baxaq ki, х>0 olanda p(.т)=g
оlur. Веlэ olduqda (*) -dan gжtr ki, х > 0 oblastrnda po|)= 0 olur.
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onda (go,p) : (g, ро):(g,ф'У : -(g',Ф) : -(f ,ф). х > 0

olduqda ф:O.Dеmэli (r,o):0, уэпi g0 = 0, х < 0,

Мэlumdur ki, timumilэqmiý funksiyanrn пбqtэdэ qiуmэti yoxdur.

Ona gоrЭ klassik Ko;i mэsЭlэsi D' fэzаstпdа aydrn deyil.

D' fэzastnda Ьеlэ Ьir sistеmэ baxaq:

у'-Ду:.f, (*)

burada Dеуэk ki, х < 0 oblastrnda _f =0.

Toklif. (r. ) sisteminin х < 0 olduqda у(х)- 0 olan hэlli чаr va о

hall уеgапэdir.
isbatr. у =Vz эчэzlэmаsi ilэ (* 1 sistemi

z' =V-| f = _fl (* *)

qэkliпэ dtigiir, Ьurаdа aydrndrr ki, Л - 0, х < 0.

Onda lemmaya 8оrэ (* *.; sisteminin х < 0 olduqda srfra ЬэrаЬэr

olan hэlli чаr vo о, уеgапэdir. Веlэ olduqda isэ у =Vzhe||i dэ х<0
olanda srfra Ьэrаьэr оlur чэ Ьеlэ hэll Ьir dэпа ola Ьilэr.

7. D' -do Kogi masalasinin qоучluqч.эwэlсэ SaE tэrэflэri adi

funksiyalar olan sistеmэ baxaq: (" r 0)
I

у0 -фdЙ -ф (й - ",- qрlу p_t="ro("),

у\ - "|dly1- "l 
(й -...- \ р_|У р_| = fl!), (10)

- О р_цо(Й - О пцtЙ - . . .- а пц prtY р-| fp_|(r),

burada fo!),.fr(")...,f o_r(")_uai funksiyalardrr. мэlumdur ki, bu

sistemin hэlli у(r)=Ьо(r)...,уr_,(") _vektoru х:0 olan halda

чеrilэп

у(r)/,=о = у(0): (у.(о)у,(0)...,уо_,(0)) (11)

baglanýrc mэlumlап чаsitэsilэ birqiymэtli оlаrаq miiэууэп olunur.' -U-rr-ilэgmiq funksiyanrn поqtаdэ qiуmэti mэпаS17 ola Ьilэr.

Buna Ьахmауаrаq istэyirik ki, uуýuп kogi mэsэlэsiпiп analoqunu D'
fэzаsшdа qoyaq.

Tutaq ki, y(r)_adi funksiyasr (10)_(11) mэsэlаsiпiп adi hэllidir.

r(") ilэ elo iimumilэýmiq vektor_funksiyanr igаrэ edirik ki, 
;;



.r< 0olduqda Г= 0olur, .tr> 0 olduqda isэ (l0)-(11) mэsаlэsiпiп hэlli
otan у(r) vektor-funksiyasrna ЬэrаЬэr оlur:

r("): |о,
iy("

(12)

Ц (х) lЭ еlЭ i.imumilэgmiq vektor-funksiyanr igara edirik ki, о,

х < 0 oblastrnda srfrа ЬэrаЬэr, х > 0 olduqda isa adi у'(") tоrэmэsiпэ
ьэrаьэr olsun:

х(0,
) х>0.

0, I(0,
у'(r), х > 0.

Гr (")=

Веlэ olduqda D'fэzastnda (1) tanliyi bu gэkli аlаr
Yl_дY-F

Ьurаdа

(l3)

(14)

F I0,
lrt"

r<0

) ,)0, А=||" jo?\|.

Qeyd еdэk ki, iimumiyyatlэ, Ц * Y'.Коsilэп funksiyanrn tёrэmэsi
diisturuna эsаsэп :

Y' =Yl + /(0)r(") (15)
Ьurаdап

Yt =y'- /(o)rG)
вuпu пэzэrэ aldrqda (14)-dэп y iigun Ьеlэ Ьir diferensial tэпliklэr
sistemi altnmtg оlur: 

y, - Ay : F+ у(о)а(х) . (lб)
Belэlikla, (16) tanliyi (10)-(11) Kogi mэsаlэsiпiп D' fэzаsmdа analoqu
оlur.

(l6) tэnliyinin i,imumi halli опuп bircins tэпliуiпiп iimumi hэlli ilэ
(16)-nin bir xtisusi hэlli сэmiпэ ЬэrаЬэr olur. Y'- дГ=Otэпliуiпiп
D'-da hэllэri ancaq klassik hэldэп iЬаrэt olur. (16) tanliyinin уеgапэ
olan hэlli Г = 0, х < 0 qэrti daxilindэ almtr.

Dеуilэпlэri aqaýrdakr tэklif kimi iГаdэ еtmэk оlаr.
Taklif. Tutaq ki, D'-dэ Ьеlэ Ьir tэпliklэr sistemi verilib:

y' - дY = F +у(O)д(r) = F:,,
Ьurаdа у(O)-чеrilэп adi vektordur. Вu sistemin х < 0 olduqda
Г=Oоlап уеgапэ ГсD'hэlli var. Эgэr лr(") -adi funksiya olarsa,
onda Г е D' hэlli Ьеlэ Ьir Kogi mаsэlэsiпiп hэlliпа uyýun gэlir:
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, у'(")- ,цу(")= r(r) (" > 0)

y(*)l *=о = у(О).
8.yiiksak tartibli Ьir tanlik. yuxanda baxrlan koqi mэsэlэsiпi bir

tэпlik tigiin gэrh еdэk. Tutaq ki, р tэrtiЬli bir tэnlik verilir:

,Ь) _ а р_| (")rb-t) аOу = f (-), (l7)

y,_f cD'. Yeni machul funksiyalar daxil еdэk:

Уо = У, У|: У', У2 = У",",rУ р-| = 

'Ф-t) 
,

Onda (17) tэnliyi Ьеlэ sistemэ gэlir:

уь--У1 =0,

yi - yz =0,
( 18)

sistemin matrisi

д-
0

Onda sistem Ьеlэ olar:

у'-Ду=/о(")
lndi (18) sistemini D'-da yazaq:

Мэsаlэп, уЬ - и= 0 tэпliуi D' _de

10
0 1

tэпliуiпэ kegir, Ьurаdа

1

y; -ц= уо(O)r(r)

0

0

0

-а|ао

0

0

0

0

0 Уо

],

0

yn(r) r>0
х(0,

, fn(")=

уб (,)
0,

х>0
х<0.

(х р-\

ц ={Y0

(19)

0,
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Onda

(у;,,р)= -(у., ,р') = -'!l,,,Gll'(xPx = -y,(x|p(x)t; +
0

Ф

+ Jll("}z(")dx =у,,(О)р(О)+ (У,,р) = (у,(О)а(")*Y,,р).
0

уэпi
yi:y, + уо(О)а(х)

indi 2-ci tэпliуi D'-dэ yazaq. Analoji qayda ilэ taprnq ki, yi - у2=0
Y,' - Y, = у, (0F(r)

Bu qayda ila (18)-in sonuncu tэnliyi Ьеlэ olar:
yi,_r- aoyo - alYt -...- ao_1Yp_, =F(х) * ур_| (0)а(r)

burada Л(х)=
0, х(0,
(r) х>0.

Alrnan sistemi yazaq:

yб -\ = уо(о)r(")
Yi - yz = yr (ОF(r)

(20)

YЪ _z - Y р-| = л p_z@)6 (r),

р-|
YЪ_, - Zo iYi = Л(r)+ уо_l (о)а(х)

j=0

indi bu sistеmdэп Ц,Yr,...,Yr_, machullarrnt aradan glхаrаq.

Мэsэlэп, 1-ci tэnlikdan I, -i tapaq.
yl =yi-y.(o)r(r)

Вu ifadэni 2-ci tanlikdэ уеriпэ yazdrqda altrrq:
yz =y| - у, (0Р( *)= y; - уо (0)6'(")- у, (о)а(")

Bu qayda ilэ taprrrq ki,

Yo, = Yi_, -,l,_, (0)а(.т)= Уо(Л-r 
) -i n ,(o)ar'-'-')(r)

j=0

Ьurаdап

vl 
р-|

, р_| -Ylnl -Z y,(o)atr-1-1)(r; .

"l=0
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уlО'-Ё у,(О)а'О-'-')(х)- о, ,|rr, "f; л,(оlа', '-,'(")]-...-

Vэ пэtiсэdэ altnq:
,Гi-l-1
I oolylo' -Zy,(0)att-'-;tlr) l = " 

.

t=Б L .,,=0' ]

Digэr tэrэfdэп, (20) sisteminin sonuncu tэпliуiпdэ YЬ_r- in ifadэsini

(21)-dэ уеriпэ yazdrqda alrrrq:
р-| р-|

yl') -Z y,(o)aitr-t-;l(r)= I"ryi ty r_,(o)a(x)+ л,
j-0 J=0

чэ yaxud Y|,Y2,...,Yр_|-lэriп ifаdэlэriпi Ьurаdа уеriпэ yazdrqda

(22)

Nэtiсэdэ Ьеlэ Ьir teorem isbat olundu:
теоrеm. D' fэzastnda (22) tэnliyinin r < 0 oblastrnda . stfra

gечrilэп уеgапэ hэlli var. Эgэr F(r)-adi funksiya olarsa, onda homin

hэll г с D' (17) tэnliyinin х = 0 olduqaa у(0)= (yo(o)...,lo-r(o))

baglanýrc gэrtiпi оdауэп adi hэlliпэ uyýun gаlir.
Masala. Adi diferensial tэnlik verilir:

y"+p(x)y'+q(r)y=.f(*),a<x<b (2Зi)

Klassik sэrhэd mэsэlэsiпэ baxaq:

у(о)= у,, у(Ь)= yu

Bu mэsэlэпiп D' Гэzаsmdа analoqunu ifаdэ еtmэk tэlэЬ оluпur.

х c|a,bfolduqda y(x)-aOi hэlldir, Веlэ funksiya daxil еdэk.

aoYo: F ,

У(")= у(") ,.|o,bf ,

0, х е|а,Ь|
onda а чэ Ь пёqtэlэriпdэ r(r) kэsilэп funksiyadrr. Lakin

Y с D'оlur. indi Y' vэ Y" hesablayaq. Мэlum di.istura эsаsэп,

Y' = у'(")+ Лr(а)6(r-")+ 
^r(Ь), 

6(х-Ь),
y" = у"(х)+ Лr(а)6'(" - о)+Лr(Ъ) d'(х - Ь)+ Q4)

+ АГ'(с)6(, - о)+ 
^r'(Ь),Л(х 

- Ъ) .

.,\gkardrr ki,

^ 

Y(o) _Y(a +О)- r(a - 0): у(о)= уо,

^r(ь) 
_у(ь+ 0)- y(ь -о)= -у(ъ)_ -уъ..
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ВuПuП kimi dЭ' 
by,(a)=y,(a+0)_r,(a_0) = у,(а),

вuпlап пэzэrэ ",.,t#?);l.!1llil;,1fi " 
= - У' (Ъ),

Y' = у'(")+ уо6(х - о)- у66(х - Ь),

Y" = у'(")+ уо6'(х - о)- уъ6'("- Ь)* уЬ6(" - о)- yiaQ - ф.
Sonuncu iki ЬэrаЬэrlikdап у'(") u" у"(r) iigtin taprlan ifаdэlэri verilan
tэпlikdэ уеrlаriпэ yazdrqda чеrilэп sэrhэd mэsэlэsi D' fazastnda Ьеlэ bir
tэпliуiп hall olunmaslna ekvivalent оlur:

Y" - у"6'(х - о)+ yu6'(x - Ь)- у',6(х - о)+ уL6("- Ь)*

+ Л(х[r' - у"6(, - о)+ yu6(" - Ъ)]* q(x)r = r,

Ьurаdа

л(r): f ("), х e|a,bf,

0, х С|а,Ь|
Q.yd.yl чэ уЬ sаЬitlэri xc|a,bf olduqda r(x):O olmast

qэrtiпdэп tayin olunurlar.

t !. МеsаlаIаr.
isbat edin:

1. ц = cl + crO|x|+h|x| funksiyasr хu' =1 tэnliyinin hэllidir.

2. tl = cl + с2O(х)- ,PL funksiyasr x1,1' =;Р1 tэnliyinin hэllidir.
хх

3. u: 16(")* 9+ funksiyasr хu = sigп х tэпliуiпiп hэllidir,
Ir|

burada

eG)- е@
("й,,)="Д, + I

1,1,t фх|

4. isbat edin:
а) u с D' olduqda хu =0 yalntz чэ yalntz о zaman olur ki,
u = 16(") olsun.

п
Ь| u =)coa(t)lx) сэmi x'1,1:d(x) tэnliyinin hэlli olur.

Ё=0
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FэSir,з.
qохDауiýэшri tjMuMir,aýMiý гuгqкsiyАLАR

ý1.D(л"), о'(п")ча л'(с) fаzаlагl

l.Requlyar va sinqulyar funksiyalar.D =О(П") ir, Л'-dэ tэуiп

olunan sonsuz tэrtiЬdэп rliferensiallanan btitiin Гrnit р(х) Гunksiyalarr

Гэzаsmt igаrэ edirik. Оgэr G с- RП -oblastdrrsa, onda Л(С) ilэ dagryrcr

goxluqlarr G -dэ уеrlэ9ап btittin ,р. О(П") ГuпКsiуаlаrr goxluýunu

iqаrэ edirik О(С)- D(Л'). Нr. bit срс D -эsаs funksiya, D isэ эsаs

faza adlantr. ЛП fэzasrnda эп kigik qapalr К goxluýu, Ьеlэ ki, К -dan

kэпаrdа Q=Oоlur, p-nin daqlyrct goxluýu аdlапrr vэ suppp(") Kmi
igаrэ оluпur. Dеmэli p(")+0olan пtiqtэlэr goxluýunun qapanmasл (р-

nin dagryrctst adlantr.
Misal.

,rр(х,а) _ l*l. о, а ) О,

l"l> о,

"? 
+...+ *2n; suррq(",о)= {"l= "} goxluýu

1а
л l 12

а" -lxlell

0

Ьurаdа |,|- R"

(,)

fэzasrnda radiusu а оlапkiirэпi verir. ср" . О(П" ) ardrcrllrýrnrn D -dэ

stfra yrýrlmast о demakdiг ki
1) еlэ mэhdud goxluq чаr ki, ondan kэпаrdа Qч

ardrcrllrýrnrn btitiin hэdlэri srfra ЬэrаЬэrdir,

2) V а tigiin Do Qч(х)э 0, (miiпtэzэm оlаrаq),

V -+ ф)Ьurаdа
оlо| п

о = (оr,...,d n), D" = ==, |О|=2О,.
ох|'...ОХп" i=|

/\
Tarif. D(R"J fэzаsrпdа tэуiп olunan hэr Ьir хэtti чэ kаsilmэz /

ftrnksionalt iimumilagmiq funksiya, adlantr.Biitiin timumilэqmig

ftrnksiyalar goxluýunu D'чэ уа D'(R" J ilэ igara edirik. D'хэtti fэzаdtr:

J',g cD' olduqda
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(rr,r)= JI. If ("Ь("Р" = If (")ч("М", ,р. О(П")
,лл Rn

(or * fu,p):o(f ,р)* f (g,р).
Buhalda ф + fu eD'olur.
Misal r. d(x, ,...,хп)-Пlrаk funksiyasr. Тэrifэ gоrэ, Vр . D(Л')

i,igiin

(d(",,..., 
" "),Q(rr,..., 

х n)) = е(О)

Onda а. О(Л").

Misal 2. Tutaq ki, f ("), х с Rn -adi funksiyadrr. Onda f (")
funksiyasr agaýrdakr diistur чаsitэsilэ хэtti чэ kэsilmэz funksional
dоýurur:

(1)

Buradakr inteqral yrýrlrr (p-finitdir). } kаsilmэzdir, giinki

Qч )0 (D -da) olduq аа (Tr,Qu) -+ 0, ч -) ф.Doýrudan da, f (х)-

lokal inteqrallanan olduýundan чэ suррQч сК mэhdud goxluq
olduýundan gжtr ki,

l(rr,a,)|rm2x|av(,) IJ IlлG)а,э 0, ч -> ф.
xRn

Т, с D' funksionalr (1) qэkliпdэ yazrla Ьilirsэ, onda } requlyar Гuпksi-

onal adlanrr.,Эks halda Z, sinqulyar adlantr. Мэsэlэп, 6(x)-sinqulyar
funksionaldrr. Requlyar funksionallarla onlan dоýurап adi funksiyalarr

еупilэgdirmэk olar. Xiisusi halda, V Q с D(R') Uoun

(Tf ,е): IJ... Iv("M" olduqda 7r=1 оlur.
Rп

Gбstэrmэk оlаr ki, mэsэlэп,

(т.е): llblffa-
funksionalr sinqulyardrr. Umumi halda Л(Л)-аiГеrепsiаl ореrаtоr

olduqda VQс D(Л')uоuп

(т,р): !r\)r(о)p("И-
R'

funksionalr sinqulyardш чэ r . Л'(Л')
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2.Sinqulyarlrq tartibi. Tutaq ki, еlэ fr("),...,.f ,(*) adi funksiya-

lan var ki, 7 с D'funksionaltnt Ьеlэ yazmaq olur:

(т,р) ,
оl<р R"

!f"(*)o" рGV*, ,р . о(п')=
I

(2)

Bu halda dеуirlэr ki, Z -nin sinqulyarlrq tэrtiЬi < р. Оgэr 7 -ni heg

Ьir adi funksiyalar чаsitэsilэ р -dэп kigik q tartib iigiin (1) 9aklindэ yaz-

maq olmursa, onda s(r)- р hesab оluпur. Fоrmаl olaraq hissa-hissa

inteqrallamaqla (2)-ni Ьеlэ yazmaq оlаr:

(т,р) =. I D" .f"(*),Q,,
"|=р

уэпi

т _ Zo" f"(*) (з)

|"l<p

Dеmэli adi funksiyalarrn р tэrtiьdэп tбrэmэsi kimi gбstэrilэ Ьilэп z
funksionaltntn sinqulyarlrq tэrtibi ( р olur. sопrаlаr gёrэсэуik ki, hэr

Ьir timumilэgmiq funksiyanr (3) gэkliпdэ yazmaq оlur. Эgэr Т cD'
rimumilэgmig funksiyasrnr adi funksiyalarrn heg Ьir sonlu tэrtiь tсirэmэ-

lэri gэkliпdэ gоstэrmэk mi,imkiin dеуilsэ, deyirik ki, 7- nin sinqulyarlrq

tэrtiЬi S(r)= * .

Маsэlэп, VQcDtigtin

(т,р)= Ё p'-'(t)
ft=0

lunksionalr iigiin S(r) : со оlur.

Umumilэgmig funksiya Т cD' пёqtэdэ tэуiп o1unmayrb. Ona gёrэ

iimumiууэtlэ пёqtэd, Г(х)= 0 yazrlrýr korrekt deyil. Lakin onun оЬ-

lastda (эtrаfdа) srfra Ьэrаьэr olmasmr kоrrеkt tэrif еtmэk olar.

Tutaq ki, G с. R" oblastr verilir, Эgэr V Q.Д(С) tgfin

(т,р)=0 olursa, onda dеуirlэr ki, G-dэ 7=0.Оgэr VQ.Д(С)
iigti" (4 ,Q) = (тr,р) olarsa, onda deyirik ki, G oblastrnda Tt =Tz.

Xtisusi halda, эgэr f (-) G -dэ adi funksiyadtrsa va G - da

т = f (") olursa, onda 7 G - da rеqulуаr funksional olur. Мэsэlэп,
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6(xr,...,xn) -ОiгаК funksiyasr RП -dэ х + О olan hэr уеrdэ requlyardrr
(чэ 0-rа ЬэrаЬэrdir).

Tutaq ki, G С ЛП oblastr еlэ эп geniq oblastdrr ki, orada Z = 0.
Onda Rn l G = F RП -dэ эп kigik qapalr goxluqdur ki, оrаdа Т + 0 .

Веlэ olduqda F goxluýu Z-nin dagtyrcr goxluýu adlanrr vo suppZ-
kimi igara ediliг. Веlэliklэ, yalntz чэ yalntz о zaman ,0 €suррzоlur
ki, xo-in heg Ьir эtrаfrпdа Т = 0 olmasrn.

Misal. supp 6(xr,..,xn)= {О}

Doýrudan da, G = Rn l0 igаrэ еtsэk, V Q сО(С) figiin

(а,р):р(О)=О. Lakin р(О)*О olduqda (а,ср)+О. Demali

F - R" lG ={0}= ruррd оlur.

Taklif. а с C-(Л') 
"'g"qda 

V7 . D'(R') figfin аZ . D'(Л')
Doýrudan da, V ср. D(Л" ) t gtin aQ сD(Л" )onсu

(оТ,р) = (Т,ор)
ЬэrаЬэrliуiпdэп grxrr ki, аZ Л(Л')-а, хэtti чэ kэsilmэz funksional
оlur. Мэsэtэп, а(r)-kэsilmэz funksiya olduqda

"(rР(х)- "(О)а(")
Tutaq ki, f (xr,...,Xn) adi funksiyasr RП -dэ х = 0 пёqtэsiпdэп bag-

qa hэr уеrdэ lokal inteqrallanandrr. Tutaq ki, х = 0 пёqtэsi эtrаfiпdа mi.i-
эууэп m > 0 tigtin /("т) funksiyasr agaýrdakl barabэrsizliyi бdэуir:

l/(") <:-, r - |х| =r "? 
+ ....+ х:

Bu halda еlэ F . D'(R" ) timumitэgmig funksiyasr чаr ki, о, х = 0 noq-

tэsiпiп эtrаfiпdа 0-rа ЬэrаЬэr olan biitiin ,р . О(П") ,ru, funksiyalarr-
па Ьеlэ Ьir diistur gэkliпdэ tasir edir:

(r,р) - IrQ\lQ)a-. (4)
д'

Dоýrudап da, F olaraq Ьеlэ bir funksionalr gёtiirэk:
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(r,р): 
Jr(,{,oG)-,E+ 

*|, ..."!;,ь|о- (5)

Вurаdа

k:(kr,...,k,), k|.= k,!..k,|, х!' ,..,,х!"; r = |х| = х| +...+ х|, h(")=L lrl < 1

olduqda, h(r):0, |r| > 1 olduqda.

Bu ciir qurulan .F funksionalr sinqulyar /(х) funksiyasrnrn (чэ

yaxud daýrlan (4) inteqralrnrn) requlyarizasiyast adlanrr. Agkardrr ki, (5)

diisturu ila чеrilэп F с D' (yoxlayrn).

Qeyd. Tutaq ki, r = |х| = Z"? чэ Л(r) funksiyasr

r -+ 0 olduqda 1-rn 
'rr.rrilэп 

dэrэсэsiпdэп daha tez sonsuzluýa yaxln-
r

lagrr. Эgэr х = 0 аtrаГrпdа

f (-)> Л(.)
оlursа, onda /(x)-in requlyarizasiyasr уохdur.
Misal iigiin, х -+ 0 olduqda 

l

f (")> r;
olduqda /(r)-in requlyarizasiyasr yoxdur.

ý2. Qoxdayiganli iimumilaqmiq funksiyalarln
xiisusi tiiramalari.

1.Xtisusi tбrаmа ча xassalari. п = 1olan halda эччэllэrdэ dеуilэп bti-

ttin хаssэlэr gохdэуigэпli halda da oz giiciindэ qalrr. Ona gёrэ Ьэzi хаssэ-
lаri sаdэсэ yada salrrrq.

'O.r'(*n 
)-С. rСэС, чurmа чэ toplama bela daxil edilir:

(or.f, + а z fz, р) = or(fr, р) * o r(fr, р).

20.о(r)с С- (Л" ) "'Orqda 
V/ . D'(R" ) п9пп af . D'(R" ).

Doýrudan da' 
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inteqraldan xaricdaki hэdd 0-rа Ьаrаьэr оlur ( р -finitdir). onda alrrrq

(o(")f ,ч) _ (f ,о,р), ар сD(Л')

'(^" ) olsun. indi 7-nin xiisusi tоrэmэlэriпi tayin еdэk.

(#,а) =- II ff a",,,d"n = _(r,#)

зO.т.D
0т

Мэsэlэп, л tоrэmэsiпi tэуiп еdэk. Bu ttirэmэ еlэ olmalrdrr ki,
OXl

Т = "f 
(*) adi funksiya olduqda klassik tоrэmа anlayrqr alrnmt; olsun,

Tutaq ki, f (") RП -dэ kэsilmэz diferensiallanan funksiyadrr.

onda -ff 
'о..-эsi 

kэsilmэzdir, уэпi о, D(R')-аr..qrrtуаr funksional
oxl

dоýurur:

(+,е) -Jl J#,pQ)a", ,р.о(п"). (t)\d", l 
о"

эsliпdэ bu inteqral mэhdud goxluq i.izra apartltr, уэпi saý tэrэfdэki
inteqral yrýrlrr. Bu inteqralr Ьеlэ yazmaq olar:

9!;,*,,=ff 
I 

а/ý)а",а,"
Т ?/ *(-,F",},!-с)х, )

12,rl .,,.r,

burada daxili birqat inteqralda hissэ-hissa inteqrallama diisturunu tэt-
biq etdikdэ hэmiп inteqral Ьеlэ alrntr:

_fpli,=_-- jrbl ffa'

Rп

Nэtiсэdэ aldrq ki, hэr bir aai /(х) iigtin Ьеlэ ЬэrаЬэrlik hэmigэ бdэпilir
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Bu ЬэrаЬэrliуi ixtiya ri Т с О'(П") timumilэqmig funksiyastntn 
fr"tir.rsi

tоrэmэsiпiп tэrifi kimi qэЬul edirik:

(+,,):-(,,#)

0r,

Saý tэrэf mаlumdur, gtinki ff. О(П") чэ Z. D'(Л'). oncu #.
с, D'(R") otur. Doýrudan d,a, Y Q rrr" (#,я) ,о"со о, 

ff-хэtti-

dir чэ Qч ) q Р-dэ) оlduqdа,tаrifэ gbr", ! = + (miiпtэzэm ol-d\ Oxt

araq). Onda, 7 -kэsilmаz olduýundan,

(.*)--(.,#), ч-+ф

(#,,)u-(,
0ср

(2)

I)еmэli, (2)-dэп gtхtr ki,

({,r"\-_ /r,9\, v )ф,
\dx, i \ oxll

уэпi
laT \ /аr \

\й,," l, \т,,/, у -+ со,

Demэli, 
fr-Krrir-эz 

funksionaldrr чэ belaliklэ, VZе D'(R")

jЗ *,* +. D'(л').
(жt oXl

indi 2-ci tэrtiЬ !:-tоrэmэпi hesablayaq:
0х,Oх,

iigtin
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(#,,)=-(t,#,)=(.,#) (3)

Bunun kimi dэ,

l а'т
\ ^-1-,
\dxldx,

р - sonsuz diferensiallanan olduýu tigiin
л) л,О'(р d'tp

0х,Oх., 0х,Oх,

Bunu пэzэrэ aldrqda (3) va (4)-dэп altntr ki,

а2т а2т

,)=-("а)=(
л) \

т. d'р 
\

0х,Oх, f
(4)

0х,Oх, 0х,Oх,

induksiya metodu ilэ gсistэrmэk оlаr ki, Ьеlэ Ьir i.imumi diistur
doýrudur:

(о"r,r)=(-,)"|(r,о"Q), о" =- -t|- (5)l' 1xi' ...1xi,

Нэr Ьir Т с D'(П")-rоrrrr, tэrtiЬdэп diferensiallanandrr.
Тоrэmэlэriп ncivbэsini dэуigmэk оlаr ча agaýrdakr dtisturlar doýrudur.

Da+!T = Da(oOT)= рF(о"т)
Xtisusi halda, hэr bir kэsilmэz f("). С(R") Гuпtsiуаsmtп, lokal

inteqrallanan funksiy аплп D'fэzastnda istэпilэп tэrtiЬdэп xi,isusi tбrэ-
mэlэri чаr, Lakin onlartn tёrаmэlэri adi funksiya olmaya Ьilэr.

Tutaq ki, Р(D)- sabit эmsаlh diferensial ореrаtоrdur,

р(д) =|доDО.
а

Onda VZ с D'(Л')unu.,

р(о)т =|A.D"T ,

а
Веlэ olduqda, tаrifэ gёrэ,

(r(о)т,ср) = (; AoDoT,r) = 
Т 

,ч"(о"т,ср) =

=ZA"(r,(- t|"| о" р)= (r,Т A"(-|'l"| D" р),
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Ьurаdа

Л-(л)= 

'(_ 
|l'| д"D"

а
iqаrэ еtsэk,

(р(о)т,,р1 = (г,л-tоh)
alarrq. Л-(Д) ореrаtоru P(D)-nin qoýma ореrаtоru adlanrr. Аgkаrdrr

ki, р*(л)= р(- л)
Xiisusi halda, Laplas ореrаtоruпа baxaq:

п л)о,
л(р): А: 

'

2,
i=| 0х

Onda Р- (О) : А оlаr чэ biz А7 tigtin alrrrq:

(ьт,р) = (т,ла), ,р . о(п')

2.Тiirаmапiп bezi хаssаlагi.

а

0*,

Doýrudan da, tэrifэ аsаsэп,

а

ах

Taklif l. Y а с С*(^" ) * V7 с Л'(Л" ) tigtin

(ат\=0Оr*о{\/лл ох ()х
lI

(6)

(!ьD,,
\d;, )=-(",

а
(

л\
т.оЩ\ =, 

ax,l

_l-\

=(

т а

OXi

0а =(,,#:)(ое) ('",*,

ат\
^ ,Q),OXi l

,)

,)=(#т+а

)
а(р

ат
л
OXi "4-(

0",

оа

й
т

уэпi (6) diisturu doýrudur.

Taklif 2. Goblastrverilir. Эgэr 7 =O'(R")u, G-da 7=0olursa,

onda G -dэ Vaiigi.in D"7 = 0 оlur.

Doýrudan da, рс О(С) olduqda D" р с Л(С) оlur. Опа gоrэ

(о", ,е) = ( t)"l (т , о" р) = 0, ср с o(G),

уэп1
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DoT:0, G-dэ.
Natica.

supp DaT с. suppT.
Taklif 3. Diferensiallanma ореrаtоru kasilmэzdir:

D, D'

.f" -+.f olduqda D" f, -) D" _f , ч -+ ф.

Doýrudan da, V Q сD(R" ) uoun alrrrq ki, ( и -+ со )

(о",",a) =(-,)d (fu, oo,1,, 
) 
* (-,)"| (r, o",n) = (o" f ,r),

Уэпl 
D,

D" _fu -) Do _f , v -) ф. ( D' -dэ).

Qeyd. Klassik апаlizdэ Ьеlэ хаssэ yoxdur. Эgэr adi mэпаdа kэsil-
mэz diferensiallanan f,,(") funksiyalar f(") funksiyasrna miiпtэzэm

ytýtltrsa, ola Ьilэr Ki, /(х) Гunksiyasr diferensiallanan olmasm va yaxud

/-diferensiallanan funksiyadrr, lakin fJG)tоrэmаlэr ardrcrllrýr f'(*)
tоrаmэsiпэ yrýllmasln. Lakin О'(П' )-О. ,r'tкjrэmэsi hэmigэ чаr чэ

_fu + /. (Burada f' yazllrgr altrnda /-in hэr hanst аrqumепtэ gёrэ
1-ci tэrtiЬ tоrэmэsi пэzэrdа tutulur).

Taklif 4. а сС*(С) olsun, G с. RП -oblastdrr. onda Ьеlэ bir diis-

tur D'- dэ dоýrudur:

D" (о .Т) = Zr"p(o",l а\оlт) (*)
Р<а

Doýrudan da, эgэr а,ЬсС*(С) isa, onda Leybnis dtisturuna
аSаSэп

D" (о . Ь) =Zr"oD"-B aDB Ь.
Р<а

Bunu пэzэrэ aldrqda alrrrq:

(О" (о, Т),е)= (- t)l"] (аТ, D" ср) =

= 

'(- 
|)|О| ,*(' ,оО (r. о"-О о)) =

/]tа

= (|с"р(О" О 

")- 
DoT,rp),

aD(- r)"'(r, а
)р
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Теоrеrп. Tutaq ki, .fnD- r , п ) ф, ап) а с С*(С) С* (С)С,

Qп ) a.Onda

isbatr aqkardrr

Misal.

D,(G)
anf, -+ af , п-)ф.

0(*,, х )

)

l, х,)0, i-_ |r2,...,п

0,qаlап hallarda

dцr.

п

а,0
tбrэmэsiпi hesablayaq. Тэrifэ gёrэ,

i)xr,...,0xn

l а"0 \

\a-,*p"'' l
о,=Э\-\:СlIt-. l^ 

u'^ dx,,.'dx,=
Oxrr...,dxnl "u,OXl,...,oXn

= (- t)"

,dxn-r:= (-')"i,''''i
'!*(#;)*"

ф

= (-t)"i,,,,. i[# 
d""y,, ., dxп-

п1( \чII ?7d*,,. dx
11 l,..lrr_1

ф

0

00

0

= (- 1)' Т ТЬ Ф(r,,...,х "_,,0)]dx,,...,dx п-1

= (- ,)"-'Т
ф -'Q(rr,...,х, 

,,0) dxr,...,fun_t = р(0,0,0,...,О) = (6, р),
lxrr...rOxn_,00

О" 0(х,э...эХп

buradan

ахr,...rOх,
= 6(х, ,,..,*,).
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2.Ёmumilagmiq funksiya va fizikada paylanmalar. Т сD' timum!
|э9m!я funksiyasrnr fizikadan mэlum olan elektrik чэ уа maqnit ytik-
lэriпiп, ki.itlэпiп чэ s. paylanmalart kimi izah еtmэk оlаr. Веlэ Ыd.rqdа,
mэsэlэп, 6(" -а) oiraK funksiyasrnl а €Лппбqtэsiпэ yerlэqdirilmiq 1

ktitlэnin srxlrýr kimi хаrаktеrizэ еtmэk olar: /(x)-adi funksiya olduqda
onun yaratdrýr requlyar z, funksionaltnt isэ srxhýr f (") olan elektrik
yiiki.intin paylanmasr kimi tэsчir еtmэk оlаr. Bu zаmап И hэсmiпэ diiqэп
ytik{in ktitlэsi (miqdarr) mэhz

*_ II.-[rQ)a"
olur. Нэr bir funksionaltn oz tэуiп oblastr ola Ьilэr. Мэsэlэп, а(")
funksionalrnt tэkсэ -r = 0 noqtэsinda kэsilmэz funksiyalar siпгrпdэ
paylamaq оlаr, уэпi D fэzаsr 6(х) tigtin gэrэk deyil. f (") verildikdэ

} rеqulуаr Гunksional olmast tigiin еlэ ср -lэrа baxmaq kifауэtdir ki,

fp hasili саmlэпэп olsun. Lakin D эsаs fэzаst eloadir ki, biiti.in
funksional|ar D -dэ tayin olunub. Мэsэlап, а(х) л -dэ tэуiп olunub,
lakin опu D -dэп biitiin kэsilmэz funksiyalar fэzastna davam еtdirmэk
olur. Bu sэЬэЬdэп dэ, fizikada, mэsэlэп tam yiikii hesabladrqoa (z,t)
qiymэtini hesablayrrlar, Ьеlэ ki,

(r,t)= { 1'" ;"1(1 , 
"] olduqda,

- 
[JJр lf (*)а", Т = f(") olduqda.

Misal 1. Mexanikada koordinat baglanýrcrna пэzэrэп inersiya
momentini hesablamaq tigiin (r,r') чiч-.tirri hesablayrrlar, Ьеlэ ki:

|о|' ,Т _ 6(" - о) olduqda,

Ilrr I/k)" (")a", т = .f
т( ,") =

olduqda.

Misal 2. Мэsэlэп, Ь с R3 пёqtэsiпdэ Nyuton potensialrnr

hesablamaq tigiin т l

w-bl
ll0

ifadэsini hesablayrrlar, Ьеlэ ki,



т l
.Ч, Т =6(х- а) olduqda,
la- Dl

У#, 
T=,f(") olduqda,

'|* - bl

Misal 3. Sэth srxlrý, р(") olan elektrik ytikйniin ,S sathindэ
paylanmasr Ьеlэ bir dtisturla tэsчir olunur:

(Т,,р)= IIpGYpGMr, supp pcS.
s

Brr пбч paylanma sinqnulyar iimumilэqmiq funksiya tэуiп edir, onu

f (") hэсm srxlrýr ilэ чеrilэп (rеqulуаr)

IIItQIлQV"
лз

funksionalr ila qarrgdlrmaq |апm deyil!

.ý3.Л"-dе kasilan funksiyanrn
iimumilagmi; xiisusi tбrаmаlаri.

l.Qriп diistчrч. Tutaq ki, G с. RП oblastr ,S sэthi ilэ htidudlanrr

чэ G, = R" lG. Tutuq ki, ._f бzii чэ опuп hэr Ьiг xiisusi tёrаmэsi S sэth-

iпdэ kэsilmэуэ mэruz qahr. ,S sэthini hэr istiqаmэtdэ kegdikdэ / va

опuп tоrэmэsiпiп srgrayrglu,'n, }], : ол ча l 
q1: о0 ча 

Lй_], 
=,, ilэ igагэ

еdэk. Dеmэli И]r(Е) [#],(f) 
Гuпкsiуаlаrr S sэrhэddiпdэ tэуiп

оluпuЬlаr. Мэsэlэп,

И], (r)- 
",l.,fl 

f ("')- ,,L';n .f ("'), € . S
x'-+ýcS x'-+{eS
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indi fэrz еdэk ki, / ЛП fэzаsmdа miiэууэп ý sэthiпdэп bagqa hэr

уеrdэ sonsuz diferensiallanrr, ,S sэthiпi kеgэпdэ _f u" onun tсirэmэlэri

kэsilir. Do _f ilэ /-in timumilэgmig funksiya kimi tёrэmrriпi, {ЛО7}
ilэ isэ DP f (x)-adi tоrэmэsiпiп yaratdrýr rеqulуаr funksionalr igаrэ edi-

rik (Bu tоrэmэlэr х Ф S olduqda vаr) х с лS olduqda yoxdur. ,S sэthi

ЛП -dэ olgtisti srfir goxluq оlur).
Birёlgiilti halda f (r) х = 0 пбqtэsiпdэ kэsilэп funksiya olduqda

_f ' = {.f '(*)}+ л7(о)а(")

"f 
" = {f "(")}+ л7(о)а' + ry'(о)d

diisturlarr _f - in adi tёrэmэsi ilэ timumilaqmig tбrэmэlэri arastnda эlаqэ
diisturunu miiэууэп edir,

indi hэmiп diisturlarrn analoqlannt almaq istэyirik. Эччэt". $
0",

funksionaltnt miiэууэп еdэk.

(+,р\ = -( r,Р\=- [[ lrBlPdx1...dxn :
\oxr / \ oxtl ..Rn" ОХl

- -I,,:::,. J[, 
'! 

_ltiffd-,Y",",fun 
=

ооср l ,+
r]

-| 
{,м*!-OXl

(1)

Buradakr sэth inteqralrnr Ьеlо bir inteqralla эчэz еtmэk olar:

= I...!?,*",'а*.* JI;, !**-

(2)

||2

J.o Ir. cos 8 ds,



Ьurаdа d, bucaýr .trl охu istiqamэti ilэ S sэthiпэ normal arasrndakt bu-

caqdrr. (2) inteqralrnr Ьеlэ igаrэ еdэk:

(т,,р)= I;Jog cos Щds.

( -sinqulyar funksionaldrr, о, sэth tizrэ рауlапlr чэ sэth tizarindэ srxlrýr

о0 cos 0, оlап kйtlэпiп paylanmastnt tэsчir edir. Ваzэп hэmiп funksio-

nalr ( = о0 cos4 d,kimi igаrэ еtmэk mi,inasib оlur. Веlэ olduqda ixti-

.afyari J- i.imumilэgmiq tоrэmэsi iigiin (l)-dэп Ьеlэ diistur altntr:
oXi

(3)

Bu diistur, aydrndrr ki, birбlgiilti halda

.f ' = {.f '(")}+ у(O)а(х)

di.isturunun iimumilэqmэsiпdэп iЬаrэt olur. (3) diisturunu bir dэfэ da di-
Геrепsiаllауаq:

af l.ar(")lл :1 л r*(/]rсоsф)d,Oxi L oxi )

={#I-f;г[r],соs9ф]+
20 f af (")

соsф 4,
s

1oxi
Ьurаdап саmlэmэkl. (i = 1,2,...,и) ahrrq

Normala gоrэ tоrэmэ di,isturuna эsаsэп,

bf :{дrt,l} - 
Z*WI, 

.о, а4 ]* 2lT]" .о, 0i6,.

ах

ftrVl,d,) = 
2*V1, 

.о, 0,6,J,

(4)

Гgl d"-ЁГЧ9l соsфф
LOп 1s i=ll Oxi _],

I\4эsэlэп, (*,) diisturunu yoxlayaq. V р с D {igiin alrrrq

llз



(r*(и],+ )r) : -r(u,, cos'i u,,#) =

=-I;ff], r#*,0; ds I.i.IИ]" fra, 
:(*,

Bunlarr пэzэrэ aldrqda (4) di.isturu bu gэkli аhr:

(Vl,a,),p

bf = {дrG)}*
af
0п

ч,**ff],+) (5)

s

Bu di.istur iimumilэgmiq funksiyalar tiqtin Qrin diisturu adlantr.

2.Xiisusi hal. Klassik Qriп diisturu.Farz еdэk ki, V с- R" -hэсmdir,
лS-isэ onun sэthidir vэ f :g, xCV olduqda (5) Qrin di.isturundan
аlmrr ki,

(ц, е) = (f , Ь,р) = !! о ! rb'M"= ( {дr(,) },,l) * (Hu,, r) *

-(*(и]"+) ,): IolblQfuQp"+ I чI*фs- I ;Irffa,

ds

burada z - daxili поrmаldtr

Oger V Л'-dэ r -radiuslu kiirэ olarsa,'onda Qrin diisturu Ьеlэ
yaaltr:

!(l .b,p-cp.bf)dx* ff;(, Ж , #)

Ц,,=, 
!(t , Ь,р - ср, bf)dx* 

Ц"l=, 
(, # - ,

Вurаdап klassik Qrin diisturu altntr:

0IJ

af
0r
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ý4. Laplas ореrаtоruпuп fundamental halli.
Bu Ьоlmэdэ mэqsэd btitiin ЛП fэzastnda

1
А

t"?
i=l

п-2r
1

funksionalrnr tэуiп еtmэkdэп iЬаrэtdir. х = 0 пбqtэsiпdэ ,_2 funksi-
r

yasl mэхsusiууэtэ malikdir, х + 0 olan hэr уеrdэ * nu.*onik funk-
r

siyadrr, уэпi
lЬ 
--:0,r

Tutaq ki, f - f (r) ya|ntz r - radius-vektorundan asth olan sferik

Toklif. bf(r)= fn +!--l 7,
Doýrudan da,

Buradan сэmlэmэklэ alrnq:

simmetrik funksiyadrt, г =

лf

0f _df ar _df Х1

r'
/ l\df l l х; 

I- *,[;-7 )

0", dr 0*i dr
, х2a'f d'f {xi\

aL= j7 l; )

d2f f '(r)
п-|
r f '(r).+_

dr2

п-|df
l_ rdr

Веlэliklэ, f = f (") уаlпtz r -dan asrlr funksiya olduqda Laplas tэnliyi

bf = f"(")+n -| .f'(")= о (6)
r

kimi olur.Laplas tэnliyinin hэlli harmonik funksiya adlanrr. Аgkаrdrr ki,
(6) tэпliуiпiп hэlli Ьеlэ olar:
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"f 
(r)=

l
++В, п+2 olduqda,п-zr

l
д|п-+ В, п:2 olduqda,

r
l!+ В, п:3 olduqda, Д = сопst, В : сопst
r

Веlэliklэ, х+0 otauqda } @+2 tigiin) чэ tnl (п=2 iigiin)r-r
funksiyalan harmonik funksiyalardrr. Bi.itiin Rn Гэzаsrпdа baxdrqda

l 1

r"_z 
(п+

r
oqL (п = 2 ) funksiyalanntn mэхsusiууэtlэri чаr2) vэ l,

f(r)=rp gбttirэk. Onda

brP - р(р+п_2)rР-2. (-)
Dеmэli Laplas ореrаtоru r - iп dэrэсэsiпi 2 vahid endirir. Мэlumdur
ki, rP funksiyasr р>-п olduqda lokal inteqrallanandrr. Demэli, (*)-

un saý tэrэfi р-2>-п (уэпi р >2- и) olduqda lokal inteqralla-

пlr, уэпi ArP D'-dэ funksional olur. Lakin р=2-п olduqda (*)-

un saý tэrэfi D'-dэ mэпаslz оlur. Веlэliklэ, RП -dэ baxdrqd^ Д*
r

гunksionah mэпаslz ola Ьilэr.
Lakin bu funksiyalar koordinat baqlanýrcr atrafinda lokal inteqrallanrr
(п - 2 < п), dеmэli опlаr miiэууэп requlyar Гunksional dоýururlаr. Biz
indi hэmiп funksionallarrn Laplasianlannt tayin еtmэk istэyirik. Bagqa
sёzla,

1 1

^
-a,r1 (П + 21u" bl,оq-(п -l

Laplasianlannt hesablamaq istэyirik.

Теоrеm. Biitiin RП fэzаstпdа baxdrqda:

21
r

l16



^+ = -(n- Z)S, а(*), n + 2 olduqda,
r

^[ri) 
:-2п6("), п=2 olduqd,a,

д1= -4п6(х), п=З olduqda,
r

^Fl)= 
26(х), п:I olduqda,

ilэ Rn Гэzаstпdа l-radiuslu sfеrашп sэth sаhэsi iqаrэЬurаdа S
olunur.

п

мэlumdur ki, r, =ron/r(%),

Г(о)=

Ьurаdа

-1ro-rn-,4,

J
0

r

-qamma funksiyadrr, mэsэlэп

Г(п)=(п-l), i+) =l;- r(:)=.(,-;)=;{+)= + чэs

Bundan эlачэ, r radiuslu sferamn sэth sahэsi dtisturu 1Л" -dэ)

S" ("): Sn , гп-' ,

о[ur, r radiuslu ktirэпiп hэсmi isэ

п

п
dйsturlarr ilэ taprlrr. Xiisusi halda, (r = 1), St =2, S, =2п, Sз = 4п.

i.imumiyyatlэ,

S,(r)= + = +V,|=,S, 
. rn-l.

indi teoremi isbat еdэk,

10. Tutaq ki, п+2, OJ "=? Qrin di,isturunda И hэсmi
r

оlаrаq s radiuslu ki,irэпiп xaricini gсittirэk:

V,,(r)= Sn

v" =Fc R" :|"r| > r} S" = {r| = r} f (r)-
1

п-2 )

r
п+2

l17



Onda vесл(л") iigtin alrrrq

(Ц,,р) = (^ п-2 ) 4=( ,^е)= JL,п-2
l1

Qrin diisturuna эsаsэп,

r r

lim
а-+0 JIа ffi cLT=lim II,rrIffO-

ьср _ 

^ 
#)*- II", Il# # -, *"(;,)]r" = .

(

(7)

(8)

Jl,>Е

1

;;j(

sol tэrэfdэ inteqral altrnda r ) s olduýundan чэ bu halda

^[+']:0 
oldugu tigiin alrrtq:

\rn-')

IJ,;; I# Ьq dx : - !,::;## о, - I )r,
п-2

п-|r=€ r
saý tэrэfdэki l-ci toplananr qiуmэtlэпdirэk чэ gёstэrэk ki, hэmiп
toplanan я -+ 0 olduqda -+ 0 оlur. Мэlumdur ki,

0ср xi 0QпI0r j=| rOx j
Ьurаdап

Е.l=1чэ maxl 9gl=,
| , I la,,l

olduýundar, ý" = {r = я} sferasr tZэriпdэ hэr уеrdэ

Onda s+0 olduqda

0ср М.п
- €п-2

l+l= иМ o|ar
lorl

!,.="

1

l18
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indi 2-ci toplananr hesablayaq:

I, J- 
Q;_?) в, =- !,=-,IM,

(" -z)
€п-2

).с'-".Е(е) I"r Jo, =

). r'-" ц(е) . Sn. rn-' : -(n- 2).s, . ц(е)

burada S" (р) irэ р(х) funksiyasrnln б radiuslu sfera iizэriпdэ оrtа qiy-

mэti igаrэ edilibdir. Aydrndrr ki, а -+ 0 olduqda ,S"(e) - р(О). On-

da alrrrq ki,

Fa, = -(п-2)s,.р(0).

Веlэliklэ, (8)-dэп aldrq ki,

riц [[ ,. ||о,ра" = -(n- z)s, .р(о)
c4v JdrzЕ J r

Веlэ olduqda (7)-dэп alrrrq:

(^#,r) = -(n- z)s,e(o)= (- (, - z)s,a(")p),

п-2-(

= -(п-2

{J-
lim
а-+0

уэпl
1

^
-("-z)s"a(x).п-2r

20.Gёstаrэk ki, (ru = 2)

bloql = _zп6("),
r

f = loq\, , =|_|= ,[7j
olsun. R аdэdiпi еlэ sеgэk ki, |х|>R olduqda р:0 olsun. Qriп dtistu-

r,шпdа с={ч.lrl.Л} oblastrnrn sэrhэddi iki dэпэ konsentrik 9ечrэ olur:

s; = {"| = s} S* = {,| = л} qrin dtisturunu yazaq v ср с D

)(,"i # чJпl)а, tяlI* J
.ý" 

^S"

[[ tдrпl .Q-|пL.оr)*=
,.1r[.Л r r

ll9



(Sol tэrэГdа ДЬl:0 оlur). Buradan altrrq
r

lim lJ tдь
я-+О а{т|<R + ,-tnL b,pla* 

[лJ )i ^: #-r},,*)о":
limf lcodr+limln1 [
t--+Оg J' а-+0 Е J

0rр
ds

<и1 .М.2тs =2Мп.
€

ar (10)

Nэzэrэ alaq ki,

ьurаdа s" (р) h cp-nin а radiuslu 9ечrэ iizэriпdэ orta qiуmэti igаrэ

olunur. я-+0 olduqda
S" (р)-+ е(0).

i ,!:*= 
1 

,S" (cp),zo, _2d"(Q),

l
€)=(

Dеmэli,

i k* -2rЦ(е) -+2lTe(0) g -+ 0.
r=€

(11)

-+ 0, s -+ 0. 02)

Digэr tэrэГdэп

и1 t
о

,.trr1
€

(11) чэ (12) miiпаsiЬэtlэriпi (1O)-da паzэrэ aldrqda

}ч JI bq: Ьср dx = -2rр(0) : (- zпа(,),ср)
- 
а<|х|<Л I

Bunu пэzэrэ aldrqda (17)-dэп gжtr ki,

ф
(-zпа,ср)

0ср

0r
-l

r=€

bloq !,ср
r

bq L,b
r

bqL. ьrрdх =II
а<|r|<Л

1

lm
-+0

Dеmэli,

l20

bloq
r

216(х)



1зO.indi 
^

funksionalrnr biitiin Л3 fэzastnda hesablayaq
r

v Q.r(^')
1о1
\r

alrrrqi,igi.in

а (13)

Alrnan inteqralr hesablamaq iigiin Qrin diisturunu tэtbiq еdэk. G оЬ-
lastr olaraq с 1r 1R oblastrnr sеgэk чэ R эdэdiпi еlэ sеgэk ki, r ) Л ol-
duqda р(")=0 olsun. Веlэliklэ, Qrin di.isturu:

д(i ьср _ л+Р-"цl; #,*(i)],, = .

1

I}urada sol tэrэfdэ r } с oblastrnda : funksiyast harmonik olduýun-
r

о- Al=O.Bundan bagqa, (r:c) sferasr ur.r'"o, 
|#|

^
,,)= ( i )=lljY*:ýJI !!еа"

ýundan

Фо,lrЦ
0r |а

l

^-,(рr

< Moldu-

JI
1
r р,

м

а1.cp-4s -+
orr

J

-+псfО), g -+ 0

4Е€2 = 4пМс -+ 0, я -> 0
€

I}unun kimi dэ,

![r*У, 
=-; 

![ф, 
=-Чr"kil=-ц,*,(р), (14)

burada S" (р) 1|э rр-пiп (r = s) зfеrаsr iizэriпdэ оrtа qiymэtini igаrэ

edirik. OndaS"(p)+ е(0) g + 0. Веlэliklэ, (14)-dэп аltпш ki,

Nаtiсэdэ (13)-dэп alrrrq ki,

JI

lim ll{ Ь,ра- = -атф0),
е-+0 irrr

Веlэliklэ,

)=m W dх=-4пср(О):(- 4п6,rр),

|2|



уэпl

^

1

l"|

l
А -ап6(х).

со

_со

r

ll

l,

40.п=1 olduqda r=|x| чэ l|х| =|х| olduýu i.igi.in alrrrq

0со

-оо 0

п=З olduqda,

ll

х| ,Q = (|i, 9") = Л"lе"QV": - I х(р" + I"Q' -

- -х(р' /9- + lp' * хQ' l 0- -
0

-ф

ф

lQ' = z,p(o) - (26,,р),
0

buradan

|r|" = za(r).

40 .Natica. Laplas ореrаtоrчпuп fuпdаmепtаl haПi.

Tarif. Эgаr еlэ Е с O'(R") timumitagmig funksiyast varsa ki, D'
fэzastnda

ДД(r)= а(")
olur, onda Е funksionalr А
yasr) adlanrr.

ореrаtоruпuп fundamental hэlli (funksi-

Aydrndrr ki, эgаr Д(r) fundamental hэll va До(")- harmonik
funksiyadrrsa (уэпi А До(r)=О) onda Д*До сэmi da Д-пiп Гunda-
mental hэlli olar.

Natica (Теоrеm). А operatorunun fundamental hэllэri agaýrdakr
dtisturlarla verilir:

Д(")=

4пr
И, n=| olduqda.

Qeyd. Fundamental hэll mэlum olduqda Vu,f с D' iigtin
Л,(х)= 7(х)

|22
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tэnliyinin ixitiyari hэlliпi Puasson diisturu vasitasila уаzmаq olur.
Мэsэlэп, Л(х)-Ппit funksional, f _ixtlyari olduqda hэmiп tэпliуiп
hэllini Ьеlэ yazmaq olur:

u(x)= lr|- )rG)aE
л'

Xtisusi halda (n = 3) Ьеlэ diistur doýrudur (Puasson):

Qeyd. r*2 olduqda (".Л")

^

1

-:
п-2r

Ьurаdап alrnq ki,

burada

6(xr,...,,xn)= 

'

а

-о
а ё/
oxj

(",,...,rn ),
j=|

о_ | .ar,)
Ь j 

(z - и)s, аr,\r"-' )

-(" -z)s,a(x)

п

-adi Гuпksiуаlаrdrr. Dеmэli 6(x,,...,xn) funksiyasr z -ёlgiilii halda da adi
funksiyalarrn 1-ci tэrtiЬ tсirэmэlэri сэmi kimi g<istэrilir, уэпi 6(-т,,...,х,)

funksiyasrnrn sinqulyarlrq tэrtiЬi 1-э ЬэrаЬэr оlur.

ý 5. Bazi xtisusi tipli iimumila9mig funksiyalar.
Bir gox tэtbiqi mэsэlэlэrdэ (fundamental hэllэr) "!,"! u" ,^

kimi funksiyalarr Ьilmэk lazrm gэlir.

t. "! Гunksionalr. Веlэ bir funksiyaya baxaq:

"! ={0: х(0,
t 

Lrn, х)0
Llyýun umumilэgmig funksiyanr quгmaq чэ ёуrэпmэk istэyirik.
ReZ > -1 olduqda Ьu funksiya rеqulуаr funksional dоýurur:

(l)
'!"'r(*)о*

0

("i,r)

l2з



Buradan 1-yu gсirэ tёrэmэ aldrqda

Р'' *р("М"
0

almtr, Ьu onu gёstэrir ki, ,| funksiyasr Re2 > -1 oblastrnda
analitikdir. Bu Гunksiyanr bi.ittin mtistaviya analitik davam еtdirmэk
olar. (l) inteqralrnr Ьеlэ yazmaq оlаr:

("i,r)='!rte6)- a@)V-*'S"'rlr1ь"-*, (2)
00

Ьurаdа 1-ci toplanan Re2>-2 tigtin,2-ci hэr уеrdэ,3-сii isэ )"+1
oblastrnda yrýrlrr. Demali (1) funksionaltnr Re2> -Z, 7+| oblastrna

analitik davam еtdirmэk оlаr.

Analoji qayda ilэ rj funksionalr

Re2 > -п _ l, ), + -|, -2, ...,- п

oblastrna davam oluna bilir, gtinki

' 

У, rьw:Л,[^,,_ Е#,- ]r" 
*' 
|чд*w 

*Дd#%,* (з)

Bu diistur|a х! funksiyasr biitiin , ),# -1, - 2, ...,- п,... qtуmаtlэriп-

dэ tэуiп olunmug olur. Моsэlэп, -п-7<Rе)" <-п zolaýrnda (3)

diisturu Ьеlэ sаdэ gэkli alrr:

gtinki l<k<и olduqda

("|,а) - I"' [rt"l- Е# о7о-,

),+k
l

р
0

1

ls,
\"* ,(3) di.isturu gёstэrir ki, а

dx
),+k

analitik funksiyasrnrn
)

, 1# -1, - 2, ...,- и,... пёqtэlэriпdэ 1-ci tэrtiЬ polyuslarr var, bela ki,

)" = -п noqtэsinda onun grxrýr Ьеlа olur:
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,("-l) 0

х

reS (*|,r) =

Lakin
2=-п п-t

.r<0

х>0

,t,-, )(о) = (_ l)"-' (at"-')(x) е(х)

olduýundan r] funksionaltnrn )": -п пбqtэsiпdэki grxrýr Ьеlа оlur

"es 
*! l ).=_n =

(- t)"-'
5("-1)(х), п = -|,-2,-3...

2.Analoji qayda ilэ r funksiyasr daxil edilir:

(n-t)
!

)Itх -l
t

|"|^ ,

0

Re 2 > -1 olduqda х] funksiyasr requlyar funksional dоýurur:

0

(-!,r) = 
Il"|^ ч$)а".

_со

Bu funksionalr Re )" < -7 oblastrna analitik davam еtmэk olur. Alrnan

Гuпksiуа ), + -1, - 2, ...,- п поqtэlэriпdэп baqqa hэr уеrdэ analitik

o|lr, ).= -t пёqtэsiпdа "] ii-u-ilэýmig funksiyasrntn sаdэ polyuslarr

чаr чэ onun bu пёqtэlэrdаki grxrýr Ьеlэ olur:

),resx: 6(,-')(х)

п-|

Мэsэlэп, - п -l<Рtе), <-п zolaýrnda

diisturla hesablamaq оlаr:

а kэmiууэtiпi Ьеlэ

|-

(
)

)

(-!,о) : ("i, е(- ") 
: 

Р' [r'-,) 
- }#rtt)(o)

З lrl' funksionalr. Веlэ Ьir funksionala baxaq:

|"|^ -"!+"!.

|25



Мэlumdur ki, "| fimumilэgmig funksiyastmn 2 = -и olduqda
polyusu чаr чэ onun bu поqtэdэ grxrýr

!- 
t), 

] 6,,-,'1";
(r-1)

оlur. х] isэ hamin пёqtэdа Ьеlэ grxrýa malikdir:

Onda

Йбt"-l)(х),
|"|^ iimumilэgmig funksiyasrnrn )" = -|, -З, -5,...,- 2m - l,..

пбqtэlэriпdэ polyusu yar. ). -- 2m - 1 пёqtэsiпdэ опuп srxlrýr

2

e;-n ,tu.-t)(x)

olur. Digэr tэrэfdэп

(l{', ,| = (,| ,q) * ("! ,r) =-!*^ r("Р" +-!,^ r( "W =

=Р'[r',)-Я

u|rr-,)- е(о)+ "р,(0)- - G!ffi 
""-,

{rt,) 
-,р(- 

") 
-z[я(о)- rt r" 1о1* - #re'-l rolf|a-.

0 0

р(о)(о)"о
+

kl

"7

-j
0

-.:.l
0

Мэsэlэп, 2=-2m (ctit adad) olduqda

(l4'*, r) =Т'^{лi - d- 
") 

- 
{лr 

- + ", 
*, * ffi,о-'' @)7у,

(!',r)=
ф -х

Izб
0

х +

2х
-z,До)dx

у

у



7 = -2m olduqda l"|-" : х-2- yaztrlat,9iinki

("-",r) I"'- {rt,l 
_ rа - r|,р(о) * 

}о" 
(о) - . - #rо*" (о!}*

Bunun kimi 2 : -2m - 1 (tэk эdэd olduqda)

eG)- q(- ")-

}-
(lr| '--',r) J 1

-L

[,rto)* f,r",(о)*

,2п-|, 2m lхс;4 ,t,,-,l1o)]
х

+

Xtisusi halda, )" = -7 olduqda

(l,|-', ф =";Ф- Р* =11 firy * -"!* *}

4. ri funksional,. ,=,ffi

(r^ ,r| = !r^ рQV" . (4)

дп

Bu inteqral Re2 >-и oblastrnda analitik funksiya olur. Re 2<-п
olduqda ,' lokd- inteqrallanan deyil. Analitik davam metodu 1la r1
Гunksionalrnr biiti.in fэzаdа tэуiп еtmэk istэyirik.

Sferik koordinatlara kegdikdэ (а) bu gэklэ gэlir:

(
).

\,^
0

р)

l
IчGV,(,)|a,,

о"(.) )

r

Ьurаdа dco(r) tlэ RП fэzastnda r radiuslu sferantn sэth sаhэ elementi
iqаrэ olunur. Daxili inteqralr bu gэkildэ yazmaq оlаr:

IчQИr(.)= s, . ,"-'s,(Q),
а"(,)
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Ьurаdа ,Sn Rn fэzаsmdа l radiuslu sferantn sэth sаhэsidir,

Sп=2п% 
' '(%I 

г@) -qamma funksiyadrr, S,(p) isэ е(*)
funksiyasrnln г)п (.) sferasr tizэriпdэki orta qiymэtidir. Веlэliklэ, biz Ьеlэ
bir dtistur almrg oluruq:

со

( 

"^ 
,а) - ,Sn . tr^*"-' ',(еМ, (5)

'u
Gёstэrmэk оlаr ki, S,(p) r _ iп funksiyasr kimi sonsuz
diferensiallanan чэ Гrnit funksiyadrr чэ onun btitiin tэk tэrtiЬdэп tбrэmэ-
lэri r:0 оlduqdаsrfrаЬэrаЬэrdir. r kafiboyiikolduqda Р(х)=0 ot-

duýundan onun оrtа qiуmэti dэ 0-rа ЬэrаЬэr оlаr, уэпi S"(p)- Гrnitdir.

р(х) ГunKsiyastnt Теуlоr diisturuna aylrsaq, alanq:

лý, . r'-',S, (р) = I
о,(,

Вurаdап alrrrq ki,

e(o)*Iф@
0х

J
" * 1у а'е(о), 2l,a fu,fu, )

S, (р) = р(О)* arr' + arro + ... + a.r2' * О(""")

Вurаdап gёгtiпtir ki, (m-ixtiyaridirl лS.(р)с С*[0,*). Эgr. S.(p)
funksiyasrnl r < 0 oblastrna ci,it funksiya kimi davam etdirsэk, onda
S"(p) эsаs funksiya оlur, yani ,S"(q).Д(Л) Веlэ olduqda isэ (5)

inteqralrna l-ci Ьоlmэdэki S, . 

"! Гunksionalrnrn (р : 1 + п -l)
S"(p) эsаs funksiyasrna tэtЬiqi kimi Ьаха Ьilэrik. Мэlumdur ki, х|
funksiyasr Rед > -1 (уэпi Re2 > -и) olduqda btitiin mtistэчiуэ ana-

litik davam edilir va yalntz ll: -7,-2,...,-и,...(уэпi 2 : -п,-п - 1,...)

пёqtэlэriпdэ xf funksiyastntn l-ci tэrtib polyuslarr чаrdtr. Нэmiп bu
пёqtэlаrdэ funksiyanrn grxrqlarr mэlumdur, mэsэlэп, р = -m (уэпi

), : -п - m - l ) olduqda rf funksiyaslnln grxrýr Ьеlэ оlur:
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Й((- rГ-' r(,-,)(6),s* (е) = Й# s,Qp)t,-.

Lakin s, (я) funksiyasrnrn € : О пбqtэsiпdэ tэk tэrtibli tбrаmэlэri 0-

rа ЬэrаЬэr olduýundarl m_|:2k tэrtibli tоrэmэlэr O-dan fэrqli оlur
(k = О,|,2,...), уэпi m =l,З,5,...(dеmэli ), : -п,-fl - 2,-и - 4,...)

olduqda grxrqlar var. Веlэliklэ, ,^ S,(p) funksiyasrnrn ), - -п - 2k

(k:O,|,2,...) поqtэsiпdэ grxrýr Ьеlэ оlur:

ry:(r+ *'rs6(,ill с=о (6)

Xtisusi halda, ), = -п пбqtэsiпdэ (r : о) (r',r,(я) г""Ksiyasr-

nrn 1-ci tэrtib polyusu чаr чэ опuп bu пбqtэdаki grxrýr Ьеlэ оlаr:

,S,,S.(p)/.=o = S"p(O)= (s, ,6("),р),

уепi ), = -п лочtэsi 12 iirnumilэgmiq funksiyastmn sаdэ polyusudur чэ

onun bu пёqtэdэki grxrýr

,f:r"r^ = ^S, 
,d(х) (7)

сllчr.
indi 6(r) Гunt<siyastnt sadэ (miistэvi) dalýa|ara aytaq. Bu пэ

dеmэkdir?

Tutaq ki, al--(rr,...,On) л' fэzаstпdа 1- radiuslu С) sfеrаstшп

поqtэsidir, Zr? =|. alrxr+ ... + тnXn = (а,х) igаrэ еdэk. Веlэ

intenqrala baxaq:

[|(,,r)^ а, ,

I}u inteqral Re2 > -1 orO'rlda yrýrlandtr чэ о sfera йэriпdэ sferik

simmetrik F(r)") funksiyasrnr tэуiп edir, r: ,,' +... + х?, . Demэli

alrrrq ki, еlэ С(п,Л) sabiti var ki,

Лr,", + ... + unxn|l^ аr: C(n,1)r^ . (-)
о
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а iizэriпdэ х1, = х2 =... = xn_| = 0, xn =| gоtiirsэk (r = 1) onda
buradan аhшr ki, (bax.ýito" [], sэh.l01)

С(п,),)= 
Лr,|^ 

а, = 2оТ г(+)
т@

Веlэliklэ (*)-Can ahrrq ki,
о

(8)

burada

cn =2пЧ; € = ор| + ...+ а)пхп.

Вu diistur Ф(r.) funksiyasrmn <miistэfi dalýalara> aynlmast dtisturu
adlanrr. Вir gox fэzа mэsэlаlэriпi Ьu dtistur чаsitэsilэ sаdэ miistэчi
mэsэlэlэriпэ gэtirmэk olur.

Lеmmа.

:^,--l, _:&.a(r,,...,xn) tqlг(+)''=-" 2

(Burada sol tэrэf ) -+ -п olduqda limit qiymэti mэпаdа Ьа9а dtiqiiliir).
Malumdur ki, ,^ funksionalr btitiin miistэчiуэ analitik davam

olunandtr, Ьеlэ ki, l. = -п,-и - 2,-п - 4,... пёqtэlэriпdэ onun l-ci
tэrtiЬ .polyuslarr чаr. )": -п пёqtэsiпdэ ,1 funksiyastnrn grxrýr
.ý, .d(х) olduýu mэlumdur.

г(r) funksiyasrntn da z =0,-l,-2,... псiqtэlэriпdэ polyuslarr
чаr.Dеmэll Г(f )-nrn polyuslarr 2п,-п - 2,-fl- 4,...olur. Onda
Ф(л) funksiyasrmn surati чэ mэхrэсi eyni псiqtэlэrdа polyuslara malik-
dir. Bela olduqda о(л)t ,=_" qiymэti onun surэt чэ mахrэсiпiп )" = -п
пбqtэsiпdэki grxiqlarr пisьэtiпа Ьэrаьэr оkаr. surэtiп gtxtýt

|:r""' - 'Sn 
,6(х).Мэ*rэсiп qrxrýrnr hesablayaq:

ЬэrаЬэrliуiпэ эsаsэп

l#!r,:сп i4=о(л),

130
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г( 4:!\_ 2 ,( 1+п+z).
[2))"+п ( 2 )

Вurаdап gжtr ki, ) -+ -п olduqda

l +)-_2-г(r)+о(r).[ 2 ) 7+п
уэпi

,rrг(\"'] = zгц)= z.\..2)
l}еlэliklэ alrгrq ki,

res Ф( ).\- 'S" ' 6(х).
)J|n- x,-t 2 )

)rэпl

':' . l ., = d(х, ,..., -r, )

s .г( 1*n) l'=

, (2)
I}еlэliklэ, (S)-in saý tэrэfiпi biittin 2 miistэчisiпэ davam etdirdik. indi

опuп sol tэrэfiпi btittin miistэчiуэ davam еtdirэk. Мэlumdur ki, 
|€|^

fцnksionalrnln analitik dачаmrпп )" = -l,-3,-5,... пбqtэlэriпdэ sаdэ

,(+) funksiyasr sаdэpolyuslarr чаr. Нэmiп пбqtэlаrdэ hэm dэ

polyuslara malikdir.indi

reS
),=-2m-|

qiymэtini tapaq. Нэmiп qiуmэt surэt чэ mэхrэсiп grxrqlarr пisЬэtiпэ
ьэrаьэrdir. Мэlumdur ki,

lсl^ |

17Д\|^=-"-,(2 )

l€l^ -{4u"d(ц)

гr4Д')-пiп hэmiп пбqtэdэki grxrýr isэ Ьеlэ taprlrr. Аgkаrdrr ki,(2)
lзl



гr4!) - 2 гrд]) - 2 2 гrдi):...:
\ 2 ) ),+I [ 2 ) 1+l ),+3 \ 2 )

,( 1+ zm +з)
(2)2,

(л + tNrл+ з)...(z + 2m + l)'
Ьurаdап

|л-,,,=(-r)- йаQd(€),),+l
2

1)" = -2m пёqtэsiпdэ surэt чэ mахrас mэхsusiууаtэ malik deyil).
Веlэliklа, п-пiп tэk чэ ciit olmasrndan asrh olaraq 6(х,,...,х")

agaýrdakr ayrrhg diisturlarrnr almrg oluruq:

60')(€)dr, п =2m +l olduqda

l|€|-'- аr, п = 2m olduqda

-1п

d(х, ,..., ", ) = 

{

А.. l
о

Bn.
(9)

а

Ьurаdа €=(r,*,+...+ 8r"",), An, Bn:coиst l€l-" funksionalr 3-cii
Ьэпddэ tэуiп olunmuqdur:

(lсl'- .r) ="!с " 
{чG)* 

р(-с)- z[и(о)* \ r'{о)* - 
ffiи''-''{о!}а" 

.

(9) di.isturlarr 6(xr,...,xn) OiraK funksiyasrnrn <sada (mtistэчi)
dalýalara> ayrrlma diisturlarr аdlашr.

Elliptik diferensial ореrаtоrlапп fundamental hэllэriпiп taprlmasr
mэsэlэsiпdэ bu diisturlardan genig istifadэ olunur.
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F а s iъ_ц
Uмuмirэýмiý гuгqKsiyALARIN STRUKTuRASI

(QuRuLug nUsTuRLARI)

ýl.Bazi funksional fezalaгda funksionalrn gtistariligi.

Funksional fэzаlаrdа хэtti kэsilmэz funksionaltn timumi qэkliпiп
mi.iэууэп еdilmэsi hэm пэzэri, ham dэ tэtbiqi сэhэtdэп olduqca vacibdir.
Bela hallarda qogma fаzашп hэпdаsаsi 9ох gэffаf olur чэ оrаdа tэdqiqat
араrmаq, tэtbiq еtmэk bir nov эуапi xarakterli olur. Qox эlаmаtdаr
haldrr ki, indi timumilagmig funksiyalar fazastnda da timumi gбstэrilig

пэtiсэlэri miiэууэп edilmiqdir, эsаsэп Л(С)Л(Л")лS fэzаlаrrпdа tэуiп
,эluпmug хэtti kэsilmэz funksionallann iimumi dtisturlan, strukturlarr
,raprlmrqdrr. Umumilэqmig funksiyalar adi funksiyalar sinГrni

;gепiglэпdirir. indi btz bir пбч tэrs mэsэlэlаri аrаgdшпq, Ьеlэ ki,
timumilэgmiq funksiyalarr adi funksiyalar (kэsilmэz funksiyalaг)
vasitэsilo песэ ifаdэ еtmэk mаsэlэsiпi ёуrэпirik. Bu fэsildэ gcistэrilir ki,

hэr Ьir Т с D' timumilэgmig funksiyasrnt miiэууэ" /(-r) kэsilmэz funk-

siyastntn mi.iэууэп tэrtiЬ tёrэmэsi kimi gёstэrmэk olur, уэпi V Т с D'
rigtin еlэ f(").C(R") Кэsitmэz funksiyasr чэ еlэ |а| эdэdi var ki,

т = Do f чэ yaxud т = ZD".f"(*),.fo €С(R'). ,.,.''о'э, btittin
оl< р

miimki,in kаsilmэz funksiyalarrn biittin mtimkiin tбrэmэlэriпi
hesablamaqla biitiin i,imumilэgmig funksiyalar sinfini almrg oluruq. De-

mэli, D' funksionallar fazast kэsilmэz funksiyalar fэzasrntn bilavasitэ
gепiglэпmэsi kimi altntr.

Эwэlсэ bir пе9э klassik пэtiсэlэri yada salaq.
Tarif. Н -хэtti Гаzаst о zaman Hilbert fэzаst аdlашr ki, H -da ixti-

,rari iki х,у сН elementinэ опlаrrп skalyar hasili adlanan (*,у) эdэdi

r-ryýun qoyulur, Ьеlэ ki, agaýrdakr хаssэlэr бdэпilir:

|.(",у)=(у,"),

2.(",у + z)=(r,y)*(",r), x,y,z еН,
З.()r,у)-- 7(",у),

4.х+0 olduqda (х,r)> 0,

х =0 olduqda(x,x)=g.
Hilbert fэzasrnda Koqi-Bunyakovski ЬэrаЬэrsizliуi Ьеlэdir:
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ll"ll

l(",y)< ll"ll llyll,

JGJЬurаdа, mэsэlэп

Misallar.

10 . ЛП -Hilbert fэzastdtr; х,у €Л" olduqda skalyar hasil Ьеlэ olur:

п

(",у) =|€,ц,, х = (€,,.,.,€,). Л", у = (r7,,...,п"). R'
i=l

Skalyar hasil: Х,У € /, tigiin

Norma:

Lr-de skаlуаr hasil:

п

ll"ll_ Zc:

20. lr. эgэr х с lr, onda х = (€r,...,€п,...) 

' 

€: < *
'=l

ф

i=l

j=I

(", у) -|€,Ц,

kogi-Bunyokovski Ьэrаьэrsizliуiпэ gоrа bu srra yrýrland;r. lr-dэ поrmа

30..Lr(a,b)-otgtitэn чэ kvadratr ilэ inteqrallanan funksiyalar
fэzаstdtr, Q € LzQ,b)olduqda

/- х%

[}c'J < ооll"ll

ь

lokИQ)a",

I|eG)'а"( со.

ь

а

(р,ф)=

llell=[fr,nl
2

lз4

dx
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Lr-dэ Koqi-Bunyokovski ЬэrаЬэrsizliуi Ьеlэ olur

ь ь ь

lЬ,Ф)- IчQМ("V" !lr|'а" 
,

Ilo|'а": llell lllll
а а а

Вэzi funksional fэzаlаrdа xatti funksionallartn timumi gэkillэri haq-
qrnda klassik пэtiсэlэri qlsaca yada salmaq mэqsэdэuуýuп olardr.

1.RП evklid fazasr. Tutaq Ki, (", ,е2э...эеп) vektorlar sistemi RП-

da bazisdir. Onda VХеff tigtin
п

J-I€iei 
.

1

Ьurаdа €rr€rr...r€п аdэdlэri х vektorunun koordinatlan adlantr.

Tutaq ki, f Л'-dэ xatti funksionaldrr. Onda VХ СR"

f (")= Z€,r, :Z€,flri|=Z€ifi,
1

llurada f, = f (",)-эdаdlэrdir. Веlэliklэ, ЛП -da hэr Ьir хэtti / funksio-

rtalr bu gаkildэ yazilr:

п

f(")=ZЁ,.f, (l)
l

Тэrsiпэ, (1) gэkliпdэ olan hэr bir funksional Л'-dэ хэtti funksional

olur. Dеmэli, (1) diisturu RП -dэ хэtti funksionaltn iimumi gэkli olur.
I}еlэliklэ, agar fr,...,_fn- эdэdlэriпэ / funksionaltntn koordinatlan ki-

rni baxsaq, onda _f : (_fr,...,.f n) tiЛ dэ r -vektor olur. Веlэ olduqda (l)
ctiisturunu skаlуаr hasil gаkliпdэ Ьеlэ yazmaq olar:

п п п

1 1

п

f (") _Z€,.f, : (",_f)

I)еmэli, Лn -nin qoýma fэzаst (хэtti fuпksiопаllаr goxluýll) п - бlgiilii
c,vklid fazast olur. (1)-dэп altnq (Ko9i-Bunyakovski):

l35



п п п

buradan gжш ki,

olduýundan gtxtr ki,

Lakin

olduýundan

Zf,'

f(,) _

Zf,' = |l"ll

l1.1l

l/(,) < ýдz. Z.f,'

п

ll/ll < (*)

Digar tэrэГdап, с, = .f (е,)= f, igаrэ еtsэk, , = (rr,...,cn). R" чэ (1)-dэп

f (r): (.,.) _ 
l1.1l'

ll"ll

llrll =*ffr#=il.ll

llrll > Zf,'
п

п

**( )

almtr. 1Я. ) чэ 1*,t ) miiпаsiЬэtlэriпdэп gшtr ki,

Zf,'.
Dеmэli (*'I fэzаst da evklid fэzаstdш. Веlэliklэ RП ilэ (^"I fэzalart

llrll :

izomorf fэzаlаr оlur.

Qeyd. ЛП -dэ metrika (norma) bagqa сiir tэуiп olunduqda (*'I
qoýma fэzаst tаmаmilэ bagqa mеtrikауа malik fэzа ola Ьilэr
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Маsэiэп, tutaq ki, RП-dэ metrika bela tэуiп olunub: VхсRП
iigtin, х = (€t,€r,...,6 n) u"

ll"ll 
: -1*Ё,| Q)

l
Onda

l/(") -
i=1

Вurаdап

ll/ll < 2lr,l
l=1

Digэr tэrаfdэп, ЛП -dэп olan Ьеlэ bir elementa baxaq

п

= Ё Ё,llf,l= (Ёиl)illl,

J0 = |sigп.fi ,е,.

п

Z€,f,

i=|

(3)

(4)

(5)

C)nda

Веlэ olduqda alrrrq ki,

п

п

-:-1l-|

Buradan gжtr ki,

||х. || - max |sigп f,
п

,=l

1

п

f Qo)_ I @igп f).f Gi) _ 

' 
sigп fi , .fi =

i=1 i:I

-Zlf,l- Zlf,l ll".ll
п

п

1

п

ll/l| >rl4
i=|

,dlrnan (3) чэ (4) miinasibatindэn gжtr ki,

llrll = Illl
i=|

|з,7



Веlэliklэ, RП-dэ metrika (поrmа) (2) gэkliпdэ olduqda (^'I qoýma
fэzаdа metrika (5) gэkliпdэ olur, bagqa sёzlэ bu feza|ar mtiхtэlif metrik

Гэzа|аr olur. Lakin RП evklid fэzаst olduqda (^'I evklid fэzаst olur чэ

bu Гэzаlаr izomorf olurlar. (^"I fэzаstпtп da еlеmепtlэri (1 ,...,-f,)
kimi и -vektorlar оlur. Bu fezalarl еупilэgdirmэk оlаr.

Веlэ glxrr ki, (^'I fazastndan olan hэr bir f vektoru Rn

fэzastntn mtiэууэп Ьir с с RП elementi kimi qэЬul еdilэ Ьilэr. Onda hэr

btr f.(Л")-uоuпеlэ ссRП чаrki, VхсRП iigiin / funksionalrbu
9akildэ yaz:Iг.r,.

f (")- (",.) (6)
чэ bu halda

llrll = l1.1l - ,=(r,,...,cn) .Л'.,
l

(,

Dеmэli, (6) diistuгLt R" -da хэtti Гtrnksionalln iimumi qэkli оlur (Riss
tеоrеmi).

Xtisusi halda. r = lolcltrqda. R - (-оо,oo) эdэd oxunda чеrilэп
хэtti funksionaltn iilrlumi ;aKlr / (_r): ст kimi оlur.

2. l о fezaslnda xatti funksional . l ,, (р > l)-fazasr эdэdi ardrcrllrqlar

fэzastdtr' Ьеlэ ki' х -(€l,€r,...,€,,,...).l, olduqda Ёв,|, < со ol-
l

lr. l о-хэtti fэzаdtr, /,, -поrmаlаýmlý Гэzаdtr, поrmа Ьеlэ daxil edilir:

ll"ll- I16,1" <0о
1,

l//

Tutaq ki, -f lо-dэ xэtti Гunksionaldrr. Оgэr {е, 9е2э...эе,,...\ lr-
dэ Ьаzisdirsэ, onda ( / -kаsilmэz olduýundan)
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ф

J: f, €оео,

Ф

llrll = l|,ll -

Ф

f ("): I €о_f @о): 

' 
co€o,cr = _f (ео)

с; эdэdlэri / чаsitэsilэ Ьirqiуmэtli taprlt, l o-d" "f xatti funksionalr

bu gэkildэ olur:
со

f (")=Zrb€b (1)

1

Тэrsiпэ, (1) 9aklindэ чеrilэп f l o-de хэtti чэ kэsilmэzdir. Asan

gdrmэk оlur ki, сд эdэdlэri i.igi.in

ЁF_|П..o,!*1-t.tPq
Bundan эlачэ, f xэttifunksionahnln поrmаsr Ьеlэ оluг:

llrll :[Ёо-|,)'=il.ll,

, -(rl,r2,...)clq, dеmэli _f .lq, уэпi

Q,)-:l", 
1 * l _1,pq

Xiisusi halda, р=2 П9rп l$=7, оlur. Demэ|i l2-dэ hэr bir хэtti

funksional l2-пiп mtiэууэп Ьir elementi ila еупilэgir. Bu halda (l)

funksionalr skalyar hasil qaklindэ аlmtr: еlэ с с 12 var ki, Vr с /2 iigiin

ф

f (")_ (.,") =Zro€r,

Ё
1

i)'с
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3. LoQ,b) fazaslnda xatti funksional. Tutaq ki, f . LoQ,b).
Onda f (r) бliigtilэп funksiya olub,

Ilr(")' dx < ю
а

чэ

ll/ll., -
ь

I|tQ)'ax
а

|/

( оо.

Теоrеm. 7< р< оо olduq du tоQ,Ь)- Lu(a,b), 1* 1 
- 1.

Dеmэli, эgэr F L о -de хэtti funksionaldr.J "1О" еlэ

g с Lq(o,b) elementi var ki, Vf с Lo ttqnn

F(f)- !f(*){,)a"
а

оlur, bela ki, g Гunksiyast F чаsitэsilэ birqiymэtli mtiэууэп оluпur va

(ъ \И

llлll.; - llgll., : 
[J*(,)' 

*)

Qeyd. р=ю olduqda (q=1) Й=Z1 olmaya Ьilэr. (Z, fэzаst
heg bir Ьапах fazastntn qoýma fэzast оlmur).

Xtisusi halda р =2 olduqda rr(a,b)-HLlbert fэzаst olur. onda

LЪ = Lr, dеmэli Lr-de hэr bir хэtti kэsilmэz funksional hэmiп Гazantn

miiэууап gelementi ilэ skalyar hasil kimi verilir: Vf с L2
ь

F(f) _ (f ,g) : If Q)ф)а",
а

llлll - llgll - (il*t")' о")'

lr(а,Ь)-аэ hэr bir хэtti funksional Lr-пiп mtiэууэп Ьir elementi kimi

чэ

аlmш. Bu хаssэ ixtiyari Hilbert fэzаst tigtin xarakterik хаssэdir
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l, (О,t)-Сэ bela funksionala baxaq:

f(")_ lxQ)at, х cr,(o,t).
0

Onda ývars ЬэrаЬэrsizliуiпэ gоrэ,

l/(") = Il"Щd,= IWQ)o,

и

-ll"ll,
0 0

yani

ll/ll <,
Bu funksionalr skalyar hasil kimi Ьеlэ yazmaq olar:

f (r)_ (х,1), | с L2(o,t).
Теоrеm (F.Risso Frеgе). Tutaq ki, Н -Hilbert fэzаst, / isэ Н -da

чеrilэп хэtti, kэsilmэz funksionaldrr. Onda ele u е Н elementi var ki,
Vr е Н tigiin / bu qэkildа yazrla bilir:

f (") _ (x,u)
чэ

ll/ll = l1,1l

Веlэliklэ, Н -da чеrilэп hэr bir хэtti kэsilmэz funksional miiэууэп

ч сН elementi ilэ еупilэgir чэ Н* = Н оlur.
ь

Qeyd. L| fэzаst !vQ)at.* olan сilgiilэп ,p(t) funksiyalarr

goxluýudur. Bu fэzаdа frinksionaltn i.imumi gэkli Ьеlэ di.isturla verilir:

f(-)= IpQ)"Q)a,,
ь

а

Ьurаdа c(r) -sanKi hэr уеrdэ mэhdud funksiyadrr. Bu halda

ll/ll_ : Vrai sup|a (t),.

Bu поrmапr (saý tэrэfi) daha aydrn gэkildэ Ьеlэ yazmaq оlаr:

vrai stlp|"(,) _ ;тд {;ув t"(, )}
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Baqqa sбzlэ, a(r)-nin mэhdud olmadrýr goxluqlarr (Д-goxluqlarrnr) at-

drqdan sопrа qalan пбqtаlэrdэ altnan sup|a(r) эdэdlэriпiп infimum

qiymэti mэhz ||,r||_ "o.rnastnt 
чеrir.

4. С|а,Ь] -kasilmaz funksiyalar fazasr.Teorem. (Riss-Fi9er).

С|а,Ь] fэzаsrпdа hэr Ьir хэtti f funksionalmtn i,imumi gэkli Ьеlэ

diisturla tэуiп olunur: V"т(r)с С{а,Ь] tigtin

f (") - lxQ)ag(t), (1)
а

Ьurаdа g(r)-mэhdud variyasiyalr funksiyadrr. Bu halda

llrll -чаrg(r), a<t<b.
olur чэ

yff g(/)= r"p ; |8(r,-, ) - g(', )

эdэdi g(r)-Ы" tam variyasiyasl adlanrr.

Buradakr sup qiymэti [а,Ь] pa.gasrn, Q:tO<t|<...1tn=[
kimi gоtiiriilэп biitiin bolgti qaydalarrna пэzэrэп арапlш. varg(r)<*

olduqda g(/)- tam vaгiyasiyalr Гunksiya adlanrr. Мэsэlоп, monoton
funksiya-tam variyasiyalr funksiyadrr. Tam variyasiyalr g(/)
funksiyalart fэzаstпt ll(a,b) ilэ igаrэ еdэk.Веlэliklэ, С[с,Ь]-аэ hэr bir
хэtti funksional iigtin еlэ g(l). r(a,b) чаr ki, опuп чаsitэsilэ f
funksionalrnr (1) Stiltes inteqralr gэkliпdэ yazmaq olar чэ tэrsiпэ, (1)
dtisturu ýэkliпdэ чеrilэп hэr Ьir / funksionalr -dэ хэtti чэ kэsilmэz
funksional оlur. Demali f С|а,Ьf-аэ xэtti funksional olduqda g-ni
еlэ sеgmэk оlur ki, l|/ll : varg(r), а 1t 1Ь. Веlэliklа , C-|a,bf=V[",u],

5. /, fэzаsl, еlэ а =(оr,а2,...,)-эdэdi ardrcrllrqlar goxluýudur ki,
со

Zlo,1 . *. / -metrik fэzаdrr. Оgэr (rr,rr,...,еn,...) sistemi / -dэ
i=|

оrtопоrmаl bazisdirsэ, onda х с / tigtin
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х -Z€,e,.
f / -dэ xэtti funksional olduqda

f(")=Ё €f(",)_t€,r,, с
l

Onda

ф

|.ol- |fGr) < llll1.1l",l|- llrll

со

еf(

Dеmэli, {со }-mэhdud ardrcrllrqdtr чэ

sup 
|со l< llrll

Тэrsiпэ, {со }-mэhdud ardrcrllrq olduqda

f (")=Z€,r,

(2)

(3)

(4)

m fэzаst

strast tigiin

ф

(2) чэ (4) -dэп alrrrq ki,

llrll:sup|co|.

Веlэliklэ, / -dэ хэtti funksionalrn iimumi gэkli (3) kimi оlur.

6. m- fazasr- mahdud ardrcrllrqlar fazasr. а € m olduqda,
о =(оt,о)э...эоп,...), suр|сдl= М. *.

мэsаfэ Ьеlэ verilir

р(а,Ь)= sup|a, _ ь,I

Vr с и i.igtin

f (") =trr €*

lr(") < I l"- | 16- l < r"р l, rlzl€ r| : sup |с- | ||х||

m-dэ xatti kэsilmэz Гunksional оlur чэ tarsina; ll/ll

/ -;:n qogmast olur: l* : m .

Ё
l

сk

l4з
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7.Xiilasa. Эdadi ardrcilIrqlar fаzаlагt. а : (at,o2,...,on,...) olsun.
Веlэ fэzаlаrа baxaq

со al,

i l"Цо, - 0 
|,

on = О sопlu sayda п - dп basqa\;

|iT:' an :0, Vр > 0 tam олан )dOddir

i
I

f
,S

lYlalo<*bJ| п|

{о
{

I4

I
рl

р

l
f,

m- al sup а со )п

A;kardrr ki, _f с лS с l о с- Со с. m.

m,Со -banax fэzastdtr, ,S-Frege fэzastdtr, f -fэzаы /r-dэ srx

goxluqdur, ,f Р -da srxdrr; /о чэ оЭ - sераrаЬеl fэzаdtr, rz -separabel

fэzа deyil; р =1 olduqda Ц = L_,lakin ц + Lr,уэпi l* # Lr.

Qeyd. L, fozast heg bir Ьапах fэzаst iigtin qoqma feza эmэlэ gэtir-

mir. Еlэ Ьапах fэzаst yoxdur ki, onun qoýma fэzаst Z, ilэ izоmоrf ol-
Sun.

Miiqayisэedin: /f =l-,Сб =4, С6* +Co,1|* *11.
Со fэzаsrпdа hэr Ьir kэsilmэz / Гunksionalr bu dtisturla verilir:

ф

(f,")_Iloao,
ф

ьurаdа Р,о\ ct, ". ll/ll - 

'
1

лk

ý2. Umumila;mi; funksiyalarrn qurulugu.

Bu раrаqrаfdа iimumilэgmig funksiyanrn qurulugu sahasinda аlmап
пэtiсэlэr verilir. Osas пэtiсэlэri a;aфdakr 5 tеоrеm gаkliпdэ ifаdэ еtmэk оlаr.
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Теоrеm 1. Мэhdчd G с. RП oblastrnda чеrilэп hэr bir f с O'(G)
iimumilэqmig funksiyasr iigtin еlэ * = -(f) эdэdi чэ еlэ

! r(r),..., f_(x) -adi funksiyalan var ki,

лlr:l

f - ZD" _f"(,), Do = : ;, ^ ,

lоl<л 1xi' ,...,1xf,'
Natica. Мэhdud oblastda hэr bir iimumilэgmig funksiyanrn

sinqulyarlrq tэrtibi sonludur.
Теоrеm 2. ixtiyari f . D' funksionaltnr Ьеlэ Ьir sonsuz сэm gэk-

liпdэ yazmaq оlаr: 
со

f -ZO'g,(,),
j=|

burada sr(x)-adi funksiyalardtr чэ hэr mahdud oblastda уа|пlz sonlu

sayda g;(x)* О.

Теоrеm 3. Нэr bir finit f с D' funksionalr tigiin е|э m эdэdi чэ еlэ

g, (")..., g', (x)-adi funksiyalan var ki,

f - ZD'g,(")
lil<.

burada g; (r) hamtst bir mahdud oblastda сэmlаgmiq adi (finit)

funksiyalardrr.
Теоrеm 4. Bir пёqtэdэ (mэsэlэп, х = 0) сэmlэgэп hэr bir

f . D'i.imumilэgmig funksiyasr tigi.in е|э m эdodi чаr ki,

f - ,Zrо Do а(r) * _ *(_f).
l]lзm

Теоrеm 5. Yavag artan hэr bir f . S' i.imiimilэgmig funksiyasr

tigiin еlэ р эdadi чэ еlэ fr("),..., f о(х) Кэsitmэz funksiyalart чаr ki,

Zro Do .fo("),
ltl<p

f
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Ьеlэ ki, fo\) funksiyalar, |х| 
-+ оо olduqdu |x|-i" miiэууэп dаrэсэsiп-

dэп tez arttrmlr (yavag аrtап funksiya).
(оечd edak ki, mahz bu sаьаьdап s' fazast <уачаs аrtап tjmumi-

lasmis fuпksivаlаr fazast> adlaпtr )

l.Mahdud oblastda iimumilagmiq fuпksiуашп strukturasr.
Lоrап ývars lemmasr.

Теоrеm. Tutaq ki, fr("),fr("),...,fo(r)...-adi funksiyalar

ardrcrllrýrdrr, Ьеlэ ki, hэr bir mэhdud G goxluýunda опlапп yalntz
sonlu saydasr # 0 оlur. Onda + (Л) ixtiyari diferensial ореrаtоr
olduqda 

ф

т =|ц(o)rr|) (1)
k=|

sшasl D' fэzаstпdа yrýrlan sша olur
Doýrudan daVcp cD tigtin

(т,р) : I(q (о) fr ("),е) = I( _fo ("), pr( о)q) _
ф

k=l

:Z 
!fr(r),p- (- о)q(-)а"

фА

k=| -А

(

&=l

т а

эdаdi strastnda yalntz sonlu sayda toplanan 0-dan fэrqli olduýundan
sonuncu сэmi sonludur. Onda (l) srrasrnrn сэmi 7 D -dэ хэtti-kаsilmэz

funksional olar. Мэsэlэп, Z -nin kэsilmэzliуiпi gсistэrаk. а, З0
olduqda еlэ l_ ,Ц,,Ц] pargasl чаr ki, s:lррQч("). |- Д,Д]. Веlэ
olduqda (1) сэmi sonlu сэm оlur. Dеmэli,

)v

сод

Z [f-(r)Ло ( D,р,("\ф
k=l -д

(2)

sonlu сэm оlur. Lakin

dan (2) -dэп 9tхш ki, (Z, р") - 0, и -+ оо

,.Ёl)] lРo (- D)p"(") - 0, и -) m olduýun-
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Dеуilэп btitiin tеоrеmlэriп isbatrnda Lоrап ývarstn aýaýrda чеrilэп
bir lemmasl а9аr rоlu оупауtr:

Аgаr lemma (L.ývars). ixtiyari V"f .D' timumilэqmig funksiyasr
iigiin чэ ixtiyari G mэhdud oblastr iigtin еlэ t/ эdаdi чаr ki,
V Q сЛ(С) figfin agaýrdakr qiуmэtlэпdirmэ dоýrudur:

ч:)

q

l(l,,ill= .,Е max |л'р("), (3)

Ьurаdа С = C(f ,G): сопst > 0

isbatr. Эksini fэrz еdэk. Onda ela f с D' iimumilэgmiq funksiyasr
ela G mэhdud oblastr чаr ki, VN = |,2,... iigiin еlэ

= Qм("т)с Л(С) чаr ki, agaýrdakr ЬэrаЬэrsizlik оdэпilir:

l(r,r")l.r,Ё Tg-lD-e"(,) (4)

Вшrаdа рм(х) funksiyasrn t фN = С мQм ilэ эчаz еtsэk, (4) dэуigmэz

qаlаr, demali, VC, i.igiin alrrrq:

lV,o)1",E Tg-lD'i,(,) (5)

indi с, аdэdlэriпi еlэ sеgэk о,, 
,Е Tplor Оr(") = *, (N = t,2,...)

D
olsun. Onda фr(")- 0, 1/ -) оо. Qtinki ф* -|эrtп hamtst mahdud G
oblastrnda сэmlэgiЬ va о, oztiniin biittin tёrэmэlаrilа birlikdэ miiпtэzэm
olaraq 0-rа yaxtnlagrr. Onda, / kэsilmэz olduýu iigtin, (f ,ф*) - 0

оlur. Lakin (5) mtiпаsiЬэtiпdэп gшtr ki, VN iigiin

l(r,or)l> 1, N -I,2,,..

Btr ziddiyyэt onu gоstэriг ki, (3) qiуmэtlэпmэsi doýrudur.
Indi (3) qiуmэtlэпmэsiпiп gэkliпi Ьir qэdэr dэуigэk. Bagqa sбzlэ,

gёstэrэk ki,
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l(f ,е)l=с Е, \:ёlоr,р(") = 
с,

ltl<лr ^'
I

/с|<,пr+"
!ОО,р("\' а" . (6)

G

Doýrudan da, VxcG iigiin Kogi-Bunyakovski ЬэrаЬэrsizliуiпi
tэtЬiq еtmэklэ alшrq:

l",,,

l"-r(,l = 

l 
Jj

(burada (а,,

а'ОО,р(€) I !ОО,р("\'а,
|t|<N+п 60€r,..,,0€,

...,on) еlэ segirikki, cp(ar,...,0n)= О ).

G -dэ сэmlэqэп эsаs funksiyalardan iЬаrэt miiэууэп H,n -Hilbert

fэzаsrпа baxaq. Н, -dэ skalyar hasil Ьеlэ daxil edilir: Q,Ф сН-
olduqda (Н, с Д(С)l

(р,ф)_: 

' 
Iok,p(")ok ф(")а*.

lъl<* с
Onda Н, -dэ поrmа Ьеlэ оlаr:

llell'* = ,| I"Оr("l' *,
lkl<- с'

Onda (6) -dan gtхш ki, f funksional, llpllr.,,*, поrmаslпа пэzэrап

mэhduddur: Y срс Л(G) tigti"

l(r,,йl{ c,llpll"-" (7)

f funksionalr Л(С)-аэ verilib, Н', с D(G) Onda f funksionalr

Н,, -dэ mэhdud funksional olduýundan опu Н, -in tamamlanmasl о-

lan Н,n tam Hilbert fэzasrna mэhdud funksional kimi dачаm etdir-

mэk olar. (Н --dэ fundamental ardrcrllrqlann limitlэrini Н - -э daxil

edlb Н * alrrrq).

Tutaq ki, Qч с Н --fundamentaldtr, уэпi и, р -+ ф olduqda

llr, - rull',= 
lй !оО 

r,(")- оО фоЬ\' *-+ 0

ап

,€| ЗС,
!#Н|'ос=,,
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Buradan gшш ki,

!оО r,(")- ok фр(*\' *+ 0,

G

уэпi ЬОr"(х)} ardrcrllrgr rr(c)_o, fundamentaldrr. onda опuп

rr(C)-aэlimiti чаr:

Dk pub)'ý) ,Lo](r) v + ф u, p[rJlr) с rr(с), lъl= *.

(Ьurаdа ,|ЪJЦ"l-tЫэmэ уох, sаdэсэ igагэlэmэdir, 1lk| =0,|,...,m).

веlэliklэ, Е*-iпhэr bir еlеmепtiпэ mtiэууэп trto](r) | 1Ъ1=.

sistemi uуýuп golir, Ьеlэ ki, a?lb)c rr(С),lЪl<.. Dеmэli,

krEr lht*r }. н, olduqda
( 

rlп1,,?[оJ )_ I !фо(*),lо(iа"' l kl<*c
olur. indi tam Hilbert fэzаstпdа хэtti kэsilmэz funksionalrn i.imumi gэkli
haqqrnda (Riss-Frege) teoremi tэtЬiq еdэk. Hamin tеоrеmэ эsаsап, hог
bir Ьеlэ funksional hэmiп fэzапtп qeyd olunmug Ьir elementi ilэ skalyar

trasil gэkliпdэ оlur. Onda baxdrýrmrz / funksionaltna Н. Гэzаsпdа

kvadratt ilэ inteqrallanan mtiэууэп Иtr]trl | 1Ь1=- funksiyalarr

sistemi uyýun gэlir, Ьеlэ ki, hаr bi, tр[Ё] }. Е * elementi iigiin

(f ,р)_ I srtkJ{")ч|t,J6la".
lъl<* с

Xiisusi halda, р(") .*rldэп baxrlan sonsuz diferensiallanan funksiya

olduqda, alrrrq Ki, 17[oI1")= fo(") igur. edirik).

(f ,е) = 
,E!f-(x)or 

ср(*Рх = 
,Е( 

f o(*)Do р(,) =

=(E-r)*|.r (")r-r),
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buradan

burada

f : ZDo gоь),
lкl=.

(8)

go ("): (- t;tol' (r). t,(c).

Веlэliklэ, agaýrdakr пэtiсэlэr isbat olundu:
Natica 1. Нэr bft f с Л'(С)ti-umilэ9miq funksiyasr чэ hэr bir

mэhdud G oblastr iigtin ela иэdэdi чэ еlэ _fr(*),...,f-(r) adi
funksiyalan чаr ki, f funksionalrnr (8) сэmi kimi yazmaq olur,

Dеmэli,,(8) di,isturu Л'(С) fэzastnda timumilэgmig funksiyamn iimumi
gэklini rпiiэууэп edir.

Natica 2. Мэhdud G oblastrnda чеrilэп hэr bir / timumilэgmiq

funksiyasr G -dэ сэmlэqmiq mtiэууэп _fо("),lЪl< * -adi
funksiyalanntn sonlu tоrэmэlэri сэmiпэ ЬэrаЬэr оlur.

Natica 3. Мэhdud G 
. 
oblastrnda чеrilэп hэr bir 7 с О'(G)

timumilagmiq funksiyastmn sinqulyarlrq tartibi sonlu olur.

2. D'-da iimumilaqmi9 funksiyanln giistariligi. Biz gёrdiik ki, G
mэhdud oblastrnda чеrilэп / iimumilэgmig funksiyasrnr (8) diisturu

kimi yazmaq оlur. indi tutaq ki, f . D'-ixtiyaridir. R" fэzаsrпr

mэhdud olan G, ,G2,...,Go,...oblastlarr ilэ ёrtэk, Rn =iCr. Эsаs
l

tеоrеmэ gtirэ G р oblastr tigiin еlэ m = *(р) эdadi чаr ki, чэ еlэ

f o,r("),...,f o,td!)- adi funksiyalaгr чаr ki, .f,,,,..,.f_,_1o1err(co) чэ

V Q с D\G о) tigti"

(f,p)- 
'lъl<*Ь)

(rо,о,оО r) =
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f - Zoo f о,о (9)

lkl<*b)
Vahidin ayrrhgr lemmastna gбrэ ela 

"r("),...,"r(r),...; ",. С-(л') var ki,

n о(")= 0, х € Go olduqda чэ

уэп1

=L
р k <,(р)

=I I
р k <.(р)

burada

(r,r , ZCi(o*,
j <.(р)

со

1 |е х
Р=|

Onda V Q е D osas funksiyaslnr bela yazmaq оlаr:

р -- еtQ * ezQ * ...+ ер(р +

Вuпlап va (9) gostэriligini пэzоrэ aldrqda alrrrq:

(
р )

(r,е) = (r,*,,r)

(D' g,,,Q),

IЁ
Р=| р

)

",r)} 
:

;г t),o,c;l(o--,",)..f ,,rIr)} :

(f ,",,l) (.},,(4 ,o,Do(,"r)) =

ZCi
jl<,(p)

I
<,(р

I
<,(р

-т-,ц
р

_\--L
р

,,). D' ,р

t(

t(

(л f о,о

о-',о) (10)

g jp = I(- t| ci(oo-j ro). f о,о.
Ul<,(p)

Aydrndrr ki, яrr(х)-uСi funksiyalar olub, hamtst Gp oblastrnda

сэmlэ9iЬlэr, sup р 8 jp("). Go. indi

g;(r)= Ig,o(r)
со

Р=1
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igаrэ еdэk. Наr sonlu (mэhdud) oblastda ya|ntzsonlu sayda g fu(х)+ 0
olduýundan (10) сэimiпi Ьеlэ gечirmэk olar:

со

(f, Zoj gi?),p
-1

уэп1
со

а )

f -ZOjgib) (11)
j=|

Bu stra-sonsuz srrаdr, lakin hаr sonlu G, oblastrnda ya|ntz sonlu

sayda g;(r)*0 оlur. Вu halda sonuncu sша D'-dэ хэtti чэ kэsilmэz

funksional оlur (lemma 1). Теоrеm 2 isbat olundu.

3. Kompakt dagryrcilr iimumileqmig funksiyanrn stгukturаsr. Tutaq
ki, f .D' -finit funksionaldш, fr:suppf- goxluýu mэhdud qapalr

(kompakt) goxluqdur. Onda уuхаrtdа deyilan GI,G2,...,Go,... mэhdud

goxluqlarrnt еlэ gёtiirэ Ьilэrik ki, mэsэlэп, G, -dэп bagqa qalan hэr уеrdэ

.f :0 оlаr, .ý uрр f cGr.Ona gёrэ de f р,ь(.т) ГuпКslуаlаrrш р>2
halr iigiin .f o*!)= 0 gottirmэk оlаr. Веlэ olduqda isэ (10) сэmi bu gэkli

аlаr:

(f, р ) I(
Ul<'"(t) 

'

pj 8 il,Q

Belэlikla, Ьurаdап alrrrq ki, _f finit olduqda onu Ьеlэ yazmaq оlur:

f - IЛ'sr(") m-*(|\ (12)

Ul<,(t)
Ьurаdа g;(")- adi funksiyalar olub, suppBi(")c Gt, уэпi 8;-larrn
hamtst adi finit funksiyalardrr.

Natica. Нэr Ьir finit funksionalrn timumi gэkli (12) diisturu
vasitэsila verilir чэ tэrsiпэ (12) gэkliпdэ olan hэr bir /-finit funksional
оlur. Bundan эlачэ, finit funksionalrn sinqulyarhq tэrtibi sonlu olur.
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4. Niiqtada 
"r-torn1.1rTЁH};i.." 

funksiyanrn quruluýu

Теоrеm. Tutaq ki, sup p _f = {О}. O"au опu уеgапэ qэkildэ agaýr-

dakr dtisturla yazmaq оlur:

f =tceokа(х). (1з)

ltl=0
isbatl. / funksionalr х=0 nciqtasindэ сэmlэgiЬsэ, onda r=0

пбqtэsiпi tiziiпdэ saxlayan istэпilэп G mэhdud goxluýu ;f -in dagryrcrsr

о|lп supp "f -G.Onda (l2) diisturuna эsаsэп /-i Ьеlэ yazmaq оlаr:

(f ,е)- I (вчG),оОч), (l4)
lкl<^'

Ьurаdа go (") G -dэ сэmlэqmig adi finit funksiyalardrr.

Lеmmа. m tgrtlbe qэdэr tбrэmэlэrilэ Ьirlikdэ х - 0 пtiqtэsiпdэ

stfir olan р(r) .ru, funksiyalarr tigiin (f ,е):0 (Вu ciir р-lэr 9ох-

luýunu Фо ilэ igаrэ еdэk). Эgэr Q еФо isэ, onda hэmiqэ е|а cpu(x)e D
ardrcrllrýr quпnaq оlаr ki, (Ьах:ý.sэh.86) х:0 n<iqtэsinin mtiэууэп

эtrаftпdа р"(") = р чэ G -dэ Du Qч(")Z, v ) ф,lЪl< - olar.

Onda, / funksionalr х:0 псiqtэsiпdэ сэmlэgdiуi iigtin, hэr Ьir и iigtin

(f ,е) - (f ,9,) оlur чэ эlачэ (14) -dэп alrrrq ki,

(f ,р,) =,ЁJя,.G)оО,р"(")d"э 0, ч ) ф,

Buradan gtxшki, V QсФо tigiin (f ,rр):О.
indi tutaq ki, Q е D ixtiyaridir. Onda ,p(")-i bu gakilda yazmaq

оlаr:

eQ)= 
la 

Dro@)*+ h*u(x), (15)

Ьчrаdа h_u!) funksiyasr и tэrtiЬэ qэdэr tёrэmэlэгilэ birlikdэ х = 0

пtiqtэsiпdэ 0_rа ЬэrаЬэr оlur. Bu ayrrlrgda saý tэrаfdэki toplananlar finit
Гuпksiуаlаr deyil. Опа g<irэ опuп hэr tэrэГrпi Ьеlэ Ьiг е(х)с D эsаs

Гunksiyasrna vuraq ki, х = 0 пёqtэsiпiп эtrаfiпdа е(х)= 1 olur. Onda

alarrq:
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u(,),p(*)= ,Z oo,p(rl*P +e(")h,*,(") . (16)

ltl<-
Onda 

"(")ср(*)с 
D чэ (16)-da saý tэrэГdэki hэr Ьir toplanan эsаs

funksiya оluг.iпdi / funksionalr ilэ (16) ЬэrаЬэrliуiпэ tэsir edak (чэ

пэzэrэ alaq ki, х = 0 nciqtэsi эtrafinda р("): "(")ср(") 
vо f х:0

пбqtэsiпdэ сэmlэgdiуiпdэп bu эtrаfdа hэm dэ (f ,e)=(f ,ре) оlur).
Onda alшtq:

(f ,е) = (f ,о")= 
la 

or ч(о\r,+) * (f ,h-t,Q)e(*)) (l7)

е с D qeyd olunub, onda

аr = (- Ur (' ,#\ = .rnr, - konkret Ьir эdэd olur. Digэr

tэrэfdэп,

оО,р(о)= ({- lk ok а,ср).

Нэm dэ паzэrэ alaq ki, 
"(x)h_*r(x)c 

Фо - эsаs funksiyasr х = 0
nciqtэsinin atrafinda 0-rа ЬэrаЬэr olur, onda, lemmaya эsаsэп
(f ,h,*r(")"(r)) = 0. Bi,itiin dеуilэпlаri пэzэrэ aldrqda (17)-dэп аlшtr ki,

(f ,,р) - I (aook а,ср)
lъl<,

чэ demali

"f - ZЛftа("т) (1s)

lпl<,

alrrrq. Веlэliklэ, х = 0 поqtэsiпdэ сэmlэgэп hэr bir / funksionahnr (18)

gэkliпdэ yazmaq оlur.
Analoji qayda ila gбstэrilir ki, .tr' поqtэsiпdэ сэmlэgmig f

iimumilэgmig funksiyanr Ьеlэ yazmaq olar:

r - |ао Ok 6(J - хо ). (19)J 
WF^
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ý3. Yavag аrtап iimumila;mig funksiyalar.

l.Yiiksak siiratla аzаlап asas funksiyalar. ,S fazasl (п:|).ТэtЬiq
mэsэlэlэriпdа аdэtап biittin iimumilэgmig funksiyalar fэzаst уох, onun
bir hissэsi genig istifadэ оluпur. Эsаsап dэ Furуе gечirmэlэri metodu
tэtЬiq edilan riyazi fizika mэsаlэlэriпiп tэtЬiq olunmast sаhаsiпdэ еlэ
funksional fэzalat daha gox rоl оупауrr ki, опlаrtп Furуе gечirmэlэri
fэzа|ап <izlэriпэ izomorf olur. Веlэ fэzаlаrdап Lr(-*,*)-kuudratr ilэ
inteqrallanan cilgiilan funksiyalar sinfini misal gоstэrmэk olar. Plangerel

tеоrеmiпэ gбrэ Л -Furуе gечirmэsi ореrаtоru olduqda _f . L, iigiin

g = Flf)c Z, olur: i

!|7Q)'а"= !я(о)2,dо,,

Dеmэli,
FlLr7= L,

Веlэ fэzаlаrdап biri dэ ý' - уачаý artan iimumilэgmiq funksiyalar
fэzastdtr. Вu fэzа tigiin dэ Л[S']=лS' olur.

Tarif. (n:1). R эdэd oxunda tэуiп olanmuq, hэr уеrdэ sonsuz

-) со olduqda бzii чэ hэr Ьir tёrэп 1
пэS1 

й-m
|"Idiferensiallanan чэ

istэпilэп dэгэсэsiпdэп daha tez аzа|ап btitiin е$) funksiyalarr

goxluýunu лS ilэ igаrэ edirik. ,S -эsаs fэza, ср с ,S -эsаs funksiya adlanrr.

Bilavasitэ tэrifdэп gжш ki, Vm уе Vq tаm эdэdlэri iigtin Ьеlэ Ьir
limit miinasibэti ёdэпilir:

Bu miinasibэti ekvivalent gэkildэ Ьеlэ yazmaq оlаr:

1im х'ср(+)(,r)_ 0 .

|х|-+со

|"'рС) (") s .,,n . *

(1)

Sup
хеR

(2)

Мэsаlэп, (2)-dэп (l) alrnrr. Вuпuп tigi.in (2)-de m -i m + i ilэ эчэz еdэk.

C)nda alarrq:

|"^*'p(n)(r) 
< с *+l,q( ф,
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buradan

Cm+|,q

|,l
burada l"| - со olduqda (1) alrnrr.

Miixtэlif isbat рrоsеslэriпdэ (l) чэ (2) gэrtlэriпэ ekvivalent olan
bagqa gэrtlэri tэtЬiq еtmэk mi.inasib olur. Опlаrdап Ьir песэsiпi yazaq:

х* p1)1"l 
=

)

|G^чG))"| = 
c_,q 1-,

Agkardrr ki, рс лS olduqd а: х- ср{Ч) Цх) е I, (D, Q' p}n' . Z, (R ) чэ s.

и>lolduqda S(R') analoji daxil edilir: yalntz чэ уаlшz о zaman

р. S(R" ) otr,, ki, agaýrdakr iki gэrt ёdэпilsiп:

|). р еС- (Л'),
2) Y а,В tigtin

sup |x"D 
О rр("\З rо,р ( ф,

хеR'
Ьurаdа

а lBl
Dв

0х ,O"f;"'
lВl- F, + ...+ в".Pl

l,
Buradan gжtr ki, ср oz:d_ va hаr Ьir xtisusi tбrэmэsi l"l - со olduqda

1
_ nisbэtinin istэпilэп dэrэсэsiпdэп daha уiiksэk siirэtlэ srfra yaxrnlagrr.

l,|

МisаПаr. р(*)= u-" .S(Л) р(r)= "-l'l' 
.s(л') дgkаrdrr ki,

D с S чэ D * лS. Masareп, е-" € D, lakin е-" с S.
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Qeyd. ссС-(R) QсS olduqda a9cS olmaya Ьilэr.

Маsаlэп, о = r"' , р(")= е-"' , оQ =1е ,S.

Tarif. ЛП _dэ Sonsuz diferensiallanan чэ polinomial mэhdud olan

"(r) funksiyalarr sinfini Оrllэ igаrэ edirik. Веlэliklэ,

а с О, olduqda:

I). а сС* (Л" )
2).Vа tigtiпеlэ с>0 sabitivэ N>0 tаmэdэdiчаrki,

|о" 
o("\=.(r * И'Г

I}еlэ olduqda а -polinomial mahdud (yavag artan) funksiya adlanrr.

Мэsэlэп, е" С О,-yavaý аrtап deyil, Л(") С О м .

Taklif. Q с S, а е O"olduqda аср с S.

Lakin ," р(")с лS olmaya Ьilэr.

Taklif. P(x)-polinom olduqda V rр е S tigtin agaýrdakr

miiпаsiЬэtlэr doýrudur:

('* Еl'Гр(")е(х)с s с z,

*р(1 * |rl'Г P(rlr")(r) . "*,n 
.*,

r(х)О" ср(х)с I,.
(isbatr аgkаrdrr).

Tarif. Qч,Q c,S olsun. Эgэr biittin fэzаdа mtiпtэzэm olaraq ёdэ-

пilэп agaýrdakr limit mtinasibэti doýrudursa, Vm,q;

*- рУ)(")="' ,pk)("), ч ->ф, (3)

clnda dеуэсэуik ki, S ГrrurrnС а Qч ) р. Btlhalda р, \р, v -) ф

}.azlrlq. (3) limit mtinasibэtini Ьэzэп Ьеlэ yazmaq mtinasib оlur:

vm,,q; ,,:р|r'(el')(r)- р(')(,)) -+ 0, v ) ф,
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^s 
fэzasr tam fэzаdrr, yani ý -dэ yrýrlan ardrcrllrýrn limiti 

^s 
-э daxildir

ý
Doýrudan da, Qч)ср ise, onda

burada c_' sаЬitlэri v -dэп asrlr deyil. Вurаdа v -+ ф olduqda limitэ
kе9sэk

|х- 
ср(Ч)G) 

= 
с m,q ,

уепiсрсS оlur.

Taklif. D fazasr лS -dэ srx goxluqdur.
Doýrudanda, еlэ QcD yar ki, |х|<1 olduqda rl=0 olur. Веlэ

Ьir ardrcrllrýa baxaq: р е ,S tigUn

р"(") - ф(")ц(%), ч _ |,2,...

Onda Qч с D уэ Qч \, ,у -) со оlur.

Qeyd. ,S Гэzаsr hesabi поrmаlt Frеqе fэzаst оlur. 0z аrаlаппdа
ekvivalent olan miiхtэlif hesabi поrmаlаr sistemi daxil еdilэ bilir,
Мэsэlап, (peS olduqda

s
Qч )0 (u - оо)э 

ур lх'яrr'G) + 0, ч -) ф

llr||, - sup (1 * |"l)' |о" ,(*\, р _ o,1,2,...

|"|=р

веlэliklа

Bagqa sistеmlэr:

** рУ)(") 
= 

c.,n 1-,

(4)

llpll р,ъ - 
'

Sup
4k xcRn
<р
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чэ yaxud

р:0,1,2,

Bu sistemlэrin ekvivalentliyi az sonra gбstэrilir
Мэsэlэп, (4) чэ (5) sistemlarindэn (, :1) alrrrq ki,

llpll о,, - suplp(x)+sup|p'(r),

llpll" о: ) sup|"" ОВ,р("\,
|а|<р xeR"'

lBil,p

(6)

х

х

=|lr:(, )(1 -,,)l,, ll#ll

|Ie||',,o - sup |хр| + sup |.rр'|,

х

х
Onda

llell, - ||е||'о,, +||я|| ,,о.

Taklif. ,S fэzаsrпdа уа|пtz чэ yalntz о zаmап Qч ) р оlur ki,

mtiэууэп р iigiin

||Рr-ч||о+О, ч+ф
<llsun. isbatr agkardrr.

Asan gёrmэk olar ki, ,р" \О уа|пtzчэ yalntz о zаmап оlur ki,
'/t,q йqiiп

ll"r ,У'(")l., - 0, и -+ со

cllsun.
Мэsэlэп, |Х 

|j':O(t-")#l=|е"(,) =l!:r(t)at|:

-+0, ч)ф.
L2

I}uradan gжtr ki, Vk, Vq iigtin

"О 
рУ)(*)э 0, v ) ф, yrnl р" i0, v -+ ф
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D
Taklif. Qч -+0 olduqda еlэ l- ,Ц,,ЦJ pargasl

suррQ u- [- А,ДI v:1,2,..., vэ Ym,q tigiin

sup |x'D 
П rр,("|э 0, v -+ ф.

Tutaq Ki, 
||e||r ,llellrkimi iki поrmа чаr. Эgэr еlэ с1 > 0 чэ с2

sabitlari varsa ki,
., llell, < llell, < r,llрll,,

onda bu поrmаlаr ekvivalent аdlапrr

чаr ki,

(r)

indi S(R" )-С. b.t. polinormalar sistemini daxil еdэk

llell.,B:;:#, |"" 
оР ч("\,

llpll' ",в 
= !|"" ОР,р("\а* ,

,,(l_,)1и
llell ".в = 

[J |"" 
оВ,("\' о" 

)
Bu sistemlar ekvivalentdir. Маsэlап, (n:1)

|"О 
o',p(*l 

= # ::pt 
*"')|*О о',р(*\

(r)

(r)

olmasrndan gtxtr ki,

llя||"

2 ll2
r+zl +llИllr,t

i * ru = 
otrlell 

о - r,, * llpll о

Analoji qayda ila,

||р||' ъ,t = 
f l"oo',p("\fu< sup (r * 

"' )|t 
о' r1-1.

(l0)

,,]

о,, =[Т 
Е 

kol,p(,\2 a,l'={*uo(t* ,'\,kolprl j#}
у

l60

Е

< (11)



(10) чэ (11)-dэп gшtr ki, (7) sistemi (8) чэ (9) sisteminin mojarantt оlur
Тэrsiпэ, Kogi-Bunyakovski ЬэrаЬэrsizliуiпi

1

|"О 
О',р("\. +х2

funksiyalarrna tэtЬiq еtmэklэ alrrrq ki,

(ildl'-,, )' =(Jo о, r(,)*) ='_!"r 
о, rk)I t * 

", ),'!_# =

Г, lt r2 / п

= "[[llяll 
о,, ) +[llяll *-,,,

),]
Dеmэli (9) sistemi (8) sisteminin mojarantt olur. Вuпчп kimi dэ

"О 
о' ср(*) - 

'!|О 
о' ,nQ)]at

-со

llpllo,, ='!|О 
о' ,pQ)lat < Ъ||ср|| k-1,1 *llpll,.,,-,,

чэпi (8) sistemi (7)-ni-n-mojarantt оlur. Веlэliklэ, ý fэzаsrпdа чеrilэп
(7), (8), (9) погmаlаr sistemi ekvivalentdirlэг.

ЬэrаЬэrsizliуiпdэп gжtr ki,

Теоrеm.

оlur

1. D(Л') f.ru., S(R" )-Сr, С- (*" )-О, ve L о(*')-О, srx goxluq

2. S(Л" ) frrur, С- (Л')-С. u, L о@' ) -d, ,,*d,r.

З. С'(Л' ) Г.ru* L o(n")-d,,,*d,r.

4 D(R"). s(л"). С-(^"),

D(л"). s(л')- Lok')
Teoremi и - 1 halrnda isbat еdэk. Кбmэkgi lеmmаlаr
Lemma l. п =|

р(,)={';" ;;:ес,(л)
16l



burada р-(")- dэrэсэsi (k olan gохhэdlidir. onda Lopital qaydasrna
эsаsэп ahrrq ki,

Doýrudan da, х # 0 olan hэr уеrdэ (р € С* . Gёstэrэk ki,

Vk; рG)(0)= 0, k =1,2,.... дуdrпdrr ki,

skl l

! . ,- = ло (x)x-'o ri .

u- P(J)"* : ш-р[_ 1)r. е_. = о ,
х-->0 уm l-->6. \ r /

burada р(")- ixtiyari polinom, m> }-tam эdэddir. Веlэliklэ, altnq ki,

lim р(ft)(s)= 0, уэпiсрс с-(л)

Lemma 2.
(zt

ф(r)=l,/ "-', l"l , l,

[ о, l"l>t.
Aydrndrr ki, s uрр ф = [- t,t} ф . С- (Л) o.-rli ф сЛ(Л)
Lеmmа 3. Vd > 0 olsun. Веlэ Ьir funksiyaya baxaq:

,u!)=;r(;),c-7= lrbl*
Onda

Natica.

t. al, (х)> 0,

2. supp ,u(*): [- а,а}

з. louQ)a* =t.
0о

_со

со

,u!)c D(Л) чэ lrаuQ)a" =t
_со

indi teoremi isbat еdэk. Gёstэrэk ki, D(R) Lo-de sшdrr. ixtiyari

_f . Lо(Л) gоttirэk. Onda еlэ 1/ чаr ki,

l|f|o а" * l (;
\р

)
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Gбstэrэk ki, f -in ixtiyari s - atrafinda D(Л)-dэп element чаr. Bela

.f 
" 

(") funksiyasrna baxaq.

,r, (") ={f 
("), l"l < lr,

/ 1v \"'/ 
L 0, l"l , Лr.

Aydrndrr ki, f M(")-i" kompakt dagrytctst чаr чэ

llr - r,ll,.7
/"(") Iо manada kэsilmэzdir, onda еlэ б > 0 чаr ki, lrl . а oldrrqda

indi Ьеlэ bir funksiya tэrtiЬ еdэk:

bu inteqral уrýrhr, giinki аб mэhduddur, finitdir чэ dеmэli

rou ("). rn (Л). inOi f м - 9 fэrqini L o-de qiуmэtlапdirэk.Вuпuп

tigiin Ьеlэ bir dtisturu пэzэrэ arlrnq:

d-|

Onda alrrrq:

ль(") - f"("*t)o *.(;)'

р(*): IrrQ - tbu(t)at ,

h с Lп(п\Jhj

_со

||/||, = ,up. 
|lйl|п <l

0о

-ф

llb-,pllр 
йii::, l*" -dhd-|=

S

l1t
up

l:

ф

lruQ)f *(х - t)dt - /;" G) п(") -|
hll,<| -ф

- Sup

llйll,<

IruQ'l,f ,(" -,)- f *Q)h(")a*dt
1 _оо
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Lakin Ьчrаdа sопчпсч inteqralda б -nr sеgmэklэ alrrrq

:lj",
Веlэliklэ, aldrq

llr, - ,ll,.Z.
Dеmэli,

|lf - ,л||о,,,

indi gёstэrэk ki, р е Л(Л) ýэrtэ gёrэ f м уе а, Гrпitdirlэr, dеmэli р-
Гrnitdir, Ьеlэ ki,

supp р с supp _f" + suрр аб =[- l,r - 6,N + 6}

р е С* (Л) otmasr isэ aqaýrdakr ЬэrаЬэrlikdэп grxrr:

# rG) = #'У" (, -,h чаw = 

_У- 
(х - tfuP Q)a,.

,ч(t)еС-(Л) ordugundan bu inteqral VЁ iigiin sonludur. Веlэliklэ,

р е о(л) * llr - p||ro. r.

Analoji qayda irэ D(Л)-nin С-(Л)-О, srx olduýu gбstэrilir.
Теоrеmiп qalan tэkliflэri bu dеуilэпlэriп паtiсэsi kimi altntr

2.Yavag аrtап iimumilagmi; funksiyalar. ,S' fazast. ývars lemmasr.
Tarif. ,S fэzаsrпdа tэуiп olunan hэr Ьir kэsilmэz funksional yavag

аrtап timumilэgmig funksiya adlanrr. Biitiin уачаý аrtап i.imumilэgmig
Гunksiyalar fэzastnt лS' ilэ igаrэ edirik.

D с лS olduýundan ,S'c D' оlur. Demali hэr Ьir yavag аrtап
iimчmilэgmig funksiya hэm dэ i,imumilэgmi9 funksiyadrr. ý' fэzast D'-
in еlэ еlеmепtlэri goxluýudur ki,onlaп D-dэп ,S-э davam еtdirmэk
olur. D fэzast лS -da srx goxluq olduýu tigiin bu сtir davamlar уеgапэ
оlur. Аgkаrdr ki, лS' хэtti fazadtr.

Оgэr Y Q cStigtin (f,,q) + (f ,р), v + ф olursa, onda deyirik

ki,fu+f (,S'-dэ).
ч-+ф

,,[iл(,-,) - f,G)k(")*]o,|= Т,, 0 iа=r
ki,
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Не9 dэ hэr .f . D'elementini ,S -э davam еtdirmэk оlmur.

Мэsэlэп, е' € D', lakin е' е S' .

Taktif. Vf е лS' чэ Va еО" iJrg:idrп af е S' ,

Doýrudan da, Y ср с лý iigi.in аQ с ý olduýundan,

("f ,p)=(f ,ор).Л va

Qч +0 olduqda (of ,Qч) = (f ,aau) э 0, v ) ф.

Dеmэli af с S'.

P(x)-polinom olduqda Р(х)е лS' olur.
,S'

Oger fu +/ olursa, onda hэm dэ fu + f 1D'-dэ).
Dоýrudап da, Vр с ,S ilgtin (fu,rp| - (f ,Q),v + ю

olduqda. 
D,

onda р с D olduqda da (f", rp) - (f ,р), чэпi fu + .f ,

Мэsэlэп, d c,S'yavag аrtап timumilэqmig funksiyadrr. Г c,S'olduqda

Vа iigtin DaT с S' olur.

DaT,Q Da9cS.( ]"l(т,о" ч|

ф

,

IJurаdап 9tхш ki, Da Т с ,S'.
,S'

Diferensiallama ореrаtоru лS'-dэ kэsilmэzdir: fu + f olduqda

,S'
Va iig{in Do f, +Do f , у -) со оlur.

оо

I}uradan grхш ki, эgэr Zun, ltn €S' slrasl ,S'-da ytýilarsa, опu

п=|
istэпilэп qэdэr hэdЬэhэd diferensiallamaq оlаr:

Iсо "")
uп,

п=| п=|
Klassik analizdэ Ьеlэ Ьir tэklif dоýru deyil.

Tarif. f . S' olsun. Эgаr еlэ с > 0 sabiti va еlэ р>0 -tam эdаdi

\,аrsа ki, Vp с ,S tigtin
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lV,e)l<,llello (*)

оlur, onda dеуirlэr ki, _f funksionalrnrn tэrtiЬi < p.Bu gэrti оdэуэп эп
kigik р эdоdi /-in tartibi аdlашr, Ьurаdа

lloll о = 

":т |"О 
О" ,р("\, р : 0,1,2,...

|"l<p
Мэsэlэп, VQ.S tigtin

l(д,е)l : | я(О) < sup |р(") = llell' ip = 0.
хсЛ

Dеmэli d(х)-И tэrtiЬi 0-а ЬэrаЬэrdir.
Lеmmа (ýчаrs). Tutaq ki, f ,S -dэ хэtti Гunksionaldrr. Onda /

уа|пtz va уаlшz о zaman kasilmэz olur ki, еlэ с > 0 sabiti чэ еlэ р > 0
tam эdэdi taprlsrn ki, Vр е ,S iigi,in agaýrdakr qiуmэtlэпmэ doýru olsun.

lV1йl<,llеll,. (* )

isbatr. KafiIik.Tltaq ki, / хэtti funksionaldш va (*) mtinasibэti

оdэпilir, Gбstэrэk ki, f с ý'. Tutaq ki, Qч ) Q (лS-dэ). Onda ela

р эdэdi чаr ki, llч" -ч||, -+ 0, и -) оо. Веlэ olduqda ahrrq ki,

l(f ,r,)- (f ,a)l=l(f ,,р, - p)l < ,llр, - о||о -+ о, v ) ф,

s,

уэпi fu ) .f , ч -+ ф.Dеmэli ./ . S' .

Zararilik.Ttaq ki, f . S'. Gбstоrэk ki, (*) mtinasibэti
doýrudur. Oksini fэrz еdэk, уэпi tutaq ki, tэlаЬ olunan с sabiti vэ р
аdэdi yoxdur. Onda еlэ р" c,S (k -|,2,...) funksiyalan чаr ki,

|(f ,oM)l ,llerll* vN :7,2,... (* *)

Веlэ ardrcrllrq diizэldэk:

фм("): +YGL , iу = |,2,...
vЛ ||Prull1,1

Onda фм +0 (S-da) 1/-+m. Doýrudanda, Vа,В lgtln
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/-kэsilmэz olduýundan buradan gжtr ki,

(f,ф*) -0,N+т.
Digar tэrэfdэп (*. *.) пэzэrэ alrndrqda gжtr ki,

1

|(f ,ф*)l- lV,ф")l = 
JT -) со, N -+ со.

JFlle"ll,
Alrnan ziddiyyэt (*) mtinasibэtini isbat edir.

Natica. Нэr Ьir уачаý аrtап iimumilэgmig funksiya mtiэууэп

normaslna пэzэrэп mэhdud оlur. Dеmэli hэr Ьir уачаý аrtап
iimumilagmiq funksiya sonlu tэrtiЬэ malikdir. _f . S' olmast tigtin (*,)

qiуmэtlэпdirmэsiпiп olmast zэruri чэ kafidir.

Taklif 1. Tutaq ki, f(").Lr@")OnCu f(") ,S-dэ requlyar

lunksional dоýurur, уапt f e,S'.

Doýrudan da, V ср. S(R') UoU., alrrrq:

(rr,r) -

l(r,,r)l = ,,JЁ 
le(") 

ollr(") 
dx < +а.

Нэm dэ Qч + О (ý -dэ) olduqda (Т7,чч) - О, v -> ф оlur, уэпi

Z, слS'.Эgэt Тr-rеqulуаr funksionalnt f ilэ еупilэgdirsэk, _f .S'
alarrq.

Taklif 2. Нэr Ьir yavag artan чэ kэsilmэ, f(") funksiyasr S-dэ
requlyar funksional dоýurur.

Doýrudan au, |/(")< "(t 
* |х|)N orouqda ( m> N tigiin)

Тr, )*| 
=IlI 

^,l

dx

< sup (r * |rl)'le(,)} J(r + |"|) 
-а"

I"f 
("Ь$)а*,

Rп

llell,

a)|-1Jro ур(l(
х (r +;,;)' eQ)

хсЛп R"

1+
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alrrrq. Buradan, ,р, \О olduqda, hэm dэ

li, Tf € S', уепi f с лS'.

Qeyd. Не9 dэ hаr kэsilmэz f(*) funksiyasr ,S'-э daxil deyil.

Мэsэlэп, е' е S'.Lakin ola Ьilэr Ki, /(х) yavaý artan kэsilmэz funksi-

уа olmastn, апlmа S'-dэ rеqulуаr funksional doýursun.

Мэsаlэп, f ("): (.оr"'| = -u" sine' eksponensial artrr

(|r|-+ * olduqda). Вuпа Ьахmауаrач, о лS'-dэп olan rеqulуаr funk-

sional dоýurur: Vp e,S

(f ,е)= ((.о, "'i ,r)= -(cos "' 
,р')= -Т.о, ", 

,Q'(*W

Bu inteqral miitlэq yrýrlrr vе Qч -+ 0, (S -dэ) olduqda

l(rr,rr)l . " аlmш. Dеmэ-

lU,rp,)l< !o'"Q)dx + 0, и -+ со.

со

-со

Dеmэli, _f . S'
1l

Taklif з. Lo. S' (р > 1) Zn с ,S' 1
|-э-Т--pq

Tutaq ki, g е Zn (Л) Onda V Q елS tigtin (Нёldеr ЬэrаЬэгsizliуi)

1_1
l(ъ, а)l-| Iв(")я("l = цglln 

,llяllо , *,
lлl

,S

Qч +0 olduqda isэ Ьurаdап (Тg,Qч)- 0, ч + ф оlur.Dеmэli

Ъ . S'. Onda g("). ,S',уэпi Lq(R)c лS'.

Taklif 4. Finit iimumilэgmig funksiya- уачаý аrtап iimчmilэ;mig
funksiyadrr. Эgэr .f . D'-finit timumilэqmig funksiyadrrsa, onda onu

уеgапэ surаtdэ ,S fэzаsrпа ,S'-in elementi kimi davam еtdirmэk olar.
bu davam Ьеlэ dusturla оlur:

(f ,е) - (f ,rlal, Q с S,
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Ьurаdа Tl е D еlэdir kL supp _f =К mэhdud goxluýu эtrаfiпdа ry:1
olur. rлQ еD olduýundan (f ,ryр) funksionalr лS -dэ kэsilmэzdir:

s
Qч )Q, v -+ ф olur. Ona gtira dэ

("f ,rtrp,) - (f ,rlp), ч -> ф.

Dеmэli
(.f ,ou) : (f ,rlau) - (f ,rлq) = (f ,р),

уапi f лý -dэ kэsilmэzdir, demali _f . S' .

Taklif 5. Tutaq ki, 7 e,S', P(x)-polinomdur. Onda

I'T c,S'.Bagqa stizlэ, лý' daxilindэ еlеmепtlэri polinoma чuппаq оlаr.
Xtisusi halda, Р(х)с S'.

Doýrudan da, V g с лS olduqda аср с лS.Опdа

(оТ,р) = (Т,оср)

kimi tэуiп olunan аТ ,S-dэ хэtti чэ kэsilmэzdir. Q"\Q, v-)ф
ý

olduqda а(рч +а(р, v ) ф olur. Onda alrrrq ki,

(оТ,Qr) = (r, aau) - (7, о9) = (оТ,р),

уопi аТ лS -da kэsilmэz funksionaldrr. Dеmэli аТ е S' .

Taklif б. Agaýrdakr tэkliflэr agkardrr:
1). Tutaq ki,

(, - И'Г lapG) { ю.

Rn

Onda F€S',Ьаgqа sёzlэ, VQe,S tigtin

(f ,е) - IчQVнQ)
Rn

kimi daxil edilэn / с лS' olur.
2). Tutaq ki,

It * Е'I"Е(")' dx <q.
Rn

Onda g €,S'.
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3).Tutaq ki, P(x)-polinomdu, "э g(х)-бlgiilэп funksiyadrr чэ

ls(") < Р(r). onda g €лs'.

Misal 1. Gоstэrэk ki, JPl e S'.Dogrudan da, V Q.,S tigtin
х

ср(х) ,

-ах 
=

х
ll,\
\lP-,Q)\х l

lim
а+0 I

,l.о

Ьurаdа

inteqralr yrýrlandrr, giinki

Onda

ах ='!еrОjtО * ;!*:- dx = J, + J,,

l, _'sаQ)__g(- ") 4"
oJ

I
р(х)- р(-х)

х0

н фYСrdх: lim lе,Q)_ а,(")]:2|я,(о) < *

l eG)- а( хJ
0 х

Bunun kimi dэ,

burada

Dеmэli,

Веlэliklэ aldrq ki, V Q.,S tigtin

dx З2suр|р'(") =2||я||о,, < *.
х

Jr:*[Ф_4" *
ix

-1Ф 
") 4*,

ix

ftry 
*|=\"r@ 

#=,}о l"e(,) 
T\=sup|"p(,) 

= llell,,o

ll)<llpll,,o
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l
Buradan, L.ývars lemmasma эsаsэп , 9жlr ki, 9:- хэtti funksionalr ,S'

х
fэzаsrпа daxildir (kэsilmэzdir).

Natica 1. gL funksionalrnrn tэrtiЬi 1-а ЬэrаЬэrdir; onun
х

sinqulyarlrq tэrtibi dэ l-rэ ЬэrаЬаrdir, gi.inki

(rn;r|)' : 
'|, 

h |r| 
-adi funksiyadrr

lP+,r)l = 
z[ио,, *llpll,,o]: zilel;

lim 1 
с ý'.

с-+0 у а ig

Natica 2.

Doýrudan da mэlumdur ki,

l
l

x+i0
п6(х) +9-1

х

Saý tэrэf ,S'-э daxildir, dеmэli -f-.5'.x+i0

Misal 2. /(")=|r| olsun. Мэlumdur ki. |"|" - Z6(x). f (")
kosilmэz funksiya olub |х| 

-O.n tez аrtmtr. Dеmэli, d(х)е S'

Гunksionalr kasilmэz |х| funksiyaslnln 2-ci tortib tоrэmаsi kimi alrnrr.

Bu fakt ,S' fэzаsrпdа iimumi хаrаktеr daqryrr:

Теоrеm (L.ývars). Нэr bir Z c,S' (yavag аrtап iimumilэqmig
funksiyasr) tiqiin ela m) 0 эdэdi чэ еlэ yavaý artan kэsilmэz f (-)
Гunksiyasr чаr ki,

T=D*fG) .

Teoremin isbatr ý 4-dэ чеrilэсэk.
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t
2
€

2

1

)
€

0,

|,| .

l"|,

Masatatar (S').

я>0t.p,(r)=

Gбstэriп ki,

s,
а) р,(r)+6(r) я -+ 0

а( **;) ,("_;)
bl р',(r)= \

s,€
с) р',(")-- 6', а -) 0.

Z. g(х)-Кэsilmэz funksiyasr Ьеlэ verilir

Gёstэriп ki, 1) g с S',2) 6(х)

!х,
[о,
-- onь

g(,)- х)0,
х<0.
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ý4. Yava; аrtап iimumila9mip funksiyalarrn qurulugu

t. К(а) fazasr. QoEma faza.K(a) fэzаst- sonsuz diferensiallanan

u, |х| 
1а pargastndan kanarda 0-rа ЬэrаЬэr olan btitiin р("т) funksiya-

lаrr goxluýudur. Вu fэzаdа hesabi поrmаlаr sistemi daxil edilir:

llяll, = 
fr?r {е(,),|lя,{";,...,lr''(")l | о = о,|,2,...

Agkardrr ki,

llell, < llell, <...< llell, <...

Nогmаlаr sistemi-uzlagandtr, уэпi hэr iki поrmауа gоrэ fundamen-
tal olan ardrcrllrq onlardan Ьiriпэ gёrэ yrýrlrrsa, onda digэriпэ gёrэ dэ
yrýrlan olur. К(с) fэzasrnda Qч ) 0, (u -+ *) о zaman olur ki, Vp

tigtin ||я"ll, -0 olsun. Dеmэli, Vk tigtin

оУ)Q)10,и + m

olduqda К(") -da Qч -+ 0 olur.

п>| olduqda К(") fэzаst analoji qчruluг. Bu dэfэ К(") goxluýu

Лп -dэ

Go =Ъ. *" ,lrrl< 0|,'.,lr"l= oI

paralelepipedindэn kэпаrdа =0 olan btittin QсС*(^") *rnsiyalarr
goxluýu оlur. Tuta q, ki, .f К(") -da хэtti чэ kэsilmэz funksionaldrr.

Onda / mtiэууэ, llяllо поrmаsmdа mahdud o|aпV ср е K(c)iigtin еlэ

с уэ р 20 varki.

lV,е)l<,llqllр (1)

Т:эrsiпэ, / хэtti funksionaldtrsa чэ (1) mtinasibэti оdэпilirsэ, onda ;f
kasilmazdir. (1) mtinasibэti <idэпildikdэ deyirik ki, _f funksionahnrn

tэrtiЬi < р.
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Misal. / Ьеlэ funksionaldrr:

а

(f ,р) : t,p@) 
(")ар("), ср ек(а) ,

-а
(2)

Ьurаdа 7-1(х)-mэЬdud vaгiyasiyalr funksiyadrr. Onda / К(") -da хэtti

чэ kasilmэzdir. Xэttilik aydrndrr. Mahdud olduýunu g<istаrэk. Y Q с-
с K(a)tigiin alrrrq:

lV,e)l < ,TuI |,pful(,l . y"l pG) = ,llрll*,
l"l=о' I l"l="

с : 
, 
vаr д(r)- tam variyasiyadrr, Onda ývars lemmastna gёrэ / с ,S' .

Irl<o

Sопrа gоrэсауik ki, (2) dtisturu К(") fэzаsmdа хэtti чэ kэsilmэz funk-
sionalm эп timumi qэkliпi чеrir.

Кr(") irэ К(с) fэzаstпrп ||я||опоr-аstпа gсirэ doldurulmasrn-

dan altnan tam fэzапt igara еdэk. Aydrndrr ki,

Kr (") э Kz(") , ... - Кр (о) - ...

Onda К(") ydrntzva уаlпz о zaman tam fэzа olur ki,

к(") = frKr(")

К(о) fazasmda bЁtiin р -tэrtibli *.i,i-'Urribм funksionallar goxluýunu

K'oQ) ilэ igаrэ edirik. K'oQ) -tam fэzаdt. f -tппоrmаsl:

|l.f||, = ,up l(l,,йl' 
llell, <t

Aydrndrr ki,

Dеmэli,

со

к'(")= [JK'o(") К;(")- K}*r(")
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indi К(с) fэzasrnda xatti funksionaltn i.imumi ;эkliпi miiэууэп
eclэk.Tutaqki, f с К'(с). onda К'оЬ) -normalaqmtg Banax fэzаst

olduýundan f -iп timumi qэkliпi Ко(") fэzasrnda mtiэууэп etmak ki-
fayэtdir. Sonuncu fэzа isэ р tэrtiЬэ qэdэr kэsilmэz tбrэmэlэri olan чэ

l"l< " pargastndan kэпаrdа srfra ЬэrаЬэr olan р(r) ГuпКsiуаlаrr 9ох-

luýudur. V р сК, (о) еlеmепtiпэ uyýun ф = DP rp(") kэsilmэz funk-

siyanr qoyaq. onda biz К о(о) f.rur,rr, С[- o,off"rurrntn mi.iэууэп Ьir

Cr [- a,af аltГэzаsmа inikas etdirmiq oluruq, Веlэ olduqda

llчll о = mах {я(,) ,|ч'(,) ,...|rtr) 1") } 
<

( с mах |чЬl 
("l : с mах lфG) < 4loll о

mtinasibэti gёstэrir Kl, Ко(с)* Crl- о,о] inikasr qargrlr;lr birqiy-

mэtlidir. ona gёrэ Kr(o)-cu чеrilэп хэtti kэsilm"r (f ,р) funksionalr

hэm dэ Cr[- o,of f"rurrnda хэtti чэ kэsilmэz olar. Xan-Banax teore-

miпэ gбrэ bu funksionalr bi.iti.in Cl- o,ol-yudavam еtdirmэk olar. Da-

vaml g ila igаrэ еtsэk, (g,ф)=(f ,р) alarrq. Onda Riss tеоrеmiпэ эsа-

sэIl 8 funksionalrnr Ьеlэ yazmaci olar:

а

(g,ф) = IOQVH(,), (з)

-а
Ве[эliklэ, К(") -da чеrilэп hаr Ьir f хэtti чэ kэsilmэz funksionalrnr

(3 ) gэКtlпОэ yazmaq olur.

Qeyd.Sonra gсirэсэуik ki, К(а) fazastnda funksionalr" (З) gэklini

dalra da sаdэlэgdirmэk оlur. Мэsэlэп, опu Ьеlэ yazmaq olur:
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(f ,р) - "[r("),рФ)lr)rь,

-а
burada лG). с[- о,о7.Нissэ-hissэ inteqrallamaqla buradan almtr ki,

(f , е): (л,Ь), ,1,

Natica. к(") fэzаsmdа hэr bir хэtti kэsilmэz f funksionalr

miiэууэп Д'(") kэsilmэz funksiyasrnrn mtiэууэп tэrtiь tоrаmэsiпэ Ьэrа-

Ьэr оlur.

2.К(Мр ) Frr".,. Qogma faza. Tutaq ki,

Kimi {Мо (х)} Гu"Кsiуаlаr ardrcrllrýr чеrilir, hamtst hэr уеrdэ kэsilmэz

fuпksiуаlаrdrr,Ьеlэ ki, hamisl yalnrz eyni zamanda =оо ala Ьilэr.

К(М") itэ еtэ QсС'(Л") Г""Кsiуаlаrr goxluýunu iqаrэ edirik

ki, М p(*)on ср(") kl < р) гuпкsiуаlаrr btitiin fezada mэhdud чэ kэ_

silmэz оlsuпlаr. Bu fэzаdа hesabi погmаlаг daxil edilir:

llяll, = 
:}ч 

r, (r)|о'r1"1, р _ 0,|,2,... ,

lq|<p

Веlэliklэ, К(М") tu- Frеgе fэzаst оlur. Aydrndrr ki, lr| - о olduqda

М oQ)onp(")-+0 оlur. Эgэr Ф - К(М") Фр igаrэ еtsэk * l|ell"

поппаsmа пэzэriп Ф-пiп doldurulmastnt igаrэ еtsэk, onda

Ф
0о

ооо
Р=0

Вu isэ Ф-пiп tam fэzа olmast iigiin zэruгi чэ kafidir. aeyd еdэk Н,

К(о) чэ лý К(М" ) fr"u*r.rrn xtisusi hallan kimi fэzаlап аlrшr. Мэsэlэп,
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ф

1 |rl<"
lrl ,"!О. М о(r)=

olduqda К(М" )= К(о) ot,r,

2О. м о("): П(, - l"rl)' =(t + lr,lr ..(1 * |r"lР
j=1

olduqda

K(M")=s(^,)

оlur.

Теоrеm 1. к(мр) fэzasrnda hэr bir хэtti kэsilmэz / funksionalr

bu dtisturla verilir:

(f ,е)= 

' 
tM ,G)on,p(")fn\W, (4)

lql<p

Ьurаdа fr(*) -оlgtilэп чэ mэhdud funksiyadrr,

Teoremin isbatr az sonra чеrilэсэk. indi isэ onun Ьir nega пэtiсэlэ-

rini qeyd edirik.
Теоrеm Z. К(а) fazasrnda V/ хэtti kэsilmaz funksiyalarrnt agaýr-

dakr diisturla yazmaq olur:

(f ,е)= 

' 
! f пЬ)о, qQW, rр ек(а), (5)

lq|<p

burada ,fn (")-OtEtilэn mэhdud funksiyadrr.

Sonuncu inteqralda hissэ-hissэ inteqrallamaqla hэr Ьir х, dэуigэпiпэ

gбrэ tоrэmаlэriп tartibini р tэrtiЬэ gatdrrmaq оlаr. Onda alanq:

anp
Dр(f ,р) = If Q)о,,л$W,

1,1."
0"х0х р

1

Ьurаdа /(x)-orgtilэn mэhdud funksiyadrr. Bir dэfэ dэ hissэ-hissэ inte-

qrallasaq (5) bu gэkli аlаr:

(f,q)-- JF(")ло-,рQW,
1,1<o

|,7,7



Ьurаdа aгtrq Л(х)-kэsilmэz funksiyadrr. Sonuncu di,istuгu Ьеlэ yazaq:

(f ,е): (Dп*| F("),p),

dеmэli

f = Do*'F(x).

Веlэliklэ, к(") fэzаsrпdа hэr Ьir хэtti kэsilm эz f funksionalr mtiаууэп
л(r) kэsilmaz funksiyasrnln D' -dэ miiаууэп tэrtiЬ tоrэmэsiпэ Ьэrа-
Ьэrdir.

3. ý'fazasrnda funksionalln iimumi qakli.

теоrеm 3. ,s fэzаstпdа чеrilэп hэr Ьir хэtti kэsilmaz funksionalt

уачаý аrtап miiэууэп kэsilmэz funksiyanrn ^s'-dэ mtiэууэп tэrtiь tоrэ-

mэsi kimi gёstэrmэk оlаr.

Doýrudan da, tutaq ki, ./.ý'. Gordiik ki, к(М") fэzаsrпdа

М oQ)= ГI(r * l"r|)P orauqсa ,S Гэzаsr altnrr. Onda l-ci tеоrеmэ gб-
j=1

rэ / bu gэkildэ оlаr:

(f ,,lУ= 
|Е !f,("Ц(,* |,, |Y 

о, чtiа",

(3) inteqralrnda hissэ-hissa inteqrallamaqla onu hэr Ьir х, йуiqэпlэriпэ

gёrэ р tэrtiЬli tоrэmэlэrdэп ibarat inteqrala gэtirmэk olar. Onda alarrq:

(f ,е) = IrG)o, р("М*, (о)
R

burada f(")Гunksiyasr

r,Q)п(r* |",l)'
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gэkliпdэ olan funksiyalarrn чэ опlапп ibtidai funksiyalanmn sonlu хэtti
kombinasiyastndan iЬаrэt оlur. Dеmэli, f (") бlgiilэп funksiyadrr чэ

|"| - со olduqd u |"|О" qi.ivvэt funksiyasrndan tez аrtmtr. Daha bir dаfэ

dэ hissэ-hissэ inteqrallamaqla p(x)-nin tсirэmэ tэrtibini 1 vahid аrttr-

maq olar, lakin inteqralaltr f (") funksiyasrnr kэsilmэz funksiya еtmэk

оlаr. Onda (6) dtisturunu Ьеlэ yazmaq оlаr:

(f ,е)= Jл(")л 
оt'р("W 

= (Dr*| F(r)я)

веlэliklэ

f : Do*'F("),

Ьurаdа Л(r) lr| - ю olduqda уачаý аrtап kэsilmэz funksiyadrr.

indi l-ci teoremi isbat еdэk. Эwэlсэ qeyd edak ki, Ф:К(М") t"ru-

stnda hesabi поrmаlаr sistemini Ьеlэ dэ daxil еtmэk оlаr:

llpll' о =йЁ 
Jr, Q)|o',p("\a*

llell, = :у', (,)|л, r1"1

llqll<p

normalar sisteminэ ekvivalent оlur: еlэ с о, с'о sabitlэri var ki,

,,||ч|| , < llя||, <,'о||v|| о.

I

Ф fэzаsrп," llel| р поппаslпа gоrэ doldurulmastnt Ф, ilэ igаrэ еdэk

4> o-tam fэzаdrr. Ф -пiп olmast tigiin zэruri чэ kafi gart Ьеlэdir:

вu поrmаlаr sistemi эwэldэп чеrilэп

рп
Р=0

Ф Ф

1,79



Bela olduqda Ф-dэ чеrilап hэr Ьir xэtti kэsilmэz funksional mtiэууэп
Фо fezastnda mэhdud olur. Ona gёrэ Сэ K(M")fэzasrnda хэtti funk-

sionalrn iimumi gэkliпi tapmaq tigiin miiэууэп Фр fэzаsmdа onun

i.imumi gэkliпi tapmaq lazrm gэlir. Фр fэzаst Мr(r)ч"kili inteqral-

lanan funksiyalar goxluýudur, Ьеlэ ki,

:рр JM, Q)|o',p(,l. *
IqilSp

Bu fэzаdа tэуiп olunan хэtti kэsilmаz funksionalrn iimumi gэkli

I [r oGDn,p(*)fnQY"
llqll<p

kimidir, Ьuгаdа fn|) fu|= р) -ёlgtilэп mэhdud funksiyadrr. Dеmэli,

Фо fozastnda hэг Ьir хэtti чэ kэsilmэz f funksionalmt Ьеlэ yazmaq

olar:

(f ,ч)= 
ilа Ir,b)on,p(ifn|W,

Ьurаdа р уе fr(*)-funksiyalarrnr dэуigmаklэ btitiin К(М") fэzaslnda

funksionalrn timumi gэkliпi alrrrq,

Теогеm. Hesabi погmаlt К(М" ) fэzasrnda hэr Ьir хэtti kэsilmaz

/ funksionalr bu gэkildа yazir:

(f ,е) = 

ilЁ I, ,bDn,p(ifn|M, ,

Ьurаdа fr(") -оlgtilэп mэhdud funksiyalardrr. Bu funksionalrn поr-
masr Ьеlэdir:

l|rll= I *рlд(,l
llql|<p х
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F aSiL 5

tiMuMir,эýMiý гuшкsiyАLАRIN вtlкUr-мэ

опrrh"#**?'#i;^]rдsir.

ý 1. Adi funksiyalarrn. biikiilmasi (kompozisiyasr)
Fэrz еdэk ki, /(х) чэ g(x) эdаd oxunda tэуiп olunmug lokal

inteqrallanan adi funksiyalardrr. Веlэ Ьir inteqrala baxaq:

ItGЬQ-€)d€
ф

-со

(1)

вu inteqral х -dэп asth funksiya olub f ilэ g -nin btikiilmэsi

(kompozisiyasr) adlantr ve f * 8. чэ уа (/ - g)(r) Ki-i i'аrэ edilir:

f (")* g(x)= llGb| - €)d€ = h(x) .

со

_со

(2)

Эgэr bu inteqral yrýrltrsa, onda hэm dэ

ф

.f * g - IrGbQ - €)d€ = IfQ - c)g(c)- g * _f

olur. (1) inteqralr Й О. hэmiqэ yrýrlmrr.

Klassik analizdэn mэlumdur ki, mэsэlэп, f ,g .I,(- m,m)

olduqda (1) inteqralr sanki biitiin х -1аr i.igiin sonludur чэ ham dэ

_f * g - п(") mfitlэq inteqrallanan funksiya olur (Fubini teoremi).

Bagqa varlrq gаrtlэri dэ чаr. Мэsэlэп, tutaq ki, f с rr(П) чэ 8 -

пrэhdud funksiyadrr. Onda f * g biiktilmэsi var. Doýrudan da,

lg(r)< Molduqda,
со со

lиG)< Ilr@rQ - е\аЕ < м, !l(c\aB,*
Taklif. f(*) ** g(") _adi funkslyutur,ЙTn hэr hanst biri гrnit

fшпksiуа olduqda .f * g btikiilmэsi s.h.y.var чэ о, da adi funksiya оlur.

Doýrudan da, tutaq ki, f-finitdir, mэsэlэп, S|lp p.f с.|а,Ь]. ixtiyari
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sonlu lr,а] раr9аslпа baxaq чэ gоstэrэk ki, й(х) = f *g funksiyasr
lokal inteqrallanan funksiyadrr. Fubini tеоrеmiпэ эsаsэп уааrlq:

'!lпG\а" ='!'Velrk - €y€|a*:uslr{€,{Jr,, - сw}ос (-)

Daxili inteqralr gечirэk:
d

I|*b - €)d":
-Ё

Jlg("P"
d

с с-{
Эgэr

G(€)= Js(r)а", оз€<Ь
Е
ь

0

igаrэ еtsэk , G(€) sonlu [",Ь] pargastnda kэsilmэzdir, onda G bu раr-
gada mэhduddur. Веlэliklэ,

d_€

g(" - €)а* - flя(")d" - G(d - €)- с(, - €).
с-{

Onda (*)-Oan alrrrq

d

л
с

t|пQ)d*:

ь

а

ь

а
,lJlr(r)lс(а - €)- с(" - €)И

<^2+lc(a - €)- G(, - il [lr!)d€ .*
ь

а

Веlэliklэ, (1) inteqralr s.h.y. yrýrlrr чэ й(х)-аdi funksiyadrr.
Eyni qayda ilэ alrnrr ki, 8 -Гrnit olduqOa й("т) = -f *g funksiyasr

s.h.y. sonludur va (1) inteqralr yrýrlandrr. Веlэliklэ, f , yaxld g -finit ol-
duqda f *g чаr,оаdifuпksiуаdшчэ f *g=g*/ оlur.

Asan gбrmэk olar ki,
,upp(.f * g)c.supp f +supp g.

Вurаdап gжtr ki, /(r) * g(")-пnit olduqda hэm dэ -f * g- finit
funksiya olur
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Теоrеm. _f u" g - kэsilmэz, mэhdud чэ biiti.in fozada mtitlэq inteqral-

lanan olduqda _f * g biiki,ilmэsi dэ hэmiп *urrrirrc malik funksiya olur.

Doýrudan da, kэsilmэzlik (1) inteqralrnrn mtiпtэzэm yrýrlmasrndan
gtxrr, giinki

lf G )g (" - €\< М lr G) va f cz, (- m,оо)

olduýu iigiin й(х) = .f * g -kэsilmэz funksiya оlur. Digэr tэrаГdэп,

со со

_со

l*

l l,,
сю

_со

lи(") = |/ * в| < I lr(g)g(, - е\ас <м I|f G)л€ .*,
_со

уопi ,f *. g - mahduddur.

indi gоstэrэk ki, h с Lr:

ф

= -у"
€)g(" - €)d€I|пQ)а- = tax Ir@вQ-€V€

Ф

-со _со -ф

ф

= !r(r)
Ф со

Jlg(, - €)d" d€ = !f(€\d€ Ilg(y)ay. *
-ф -ф -со

Baxrlan funksiyalar siпfiпdэ biikiilmэ эmэliууаtr kommutativ чэ assosia-
tiv olur:

{; : r):;! ,* (g * h):(g * п)* .f .

Эgэr /(r) чэ g(r)-mfitlэq inteqrallanan adi funksiyalardtrsa vэ t 1а
olduqda f (t)=g(r)=O olursa, опdа f * 8, чаr чэ

_f *g= IrGbQ-tPT- Ir(,-T)g(,PT-
ф

-со

ф

-ф

= Irа - тР(т)а, - Ir(rb(, - T)dT,
t-a

а

l-a

Ьurаdап, а=0 olduqda,
а
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_f * g :'!.f (, - тР(т)а" ='!f (rb(t - r)аr.
00

alrrrq.
G<irdiik ki, .f с Z, (Л) чэ g -mэhdud funksiya olduqda

П(t)="f*g€z,(л)
оlur. Эgэr h = f * g btikiilmэsi adi funksiyadrrsa, onda о, D Гэzаsm-

da requlyar funksional doýurur.Onda V Q сD tigtin altnq:

(п,р)= lпQ\рQ)а*= IчQ) IrG)g(, - €V€
}*

со

_со

со

-ф

со

_со

=-!yi'{_lru - €уеQ
й

){

со со

},
€= !rG

-со

со

-оо

IвhУоG *,t\rt ь

Buradakr daxili inteqralr О(€) l"igаrэ еdэk:

О(С)= IвhhG + ryИrt

Bu funksiyant Ьеlэ yazaq:

ф(с)= (g1),e(c * ry))
Веlэliklэ, alrrrq ki,

со

(п,р) = IrGM@d€ = (f (€),ф(с)) =
_со

= (r(EXg Gt\eG * ry))).

Bagqa sёzlэ, f ,g -adifunksiyalar olduqda V Q cD tigtin

(f * g,,p) - (lG)(g(ry) ,р(с * ц)))
olur, Bu ЬаrаЬэrlik istэпilэп f , g -adi funksiyalarr tigiin ёdэnilir. Опа
gбrэ Ьu ЬэrаЬэrliуi ixtiyari f ,g.D'timtimila9miý funksiyalarrnrn
btikiilmэsi tэriГr olaraq qabul edirik. Bu mэsаlа почЬэti paaraqrafda gэrh
оluпur.
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ý 2.Umчmilа9mi9 fчпksiуаlагrп biikiilma (kompozisiyasl)
diisturlarr

l.Biikulmanin tarifi. Таrif 1. Tutaq ki, f ,g . D'.Onda
h = f *. g biiktilmэsi Ьеlэ Ьа9а dtigtilir:V ср е D iigtin

(f * g,р): (h,,p) : (r(g)(g(ry) ,р(С * ri)) (l)

Bu ЬэrаЬэrlik hэr Q с D-уэ miiэууэп (h,p) эdadini uyýun qoyur, уэпi

f * g D -dэ funksionaldrr. Bu funksional f 1|о g -nin Ьйkйlmаsi
adlanrr.

Aydrndrr ki, f *.g btikiilmэsi hэmigэ mэпаh olmaz. Sonra bir пе9э
varhq gэгtlэriпi gёstэrэсэуik.

Tarif 2. Vg cD' iimumilэ9mig funksiyasl tigtin f -nin funksiyasr
olan

о(с)= (gOi,еG + ry) Q)
funksiyasr g ilэ Q € D asas funksiyasrnrn biiktilmэsi adlanrr ve $ * ср

kimi igаrо edilir:
g*Q=(g(ry),р(С*rt)).

Веlэ olduqda (l)-dan аlrшr ki, Vf ,g € D tigiin / l. g bu dtisturla
tlэуiп olunur:

(f*g,a)=(f,g*p). (з)

Qeyd. f u, g - adi funksiyalardtrsa чэ onlardan biri Гrпit funksi-

yadtrsa, onda /(х)- s(") biiktilmэsi чаr чэ bu halda (3) ilэ klassik
Ьiiktilmэ tist-tistэ diiqiir.

Misal 1.Tutaq ki, f сD'чэ g=6(").Onda f *g btiktilmэsi
var. Doýrudan dа,tэrifэ gёrэ Y ср с D

g * Q = (gQl\eG *,t))= (Д(ry) аG +,i): аG),
Demali,

(f * g,,р): (,.f (€)g - е) = (f (€),,р(С)) = (f ,е)
у,эпi

f * 6 = f . (4)

вuпuп kimi dэ,

lakin
(а * f ,р) = (а, "f * р) = (6,ф) : ф(о),
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фG)= .f * р: (f Qt),,p(C * rt))

olduýu tigiin /(О)= (fQt),e1t))=(f ,q) alrrrq: Dеmэli, :VcpeD
i,igi.in

(6*.f,а):(f,р),чэпi 6*f:f . (5)

(4) чэ (5)-dэп gжtr ki, V_f cD' iigiin

6*"f=f*6:"f. (6)

Natica r. 6(х) funksiyasr ьiikiilmэlэr сэьriпdэ vahid rоluпu оупауr:

6.f:6* f=f VfcD'.

Misal2. "f . D', g = 6'. Hesablayaq:

_f *6'ue6'*.f
Тэrifэ эsаsэп, V ср с D

g * Q = (g (ц), р(С * ri) = (6' (ry),,рG * ri) = -(6 (ц),,р' (€ * rt)) = -,р' (€\

Onda

(f * g,,р) = {f (€),g * а) = (f (€),-,р'(€)) = (f ',Q),

dеmэli,

f*6'=f'
Analoji оlаrаq ahntr ki, 

'' 
* _f = .f '.

Веlэliklэ, Vf cD' tigtin

f *6' =d'* f =f', .f'--6'*_f.
Natica 2. Vf с D' tigiin

@*fl=f'
Umumiууэtlэ, (z > 1):

D" (6 * f): D" 6 * .f = 6 * D" f _ D" .f

(7)

(8)
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Natica 3. Biikiilmэni diferensiallamaq tigtin опlаrdап hэr hansr biri-
ni diferensiallamaq laztmdtr.

Doýrudan da,

(о" (r * d,о) = (_ t)"| (f * r,o" ч) =

: (- t)"l (r@\B(T) о",р(€* ry)) :

=(-t)"| (r@,g*D"p).

Lakin

yonl

g * D"cp=(B(T) О",р(€* о) = (- r)"l (о" g,,р(€* о) = (- r)"| Do g * Q.
Dеmэli,

(о" (' - d,о): (rG),Do g -,) (f - о" B,,l),

D"("f*g)= f *D"g.
Analoji qayda ilэ

D" (g * _f)= Do f * g
оlur. Вurаdап tэlэь olunan almtr.

Qeyd. Нэlэlik bu diisturlar fоrmаl olaraq altntr. yazrlan
btiktilmэlэrin varlrýr gэrtiпdэ bu hesablamalar doýru olur. Varlrq
qэrtlэri az sonra miiэууэп еdilэсэkdir.

2. Umumitаgmiý funksiya ila asas funksiyanln btikiilmasi. Biz gёr-
di.ikki, g cD',QcD olduqda g * Q Ьtiktilmэsi Ьеlэtэrif olunur:

0G)= g * Q= (g(ry) ,р(€ *,i) .

Маsэlап, 8=6 olduqda

о(с) = 6 * Q = (6(ri,,p(c * d) =,р(€). D
cpli'ý + ry) funksiyast hэr ? tigiin asas funksiya olduýundan Vg(ry). D'
olduqda

(goi,О(С+,/)) =Ф(€)
fulrksiyasr Vf tigtin tayin olunub. Asan gёrmэk olar ki, /(f) kэsitmэz
чэ sonsuz diferensiallanandrr.

l87



Taklif 1.VgсD'чэ VQcD tigtin

ф(€)= g * р= (g(ry) аG + ry))с С-(Л)
isbah: Tutaq ki, €" + {o.Onda mtiпtэzэm оlаrаq

а(€, + фар(€о + ry),,,. hэm dэ Vqtigiin

On р(€, * riaD q(€о * rt), п -+ ф.

Dеmэli, D fэzаsr mэпаdа а(€, + ry)-+ р(€о + ry) оЫ. Onda,

g € D' -kэsilmэz funksionalolduýundafl, п + со olduqda

,р(€ 
") - 

(gQ),р(€ 
" 

*,/)) + (g(ц),еG 
" 

+ rl)) - фGо)

Dеmэli, / -kэsilmэzdir.

Вuпuп kimi dэ, €" -+ fo olduqda Vq iigiin

фа)(€")+ p{n)(a)
оlur.

Веlэ пisЬэtэ baxaq:

аG + €") -аG+6.)
€,-€о

Aydrndrr Yi, €п -+ f olduqda mtiпtэzэm olaraq

eG * €=)- еrG * €) + а,(€+ бо)
9п-5о

оlаr
Buradan alrnq (n + -):

оG)- 0G) _
9"-9о

l ,рG + €")- р(€ + бо )
lTtcL
\ 9n-9o

Вurаdап gжtr ki, О'G) tёrэmэsi var

188

- (g, а'G + €))



о'(с)- (s(ry) ,р'(€ * r)): g * Q'
Digэr tэrэfdэп,

(s(ry) р'(€ * r)) = -(g'V),р(С *,)) - -g' * р .

веlэliklэ son iki miiпаsiьэtdэп аltшr ki,

ф'(€)=(g * р) : g * р' __g' * р.
Prosesi bu qayda ila davam еtdirsэk, Vq tigiin

,ра) (с)= (g * ,ilG) _ g * ,(ч) _(_ r), ,(ч) * ,.
I)еmэli,

ф(€)- (s(ry) аG +,/)) =. с*(л)
Qeyd. Umumiууэt|е, ф(€) Гrnit deyil, dеmэli /-эsаs funksiya da

deyil, gЁnki р(€ +ry) П"it deyil. Вir vacib halda ср(6) П"it оlur:-

lC * ryl< о (€,ry) mfistэvisinda sonsuz zolaq olur.

Taklif 2. Оgэr g с D'-finit iimumilэgmiq funksiyadrrsa, onda

О(С)= g * ср с D olur. Dоýrudап da, yuxanda ф с С'(R) ohasr
gбstэriliЬ. Gёstаrэk ki, / -finitdir. Verilir ki, suppg С Ag -эdэd oxun-

da mэhdud goxluqdur. Tutaq ki, р(х) эdэd oxunda miiэууэп А, раr-
gasrnda сэmlэgiЬ. onda р(" + €) Гunksiyasr Ьr- € pargasrnda

саmlэgэr. g * р * 0 о zаmаr'оlur ki, А* ilэ Ьr-€ goxluqlarr kэsiqir.

Tutaq ki, r7 сА* л (^, - f) OnOa ц € Ье - ý,уэпi

€+rl.br, ýcbr-Q.

Lakin Ц € Ьс olduýundan { с Ь, - br olar. Dеmэli,

supp ф - supp(s * р) с, suрр Q - suppg. Lakin,
suppp - supp8 = А mэhdud goxluqdur, dеmэli ф(с)- g * р
ftrnksiyasr А -dan kэпаrdа 0-rа ЬэrаЬэrdir. Веlэliklэ, О(€). О
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Мэsаlэп, g : d(") oldqda V p.D tigtin

Ф(")_ g * Q: (а(ry) ср(х +,/))_ ср(х)с D.

Taklif 3. Эgэr g е D' finit funksionaldtrsa, onda

ф(€)_g*Q D-аэ
xэtti kэsilmэz Гunksional olur, уэпi g * ср с D'.

Doýrudan da, gordtik ki, g -finit oldu qau QG)с D. GОstаrэk ki,

аG) D -dэ rеqulуаr funksional эmэlэ gэtirir.

(rr,r): IoQ)oQV" = IoQ),lG)a*,

со

-сD

а

-а
D

hэm dэ Qч +0 olduqda

l('r,r")l=

Веlэliklэ, Т, с D'. Buradan gtxtr ki, ф. D'.

Теоrеm l. _f cD'-ixtiyari чэ g с D' isa Гrnit funksional olduqda

f * gЬtikiilmэsi D -dэ хэtti чэ kэsilmэz funksional оlur: / * g с D' -

Doýrudan da, VcpeD iigtin g*Q=фG).D olduýundan

arrlrq ki,

(f * g,p) : (f ,g * р) - (f ,ф),

ф.D olduýundan (r,O) sonlu эdэd оlur, dеmэli f * g D-dэ

л|д
j!nh"(,Иl g max|p, (") j/(")dx -+ 0, ч -) ф

D
funksionaldt. cpu -+0 olduqda yuxarrda gordtik ki, фч с D чэ

D

фч-+0, v )ф.

Onda f .D' olduýundan,
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(f - g,ф,) - (f ,ф,) - 0, vэ ю

оlur,Dеmаli,эgэr f *g D-dэkэsilmэzdir,уэпi _f *gс D'.
Taklif. Эgэr /-finit, g-ixtiyari оlаrsа, onda уепэ d" f * g с D'

оlur,

Doýrudan da, Ьеlэ olduqdu g*р=O(Е).С-(Л) irLkiп фсD
olmaya Ьilэr. Amm u (f ,8 * р) = (f ,ф) Гunksionalt sonludur, giinki

/-finitdir. (f ,ф) D-da хэtti чэ kэsilmazdir,giinki g*Q btikiilmэsi
xэttidir. indi tutaq ki, Qч -+0 (D-dэ). Onda эdэd oxunda hэr bir
sonlu раrgаdа mtiпtэzэm olaraq g * Qч -+ 0, V -+ ф оlаr. f -fiпit
funksional olduýundan Ьurаdап 9жш ki, f -in dagryrcr goxluýu
эtrafinda du g*Q, )0 olur.Ona" (_f ,g*Q,)-0, V-+ф. Dеmэli

_f*gcD'.
Natica 4. _f u" g funksionallarrndan hэr hanst biri finit olduqda

"f *g hаmigэчаrчэ _f *g=g* _f .D'.
Теоrеm 2. Вiiktilmэ operatoru kasilmэzdir: f, З _f , v -+ ф

oiduqda Vg с D' iigtin

_fu*g-+_f *g, ч+ф
Bu teorem agaýrdakr hallardan hаr hansr biri olduqda doýrudur:

а) g -finitdir,

ь) ,f" funksionallarr fiпitdirlэr чэ опlапп hamtst eyni bir [",bJ
pirrgasrnda сэmlэqiЬlэr:

v)supp fu c.fa,bf, v =1,2,...
с) suРр_fч, v=7,2,... ча suppg goxluqlarr eyni tэrэfdэп

mэhdud goxluqlardrr.
isbatr: а) g -finit olduqda ф = g * Q сD оlur. Onda

\.f, * g,Q) =(f,,g * Q) =(f,,ф) - (f ,Ф) =(f ,g * Q) =(_f * g,rр) ,

ЬurаdаП 
_fч*gЗ_f *r, v->ф.
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Теоrеm З. (Biikiilmanin tiiramasi). Эgэr f u" g -dэп hэr hansr biri

гrпitdirsэ, onda

(,r*g)'_f'*g_.f *g,.

isbah: f *g чаr чэ f *g=g*.f .D'.Onda aýaýrdakr iig

ЬэrаЬэrlik dоýrudur (и - 1):

(t, - Bl ,о) - -(f * g,Q') - -(f ,g * р') )

(f'*g,a)-(f',g*Q)=

(f * в',р) - (f,g' * Q) .

вu Ьэrаьэrliklэrdэ mэlum dtisturu

(g*p)'-_g*p'_g'*p
пэzэrэ alsaq, alartq:

И-gi _.f'*g_f *g'

Qeyd. f vo уа g -dэп heg biri finit olmadrqda bu dtistur doýru о1-

mауа bilar.
Мэsэlэп, d(x)-H.visayd funksiyasr tigtin (о finit deyil):

(r-Bi =1'* 0=0,
, _l

0*р) _|*0' =[*.6i=|.

Dеmэli, t* 0' +|' * 0 .

Umumi halda (n , 1) analoji qayda ilэ alrnrr ki, / чэ g -dэп hэr

hanst biri Гrnit olduqda

D"(f *g)= D"f *g_f *D"g.

Doýrudan du, f * g= g* J' пэzэrэаlrпdrqdа, VpcD(R")unt'n

f ,(g- ,i 
),
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(о" U - в) я) = (_,)"l (

: (- r;l"|(r,(- tj"| о" g * ,) = (f * о" B,,l),

f * g, Do r) = (gl"l (r, в * оО r) =

Sol tаrэflэr ЬэrаЬэr olduýundan gжtr ki,

f*Dog=g*Do_f
Dеmэli

уэпl

gtKarmaq оlаr.

Xtisusihalda, gcD

Do("f *g): f *Dog.

D"(g*.f)=g*Daf.

D"(f *8)= Do.f *g=f *Dog.

Qeyd. п>l halrnda R',D(R")O'(*") uotn analoji dtisturlarr

'(*') -finit funksional olduqda:

!v*g)= +-g=.f *9,
O"j O"j O"j

D"(f *8)= Do.f *g_f *Dog.

Теоrеm 4. Наr bir f с D'timumilэgmiq funksiyasr mtiayyan эsаs

Гunksiyalar ardrcrllrýrnrn limiti kimi alrna Ьilэr.
isbatr. Tutaq ki, ,"(")с D, Ьеlэ ki, ,"(r):1, l"l < 1 чэ

D'
о"(х)-+6("\ u -) со (Ьеlэ aгdrcrllrq D -dэ var). gu = 0u l. /.Onda

D'
g"+6*.f = f ,v-+ю. Aydrndrr ki, g,=Ф,rrf еС-,Vч=|,2,...

iiqiin.
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Tutaq ki, eu(x)c D,Ьеlэ ki, supp"" - {"| =u\.f,:eugu iqate

еdэk. Onda _f" . D olar. Aydmdtr ki, mtiэууэп ио -dэп baqlayaraq

(u>uo) р: еоср o|ar. Ona gоrэ alrrrq -)

}ч(' ,а) --}ч(,,*,,р) : 
}ч

: 
}ч (g,,р): (f ,р),

D,

8u) *),чf
(g",r"rр):

yanl
D'

_f"+_f,v-+ф
D'

Belэlikla, f,(")c D чэ f"(")-+ f , ч -) ф.

Biikiilma amalinin bazi xiisusi xassalari. xiilasa.

1.''*_f=_f',f.D'
2. б^) * _f _.l,) ,uf cD .

з ("fя,g)(-) - 7@) * g - f * g(-)

4. 6' *(r-g)= (6'* f)* g = f' * g = .f * g'

5 
'(l-ъ)* 

f(t)_ fQ-t,) .

В.6'(t-ъ)* f =f,Q_ъ) ,

1. бQ-ь)* 6(t _ t,)= бQ_ (ro + r,)).

Мэsэlэп, sonuncunu isbat еdэk . rQ)= a(t - t) olsun. Onda

'(l 
- rg)* л(/) = r(t - ro) хаssэsiпэ gоrэ

6(t -ro)- /(r) : f(t -ro)=6(t -ro -rr) .

Вuпu Ьеlэ dэ yazmaq оlаr:
со

Iue - ro )r(r - € - tJd€ = 6(t - to.- t) .

_0о
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Qeyd. f * g, _f * g * й varsa, (mэsэlэп, аgэr опlаrdап эп azr ikisi
finit olarsa) onda biiktilmэ эmэliууаtr kommutativ ча assosiativlik
хаssэlэriпэ malikdir. oks halda hэmiп хаssэlэr dоýru olmaya Ьilэr.

Мэsэlэп,
1 * d' * 0 =0 * Д') * 0 :0' * Д) * 0 =0 * d = 0,

lakin
l т d' * 0 :1 * (r' * 0)=l* 0' -1 * d - l,

yani
(t*d') *0+1 *(6'*.9)

SэЬэЬi ondadrr ki, ikisi finit deyil.
Taklif 3. _f,g,hcD'olduqda f *g ye.f *g*h Ьtiktilmэlэri

ag:rýrdakr hallarda kommutativ ча assosiativ оlur:
а) f ,g,h-dan эп azr ikisi Гrnit olduqda,
Ь) hэr tigtini,in dagayrcr goxluqlaгr эdэd oxunda eyni tэrэfdэп

mэhdud goxluqlar olduqda.
Мэsэlэп, эgэr supp f с.(а,о) olursa, onda deyirlar ki, f ,g

funksionallartmn daqryrcr goxluqlarr soldan mahduddurlar. SUР р "f С
. (- -,4) olduqda hэmiп goxluq saýdan mэhdud adlanrr.

Мэsэlэп, tutaq ki, .f ,g -Гrпitdirlэr уе h cD'-ixtiyaridir. Onda:

|) f * g yar чэ Гrnitdir. Onda Vh cD' tigiin

(/-g) *h=п*(f*g\
2) g * |t vаr (giinki g -finitdir). Onda f *(g * h) uur,gtinki / -

finitdir. Dеmэli,

f*(g*h)=(g*h)*f.
Веlэliklэ aldrq ki,

И-s) *|t:п*(f*g)= f *(g*h)=(g*h)*f .

3. Umumilа;mi; funksiyalarrn biikiilmasinin adi funksiyalarla biikiil_
mа ila alaqasi. Biz gordiik ki, f ilэ g -timumilэgmig funksiyalarrndan
hэr hanst biri finit olduqda "f * g biikiilmэsi kоrrеkt tэуiп olunur. Bu
hal,Ja

f *g=g* _f .D'.
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Tutaq ki, f-finitdir, g€D' -ixtiyaridir. Мэlumdur ki, g-ni Ьеlэ

qurmaq оlаr:

g-Ё Oogo("),
ft=0

Ьеlэ ki, go (r)- adi funksiya olub k -+ ю olduqda s uрр go (r) kооr-

dinat baglanýrcrndan sonsuz uzaqlaqtr. Onda V rр е D,suppcp с.|а,Ь]:

|- \

фG)=(g * рХ6)= (g(")e(." + 6)) = ( ID*go (,)р(" * €)) =
\i.=0 l

= I(Bo (,)(- 1r p(k)(x * 6) = I(- r)- о(r}р(О)(" + €Ух= 
(1)

ь

= 

'(- 
l)* Jg* Q - 6\rtк)(*W,

Нэr sonlu раrgаdа уаlпlz sonlu sayda g* ("т)* 0 olduýu tigiin

sonuncu сэm dэ sonlu сэmdir. Digэr tаrэfdэп, (1)-dэ О(Е).С-(R) or-

duýundan Vи iigiin alrrrq:

ь

Ф(-)(€)= (g * d@)(0= 

'(- 
l)o 

Jgo Q\sl&-.)1x + {)dx:
I

ь_Ё

Js
а-{

(2)

- 

'(- 
1)о 

Igo $ - €lрG**)(хрх,
ь

а

indi tutaq k , f -Гrпit funksionaldrr. Onun i.imumi qэkli Ьеlэdir:

р

r(c)-Zo- f,(€)
m=0

Ьеlэ ki, f_(()-aai Гrпit funksiyalardш, supp f.(*)-|r,dl. Onda

alrnq
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а(f * g,q): (hо r-(Е), (g - r)(-, (r) :

ь

ъ
а

dl
V^G)gоQ - ilае|оШ-')("V" -

(f-* gо,rр(О**)("),
рN
,,
m=Ok=o

d

)- 
!r.(Е) 

(s *,р)(-) (€)а €

(r о*,6 )

: 

' 
(- r)' (r-G),(g * р)(-)(6) :

1(-I
(3)

(2) diisturunu паzэrэ aldrqda alrrrq:

d
(.f * g,,р)= 

'(- 
i' lr.G (- r)o tQ_,р(ь**)1*У* d€

с

Вurаdап сэmlэr sonlu sayda (mэsэlэп, 1/ -sayda) toplanandan iЬаrэt ol-
duýu iigiin alrrrq:

ЁЁt- |)о*,
ь

аm=Ok=o

рN
- 2Ёt- |)о** (f . * g,. (r) ,(r-,)(х)),

m=Ok=o

Ьurаdа -f- * go-adi funksiyalarrn btikiilmэsidir. Bu dtisturu agaýrdakr

gаkildэ yazmaq olar:

(f * в,ч)

* g,Q):

чэ yaxud,

(r (ЁЁ* (,) * so (,))(о-,', r)
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Веlэliklэ, f * g btikiilmasi 1lэ f-(x)* g* (х) adi biikiilmэsi arastnda
эlаqэ diisturu Ьеlэ оlur:

(/ - sX") =LL(r.* g, )(О-.)(") . (4)
rп=Ok=о

Qeyd. Эgэr g с D'-finit funksional, f eD'-ixtiyari olarsa, onda
analoji qaydada alanq:

(/ - gX"): Ё LGо * _f.)(k**)(,) (5)

k=Om=о
Adi funksiyalar iigtin

-f,*go:8**f,
olduýu iigiin (4) чэ (5)-dэп D' fэzаstпdа biikiilmэnin kommutativliyi
altntr:

.f*g=g*f (-)
Natica. .f ,g .D' hэr hanst biri finit olduqda (*) хаssэsi hэmigэ

ёdэпilir.

ý 3. Umumilagmig funksiyalarrn diiz hasili.
Tutaq t<i, /(х) RП -dэ, g(у) isэ Л'-dэ tэуiп olunan lokal inteq-

rallanan funksiyalardrr. onda 
"f 

("). g(y). D'(Л"-') (Fubini teore-
miпэ gбrэ):

(/(,)s0) а) = IIf (*)g(у)р(",у)dхdу= 
Jr(")(J gO)рQ,у)ауh" =

Jr("Xg0),Q(",y))d"= (r(")(я (у),р(",у))) (1)

Bunun kimi dэ

(sfu)r(") ч) = ltB0).r("|eQ,y@*dy= JsO{Jr (х|р(х,у)ахh, = ,л_

: JBLuXrG)r(",r) dу = (g(у),(ri),еG,i)). (2)

Bu ЬэrаЬэrliklаr istanilэn f (r),g(у)- adi funksiyalarr tigtin doýrudur.

indi tutaq ki, f(").O'(R')g0) .O'(R*) oncu 7 чэ g
iimumilэqmig funksiyalarrnrn dtiz hasili f(r)rs(y) Ьеlэ daxil

edilir: V р(*,у). Л(Л"-'),
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(r(")', g(у),р) =(r(")(g(y) ,р(",у))) (з)

Веlэ olduqda /(х)х g(y) diiz hasili D(R'*') frrur-du хэtti чэ kasil-
mэz funksional оlur,

Lemma. Vg сD'(Л-) u. ср с O(П"t-)tigtin

Ф(")= (g(y) р(",у)).D(R" ) ot,,.. (4)

Bundan эlачэ

О" ф(")- (sU),О:,р(",у)). (5)

Эgэr cpu ) Q, ч -+ ф (D(R'*-) -О.), onda D(R" )-Оr.

ф"("): (g(у),р, (", у)) э 0, v ) ф,

(isbatl Ьах: [t], sэh.l07). Веlэliklэ ф(r).r(R'). Пе-эtl, (3)-dэ

saý tэrэf tэуiп olunub, giinki f(") О(П')-dа хэtti чэ kэsilmэzdir.
Еtеlэliklэ,

(r("), s(y) р(",у))= (/(") ф(-))

ЬэrаЬэrliуi kimi taprlan f (-)r g(y) hasili D(R'*')-dэ xэtti чэ

kэsilmэz funksional otur: /(х)>< s(y). D'(Л'*').

Xassa t. "f 
(r)" g(y)= g(y)r /(r)
о,(*")

Xassa 2. f" -+ f o'ouojt,_.,,

.f,(")"g(y) -+ ' f (")" g(у),ч -) ф.

xassa 3. O|VQ)- g(y)] : О" f (")" g(y)

Doýrudan da
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(o:(r(,), в0),ч)= (_ t)"|(r(")- g(i,oi ,рG,i)=

= (- t)"l(я0)(rG),o: ,))= (в0)(л " rk),e)) = (о" f (,)" g(i,е)

Xassa 4. V а с С'(Л' ) uou.,

"(xN7("),. 
g(y)) = "Q)1(")" 

g(y)

Qeyd. f (*)" t(y) iimumilэgmig funksiyasr Ьеlэ tэsir edir:

(r(") ,t(y),p): (r(,) !р(",у)ау)= I(r(" ),p(*,y))dy

Xiisusi halda, Vf . О'(П") u" , е D(R"*')uoun

(r(") lчG, ial) = J(r (,),р(,, у)) ау.

Dtiz hаsildэп istifаdэ еtmэklэ btiktilmэ эmэliууаtrпr bela yazmaq
olar:

(f * g,е): (f (")" g(y),p(r,y)) = (r(rХg (у),р(",у)))

Теоrеm. Tutaq ki, g-finit funksionaldrr. Onda "f * g eD' чэ

agaýrdakr diistur doýrudur:

(f * g,е): (f ("), g(y) ,t(Ju)p\,y)), р . О, (-)

burada 
't(y)=D, 

bela ki, suppg = К goxluýu эtrafinda ц:|.
isbatr. Tutaq ki,

supp g с.Vр , suppr7 c.Vp , Q с D, suppcp c.Vo qG* у)

funksiyasr finit deyil. Dеуэk ki, {х + yl < о\= G" oblastrndan kэпаrdа

р(", у): 0 оlur. Go oblastr qeyri-mэhdud oblastdrr. Dеmэli ,р(", у)-

finit deyil. Веlэ olduqda (*) ifаdэsiпdэ saý tэrэf D -dэ kэsilmaz funksi-

onal оlur
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"(^n)Tutaq ki, Qч э 0, v -+ ф оlur. Onda

q(у)р(*,у). Д(Л" )
чэ

,t!)p,(*,y)-+ rt!)p,(",y), v -) ф.

Belэolduqdu f *g kэsilmэzdir:

(f * g,Qч) = (/("), s(y) ,l?)p"(", у)) -
- (/(") " g(y),rl(y)pr(",y)) : (7 * g,Q),v + ф.

Dеmэli, _f *gcD'.

Misal. d(х)х 
'(у)= 

6(",у),
d(х), s0)- g(y)

Dоýrudап da V ср(х,у)с Л(Л х Л)

(d(") 
" 

r(у) я) = (d(х) (Д(у) ry( у)р(*, у))) =

= (а(r) r7@)cp(x,O))= (а(") ,р) =,р(О)= (d(",у) р(",у)),

6(х)r r(у)= 6(",у).
Опа gбrэ dэ

yanl

dеmэli,
d(х)" g(y)= g(y)
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ý 4. ,S' fazasrnda biikiilma ча diiz hasil.

1.Diiz hasil. Вir gox vacib tэtЬiq mэsаlаlэriпdэ S' fэzast daha genig

tэtbiq оluпur. Buna sэЬэЬ dэ var: Furуе gечirmэsi_ореrаtоruпа пэzэrэп
.ý "а ,S' fэzаlаrr оz-ёztiпэ izomorf qalrrlar: Л[S]: ,S; F[,ý']= лS'. Вr,

xassa 9ох halda igi asanlagdrrrr. Dеуilэпlэri паzэrэ alaraq ,S' fэzastnda

biikiilmэ чэ di.iz hasil аmэllэriпi аупса qeyd edirik. Нэrсэпd ki, ,S' с. D'
vе D' fэzastnda olan iimumi tэkliflаr S' Гэzаstпtп еlеmепtlэri iigtin da
ёz gtici.indэ qalrr. Burada yeni korrekt пэtiсэlэr da altnrr.

Tutaq ki, / с.ý'(R.) g . S'(Лr)Orrdu,S' с D' olduýundan

f (")r g(y) iimumilэgmig funksiyasr О'(П') f.rur,r,dun olur:

V р(",у). D(R') uoo.,

(f " в,ч(r,у)) = (r(r)(g(y),e(r,y))) (-)

Эgэr /(х) = (g(y),p(",y)) iqаrэ еtsэk , ф с D(R, ) olur чэ demali

(-)-а" sаg tаrэf (/(")/("))с D'(R").оr,аu .f * g. D'(Л')

Gбstэrэk ki, _f * g с S'(Л'). OU, hasilin tэrifiпэ эsаsэп,

(rG)" g(у),q) = (r(,) (g(y),,p(",y))) (* *)

isbat еdэk ki, saý tэrэf S(R') f.rur,rrda хэtti чэ kэsilmэz funksionaldrr.

Lemma. ф(")= (g(y),,p(*,y)) . S(Л).
Doýrudan da, D fэzаst iigtin uyýun lemmant isbat etmigik, hэmiп

prosesi tэkrаr etdikdэ alrrrq ki, /(х) сСП(Л).М.t"-dur ki, (ývars)

g с ,S'(R, ) sonlu tэrtiЬi чаr, уэпi еlэ m > 0 эdаdi чаr ki

l(g,i)l <,|lФll,,, v/ c,s
О" ф(*)= (g(у)Д i pQ,/) oraugu iiqiin

l(g0) ry)l . .|lryll. = . 
:uo 

('* ,'Ylоh|= " :,,о | 
* у'||о: о! е(",у\ .

IP|=," |B|<n,
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Onda

llаlll, -" :,о 
(t * 

"' Y |о" 61"Х _

|"l<р

= . 
:r,о 

(t * 
"' Y 0 - y'YlO: Of ,(", n\< rllpll,__( ю .

(оВ,
lpl=,

Вurаdап gжtr ki, ф . С' (Л) u. О" бQ) V а tigtin |х| --> со olduqda

(t * "'Р -O"n d,aha tez аzаhr.Dеmэli, Ф(").С* (Л, ). Веtэ olduqda
r|* *)-aan gжtr ki, saý tэrэf (/(") ф(r)),,S -dэ xэtti чэ kэsilmэz funksi-

clnaldtr. Dеmэli, sol tэrэfdэki / * g . S'(R')
Natica. V.f ,gc,S' tigiln _f * g=8 * f . S' .

Diiz hasilin D' -dэ olan qalan biit{in хаssэlэri ,S'-dэ eyni qаhr,
qtinki ,S' D'-dэ sж goxluq tэgkil edir.

2. ,S'-da biikiilma. Tutaq ki, _f * g € ý'. Gоrэk пэ vaxt

.f ,g e,S' чэ пэ vaxt f -+ _f * g эmаliууаtr ,S'-+,S' kэsilmэz оlur.
I}agqa sоzlэ f, -+ f 1,S'-dэ) olduqda V8.,S'iigi.in пэ zаmап

"fu*8+_f 
*g,v)оо оlаr.

Теоrеm. Tutaq ki, g -finitdir. Onda f . S' iigiin _f * g чаr,

1* g eS', f * g =g * _f urЬiikiilmээmэliууаtr kэsilmэzdir.

Taklif. Tutaq k , _f с ,S' чэ (р е S.Onda

7*cpcS'

f *p=(f(y),e(r* у)).

6 * Q= (а(у),р(", у)) : р(r).

ч,э

X.tisusi halda,
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3. Biikiilma diisturuпuп bazi tatbiqleri. Мэlumdur ki, R3 fэzasrnda

srxhýr f (") adi funksiyast olan ytiktin potensialr и(х) agagrdakr diisturla

verilir. (Puasson di.isturu) :

"(")
f(y

лз
х-у

dy, ,: |х| = х', +r|+х:,хсR3.

Biiktilmэ termininda bu diisturu bela yazmaq оlаr:

u(x)= f (")- +
lxl

Buna uyýun оlагаq Vf .D'(R') гuytun-aslnln potensialr

u=_f*|
r

funksionalrna dеуirlэr. Aydrndrr ki, u е D'. indi Ьu
hesablayaq. ( А -Laplas ореrаtоrudur).

= f *д1= / - (_ +п6(х))= -цr(6 * f)= -4пf1
r

(1)

ifadэsini

Ьu: f {<

r
Bu tэnlik D' fэzаstпdа Puasson tanliyidir, опuп hэlli (1)

kompozisiya dtisturu ilэ чеrilir. Эп timumi qэkilda (1) dtisturu u с D'
timumilэgmiq funksiyasmt чеrir. Эgэr f = f(") adi funksiya olarsa,

onda (1) ifadэsini inteqral gэkliпdэ yazmaq olar:

f (h,€z,€з)d€td€zd €зu(x)= +IJ ("r - €)2 *(rr-€)2 *("r- €r)'

- klassik Puasson dusturudur чэ Ьu = -ц"f (") Puasson tэnliyinin

hэllini verir.

Tutaq ki, р с D', n" - +, п23.
|"l

Веlэ olduqda
1u=у* Р
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funksiyasr srxlrýr р оlап Nyuton potensialr аdlапrг. Эgеr p-finit Гuпk-

sional olarsa, onda (2) btikiilmэsi D'-dэ mэпаltdtr vе u funksiyasr
Puasson tэnliyinin D'-da hэlli оlur. Doýrudan da,

btt:
^[Й-rJ 

: 
^Й 

* р : -fu -z)s" а(х) * р =

_ а(r)* (z - n)s" р) _ -(" - 2) s, р

Bunun kimi dэ, п =2 olduqda

u:lп!- о
Iri

(3)

biikiilmэsi Ьu = -2пр Puasson tэпliуiпi ёdэуir. Ogar р -adi finit funk-

siyadtrsa, Ьеlэ ki, p(*).rr(Л"),onau (2) чэ (3) hэllэriпi inteqral

gёstrligi ilэ Ьеlэ yazmaq olar:

р(у) п=2и(х)= J
Rn

ф, п+2, u(x)= l pU)M! ,ау,
,;, lx - Уlх_уl п-2

ý 5. Biiktilmalar саЬri. Biikiilma tanliklari.

D' iimumilэgmig funksiyalar fэzаstшп miiэууэп Д' с- D' alt 9ох-
luýuna baxaq. Fаrz еdэk ki, Д' goxluýu Х' (btiktilma) эmoliyyattna
паzэrэп сэЬr аmэlэ gэtirir, уэпi agaýrdakr iig qэrt ёdэпilir:

l) fr,...,fn с Д' olduqda f, * fz * ...f, с Д',

2) Д' daxilindэ Ьtikiilmэ эmэliууаtr kommutativlik чэ assosiativlik
хаssэlаriпэ malikdir.

З) 6(х) е Д' ,

Misallar.
10. Л gечrэsi i,izэriпdэ tэуiп olunmug biitiin i.imumilэqmig funksi-

1,аlаг fazast,

2 
0. Мэhdud dagryrcrlr biitiin finit i.imumilagmig funksiyalar fэzаst,
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ЗO.Dagryrcr goxluqlarr [О,*) pargasrnda уеrlэ9ап i.imumilэgmig
funksiyalar goxluýu- сэЬr эmаlо gэtirir.

мэsэlэп, D*:{7 с D',sup р f с[О,*)} olsun. onda
V_f ,g cDi tigtiпhэmigэ f *g=gх f vаrvэ

supp(/ - g)c supp f +slp р g
olmasmdan 9жlr ki, sup p(f * g)- [0,-) dеmэli _f * g с Di , hэm

dэ б cD:,gtinki supp6:{O}- [О,-) веlэliklэ, Di btiktitmэ сэЬri
оlur.

Qeyd.Biitun feza D' -Ьtikiilmэ сэЬri deyil.
Btiktilma cabri metodu ilэ Ьэzi diferensial operatorlann fundamen-

tal hэllэriпi tэуiп etmak эlчеrigli olur.
Мэlumdurki, V/cl'iigiin 6* f =f ,уэпi d(r) ГunKsiyasr l'

сэьriпiп vahidi оlur.
Qeyd. Agaýrdakr gэrtlэrdэп biri ёdэпildikdэ iimumilэgmig funksiya-

larrn biikiilmэsi чаr ча опuп iigtin kommutativlik чэ assosiativlik хаssэ-
lari бdэпilir.

1. biitiin baxrlan funksionallar (ola Ьilэr ki, yalnrz birindan
bagqa) Гrпitdirlэr.

2. Bйtiin baxrlan funksionallarrn daqryrcr goxluqlarr eyni
tэrэfdэп mэhduddur,

3. ("=а) Biitiindagtyrcrgoxluqlar ttO, t2 -|х|2 >О
konusunda уеrlэgir.

iпdi Д' сэЬriпdэ Ьеlэ bir tэпliуэ baxaq (biikiimlii tэпlik):
f*X=g. (1)

Burada f ,g .l'-чеrilэп, Х е r4'- mэсhul funksionaldrr.

Tarif l. f с l' оlsuп. Эgэr еlэ g € Д' elementi varsa ki,

оlur, onda g
demali:

f * g: d(")

,f -in tэrs elementi adlanrr чэ onu /-l Kimi igаrэ edirik,

f*f-'=6
Веlаliklэ, 1f-l varsa, onda

_f * f-' = .f-' * f = 6.

(2)
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Теоrеm. (1) tэnliyinin ixtiyari g € Д' tigi.in yalnrz ve уаlпlz о za-

пlап Д'-dэ heg olmazsa bir dэпэ hэlli чаr ki, f iimumilэqmig funksiya-

slnrn ;f 
-l tэrs elementi чаr. Веlэ olduq du _f 

-' tэrs elementi уеgапэ оlur
чэ (1) tanliyinin yalnlz bir dэпэ hэlli olur.

Нэmiп hэlli Ьеlэ yazmaq оlаr:

X=f-'*g (4)

Doýrudan da, эgэr (1) tэnliyinin istэпilэп 8 € Д' tigiin heg olmaz-

sa bir dэпа halli чаrsа, onda g = б с l' iigtin dэ onun heg olmazsa Ьir
dэпэ hэlli чаr. Веlэ olduqda

_f*X=6
rпi.iпаsiЬэtiпdэп gжtr ki, Х = f-',уэпi /-in tэrs elementi чаr. Onda
(l)-dэп altrrq (,4' сэЬriпdэ assosiativlik var):

f-' *(f - х)= f-' * g,

(f'*f)-x=f-'*g,

6*X=_f-'*g,

Х --.f-' * g

Тэrsiпэ, (4) ifadэsinin (l)-in hэlli olduýunu yoxlamaq tigi.in onun
hэr tэrэfiпе f 1lэ tэsir еdэk (уэпi / ilэ Ьiikэk).
Onda alarrq:

f *X=f *(/-'* g):(r*.f-')**= 6*g=6,
Веlэliklэ, эgэr f-| tэrs elementi varsa, onda (1) ilэ (а) tэпliklэri
ekvivalent оlur.

Tarif 2. f 'elementi (1) tэпliуiпiп fundamental hэlli adlantr.

l' сэЬriпdэ Ьеlэ bir ореrаtоrа baxaq (_f . Д' - qeyd olunur):

D=.f* (5)
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Dеmэli, Vzед' :dlg;diп Dz=f *z .D ореrаtоruхэttiчэkэsilmэzdir,
д, д'

f"-+.f , п-+ф olduqda Df"-+Df , п)со оlur.

Tutaq ki, P(D) D' fэzаsrпdа diferensial ореrаtоrdur. Эgэr ela

Л(")с D' timumilagmig funksiyasr varsa ki,

р(о)л(")= 6(r)
olur, onda П r(О)-пiп fundamental hэlli adlanrr. Е mэlum olduqda

D'bzasmda
л(Л) u=f

tanliyininhэlli 
ч--Е*f

Ьiikiilmэ dtisturu vasitэsila tayin olunur. Ona gбrэ dэ fundamental hэlliп
taprlmasr olduqca vacib mэsэlаdir.

Lеmmа. Е = f -' elementi D operatorunun fundamental hэlli оlur:

DE=Df-'_.f*.f-'=a(r)

Вurаdап gortintir ki, Д' сэЬriпdа

f*Х-g (6)

tipli tэпliklэriп hэll olunmast miiэууэп diferensial operatorun
fundamental hэllinin mtiэууэп edilmэsi mэsэlэsi kimidir. Мэsэlэп, D
чаsitэsilэ (1) tэпliуiпi Ьеlэ yazmaq оlаr:

DX=g (7)

Эgэr. mэsаlап. 
" 

= 
"[*) 

oturru, Д(х)-ГuпОаmепtаl hэll olduqda,

"(+.) 
д(х)=а(,)

[0rJ
Bu halda (6)-nrn hэlli

х=Е(х)*g (8)

kimi оlur. Doýrudan da,

DX_O(E*g)=DE*8=6*g=g
Dеmэli, tэrifэ gоrа,
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olduýundan gшtr ki, В(") funksiyasr f -in tэsir elementini verir,

E=_f-',giinki Df-'=f * _f-'=d. Belэliklo, Х =Е* gfunksionalr

"f*x-g"
tэnliyinin hэlli оlur, Ьеlэ ki, Е = _f 

-' vэ DE = 6(r)
Tutaq ki, D: b-Laplas ореrаtоrudur, f = Ьб чэ

f -' :(ДаГ' = Л(х) ýаrtэ gоrэ f * .f 
-':6, уэпi

Buradan 'f*п=6(")

6(")= f *Е(r)=дd(х) *Е:6*ьЕ=^д(")

Yэпi /-1 = E(")-b"plas operatorunun fundamental hэllidir. Мэlum-
dur ki, mэsэlэп, п:З olduqda А -nrn fundamental hэlli

в(") l1
, l"|:

222х| +х2+хз
4п l"I

оlцr. Onda (1) tэnliyinin hэllini Ьеlэ yazmaq olar:

(9)

Bu Ьtiktilmэпiп mэпаh olmast iigiin g -mэhdud dahryrcrlr Гunkstonal

olmalrdrr. (9) funksiyasr
ЬХ=8

Puasson tэnliyinin hallidir. Onun iimumi hэlli Ьеlэ olur:

X=.f-.'*g= Е*g=_l.]*.ч6 4т l"| 
6

Х = _L ]- * + harmonik funksiyalar.
+7т l"|

Dеmэli, (9) hэlli уеgапэ deyil. Xiisusi halda, g -adi funksiya olduqda (9)

hэlli malum puasson di.isturunu verir:

х=_, 111gG)r,.4пJJ'"lr-€l J
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Qeyd. Эgаr / = о(r) с С*(л') orurc u, .f -' tэrs elementi yoxdur

(f . O'),giinki bu halda

а* f-| =6
ЬэrаЬэrliуi dоýru deyil. SэЬэЬi ondadrr ki, tэrs element ,f . D' olmalrdrr.

Lakin btikiilmэnin хаssэlаriпdэп mэlumdur ki, Vg . D'tigtin а * g с С-
adi funksiya оlur. Dеmэli о * _f 

-' biikiilmэsi adi funksiya olmaltdtr, ona

gore а * .f 
-' 

= б ola Ьilmэz. (d -adi funksiya deyil).

Теоrеm. Sabit эmsаllr adi diferensial ореrаtоr verilir:

(8)

Onda f = D6(x). д' elementinin tэrs elementi f-| uar чэ о, Ьеlэdir

Е = .f 
-' 

= 0("), ,(") ,

Ьurаdа d -hevisayd funksiyasrdtr, z -isэ

Dz :0
bircins tэпliуiпiп

,(0)= r'(0)= ...- ,(,-')(0)= о, ,(,-t)(6)= t

baglanýrc gэrtlэriпi оdэуэп klassik hэllidir.
isbatl. ,(*)- sonsuz diferensiallanan Гunksiyadrr, 0(х) isэ х - 0

псiqtэsiпdэ kэsilir. Кэsilэп funksiyanrn diГerensiallanmast dtisturuna
эsаsэп alrrrq:

:0 z'+ ,(О)а(")

=0zu+r'(O)a+r(O)d',

@ r1@-t) = g r(.-|) * 5 rfu-z)(о)* ... * а(--2) r(о),

@ r1@) = g r(-) * 5 r(--|)(о) * ... * a('-l) r(o).

ýаrtэgоrэ rtk)(о)= о, k 1 m _ 1 чэ r(,-t)(0)=1.

_d,d,ld
D -_ ,*+ at s_*_t+...l Q-'Б* о-

ах ах

(9)

(о r)'

(0 r)"
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Onda

(оr)@ _0z@) , k<m-1 olduqda,

(О,1r'l =gr(*) +д(х).
Вurа<lап аlmtr ki, (Dz:0)

о(0 z)= 0 Dz+ 6(х)= d(")
уэпi

DE = о(о z)= 6(r) .

Nэzэrа alsaq ki, (' с Д' -invahididir)

а * о(O r)= о(0,),
orrda (lO)-dan gtxtr ki, 

Dб * 0 z : 6,
чэ yaxud,

f*Oz:6.
Dеmэli

0 z = .f-' = Е("), (_f : Оr("))

Natica. л(л)а = to,ur'-J) (х)
i=0

olduqda tars element Ьеlэ оlur

л(") : f-|: (л(л)а)-l = lQ),Q\

Bazi xiisusi hallar
d

|0.D 2, olsun, 2 - kompleks эdэddir. Onda
dx

f =D6:6'-)"6. iпdi _f-'*f =6 оlап f-| =Е tэrs elementini
tapaq

6,= .f-| * .f = Dб * .f-| = 6 * Df-| = Df-I,уэпi f-| = Е D
ореrаtоruпuп fundamental hэllidir. Lakin Dz =0, z(0)= t olduqda

z'-)z=O,z-rh оlur.Веlэоlduqdа E=Oz hasili D operatoru

iigiin fundamental hэll оlur, уэпi D(0 z)= а(") dеmэli
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.f-1' =0r:Е(х)
Doýrudan da,

D(0 z)=(o r) - ),0 z =(fuui - 
^r"* 

=

: еЬ 0' + 0)" ..е*' - 70eu = eu 6(")= 6(")

веlэliklэ, _f * _f 
-' :6(r) o1duqda _f 

-' =Д(r) D tigiin fundamental

hэll оlur, уэпi DE: d(r) 
"а 

Д(х) = .f-' :0(r),"u .

Xtisusi halda, 6' elementinin tэrs elementi 0(r) olur, gtinki

6' * 0 = 0' :6, уэпi 0 =(6')-' ,

a,Z

2О.D=!.*о2,rDсR.
dx'

Onda f = Dб = бп + а2 6 -in tэrs elementi f -| uur, giinki

su ppf =0 ;.f * f-' _ d olduqda

Dб* _f-'=6,6*Df-' =6э Df-'=6,
yani /-1 = Д(") funksiyasr D ореrаtоruпuп fundamental hэlli оlur.

indi Dz = о, z(O)= 0, r'(0)= 1 Kogi mэsэlэsiпi hэll еdэk.

z" + а)2 z = 0,k2 + а)' = 0,k = *i al, опdа i,imumi hэll Ьеlэ оlаr:

z(x): ср'* + сrе_,! ,

Buradan

z(x)=sinax
а

taprrrq. Onda Е = fu hasiliD -nin fundamental hэlli olur, уэпi

E=_f-'=0z.
Doýrudan da,

О(О z)= (О r) + о'0, :(0'z + 0 z')' + о0 z= (r(х)а(х)+ 0 z')' + alТ z =

:(0z')' +coТz+ z'0'+0zn +alТz:r'(O)a(r) +azn +o0z=

= d(r)- аOsiпах + al2sinx:6(")
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Demali f :Dб olduqda f '=(ла)-'=в(")!ЦЗа =л(х) Onda

f*.f'=D6+0 : о(о z)= 6(")Sln'),
а) "I

ý* 0
Slnrй

о)

Slnax
а)

а)

Веlэliklэ:

Д(") : f-| :o$)z(x):B(")

funksiyasr D: L + al' ореrаtоruпuп fundamental halli olur. Нэm'dx
л sinar

da 0О"'-^ funksiyasr Dб = бП + оэ26 elementinin tэrs elementi olur,
а)

Веlэ polinoma baxaq:

Р(r)= z^ + a|z,-| + * а. = (, - ,r\, - ,r\..(, - ,*)

(d _- \"la, 'л )

Вu halda

D= р( !)
\d* )

d* d--|
=-*al-*

tПl I tlИ-|ах ах
*аm=(#-",)( d

-_21dZ )
Onda

_f : Dб - 5fu) + ar6fu-l) + ...+ а*6
Гunksionaltnt Д'-dэ Ьеlэ yazmaq olar:

.f -(6' - 116)* (r'- z16)*...* (r' - r_6) .

Dоýгudап da, mэsаlэп (п =2),

(а'- ,i)* (r'- 226)= (d'* d') - ,z(6'* 
')- ц(6 * 6')*

)- \z2(a * а): d" - zz6' - ,16' + zp26 =

= 6" - (r, * 22)6' + zp26 : 6" + а16' + а26,
уэпi

бО + а,6' + а16: (r'- z,6),r(a' -,rа) .

Analoji qayda ilэ

,r(') + ar6@-t) +... + о.6 = (d'- z,6)* (а' - zra)*... * (d' - ,_6) .
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МэlumdurК, d' - 2,6 elementinintэrselemeni fuzix оlur. Onda Д'-dэ

Dб =(а'- z16)*...* (r' - ,,6)
elementinin tэrs elementi

(ДаГ' =0е"'*0е"" *...* 0е","
olar. Xiisusi halda (r, : z2 = ...= z, : ),),

(L_^
\, d"

m

iigtin tэrs element

D-

(Ла) '=(r'_л6)-' =7eu *0е^, *

, D6: (6, _ ).6)-

* 0 eu *...* 0 еfu = g(x\eu !_
\m -|)|

оlur. Doýrudan da. gоstэrэk ki,

Y =\efu:Y_(* -t}'
tigiin

(а'-76)'*y=6.

Riyazi induksiya metodunu tэtЬiq еdэk. m =| olduqda isbat аqkаr-
dt. m iigiin onu doýru qэЬul edtb, m + 1 tgtin doýruluýunu gёstэrэk.

(а' - ла|*| * 0 еfu 
#= @, - ла| (а, _ ла)* , uu 

#. 
=

= (d,_ 16Y 6'*\еfu"- -),
m!

-70rut

6*0еfu
mх

7пl. )]=

=(6,- мyГr 0,'{]\ -'Lt, *l)
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= (6, _ .а"6)'

= (r,- лаf|r]= а.

Теоrеm. Эgэr f , _fz еD| elementlэrinin tэrs еlеmепtlэri varsa, onda

f, * .fr-nin dэ tэrs elementi чаr чэ hэmiп tэrs еlеmеп' _/;-' * frl оlw,
Doýrudan da,

(.f, * .fr)- И-' * .f;')= И * .fr-')-(r, * .f;'):' * 6 = 6

Natica. 6' - z16 ,6' - z16 ,...,6' - z -6 еlеmепtlэriпiп tэrs

еlеmепtlэri fuZix olduýu iigtin

Dб = бfu) + ar6fu-t)+...+ Q*6 =(а' _ z16)*... * (r' - r_6)

elementlэrinin tэrs elementi

0е"" * 0е"" {<... * 0е'*"

olur. Xiisusi halda, Dб =r(') tigtin tэrs element

0(*Pu!+
(* -t'l

оlur. Misal iigtin,

0еh *0eh -

uuta+)"Тefut+Ouu
m| 7nl,

rп-| ,1
,' .-)"Теfu" |=
(* -|'!. лl )

0о

0

Misal 1. 1-ci nov Vоltеrrа inteqral tэпlik verilir

: еfu IrG - t)dt =еfu dt ="ru)("\ (" r 0).

\rЬ - t)el("-t) o(t)efu dt =
_со

t

J
0

х

F
0

(*,t);Q)*=g(r)x>0.
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Bu tэпliуi bela Yazaq 
к * f -_ g .

Эgэr K -ntn tэrsi чаrsа, onda buradan

f=K-'*g
alarrq. Аmmа ola Ьilэr ki, K-l tarsi olmasm. Мэsэlэп, аgэr К sonsuz
diferensiallanan funksiyadrrsa, onu / < 0 oblasttna stfir olaraq davam

etdirdikdэ К-1 tэrsi уохdur, эks halda K-l * К = б ola Ьilmэz, gi.inki

КсС' olduýu iigiin VK-'.D'* iigiin К-1 *K-adi funksiya olur,

ona gёrэ dэ К-1 * К:6 ola Ьilmэz. Веlэliklэ, / Ьэttiпi g vasitasilэ
m-|хinteqral diisturla ifаdэ еtmэk miimkiin deyil. Мэsэlэп, к = 0(х

(* -t\
gёtiirsэk, onda К funksiyasr 6(') ele-entinin tэrs elementi olur, уэпi
6*K=6.DoЁrudanda,

5fu) -m-1 ( , -ч \(m)-,ft-j=['fu.J -6

Веlэliklэ, К-| - бfu) .Ona gбrа

.f =К-| *g_5(') ц g_g{^)cD,.

Misal2. Веlэ funksiyalara baxaq

'I") 
:, *о-|

7("-) "h , а>0,

yР =, "::rh , в >о.lL 
г\р)

2lб

Onda:



Dоýrudап da.

Y}") *y)Пl = y)"'(r - r)r)/'l(t)at =

Natica.

y}",) * r}",) * ... {< y}ф :0

xtisusi halda,

Bagqa sёzlэ,

п-1

r2(l) * yl') *... * yr(l) = o(*)filтr^ .

i
()

: ir'"-,)(# #, n)(t- ) .е'' dt :

"а+Р-| ^^r'l' _.\а-|_ .0-|s_. n *а+!-|
= iбч@"^'J(t - u)"-'u!-'du = О 

ftч@е^'в(а, 
в) ,

burada В - malum betta funksiyadrr:

в(о, F)= 
Г(g)Г(Р.) 

.

Г(а + Р)'

хZo,-'

ai

х п-1

Lt
е

0еfu *0еfu {<...{< 0еfu -0 eU,
GlT

п-7х

бт
0*0 *...* 0:0 ,0*0-0.х.
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Misal 3. 6'+ а(х) elementinin tэrs elementini tapaq. Gоstэrэk ki,

(оа)' : dcosr. Doýrudan da,

9cos" * (6' + O):(acos.r * 6')+ (dсо, х * 0) :

= (а cos.T)' + d(x)(cos.r *|) = 0' cos х - d sin _т +

+ d(х). j.or, dt = соs.r .6(х) J(") ,

0

d(x)cosx*(r'+0)- 5.

Demэli

(r'* 0)-' =p(x)cosx

Misal4. Веlэ Ьir inteqral tэпliуi hэll еdэk

cos (" - t) ;Q)at- g(") , .т 2 0,

Ьurаdа g-verilir, /-mэсhuldur, .ýи рр f . [0,-)
Bu tэпliуi Di сэЬriпdэ Ьеlэ yazmaq оlаr:

d(x)cos х* f :8
Тэпliуiп hэlli varsa, onu Ьеlэ yazmaq olar:

"F -(O(")cos_r)-l * g.

Yuхапdа gёrdiik ki, 9(x)cosx funksiyasr 6' + 0 elementinin tэrs ele-

mentidir. Dеmэli,Ьахrlап tэnliyin hэlli Ьеlэ оlur: (х > 0):

уэпl

х
г
lt
J
0

х
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Buradan gortintir ki, g'- adi funksiya olduqda (*) tэnliyinin hэlli

,эlап/(-т) adi funksiya olur.

Masalalar
|. D: сэЬriпdэ tэrs еlеmепtlэri taprn:

10. rо - 56,+ 6, .

20.0 + 6' .

з0.0 е'+ r' .

2. Btiktilmэni hesablayrn:

л = d(")sinx* 0(x)sllZx .

Л -hansr ореrаtоruп fundamental hэlli оlаr ?

3. Нэll edin:

,(l) _Зуп _ 4у =0, у(0)= 1, у,(0)= /'(0)= у'"(0)= 0

4. Hesablayrn

o1n-|"| * u-l"l,
2 2

Ь)"-* *g -clx
)

22
с)х е-* * хе-Ш ,4 > 0).

_ лl, [l, -1<х<1,
Э. У ("/= 10 lrl> t,

,f *f *...* f =?
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6.D:-dэ tэпliklэr sistemini hэll edin

6"*xt+d'*Xz:6,
6'*xt+d"*Iz:0.

1.

х' +2хо +.tr'+ 2х = -10cosl ,

,(0)= 0, х'(о) = 2, х"(0)= _4

mэsэlэsiпiп hэlli /(r) olduqda

r(/)= o(tffQ)
Гunksiyasr D' fэzаsшdа hansr diferensial tэпliуi

Cavab: F"' + Fn + F' + 2F - -2 -10r(/)
ёdэуэr?
cosl.
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FэSir,6.
рiгвквгqsiдr opERAToRLARIN FuNDAMENTAL

нэr,rэкi
ý 1. Adi diferensial орегаtоruп fuпdаmепtаl halli.
1.Fэrz еdэk ki, sabit эmsаlh mtэrtiЬli adi diferensial ореrаtоr

verilir:

,(*)
,m tm-2аа

= , л-аt ,.ч+...+dmах clx

В(х)=

(1)

Оgэr еlэ Е с D' i,imumila9mig funksiyast varsa ki, r(О)В:6(r)
,эlur, onda Д Л(Л) ореrаtоruпuп fundamental hэlli adlanrr. Эwэlсэ
bircins tэпliуэ baxaq.

Л(Л)у:0. (2)

Tutaq ki, ./r ,у2,...,у, (2) tanliyinin хэtti asrlr olmayan hэllэridir.

m

Onda y:Zr,y; cami dэ (2)-nin hэllidir. Д(r) funksiyasrnr Ьеlэ tayin

1

t:dэk:

Д(х)=

m

,
l
m

,
1

(3)

Д(х)= aiYi, Х > 0.

indi а,, F, sаЬitlэriпi еlэ sеgэk ki, Е funksiyasr P(D)-nin
I'undamental hэlli olsun. Вuпuп iigiin х = 0 olduqda agaýrdakr gэrtlэriп
tidэnildiyini tэlэЬ еtmэk kifayatdir:

FiYr, х < 0

z(o)= в(о) ,l,(o)= в,(о)... ,ofu-z)(O1= B(,-z)1o;,

,(''-t)1o) _ g(,,-t) 
10)= t .

(4)

I}u gэrtlэri Д -nin ifаdэsiпdэ yazdrqda alrrrq
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Z@, - Fi)yi(0)= о,

Z@, - Fi)yi(o)= о,

Z@, _ p)y!*-t)1o;= t.

ai - Ft = yi isаrэ еdэk. Onda 7; эdэdlэri iigtin Ьеlэ Ьir sistem сidэпilэr:

rrуr(О)+ ... + т mу m(О) : О,

rр|@)+... + уmу;(0)- О,

(5)

rv\*-t)(o)* ...+ r *y|-t)1o;_ r .

Вu sistemin vronskianr heg уеrdэ stfir оlmur. Onda (5) sistemi hэmigэ
hэllоluпапdtr, уэпi yi-|ar Ьirqiуmэtli tэуiп оluпurlаr, aive Pi-lar isa

birqiymэtli taptlmtr, onlartn tэуiп olunmastnda segma sarbэstliyi qalrr,
Bu tэbiidir, gtinki fundamental hэll Ьirqiуmэtli tэуiп olunmur, опа
bircins tэпliуiп hэlliпi эlачэ еtdikdэ alrnan сэm dэ hэmiп ореrаtоruп
Гuпdаmепtаl halli olur. Веlэliklэ aldrq ki, mэsэlэп Щ = Fi + jli vэ /i-
lэr mэlum adэdlardir. Onda ДЬu gэkli аlrr:

m m

Д(")=ZF,у, +|r ili, J ) 0,

Е- 1 l
m

В("): |ý,l,, х<0.
1

Hevisayd funksiyasr d(x) чаsitэsilэ E-nin ifadэsini Ьir dtisturla bela
yazmaq оlаr:

Е =Z\iyi + O|rili, - ф < r < ф.

Burada l =|Pili, z

2z2

|r,l,



iqаrэ еdэk. Aqkardrr ki, Р(D)у = 9, P(O)z = 0
Onda ahrrq:

E:y+O.z
indi gоstэrэk ki,

r(о)а = 6(")
Doýrudan da,

r(о)в : р(о)у + r(о)(о ,)= е(о)(о r)=

=@ r1@) + о1(0 z1@-t) + ...+ аmz

l,akin D' fazastn а^ (r. С-(Л))

(6)

(1)

(О r) = 0' z + 0 z, = r(о)d(r) + 0 z,,
Ьurаdа

,(0)-' Tiy,(0)=o
olduýunu пэzэrа aldrqda,

alrrrq. Вuпuп kimi dэ,

(0 r)" =(0 z') = 0'z' + 0 z,:,,(о)а(r)* fu,,
lakin

,'(o):Zy,/;(0)= 0

пэzэrа alrndrqda

(0r)" =az"
altntr. Nаhауэt, Vи tigiin alrnq ki,

@ ,1@l =(0 zfu-i'l :0, ,fu-l) + 0 ,(.) __,(,-r)(o)d (х)+ 0 2(-)

Digэr tэrэfdэп, r('-1)(О) =Zy,yI'-')(O)= 1oldugunu пэzэrэ alsaq,

olrda

@,1t-l =d(") +аrfu)

(О r)' =0 z

alarrq. Alrnan ifаdэlэri (7)-dэ пэzэrэ aldrqda
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P(D)I,, =,i(T|+ 0r(П): = d(.r)

alrrrq. Веlэliklэ. lrldrc1 ki. P(tl| dil'cгcrlsiirl ()рсгitlогtllruп fundamental
lll

hэlli Д:0: hirsiIi tlltrr,. brtгittllt ':| )'i/i.

Natica.-Гtttltc1 kr. --(.т) Ьсlэ bil, Ktl;i tllэsэlэsiпiп hallidir:

/'(/-l): - (l.

:(rl)_ --'(tl1= ...::(", ')(о) 
:0, r(*-t)1o;=r.

опсlа Е = (): hlrsiIi P(I)| tl1,1ct,ltItlt,Lttlttrr littrdatnental hэlli оlur.

2. incli (l)-tlо rct,tIlrl t'(tl) ()I)сгrltогtl iigiirl i.inrumi Ko9i mаsэlэsiпэ

baxaq. Qcyгi-biгcitls t.-lrtlik r c1,1lll,:

I'(tl|: = /'(.r ), (в)

Ьurаdа /'-rcl,ilorr (irtli) lirrlksilitclrг. [}tr tэrrliуэ aýaýrdakr kimi baqlanýrc

gэrtlагi чегiliг:

-(^l(0)= _. k =0,1,..., m -| (9)

Веlэ Ьiг hasila baxatc1:

Y =0(т) :(.т).

Onda .D' Гэzastlrda Г tiqtin ttltгtс1

(l0)

Y' =0 :' + :0' =0:'+ :,,ri.

Y" =0 z" + :' ()'+ :,,ri' = () :" + zrd + zo6,

у('Пl - 0 Z\"'' * =,,,,r) + :,,, ,ri'+ ...+ z,,li(''-l)

r(о)r = r(о\о z)= 0р(д) , *|116@,

(l l)

Dеmэli,

burada

(|2)
k=0
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mаSаlэп,

е0 = Z-_t * otZ-_2 *:.. * a__|ZO

Lakin r(O)Z: ;Г olduýu пэzэrэ alrndrqda (12)-dэп

r(о)r :0f (")+|еоа&)
Ё=0

alrrrq. Saý tэrэfi -F ilэ iqаrэ edak. Onda

r(о)r = r
alarrq. Мэlumdur ki, r(Л) ореrаtоruпuп fundamental

r;(х) =0 Z(x) оlur, Ьеlэ ki, Z belo bir Kogi mэsэlэsiпiп hэllidir:

r(о)z(х)= о,

z(o)= z,(o)= ... = ,t,-z)(o)= g,7fu-t)(o)= r .

Onda (14) tэnliyinin hэlliпi biikiilma dtisturu gэkliпdэ yazmaq olar

y = Е * F = 0 z *(r' - 
rflr"rr*'),Yani 

0z_Oz*(,r-E*,'-')
Эgэr х ) 0 olarsa, onda Ьurаdап altrtq:

(14)

hэlli

(15)

(l6)

0

Natica. Ogar
hаllidirsэ, onda

,(")=z(*,- 
[, 

*У"оr*') =VQ)*,f)+ 
rY,,rQ 

- аrО1-

--'!,(, - t)1Q)at *|,oz(*)(r)
k=1

Z(") funksiyasr (15)-(16) Kogi mэsэlаsiпiп

r(o)z = f
tэnliyinin

,(t)(o) = zk, k = 0r|,...,m -|
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iimumi baqlanýrc gэrtlэriпi ёdэуап ,(") b.ttrrini (l5)-(16) mэsэlэsiпiп
hэllэri чаsitэsilэ aqaýrdakr di.isturla hеsаЬlаmач olar:

,("): Irb - t)1Q)at +|eoz\),
0

burada ео |3) dtisturundan taptltr

k=|

Misal l. р( !\=L
\а" ) dxz

Еlэ Д(") tapmaq lazrmdrr ki, Е' :6(х) olsun. Bunun tigiin

уО = }tэnliyinin хэtti asth оlrпауап iki hэlliпi tapaq. Мэsаlэп,

yt =|, yz = x.Onda Л(r) Ьеlэ qurlur:

А(х)= а1 + а2 х, х ) 0,

В(") =Ft+Fzx,x<0
Д(r):

Bundan эlачэ, ,l(О)=В(О) ,а'(О)_в'(о)=1 olmaltdrr. Buradan alt_

rrq ki, dt = Ft, (r, =0) u, а2 - Fz =|, (rz- l). Dеmэli,

Е(r)=

Вir dапэ diisturla Д(х)-iп ifadэsini bela yazmaq olar:

Д(")=В(") +х.O(х),
burada d(x)-Hevisayd funksiyasrdrr.

в" =(F, + рrх)" = g

olduýundan,

g' :(В(х)+ хd(х))" =1"0)" =(х0, + 0)' =(х6(х) + 0)' = 0' = 6("\

веlэliklэ

Д(х)=h+ Fzx+x, х)0,
B(")=ll+P2x,x<0.
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hasili Р d2
= 

dre 
ореrаtоruпuп fundamental hэlli оlur

Misal , ,(*)=L*t
Onda

у"+у=0
diferensial tэnliyinin хэtti asrh olmayan iki hэllini giltiirak:

У1 :е'', Yz=e-lx
чэ yaxud,

yl = соS.r, yz _ sinx.
Веlэ olduqda

д(х)= alYl t dzyz: dt cosI + а2 siп х, I ) 0,

Д(х)=
В(r) = Ftyt + Fzyz = В, cosr + Р, siпь х < 0

,а(О): В(О)=э dt = Ft ,Tt : о,

,l'(o)- в'(о)= 1 э щ _ Fl :| ;yz =l.
Ве[эliklэ,

fi cos_T + Fz sin r, , ) 0,

Pl cosx + P2 sinx, I ( 0,
Е(r)=

Dеmэli,
Л(r): /, cosx + Р, siп х+ O(x)sinx.

Lakin у= Flcos.r + Р, stп х сэmi у" + у:0 tэnliyinin hэlli oldu-

ýundan, Л(r)=dsinr fundamental hэll olur:

,( {)u = ЕО + в = (o(x)rinr)" + d sinx =
\d* )

= (sinx .0' + 0(х)соrr)' * dsiпл = (sin.x.r(r)+ a.orri + dsinx =

: (dcosx)' + dsinx = cos.tr . 0' - 0siпх+ 9sin.r = cos.tr а(")= r(")

Ве]эliklэ, Р(О)у = уО + у ореrаtоruпuп fundamental hэlli
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Д(") - 0 .sinx
olur

Misal з. Л(Л)

Вurаdа: l)

d2
t2ах

d+а-+ ь
dx

Tutaq ki, f чэ g funksiyalaп P(D)u:0 tэnliyinin

r(o)_ g(0) /'(о)- g'(0)- t
gэrtlэriпi оdэуэп hэllэridir. Веlэ Ьir funksiya tэуiп еdэk:

G(")- "f("), х ( 0,

g(") .r > 0.

Е е D' funksionalr Ьеlэ daxil edilir V Q с D iigtin

(в,р) = - Jo(r),p(r)ar.
_ф

Onda Л(r) funksiyasr Р(Л) diferensial ореrаtоruпuп fundamental
hэlli оlur. Doýrudan da,

(r(О)В,ср) = (Л' + аЕ' + ЬЕ, р) = (Е,rр") - о(Е,Q') + Ь{В,ср) =

(l7)

= - IC("),p" 
(r)d, + о lC(r),p' GW - U l",

0

-Ф

ф 0

-Ф

-!rr"

0

0

lo(")r'= tor'*lo,1 = tfo'* =.fQ'l?_- lf ,l +Brl't3-
0 -ф

Ф

0

0

0

-ф

Ф

Ф

- tr'r' =r(о)и(о) - f'plo--+ Irи-g(о)и(о)- g'рlt * tB'v+(o)e'(o)-
0

- r(o)e(o) * !f'o -g(o)e'(o)+ g'(o)lo)+ 
lB' ч =V@) - g(О)h'(О) -

0

-ф

ф

0

0 ф

-И,(о)- g,(o)]do)+ l.f", * tr', =-е(о)* I rV * 
tr" r,

0
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2).
0

_ф

ф

0

0

-ф

ф

0
tor'= tfr'* lrr'=.fQ/o_-- lt'r+ gplt - tr'r=r(o)e(o)-g(o)e(o)-

0

-ф

Ф 0

-ф

ф

0

0

_ф

ф

0

- l r'r* lв'ч=И(о)-g(о)}р(о)- l r'r- lr'r=- l r'r- tr'r,
0

зl lce= lfr* lвч
0

-со

со

0

Аlmап Ьu ifаdэlэri (17)-dэ пэzэrэ aldrqda, alrrrq ki,

0оOо0-_
(r(о)а,,р)= р(о)- l t", - !r', - о l f'ч - о lв'ч + l tч - Ъ lBo =

-ФO-оO-о0

= р(о)-'У' * af' + bf|p-P" + ag' + bg|p =р(о)= (а,е)= (d(r)p),

yoni
р(о)д(,)_ r(,)

Qeyd еdэk К, sопчпсu ЬэrаЬэrПkdе f ve g funksiyalannrn

r,(o)f = 0, P(D)g - О tanliklэrinin hэllэri olduýu пэzэrэ almmr9dtr.

Маsаlа.Gёstэriп t i, (о = coпst)9(r)-Hevisayd funksiyasr olduqda

Et : o(t)r-ot чэ Ez = o(t)S!!!
а

funksiyalarr uyýun surэtdэ

d *ou"L*odt dt'
ореrаtоrlаппtп fundamental hаllэri olur .

2
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ý 2. Xiisusi tiiramali diferensial ореrаtогlаrrп

fundamental hallari.

1. Fuпdаmепtаl hапаriп xassalari. Fundamental hэllэr miiasir diferensial
tэпliНэriп timumi пэzаriууэsiпdэ, riyazi Гzikada, texnikada miihiim rоl
оупауlr. Fundamental hэll mэlum olduqda qeyri-bircins diferensial
tэпliklэriп hэllэriпi biikiim diisturu чаsitэsilэ dэrhаl yazmaq оlur.

Tutaq ki, -sabit amsallr ixtiyari diferensial

operatordur. Эgэr еlэ

D' fэzаgmэпаdа

,(+,+] л(",r)= d(x,l)
\о, ох ,)

ЬэrаЬэrliуi doýrudur, onda E(x,t) funksiyasr -( а а ),\ы,ы 
)

operatorunun fundamental (funksiyasl) hэll adlanrr.Xtisusi misallarda
(Laplas operatoru, adi diferensial ореrаtоr, istilikkegirmэ ореrаtоru)
fundamental hаllэrlэ arttq tашg olmuguq. Bu fasildэ daha i.imumi
ореrаtоrlапп чэ kogi mэsэlэsiпiп fundamental hэllэriпi ёуrэпэсэуik.
NёvЬэti fаsildэ isa fundamental hэllаriп varlrýr tеоrеmlэri чэ taptlmast
tisullarr gэrh olunacaqdrr. ОlЬэttэ, Ьir gox vacib mаsэlэlэr sinfi (mэsэlэп,
Kogi mэsэlэsiпiп уеgапэlik vo korrektlik siniflari рrоЬlеmlэri) hэlэlik
kэпаrdа qalrr.Artrq biza Rn fэzasrnda . А Laplas ореrаtоruпuп
fundamental hэllэri mэlumdur:

аа
llлdl Ох

E(x,t ). D' iimumilэgmig funksiyasr varsa ki,

l-@_т;
l1

-й,;,

11
- ^ ,loq-,

ztrr
п

Z"?, АД(х)= d(r)

1

п-2' п + 2 olduqda,

п:З olduqda,

п =2 olduqda.

r

Е(r)=

2з0

indi tutaq ki,

r = |х|:
i=|



{*)={*
а

= л(л)
0хп

iimumi diferensial ореrаtоru verilir.

Эgэr еlэ Л(").D'(ЛП) ti*l'rr.ritr9mig funksiyasr varsa ki, D'-
гazasl mэпаdа

r(о)в(х): а(,)
оlur, onda Д(r) Л(Л) ореrаtоruпuп fundamental hэlli (funksiyasr)

adlanlr.
Fundamental hэll Ьirqiуmэtli tэуiп olunmur: До(") fundamental

hэll olduqda
р(л) Е =0

bircins tanliyinin ixtiyari hэlliпi Дб funksionalma эlачэ etdikde Е + Eg

сэmi dэ P(D)-nin fundamental hэlli olur. Doýrudan da,

л(л)(л + Ео ) 
: е(о)п + л(л)ло = л(л)ло = 6(").

Веlэliklэ, fundamental hэll bircins tэпliуiп ixtiyari hэlliпdэп iЬаrэt top-
lanan dэqiqliуilэ taprlrr. Мэsэlэп, Д9(х)-Ьаrmопik Гunksiya olduqda

_l l

4o'i* Ео

сэmi А Laplas operatorunun fundamental hэlli olur ( п =3).
Fundamental hэll mэlum olduqda ixtiyari д(r) Гu"Кsiуаsr iigiin

,(+']"(") : р(*)
\ох ,/

tэnliyinin hэllini biiktilmэ dtisturu vasitasilэ bela tapmaq olur:

u(x): Е(х)* р.
Dоýrudап da, bi.iki.ilmэnin хаssэsiпэ gёrэ, Ьurаdап ahrrq

{*)"n,={*)u- |t:6*p_p
Xtisusi halda, Е vэ р -adl funksiyalar olduqda (*) Otisturunu adi

inteqral gэkliпdэ yazmaq olur:

u(x)_ IBQ 
_ с)рG)ас

Rn

(-)

2зl



Мэsэlэп

(*)-Can alrrrq

, 
{* ): 

о (n = з) figiin чэ д(х)_г,r,it funksiya olduqda

"(r)
1

4п
р(€)d€

со

I
-со

JJ
|х

_€l

Bu isa puasson diisturudur.

2.Laplas ореrаtоruпuп iterasiyast A'.Tutaq ki, еlэ

a'n* .D'(Л" ) timrrmltэqmig funksiyasr var ki, D'-dэ

к в1- = d(") (1)

olur, yani В}- le А' ореrаtоruпuп fundamental hэlliпi igаrэ edirik.

Эgэr Д2('-1) op.rutorunun fundamental halli EZ(m-l) taptltbsa, onda

Е|' MnKsiyasr bela bir tэnliyin hэlli оlur:

лЕ1':62(m-t), Q)

Doýrudan da,

* вr"- _ rt@-t)\*1.)= Ё(.-r)Еz(-Ч1= 6(").

Laplas operatoru sferik simmetrik olduýu tlgttп El- funksiyasrnr

r=|х|-И miiэууэп funksiyasr f(r) kimi axtarmaq mэпаlt olur.

Мэlumdur r<i, /(r) iigtin Laplas ореrаtоru Ьеlэ оlur:

bf (r)= f'(r)*n -| f'(r).r
(2) tэпliуi g<istэrir Ki, Е}- fundamental hэllini hesablamaq iigiin

f"(")*n -L 
.f'(r)= lt(") (з)

r
tэпliуiпi hэll еtmэk laztmdш. Ogar f '(r)= g(.) эчэzlэmэsiпi daxil еtsэk
(3) tэпliуi

g'(r) *n-| g(r)_П(r) (4)
r

gэkliпdэ аlmаr. Bu tэnliyin halli Ьеlэ diisturla taprhr:
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g(")= 
"(t-")tn,

rl,
IrЬуfu-t)lп 

о 4о|- ,t-" !h(p)p"-'ap;
0]о

{'jr'/ап}а,=

buradan

f(r)= trt-"

zO.h(r)_,

)"+1

1!_4, =Jп+)" (л+z\л+")

)"+2r
)" +2 )"+п

f (")= IgЬ)ар = tr'-" l о"-| П(о)ао dr
r

0

Xtisusi hallara baxaq

l0.П(r)_rl ,).+2, )"#-п olsun. onda
),+2r

1
-L

f (,) lnr. (6)

(5)

(7)

Onda

1

п-2
зO.п(r)= rl lпr, ), # -2, л + -п оlsuп. onda

Г ).+n ),+п 1 ,1*2 |n,
.f(r)= |r'-'||-Mr_J . |dr=-_" \,' J' |1+п'--' (1+пf 1-"' Q+ZNrЛ+п)

Qeyd еdэk ki, (5)-(7) dtisturlarr чаsitэsilэ Е}- Мпааmепtаl hэllэriпi
tapmaq mi.imktin оlur.

Bilirik ki, А ореrаtоrчпuп fundamental hэlli

n2I2_nАt2п%Ei = rrij = cnr2-", п +2, rn = 
12 

_ n\n, 
sп :Й

indi А2 ПqПп Е! fundamental hэllini tapaq. Bunun tigtin

& вХ_Е1,
tэnliyini hэll еtmэk lапm gэlir. Веlэ olduqda

Ё пI = лЕ? = d("),

уепi Е! funksiyasr А2 орегаtоruпuп fundamental hэlli оlur. Эgэr (*)

da уепidэп

ЕХ=fV\пl_пQ)

(-)

2зз



igаrэ еtsэk, Лf (")= h("),y"ni

f "(r)*n -| f'(r): п(r)= 
"n"'-nr

tэпliуi аhпаr. Buradan, (5) diisturuna gсirэ ,
4-п

Е!,=f(r)=r, , и#2,п+4
z(+ - п)

вuпuп kimi dэ,

_6 
'u*nEi, = с " 24(4 - п\6 - п), 

П # 2'п # 4'п + 6'

Нэr bela пёчЬэti halda r -in dаrэсэsi 2 vahid arttr, mэхrэсdэ isэ uyýun
vuruq эlачэ olun\r. п tэk эdэd olduqda r -in dэrэсэsi olan 2m - п hеg
zamaг -2-уэ ЬаrаЬэr olmaz, ona gоrэ tэk п -lэr чэ istэпilэп и tigiin
agaýrdakr diistur doýrudur:

2m-пr 2m-п

(9)

2m Сп,п-2 2m-пr lnrЕ

Е3* = СП 
24.6.72* 1У2* - n|(4 - ф= 

СП,2m Г (8)

Эgэr п-сit эdэddirsэ, onda (7) dtisturu 2m<п-2 tigiin dоýru оlur,
2m> и olduqda r -in dэrэсэlэri (2 - п,, 4 - n,...) miiэууэп andan sonra
-2 rэqэmiпэ gаtаr чэ ondan sonrakt dэrэсэlэrdа (6) чэ (7) diisturlarlna
gёrэ fundamental hэllэriп ifаdэlаriпdе loq r vuruýu da meydana 91х[.

Мэsэlэп,

пп-2 -2Lп =Сп,п_2Г )

Е: -_Сп,п-2 ,nr.
-ll л ---, )п-z

п п-2 2 . 4 . .... (z. - n)"(" + Z)...(Zm - Z)

:Ьп,2m,,2m-пhr,

(Qeyd еdэk ki, bu dtisturda r2,г4,...,r2m-2 iqtirak еdэп toplananlar

atrlrbdrr, giinki onlara А' ореrаtоru ila tasir еtdikdэ stfir alrnrr).
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Е:,

Natica. (Теоrеm) А' ореrаtоruпuп fundamental hаllэri Ьеlэ оlur

Сп,,.г" " ,п - taK adad olduqd.a, уахud, п - ciitdiir ua п > 2m,

bn,,^r'^-n |пrrп - ciitadadd,ir, bela Tci, п < 2m

Misal (n:1) А' iiqtin Е|- tundamental hэllini hesablayaq.

_ d2 lxl
О = i?, iigiin mэlumdur ki. Е| = Щ оlur, уэпi

rrdl _ а(,)[z,l \ /

indi Д| tapaq. Bunun iigtin

ьл| = в|
tэпliуiпi hэll etmak laztmdtr. Вurаdа Е| =/(r) igаrэ etsak, (n :1)

bf (r)= f "(r)* n -| 
.f '(r)= 7"Q)-r

|"| __,

arlarrq. Bu tэпliуiп hэlli

Е| =f(,)
зr

12 12

c,lur. Gёstэrэk ki, N Bi = d(") Нissэ-hissэ inteqrallamaqla alrrrq

={

22

Irl'

N

:*J"'' ,(tr,)Q)dx=*[

d4

dl
ц

tg]
а

[g] 
,)

0

"")а12'

_ 
Jr' ,(tl') Q)dx : р(о): (а,р)

-со
Г)еmэli,

N
l rЗ

I"|
= d(") уэпi д,а _ l"|'

l2l2

irrdi А3 tigiin fundamental hэlli hesablayaq. Bunun tigtin
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bпf : в|
tэnliyini hэll еtmэk lazrmdrr. Ef =/(r) igara edib

з

лЕf =д/(r) : .f"(,): Ei _Ъ
altnq, уэпi

f'(,\:" ,' 12'
Ьurаdап 

5

.f(,)=+240
Bu qayda 1|э V m i.igiin taprlrr ki,

п?' _ 
"* 

. r2--|, - --|,2,...

Qeyd. п:2 olduqda А ореrаtоru tigiin fundamental hэll

оlur.

А2 iigtin Дrа fundamental hэlliпi tapmaq iigtin

ьв! : в|

tэпliуiпi hэll еtmэk |azlm ge|ir. Е| = f (r) igara edib

Е| =}rnl= с,lпr
z7T r

1bf(r): f"(r) f '('): сrlпr+-
r

tэпliУiпdэп taprrrq: Е! = ,rr'|n,. Bu qayda i|e Vm iigtin alrrrq ki,

Е3' _ c_r2(--t) |пr; m -_|,2,...

3.Helmhols ореrаtоrч: А + k2 , RЗ fэzastnda Ьеlэ bir ореrаtоrа
baxaq

L=b*k2, ^=L-+*!,' 0*i 0"i 0"i

2зб
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ьurаdа k: сопst.вu ореrаtоr Helmhols ореrаtоru adlanr. опuп fun-

damental hэlli еlэ В("). D'(Л') timumitэgmig funksiyasrna deyilir ki, -

D'fэzastnda
r в(х)= 6(") Q)

tэпliуi odэnilsin. Aydrndrг ki, АД(х) ifаdэsiпi hesablamaq kifayэtdir.
Taklif.

Е(х)- -Й"-;tl,|, |х| =

timumila9mig funksiyasr (2) tэпliуiпiп hэllidir
isbatl. Asan yoxlamaq оlаr ki,

а1 xi

х| +х'r+"] (3)

0х x|l,| J
j

I}u ifаdэlэri чэ mэlum

alrrrq ki

iъ|х| iъ|х|
(4)

- -4п6(х) dtirturrrnu пэzэrэ almaqla

а

0",

ih,
=т,"

tr ъ,),ч'

= йlff - ъ,)"*чl - 4*'о|'|6(,,- rЁ[- 
;)'1"-о, 

_

: 
Й[ff - t,)"-Bt _ ап6(х)_ r-Ёr+*vl = _fie,ol4 _ цп6("\

ле'о|'| =

^[

1

l,

^[й "-,,,) = 
fi"*|,| 

. л,,о|,|* "-,,,о[й)- rЁ;;[й) r}"'-,' =

2з,|

,



тэklif isbat olundu

4.DаlаmЬеr ореrаtогuпuп fundamental halli. Birolgiili.i halda (, : 1)

Ьеlа Ьir ореrаtоrа baxaq
a

о-: 
"-о0t'

(о * t')
й"

= - +(rrn"i 
c|xl -4,6("' - h"-|,l 

: d(,)

Gбstаrэk ki,

Д(х,r) =!OQ,- |,l)\|/ 2а

funksiyasr ( 1 ) ореrаtоruпuп fundamental hэllidir:

+_r'+=d(х,/)оI ох
Agrq yazrlrgda E(x,r)

[ ' , ft|<at,E(x,t)= ]2о
[О, |х|> at.

Вurаdап аlпtг ki,

1

= bE+k2E -- ^

4п
) k2 iд,l

Г-^+-lg 
|=1 ltIxt

L 2

^
(1)

(3)

(2)

Aydrndrr ki, E(x,t) R2 fэzаstпdа lokal inteqrallanan funksiyadtr чэ

|х|< at oblastrndan kэпаrdа Е = 0.0nda V Q cD tigtin alrrrq:
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(rв,q) = (E,rcp) : *-I_,-!#dtdx-*|[ff*"

+т+ чр7о,=
1 j
2

apQ,
"l)

at
-со

=_!\Фk,iа,23 0t
= 

|ч@,О) 
* 

|,л@,о) 
=р(о) : (а,р),

со

0t

1

2

tt

0

уэпl

dtisturu

ry-MQ,)=6(x,i.
ý 3. Kogi masalasinin fundamental halli.

l.istilikkegirma ореrаtоru. п=l. Мэlumdur ki, klassik Puasson

(u Xrt
1

2л!лтt
)

ф _("-€)'

k 4t
р(€)d€, 0)

-ф
(Ьurаdа p(6)-i"t"qrallanan Гrnit funksiyadrr) istilikkegirmэ tэпliуi {igiin
К,эýi mэsэlэsiпiп hэlliпi verir, уепi u(x,t) tigti"

лл)оu 0'u
а n)Ot 0х"

(2)

u(x,o): д(") (3)

ohrr. и(х,r) funksiyasl- Sonsuz gubuýun J nciqtэsin dэ t zamanrndakr
istlliyi, р(*) isэ /:0 ba9lanýrc ашпdа J поqtэsiпdэki malum istiliyin
mi qdarrnr хаrаktеrizэ edir.

(1) dtisturunu Ьiikйlmэ чаsitэsilэ Ьеlэ yazmaq olar:
,2

u(x,t)= р(")* _t_"-T (4)
2"lп
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Веlэ yazrlrgda д(х) olaraq ixtiyari Гrпit funksionalr gotiirmэk olar, onda

u(",t)c D'йmumilэqmig funksiya оlur. 
2х

E(x,t)= _0(t)=,- +,

)4п
igаrэ еdэk. Bilavasitэ yoxlamaq olur ki, bu funksiyu (r > 0)

аЕ а2Е
Ot ох2

istilikkegirmэ tэпliуiпiп hэllidir. Нэm dэ б -чаri ardrcrllrqlarr буrэпdik-

dэ biz gёrdiik ki, 
D,

E(x,t)-+6(r) 
' 
+ 0.

Dеmэli, E(x,t)c D' funksiyasr (2)-(з) Kogi mэsэlэsiпiп funda-

menta1 hэllidir. Onda (2)-(3) mэsэlэsiпiп hэlliпi Ьiiktilmэ sэkliпdэ Ьеlэ

yazmaq olar:
u(",t)_ E(x,t)* л(r).

Doýrudan da,
(а а) (а а

[ы-;? у:[ы -;?
lim и(х,r)- lim В * р(х)l-+0 r-+0

Natica.

)u- 
р(")=0*д(")_о,

: 6(") * д(") : р(*\

2х

E(x,t)=9 4tе

Umumilэ'mig funksiyasr (2)-(з) Koqi mэsаlаsiпiп D' fэzаsmdа funda-
mental hэlli оlur

Uyýun пэtiсэ RП fazastnda da doýrudur ( и > 1).

2. indi RП fэzastnda istilikkegirmэ ореrаtоruпа baxaq :

,(*,*)

240
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Taklif.

l > 0 olduqda
l > 0 olduqda

lrl2

E(x,t): , '@л, "-;F, ,W|' -i-', = 12 .

P-lotl l

funksiyasr (l) operatorunun fundamental hэllidir:

+ - о2 ЛЕ= 6(х,/).
0t

isbatr. Эwэlсэ Е funksiyaslmn bir пе9э xassэsini qeyd еdэk.

10. g РП+l -dэ lokal inteqrallantr чэ / < 0 olduqda 0-а ЬэrаЬэrdir,

Е > 0 че t }0 'olduqda Е сС*(Л') 
'r"dan 

эlачэ

JI J B(x,t)dx:t

Doýrudan da, (r > 0)

|"|'

Rn

п

J

,-с? 46 =| .fi+j
i=l 1v /, _ф

1

Ей

20' t >0 olduqda Е с С*(Л' ) "rdrýu 
tigiin Е -adifunksiyadrr,

t BQ,t)a, = dx

ll2
lхl

- 4r,

ffiI,, I

f,i
_l'g 

4a2t dxrr...rdxn=

2

1

Ей
е

л'

bu halda аgkагdrr ki

аЕ
0t 4o2t2 2t

Е

х 1

4o2t2 2o2t

241
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аЕ 
-о'лЕ-_

0t

( l"|' ,)
|т77-, ) 4a2t2 2t

|*|'Е

7,,

1 Д=0.

Dеmэli, l > 0 olduqau Д(',l) г.rrrt siyasr istilikkegirmэ tэnliyinin
hэlli оlur:

0Е 
-о'лЕ:О

0t
(6)

indi
0
л
ох

Е ifadэsini biittin D' fэzаstпdа hesablayaq

iiqiin (l > 0 olduqda (6) пэzэrа ahnmaqla) alrrrq

laB
\. (-t

- с' АД.9 i= -'
с)Е

0t
_']9*r.д19,-
Ct ,,

,(*,

D(л,*'Vр.

= -Т 
Jr,,,,, { rl: 

- а' ьч)ах а t= - 
liч} 

j * 
h { i: *,' о * 

) 
о.] =

- ", ! !,r 
r,,l ) Аg r/лrlr = - ý{ J [-r,/; 

- jo Q 
r', 

u,fo, -"' 
i J:* 

.п,l, 
} 

=

ч iД(",r}р(х,в}*=
]l"

ti
= -li*i 

h Т c{x,t|tx * 
",![3G,r)пср ах =-linrД J

ф
Ct

Л(.т,r!r
R"

с.)0 ],-

= I1т Iд(.,, bft,, и, - tiTiJ( '*),
аЕ,--- - а
at

= lЧ !u(*,c)cp(x,O)dx+ lrm lл(",t)lpG,")- р(",сО)] dx .

Rn Rn

indi gбstэrэk ki, buradakr 2-ci toplanan 0-а ЬэrаЬэrdir. Doýrudan da,

dxdt

(7)

0ср

242

|чG,ф-р(",0) <,Лч-l
0",

-)0, s-+0



olduýundan

-+0, а-+0 .

Onda (7)-dэп Y ср с D(^,-') iigiin alrrrq:

D,эýrudап da,

Rп

lJ",", 
t)лq|, )- ср(х,ох*| 

= 
, Ji лu*l_r,llrч,t) d, =

(3(*, 
*)r, r) m Ju( 

х, с)ср(х,0) а" =ý(Л(",,), р("))

indi gёstэгэk ki, Л'(Л" ) f.ruыndu

"lч 
(л(" , r),р(*)) - (6 ,Q),

уэпi
tьл(х,r)= 6(")

:cJi-*lgl
' lox,l

(Д(r, i,p) = llQ,t)cp(")d*=,p(o) IBQ,I) d" +

0ср

(8)

(9)

Rn

+ tBQ,t\,p(")- е(О)] сЬ =

Rn

= р(О)* llQ,t\cp(r)-e(o)]a* = ср(о)+ l,
Rn

burada

leG)- ,р(о) < |r|J7-a* = м ,l"l,
0",

пэ;zэrэ aldrqda alrrrq ki,

24з



м
ll2

lJl-i;т
2r

ет
0

J |"l а" =
м - 4"\

е dr

---
= М l, а^,П !е-у' ф = , .^П 

,

0

уэпi / -+ 0 olduqda J -) 0, onda (9)-dan (8) аltшr. Nэtiсаdэ (7)-dэп

аltшr ki,
аЕ а

;_ а' лЕ _ d(х,/) .

л/ \ _r{r:

Natica. E(x,t)= , 0\t) 
__ 

"-;Л 
3a(")r _ о.' 

Р"^[*|
Веlэliklэ E(x,t) funksiyasr Ьеlэ bir Kogi mэsэlэsiпiп fundamental

hэllini verir:

Ou(x,t
- о2 bu(цf) : 0, u l 1=g _ ио (х)

а

0t
Веlэ olduqda Ьu Kogi mэsэlэsiпiп hэlli

u(x,t)-_ B(x,t)* uo(r)
diisturu vasitasilэ tayin olunur, Doýrudan da:

- 
(r" J*Y J*

а а

0t'л (x,r)= 'л E(x,t)* uo(r)= 0 * ио(r)= uo(")
0t

Ham dэ,

1ч,u(",r)= 1ч,Д(х,r)*uо(") = 6*1lo = uo(")
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ý4. tmumi diferensial ореrаtоrlаr iigiin Kogi masalasinin

fundamental hallari.

1,D' fazasrnda sabit эmsаllr

mэsаlэsiпэ baxaq:
{*) 

ореrаtоru iigiin Koqi

ЦУ4_"r+'],(х,r)=0,
0t \ Эхl

ц l ,=g: llg )

(1)

(x,r) 1r1 tэnliyini

х(
t

(2)

Вurаdа uo(")c D' va u(r, ). D' (/ -раrаmеtrdir)
(1) tэпliуiпiп

Ьiikiilmэ diisturu gэkliпdэ yazmaq оlчr.
Doýrudan da, gёstэrэk ki, (4) kimi tэуiп edilэn и

va (2)baglanýrc gэrtiпi ёdауir:

gortini оdэуэп
a<llanrr. E(x,t

El ,=о= d(") (3)

Е с D'hэlli (1)-(2) Koqi mэsolasinin fundamental hэlli

) mэlum olduqda (1)-(2) mэsэlэsiпiп hэllini

u(x,t)= E(x,t)* ио(х) (4)

l* {*)]", 't)=iа*uo)-{*} 
E*uo)=

=* ц u0 
[{*,u 

-,)) :|*- 
{*),] 

- 
"о(")=

:0 * и6(х)= 9.

Digэr tэrэГdэп,

}цзи(х,r)= },sU(",t)* 
uo(")= а 4 цо =uo\)

2.indi daha timumi diferensial ореrаtоrа baxaq:

0а
0t 0х
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Tutaq ki, l -уэ пэzэrэп tэrtiЬ и -dir.Umumi Kogi mэsэlэsiпэ
baxtnq:

(5)

а

0t
(6)

Таrif. Tutaq ki, еlэ E(x,t)c D' iimumilэqmiq funksiyasr var ki, о,
agaýrdakr xiisusi Kogi mэsэlэsiпiп hэllidir:

(x,r)=0, t>O,

u(x,O):uo(*), (r,0) : u,(*),...,{} Ь,о) : ч -_t(r)

ff t-,o) : o,...,tff : о, tff= а(,)

)" 
= 0,а

О t Ох
0

"I

(7)р[4 9)д
|at' ах )

Д(х,0): 6,

Onda B(x,t) (5)-(6) Kogi mэsэlэsiпiп fundamental hэlli adlanrr
Эwэlсэ Ьеlэ bir xtisusi Kogi mэsэlэsiпэ baxaq:

(8)

{ ),

0 0

Ot Ох
Xrt 0( ) (9)

и(х,0)= 9, !{'о)= =u';;,S,О) = 0, t:P = чл_,(*) . (10)

Bu Kogi masэlasinin hэlli Ьеlэ оlur:

u(*,t): E(x,t)*u,_,("). 
(11)

Doýrudan da, эgэr u__r(") -finit funksiyadtrsa, onda (11) biiki,il-

mэsi hэmiýэ чаr. Gёstэrэk ki, (11) kimi qurulan u(x,t) funksiyasr (9)-

(10) mэsэlэsiпiп hэllidir. Д-fuпdаmепtаl hэll olduýundan, alrrrq ki,
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,(*,*')"t", u : r(*, *)u 
* ц - _| (")) =

_( а а)_
Рl L,:- lЕ * ц-_| =0*цm_1 : 0,

\at'Ox ) 
ll'

бm-lч бm-|д(х.0)

а,-_, 'ffi * Ц.-| (")= а * и-_| --u,_t(x\

indi isэ (5)-(6) iimumi Kogi mэsэlэsiпi hэll еtmэk metodunu gаrh

еdэk.
Tutaq ki, u o("),ur("),...,u __' (r) - finit funksionallardrr.1 Д(х, r)

flrndamental hэlli Гrnit funksional olduqda uo("),ur("),...,u._r(")
iizэriпэ heg Ьir qэrt qoyulmur).

Umumi metod Ьеlэdir. (5) tэnliyinin еlэ uo(x,t) hэllэri taprhr ki,

(k -0,|,2,...)m -1) опuп tigiin yalnrz

ak ua(:,t) 
l ,=о = u oQ)+ 0

Ot,,

olur, qalan baglanýrc gаrtlэri isэ 0-rа ЬэrаЬэr olur. Веlэ olduqda
m-7

u(",t) _|u o(x,t)
k=0

сэmi (5)-(6) Kogi mэsэlэsiпiп hэlli olur.
indi bu cir uo(x,r) Ьэttэriпi песэ qurmaq mаsэlэsiпэ baxaq.

Tutaq ki, u(x,t) funksiyasr (9)-(10) Koqi mэsэlэsiпiп hэllidir
Onda bilirik ki, hэmiп hэll (11) diisturu qэkliпdэ taprlrr:

u(x,t) = Е (х, t) * u __r(*\
Веlо olduqda
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uI ( )
_ Оu(х,t)х t

0t
funksiyasr da (5) tэnliyinin hэlli оlur vс Ll| (x,r) tigtin (l0) baglanýrc gэrt-

lэriпdэп yalntz ikisi O-dan fэrqli оlur:

O--'u, , _ О'-'
at,ч ' ,=, -#l,=o: u-_r(x)+O,

чэ

O'-'ur(",0) О-u Xrt
lt=o

Ot--| 0t-
qalan baglanýrc аэrtlэr 0-rа ЬэrаЬэr olur. Мэsэlэп,

(",0) О*-Зu(х,О)
0

0t 0tm-З

indi (9) tэпliуiпiп еlэ ur(x,r) Ьэttlпэ baxaq ki, onun iigiin baglanýrc
gэrtlэr Ьеlэdir:

{ur(х,O) _ 0, k=0,|,...rш-2,

0u

Otk

Веlэ olduqda
u r(*,t) : u,(*, t) - u r(",t)

funksiyasr (5) tэпliуiпiп hэlli оlur чэ ur(x,t) i.igiin yalnrz Ьir dэпэ bag-
lanýrc gэrt O-dan fэrqli olur:

а*-2 J,0 )

Ot'-2
= u__| (х) * 0

Qalan baglanýrc qэrtlаr 0-а ЬэгаЬэr olur. Мэsэlэп,
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О':| чз(х,О) _ а' -| ul(x,0) _
Ot.-| atr-|

Bu prosesi davam еtdirmэklэ (5) tэпliуiп iп ч p(x,t) (fr = 0,1,... ,, - |)
hэllэriпi qurmаq оlur, Ьеlэ ki, hэr ur(",r) Ugtin yalnrz

akО Цt' _ uoQ)+0
Otk

olur.
J.

(,m = 2).

a'-|u2(x,0

Ot'-|
-0.

Dеуilэп iimumi sxemi simin rэqs tэпliуi iigйп аrаgdrrаq
Веlэ ореrаtоrа baxaq:

а2 о2

Ot2 ох2
[)еmэli, bela Kogi mэsаlэsiпэ baxrlrr

л) л,)о-u О-u
)2 2, co<J<co

0t 0х

а2Е а2Е
0rо)л)л1)0t" dх'

(14)

,(*,*)

(- (l2)

',tl,=g-uл(*\. 
Цt..:ur(х). (1з)I v.Q\Jv 11 
Ot' '.

Burada ц,ug91l1сD'. Bu Kogi mаsэlэsiпiп fundamental hэlli еlэ

Е (х, t)c D' funksiyasrna deyilir ki,

Е lЁg - 0, 
#lt=o 

=а(") (15)

olsun.
Lеmmа. (2)-(З) Koqi mэsэlэsiпiп fundamental hэlli (уэпi (la)-(l5)

Koqi mэsэlэsiпiп hэlli) Ьеlэ bir Е("r,r) funksiyasrdrr:
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E(x,t)
l

=- В(, -1,1)=
2

2

6'(х + tа2Е _ _6, x-t

1

2
0,

)а"
) 

= <ut" ,t),Q,) = -:'!r'Q

l"l ., ,

lrl ,,
isbatr. Qeyd olunmug l iigtin ahrrq ki

laB(",t)
\dx

= -f,lr{,) - е(,) = (- f,lut- - ) -6(х + iir),

аЕ 6(х + r) -d(х-r)
0х 2

а2 Е _6'(х + r)- а'(, - r)
ох

а

indi х qeyd olunduqda Д(.r, t)-п\ t раrаmеtriпэ пэzэrэп diferensiallayaq:

уэпl

Buradan

Buradan

(1 7)

(19)

уэпl

РР, r\ = *F, r) = *-! 
B(",t\p(") d* =

\ dl l ot ___т

: :* !rQ)a* 
: фУР= (}r," - r)+ 6(х +,[я),

аЕ __r(х + r)+ 6(х - r). (1s)
0t2

Otz 2
Alrnan (6) чэ (8) mtiпаsiЬэtlэriпdэп gжtr ki,

а'Е а2Е
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indi baqlanýrc qэrtlэriпi yoxlayaq. Аgkаrdrr ki, limД(x,r)= 0.

Lakin (18) пэzэrэ alrndrqda altnq:

OE(x,t)lim
r-+0 0t

a(t

= lim
r+0

а 1r(х 
+ r)+ d(x - r) ,а) =\2

)* е(,) а@

уэпl

lim
r-+ 0

аЕ X,t )
0t

I]еlэliklэ

adi funksiyasr simin rэqs tэпliуi iigiin К
olur. indi i,imumi sхеmэ uyýun olaraq
baxaq:

= П-Г
l+0L

)

)аЕ0(€

_со

:,ъx-t

1l
=, I"оG - €)а€=

-t

+ а@)
2

= р(0) :(6,Q),
2

(
= r(")

х

E(x,t) :, l"l",
0, l*lr,,

оý1 fundamental hэlli
Ьеlэ bir xiisusi Kogi mэsэlэsiпэ

02vt(x,t) _О2ц(х,t) vl(x,t)l1=g=0, l t=0 = "о(")
бц (х,0

1,
dх- 0t

Е=0 Е=0

a
dt-

Bu mэsэlэпiп hэllini E(x,t) чаsitэsilэ bu gэkildэ yazmaqolur (ио-lоkаl
irrteqrallanan olduqda)

vl(x,t): E(x,t)4 u0 
-S116,,1uo(" 

_ €)d€ __

Ьurаdап

Brrrada
0t 2

25l.

д =.L
2

Ovr(x,t) _uо(х - t)+ uоQ + t)



х)0r, t) _uо(х - t)+ uо(х + t)

2
ur(",t):

0t
iqаrэ edak. Onda ur(x,t) funksiyasr da (1) tэпliуiпiп agaýrdakr baglanýrc

gэrtlэriпi оdауэп halli olur:

u2(x,t)l ,:о = ЧР l ,:о =ио(х)

Ouz\,t), 
^ 
_02vt(x,i,. л _ иЬ(х+r)-иЬ("r-r) 

l7=g=0
а 'l=0: ар '/=0: 2

indi (12) tэnliyi tigtin bagqa bir xiisusi Ko9i mэsэlэsiпэ baxaq:

фР =фР, uз l t=o - О, 
*',=о 

: u,("),

Bu mэsаlэпiп hэlliпi Ьеlэ yazmaq оlаr:

u r(*,t) = E(",t) * u r(") _ ,(€ Vс

Agkardrr ki, u(x,t)= ur(x,t) + ur(",
mэsэlэsiпiп hэlli оlur. Belaliklэ, aldrq ki,

)
_Uо (x+r) +uoQ-t)

u(x,t)= *r|,t)* uo(")* Е(",,)* u, (").

Bu halda u(x,t) tmumilэgmiq funksiyasr (2)-(з) Kogi mэsэlэsiпiп hэlli
оlur. Yoxlayrn!

t) (l2)-(13) Kogi

;"-i

*+- 
"р,GYс

сэml

u(
2

Bu isэ klassik Dalamber dtisturudur.

Qeyd. On i,imumi halda (ио чэ ur-adi funksiya olmayan halda)

u(x,t) hэПiпiп iimumi diisturu Ьеlэ qalrr:

tх
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ý 5. Ёmumila;mig Ko;i masalasi.

вu paraqrafda timumilэgmig funksiyalar siпfiпdэ dalýa tэпliуi mi-
salrndda kogi mэsэlэsiпiп fundamental hэlliпiп, timumilagmiý hэlliпiп
чэ klassik hэllэriпiп miiqayisэli gэrhi verilir чэ mэsэlэпiп Ьэzi fiziki
хtisusiууэtlэri qeyd olunur, Bu qеуdlэr mаsэlэпiп Гrziki mэпаslпl, onun
kеуfiууэt xarakteristikasrnr aydrnlaqdrrmaýa хidmэt edir.

1. оччэlсэ D' fэzаsmdа sаdэ (adi) diferensial tэnlik iigiin Koqi
mэsаlэsiпэ baxaq:

1,1" + а2u= fQ), ul,=о=ио,u'/,=g=ц1, (l)
lrurada f .СO>О). Мэsэlэпiп hэlli оlап "(t) funksiyasrnr t<0
tlblasttna srfir kimi davam etdirak чэ f Q)=0,/ < 0 hesab еdэk.

Davam olunan funksiyalaп i уэ f l, igаrэ еdэk. onda 7 kэsilэп
funksiya olduýu tigiin, alrnrr ki:

т' = W'Q)}+ иgd(r)

й" _ {i" Q)\ + ug6' Q) + uPQ\
I}еlэliklэ, 7 funksiyasr Ьеlэ bir tэпliуi ёdауir:' й" + а2i _ 7Q)+ uo6'(t)+ u,6Q)= F(g)

d2
^ *а

dt'
fundamental hэlli Ьеlэdir

BQ) - o(t
stпаt

а
f)еmэli ЕО= 0, l < 0 olduqda gэrtэ gсirэ 7Q)=0, l < 0 чэ

Л(/)= 0, l < 0 olur. Веlэ olduqda iimumilэgmiq funksiyalarda adi dife-

rensial tэпliklэr пэriууэsiпэ эsаsап, (2) adi diferensial tэnliyinin Л'(Л')
fozasmda / < 0 olanda srfra ЬэrаЬэr olan hэlli чаг чэ о уеgапэdir.
Hamin hэll isэ bu diisturla tэуiп оluпur:

u=Е*Д= Е -(7 +uo6' +u,6)= Е *7 +uoE' +u,E. (3)

Вu hэll (l) mэsэlэsiпiп D'(Л)-d. brlli olu..

(2)

indi (2) tэnliyini hэll еdэk. Мэlumdur ki, 2 operatorunun
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Digэr tэrэfdэп (1) Koqi mэsэlаsiпiп / ( 0 olanda =0 olan hэlli (2) tэnli-

yini <idэdiyi tigtin чэ bu ctir hэll уеgапэ olduýu iigiin (3) diisturu / > 0 ol-
duqda (1) Kogi mэsэlэsiпiп hэlliпi verir, уэпi aldrq ki,

1l

u(t)=1';71r;.i по(t - т)ат + и0 cos at * urslПаt
аб а

Analoji qayda ilэ Ьеlэ Kogi mэsэlэsi hэll edilir:

u'+au:_f, ull=g:цg
/ < 0 oblasttna davam olunandan sonra

(4)

0,)

i, + ай = 7Q)+ uoбQ)

d
аltпrr. i* о operatorunun fundamental hэlli

(z,)

Л(t)= o(t)"-,,
olduýundar, (2')-i,, brtti

i=Е*л(r)
kimi taprlrr, burada F(/)= 7Q)*uo6(t). Веlэliklэ, Ьu ciir hэll чаr чэ

уеgапэdir, giinki B(t)= 0, l < 0, F(/)= 0, l < 0. Onda

i=Ея.л(r)=0,/<0 чэ

й:Е-(7*ио6)= E*7+uoE (З')

Веlэliklэ, (1') Ko9i mэsэlаsiпiп (klassik) hэlli bu gэkildа аlmtr

t

u(t)= l_f {rlr-"''-'\ dT + Lloe-o'

0

(rr0) (+,)

2. Dalýa tanliyi iigiin iimumilaqmiq Ko;i masalasi.Dalýa tэпliуi tigtin
Kogi mэsэlэsi verilir:

L"(u)= .f(",t), t >0, х € Л", (6)

ul,=, = ",(i,*|,=o = ,, (") . (7)
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Fэrz еdэk ki, f cC(t> 0)uo . С'(Л" Iuо.С'(Лr)-uаi
f'unksiyalardrr. Tutaq ki, (6)-(7) Kogi mэsэlэsiпiп klassik hэlli чаr.

u vэ f funksiyalannt l < 0 oblasttna stfir kimi davam еtdirэk:

Onda i =й(х,t)
tэnliyinin hэlli olur:

funksiyasr D'(R"-')

Оср(х,0

0t

_f, t>0
0, l<0
Гэzаstпdа bela Ьir dalýa

(8)

7
Гu

l,t =1
l.0

, t>0
, t{0'

Loi _7 *uо(")Д'(r) +",(")a(t) .

Doýrudan d,a, V ср. D(R'*') Uotin alrrrq ki,

u L.cpdxdt: lim(L,й,p) = (i,L.,p):"! 
['i

0 R''

"!Р(#-,
2Ьср

у*Е)Ф

= m[iJ,(# _ ; b),ra"dt :{ 
Уф"аt 

- !,lал)Чqь"]

= l7,M"a,- t",G
Rr+l л,,

Yl"0lр(r,("*tu
R,

,= (7 *uо(").Д'(r)* u,(").aQ),e) ,

Ьurаdап (8) qrxrr.

Naticalaг. n(x,t) funksiyasr i.igiin ио чэ и, bahlanýrc аэrtlаri l = 0
antnda tэsir еdэп uoG) 

'(") 
+ u,(").a(") kimi mэпьэ rоluпu

оупауlr. Bununla yanaýl (б)-(7) Kogi mэsэlэsiпiп klassik hэlli (8)
tэпliуiпiп Ьеlэ hэllэri igэrisiпdэ уеrlэgir ki, onlar / < 0 olduqda 0-rа
ьаrаьэr оlurlаr. Bu чэziууаt tэьii olaraq эsаs уаrаdrr ki, (8) tэnliyinin
r < 0 olduqda 0-rа ЬэrаЬэr olan hэllэriпiп taprlmasrndan iЬаrэt
mэsаlэпi dalýa tэпliуi tigtin i.imumilaými9 Kogi mэsаlаsi adlandrraq. Веlэ
оl,Jцо4u (8)-dэki u0, и1 уе 7 kimi kэmiууэtlэri i.imumilэgmiq funksiya
hesab еtmэk olar.

таrif. Dalýa tэnliyi iiqйn timumilэgmig kogi mэsэlаsi dedikda

f с D'\П"*'I uo. D'(R'\u, . О'(П' ) verilmig timumilэgmiЕ
funksiyalarr iigtin
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Laц = _f (",t) + ug(")d'(r)+ u1(")6(r) (9)

tэnliyinin r<0 olduqda u =0 olan hэlliпiп taprlmast mэsэlэsi Ьа9а

dtiqtiltir.
(9) tэпliуi D' fэzastnda Ьеlэ tэпliуа ekvivalentdir:

(u,L.p) -- (f ,е) - Оср(х,0
* (u,,p(",O)).

0t
Ц0, (t о)

(9) tэпliуiпdэп gбriiпtir ki, йmumilagmig Kogi mэsэlаsiпiп hэll olunmast

i.igtin zэruri gэrt / < 0 olduqdu f = 0 olmastdrr, Вu gэrt hэm dэ kafidir,

теоrеm. Tutaq ki, f с О'(П"*'\ uo. D'(R" \u, . О'(П") u,

-f :0, / < 0 olduqda. Onda iimumilэýmig Kogi mэsэlэsiпiп hэlli

чаr,уеgапэdir чэ hэin f ,Uo, I,t' mэlumlаппdап D' fэzаst mэпаdа

kаsilmэz astltdш. Hamin hэlliп i.imumi gбstэrliýi Ьеlэ оlur:

ц = En * .f + E,(x,t)* иr (х) -*Р* uo(r) ,

ьurаdа En Lo ореrаtоruпuп fundamental hэllidir.

Dоýrudап da, gэrtэ gёrэ / =0 , t <0. Onda hэm dэ

f (",t)+ ,о(r)а'(r)* u, (")a(r)_ 0, / < 0 olduqda.

веlэ olduqda D'(R'*' )_о, Е, * _f btiktimii чаг чэ 0_rа ьэrаьэrdir,

/ < 0 olduqda. Onda awэlki tеоrеmэ эsаsэп (9) tэnliyinin hэlli чаr чэ

Е,* f biikiimtiniin varlrýrnt tэmiп еdэп f -|эr sinfinda hэmiп hall

уеgапэdir чэ hэmi hall bu diisturla tэуiп edilir:

ч = En *V *uo(")a'(r)+ u,(r)6(l)]= (Д" * ,f )+ (Е" *ио(.т)а'(r))+

+ En *u,(r)a(r) =(E"*.r)+ (B"(x,t)* r,(r)) -e*r_ 
",(r))

Natica 2. _f =0 olduqda timumiэlqmig Koqi mэsэlэsiпiп u(x,t)
hэlli / -уэ пэzэrэп adi mэпаdа sonsuz diferensiallanan funksiya olmaqla

(7) baglanýrc gэrtlэгiпi D' manada оdэуir, уэпi Vр . D(Л')UnUn
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}s(u(", t),e\)) = (uo,p) ,

lim
l-+0

Оu(х,t)

ot
Nafica 3. Tutaq ki, п = 2,3 olduqda

f .С2(, > О} ug сСЗ(^')r, .С2(П") * z :1olduqda

_f . С| (, > o)uo .С'(Л' Iu, .C'(л') onou (6)-(7) klassik Kogi

mэsэlэsiпiп hэlli чаr, уеgапэdir, hэU J ,uo, u, чеrilэпlэriпdэп kэsilmэz
asthdrr (baqqa sбzlэ, mэsэlэ korrektdir). Bundan эlачэ hэll Ьеlэ diistuгla
tэуiп оluпur:

п -3 olduqda Kirxhof dtisturu чаsitэsilэ:

,): (" )а

r(c,,- |#l)
"(

la
2па 0t

4п а2 J
rr(";a)

l
х )t d€+

"-€l (10)

* #,,!:,|l0o, - #*}**i G)а €,

Вurаdа r(x;at)- c/radiuslu gar, ,S(x;al)-onun sэthidir.
п:2 olduqda puasson di.isturu чаsitэsilэ

u(x,t)= *'!",),,,
1(6,т)аб ат

",(Ё)а€
о'('-r)' -|r- €l'

lг+-l
2П а nl!n,1 a't' -|х- {|'

+

+-- J

(11)

lr(х;а)

п:| olduqda Dalamber diisturu чаsitэsilэ:
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(12)
1 x+al+; lu,(E)ac

Xiisusi n"'i^ 17 = О;

л) л)O-u о-u
Ult=o:UO,

0u
л) л,),Ot' Ох' 0t

klassik Koqi mэsэlэsiпiп hэlli tigtin Ьеlэ dtistur altntr:

ut=0

(13)

Natica 4. Dalýa tэпliуi tigtin Kogi mаsэlэsi korrektdir. Klassik Kogi

mэsэlэsi С2 Q,0).,lС'('> 0) siпГrпdэ, iimumilэgmiq Kogi mэsаlэsi

isэ D'(Л'*1) siпfiпdэ korrektdir.
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FаSiъt
UMuMir,aýMiý гuгtкsiyлLАRIN FuRyЕ

QBviKMaraKi
ý 1. Bazi klassik naticalar.

1.ar (- *,*) fazasmda Furуе gevirmasi.Tutaq ki, f (*) 2п -

perildlu adi funksiyadш. Onu Furуе sшaslna aylraq:

f (-)= tonr'*, (l)

Ьurаdа

о" = *"!rQY-'** d", m:0,*|,!2,... (2)

-п
Эgэr /(х) 2/ - perildlu olarsa, onda Furуе sшasl Ьеlэ оlаr:

п=-ф
х

-lп-
а ld" (4)

(Qeycl еdэk ki, (2) dtisturu (l)-in hэr tэrэfiпi e-i* -а чuruЬ |- о,о7
pargasl i,izrэ inteqrallamaqla alrnrr). Оgэr (1) va (2) dtisturlarrnr periodik
olmayan funksiyalar iigtin yazmaq istэsэk, (4)-ti (3)-de yaztb l -+ о
gэrtiпdэ limitэ kеgmэk laamdtr. Onda alanq:

f(-)= Ё onr'n| ,

f(")=д*'уGу+Q-) d€,

l
27Tl

пl

Ir(-P
-пl

(3)

(5)

(6)

п

Ьurаdап, l +q olduqda,

со

{*\rr€р-'(,-с,оr]р
f(-)= lOo

_со
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Ьurаdа kэsilmэz dэуigэп о kэmiуу eti L nisbatinin limiti kimi alrnrr
l

Оgэr (6)-da

g(o)= iO' "-'о€ 
d€ (7)

igаrэ еtsэk, onda

f (")-
1

2п !в(о)"'* ао (8)

аlаrrq.
Tarif. (7) diisturu ilэ tэyin olunan g(o) funksiyasr /(x)-in 1dtir)

Furуе gечirmэsi adlanrr чэ onu аdаtэп f уахud,Л[r("[ yaxud Ff
kimi igаrэ еdirlэr. (8) diisturu tэrs Furуе gечiгmэsi adlanrr. Onu

Л-'И(r)] чэ yaxud Л'-1ki-i igаrэ edirik. веlаliklэ,

F-|V1=* !f@),'* ао,
, _со

ф

FV]_ lf!)"-'* а".
_со

Agkardrr ki, .F' чэ F-l ореrаtоrlаrr хэtti gечirmэdirlэr, mэsоlэп,

р|ф, + Ffz7= aFV,]* вr|rr]

s(o) (} diisturu ilэ verildikdэ f (r) (8) gэkliпdэ аlmш. Вuпu Ьеlэ

gёstэrmэk оlаr. Sonlu [- lr,lr] pargaslna baxaq. Веlэ й G)
funksiyasrna baxaq:

/,.,, (") = +Jя(,р'* d о : +\ {*!rur,i,{,-i 
а,}1о.

-м "" -N [.-- )

Daxili inteqral о -уа паzэrэп mtiпtэzэm yrýrlrr, onda inteqrallama
п<iчЬэsiпi dэуigmэklэ аlшtq:
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/"(") : +Jr{,{j nio(x-t)4o|o, =

*-!rч)#+о,= (_)

= 1 ir(,;. 
sinNG-r) 

dt _L"|f ("+).Ща1.
Е " x-t lT_i t

r,"lnrrr-J. Tutaq Ki, 7(r) Dini gartini odayir, уэпi ela 
' 

> 0 var ki,

lrl. Д olduqda

f("+t)- rQ)6

(m.
_6 t

Onda

_со Vl<l Vlr.ц

brrrada Д> 0 kafi bёyiik эdаddir. 2-ci toplananr Ьеlэ yazaq:

}чf"(*)-f(").
isbatr. Маlumdur ki,

'inN' d, _|
t

Bunu пэzэrэ aldrqda й(") - f (*) farqini bu gэkildэ yazmaq olar:

sinЛ/r

-dt
t

Вu inteqгalr iki toplanana aylraq

(

)-t
-ф

f*(")- .f (-)= 
+\[rQ 

+ t)-/(")]

F I=Jr*Jz,
со

J- ** )

26l



f - ll|+r)Щ dt_f(x) [ 
*in,'' d, .J2- J/\r-Te ) t olc-J \л/ J

чЁп t чЁп t

Нэr iki toplanan inteqral yrýrlan olduýu tigi.in Ьеlэ gжtr ki, (Д -kаГt

Ьбуiik olduýu iigiin) baxrlan inteqralrn hэr biri (Vxiigiin) я-dап kigik

olur. (,в *)-Са 1-ci toplananr Ьеlэ yazaq:

f (" + t)- rQ) sinNtdt
t

А

J,,: l
_д

Dini gэrtiпэ gбrэ f Q + t)- f (t) funksiyasr l- ,Ц,,Ц] pargasrnda
t

саmlэпэп funksiyadlr.Onda Lebeq tеоrеmiпэ эsаsэп, N -+ со olduqda
Jt + 0 olur.

Веlэliklэ, пэtiсэdэ almtr ki,

,}чЬ(")- f(")
Natica. _f . L, уо f Dini qэrtini ёdэdikdа о, ciztiniin g(o) Furуе

gevirmasi чаsitэsilэ (8) diisturu ilэ Ьэrра оluпur.

2.0sas diisturlar va qiymatlanmalar. Lemma 1. -F Furуе gечirmэsi
хэtti, kэsilmэz чэ mэhduddut.V"f е I, iigtin

r'lrlfП = .Lr-'Иil
Мэsэlэп, /(x)-in Furуе inteqralr gэkliпdэп grxrr

_f
ki,

f (") : +и"[ ! f (,),,,t 
-,, *)= 

+I",* [
lf|b-'- at

= + !в@)"'* 4о :J-"'* rlf Q)]do - r'lеVJI

do

уэпl

е'[rV\]= f
Lеmmа 2. Tutaq ki, _f" с L1, _f с Д, vэ
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ф

jч Лл(")- r?)dx_0.
Onda btitiin эdэd oxundu -tilt"rэm olaraq

g 
"(о)= 

g(o)^ п -> ф

оlur. Вurа da g n(o)= Fl"fr(r)];g(o): лИ(r)]
Doýrudan da, п Э со olduqda altnq:

lg" (о)- s(o) :lpV"(")- /("I = Ilr"(r)- f (x)dx -+ 0

со

-со

Теоrеm l. f(x)eZ, (- .о,m) oШuqda FV]Furyе gечirmэsi чаr чэ

t) g(o)-mэhduddur,

Z) g(о)-kэsilmэzdir,

Зl lo| -) ю olduqda, s(o)-+ 0.
Doýrudan da,

ls(r) < Ilf G)a*: |l.fl|., . -.
со

_со

I}urаdап gжtr ki, _f, ) 0, (Ir-dэ) olduqda о-уа пэzэrэп mtiпtэzэm

cllaraq g"(o)-+0 olur. Digэr tэrэfdэп (7)-dэ inteqralaltr funksiya

u-'* _f(") hэr х iigiin о-уапэzэrэпkэsilmэzdirчэ

|е-'* f ("\< |/("), .f с L,

olduýundan Lebeq tеоrеmiпэ эsаsэп grxlr ki, g(o) funksiyasr

kэsilmэzdi, u, g(o)-> 0, |о| + *.

Qeyd. f(").Z, olduqda Л[r(")]е Z, olmaya Ьilэr. Мэsэlэп,

0 -Hevisayd Гunksiyasr olduqda

-f (")= 0(х)е-". Z,(- *,*)
[,akin

лИ(")] =*Sr-,*oo а" = |Б = i;* r,.
0
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Dеmэli, /(").I, olduqda (8) inteqralr mtitlэq yrýrlan olmaya Ьilэr.

Теоrеm 2. Tutaq ki, /(х) m dоfэ kэsilmэz diferensiallanrr va

э|аvо f (m) ("). Z1. Onda:

I. а) Fk(-)(х)]= Qо)-FИG)] =(io), g(o.),

ь) |ol'ls(o) ,||rrO(,ll., .-.
с) istэпilэп Р("т) роШпоmu iigiin

,|r(*)rQ)] = rQ о) лtrft)] : л(; o)g(o)

II. Оgэr "' f (")с I, isэ, onda g(o) a,u * dэfэ kэsilmэz

diferensiallantr чэ agaýrdakr diisturlar doýrudur:

") 
F[(- ix)' f (х)1: *t') (о}

, r(*)в(,) = л[р(- ix) f (х)],

.llg(')(,l 
= ll" ,t,ll., . -.

isbatr xi.isusi hal iigiin veririk.
Tutaq ki, f -kэsilmэz diferensiallanandtr, f . L,

f '(")с I,.Onda, hissэ-hissэ inteqrallamaqla alrnq (; > О):
д -iox А -iox

l е-'* f(")a* =L, * f(*)t !=_"- I= f'(x)dx, (9)
_А -lo !1-to

Ьurаdа Д -+ q olduqda inteqraldan kэnardakr hэdd+ 0 оlur.

_f ' . L, olduýu tig{in х + *со olduqda lim/(x) sonlu эdаd olar,

giinki

olmastndan gжtr ki,

va

)а,(tf (")= /(о) *'!f
0

.шъ l ftF r (t ..,)= r (о)* t t'QYt .

+.rэ
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Bu limit O-dan fэrqli ola Ьilmэz, эks halda ;f сэmlэпэп funksiya olmazdr.
Nэtiсэdэ (9)-dan alrrrq ki,

Вurаdап

--1
|"-'*f(")dx=j-
'lo

-!"-'* 
1'(r)dr, (о * 0) .

тV'Q)J= io FV(")7= io g(o).
Веlэliklэ, Ьеlэ Ьir qiуmэtlэпmэ almmtg olur:

log(o) < !r'(") а* =||.f '||r, . *.
со

_со

indi tutaq Ё, _f , _f ',..., f(-) е Z, . Onda analoji qayda ilэ gёstэгilir Н,

л,k(,)(х)] =(io)-g(o) ,

|о'*(о) =||rt'l ll,,.* .

Natica 1. ixtiyari Р(о) polinomu tigiin, Р

olduqda Furуе gечirmэsi {igiin alrrrq

). Z,f(,d
dx

u r|r(*) rU'] = л (;о )g(o )

z)|л(о)g(о) < 

ll"(*)rG{'
Uyýun di.isturlarr eyni qayda ilэ F-l tэrs Furуе gevirmэsi iigiin dэ

almaq оlur, btintin iigi.in tэkсэ аlmап di.isturlard 
" 

(- i")* эчэziпэ (lx)'
yazmaq lazrm gэlir' 

inai gОrэi пэ zaman f -iпFurуе gечirmэsi g(o) diferensiallanan

fu;nksiya оlur. Fоrmаl diferensialladrqda
со

g'(o)- J(- ,'p-i* ;Q)a" _ F[- ix f (х)]
_оо

265



Demali, x _f e,L,(-.o,.o) olduqda g'(o) tоrэmэsi чаr. Эgэr

х- f е L, olursa, onda ,(')(о) tоrэmэsi чаr чэ agaýrdakr diistur
doýrudur:

*t,)(о)= лК- i")^ 7Q)] ,

Ьurаdап

|Bt,)t,N =ll"* r|llr, . *

Alrnan пэtiсэlэri Ьirlэgdirsэk, Ьеlэ Ьir tэklif isbat edilmig оlur:
Natica 1. l). Нэr Ьir f(r).Д(-.о,.о) iigiir, Л[r(r)] Furуе

gevirmasi чаr:

л[r(r)]= g(o) = l"-'* .f (")а* .

со

-со

2). g(o) Furуе gечirmэsi kэsilmэzdir, mэhduddur чэ |о| -+ -
olduqda s(o)-+ 0.

зl lg(o)< ll/ll., . -.
4). Эgэr f m dэfэ kэsilmэz diferensiallantrsa, Ьеlэ ki, onun

biittin 1m tеrtiьdэп tоrэmэlэri сэmlэпэпdir,

/(ft)(x) . Lr(--,oo) k { m,onda:

,О о|,@) (,)l = (i o)*g(o}

20.|о|* lg(,) = |lr(,)llr, 
. *,

r"|r(*)r]:л(;о)g(о)

+0 |л(о )g (о ) < 

|r(*) 
rn 

ll.,
5). Эgэr ,-f(").Д,(--,*) olarsa, onda g(o) Г,r.у.gечir-

mэsi lи dэfэ kэsilmэz diferensiallanш ча:
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t0.*(.)1".)= л[1_ i,)* f G)l
zo.|B(,){ol 

= ll", r("ll., . -.

r r(*)в(,)=лр(- ilrl)I
burada P-ixtiyari polinomdur.

Natica 2. Тэklifiп dtisturundan gоrйпtir ki:
rl /(") пэ dаrэсэdэ hаmаr funksiya olduqca опuп Furуе gevir-

mэsi g(o) |о| - со olduqda uyýun olaraq hэmiп stirэtlэ azalг^.

2) |х| 
-+ * olduqda f (-) пэ dэrэсэdэ ytiksэk siirэtlэ azaltrsa,

s(o) Furуе gечirmэsi uyýun уiiksэk tэrtiЬdэп diГerensiallanan
funksiya оlur.

Teklif. k + 0 эdэdi iigiin

rV@л 1 (о):пg[7,
Doýrudan da, 

со

r[l@)1:\,-'* f (ы)а* =\,-? rh\2 - | -(')
xi'susi balda (t = _r) -(_ "-Ё rчr| "F-Л:]":l'{*fttnksiyanrn Furyе gечiгmэsi dэ ciit funksiya olur, tэkinki isэ tэk

funksiya olur.

3.L, fazasmda biikiilmanin Fчrуе gevirmasi. Tutaq ki, /(r) u.
g(r) adi funksiyalardrr. Веlэ inteqrala baxaq (и = 1):

h(x)=.f * g=jrOBЬ- t)dt

Вu ifаdэ f u" g funksiyalanntn btiK?ib.ri (kompazisiya) adlanr. Вu

inteqral heg dэ hэmigэ yrýrlmaz. Lakin эgэr .f ,g .Z, (- оо,оо) olarsa,

onda (1) inteqralr sanki hэr уеrdэ yrýrlrr u. й(х).Z,(-ю,со) оlur.

Эgаr / чэ g -kэsilmэz, mэhdud чэ mtitlэq inteqrallanandtrsa, onda

J * g - h(*) funksiyasr da hэmiп хаssэlэr malik olur. Demali, hэmiп
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ýartlar daxilindэ hэmigэ й(х) adi funksiya olub, й.Z,(-m,m) оlur.

Doýrudan da, g -mahdud olduýundan,

l/(,)s(" _ /) < Mlf Q).

Buradan gжtr ki, lй(") < М <со чэ h(x)eZ,(- m,m)

Теоrеm. Tutaq ki, f ,g с Lt Onda

e|r Q)- g(,)] : лИ(")]. r[8,(,)]
isbatr. h = _f * g € I, olduýu пdап F|hl uu, u.

лИ(,)- g(,)] = Flh1=-!t (*)го€ dx =j" "' 
{

IlOBG-t)at
ф

dx-
-ф

=-VQУ,J*(, - t) е-'"€ 66= Тrt,И[
фф

= Jr(,) е-", dt Jя0) е-"," ф = FV

JB0) ,-i(t+l)c 4,

Веlэliklа gostэrdik ki, .f ,g сI, funksiyalarrnrn kompozisiyaslmn
Furуе gечiгmэsi опlапп Furуе gечirmаlэriпiп hаsiliпэ ЬэrаЬэrdirо

Qeyd еdэk ki, adi Гunksiyalar iigiin bu хаssэ Z,(-m,oo) чэ

Lr(--, оо) fэzаlаrrпdа dоýrudur.

4. Z, fazaslnda Furуе gevirmasi. Рlап9еrеl teoremi.Tutaq ki, f
funksiyasr iki dэfа kasilmэz difeгensiallantr va finit funksiyadrr. Onda
onun adi Furуе gечirmэsi чаr чэ

со

g(o)_ l.f Q)r-'* а",

-ф
гV"Q)]= (tо)'лИG[

|"|Е(,) < ll/"(,)lr, - с. *.

Buradan gtxtr ki, g(o)- сэmlэпэп funksiyadr r, g cLr. Onda alrrrq:

G)] лtgG)]
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jr(")' е-'* dx = lr?).Ng-'* dx: l r?)a" li?)"'* do =

lю

-ф

Ф

-Ф

ф

-Ф

ф

-Ф

ф

(1)

(2)

= J JrG)BГo) e-'*dxdo,
-ф

burada "f (* -э пэzаrэп) g (о -уа пэzэrэп) Z, -э daxil olduýundan

f . g е Z, оluг. Onda Fubini tеоrеmiпэ эsаsап (l)-dэп alrnq ki,

jlr(")' * = I _Y(")gT;)"- 
,*dxdo= 

JrT,.)r"[irbl "-,* 
*)=

= JвГо)в (о) ао = ЛrG)' ао )

ф

-ф

ф

-ф

уэп1

lf (*)' а" = g(o)' do,J_со

чэ yaxud

llfllr,= llg|l,,, g = FVI
indi farz еdэk ki, f . Lr(- *,-)-lxtiyari funksiyadrr. Aydrndrr

1ki, _f . L, olmaya Ьilэr (mэsаlап /(х)= ). Ona gОrэ Л}]
l+ х2

Furуе gечirmэsi olmaya Ьilэr. Z, fэzastnda Furуе gevirmasi mtixtэlif
qaydalarla daxil edilэ bilar. Мэsэlэп, (Lогап-ýчаrs) _f . L, funksiya-

sпt fn еС2(Л) u, Гrпit olan funksiyalar ardrcrllrýnt L, mэпаdа ар-

roksimasiya еdэk (Ьеlэ ardrcrllrqlar goxluýu Lr-de hэг уеrdэ sж
goxluqdur):

0lя(") - f(")1im
п-)ф

2

dx
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Biz gordi.ik ki, f . L, olduqda onun Furуе gevirmэsi sonludur, hэr

уеrdэ mэhduddur, mtiпtэzэm kэsilmэz funksiyadrr чэ g(o) -+ 0,

|о| -+ -. indi tutaq ki, _f с Lz.Bu halda f с L, olmaya bilor чэ onun

adi Furуе gечirmэsi yoxdur. Lakin agaýrdakr klassik пэtiсэ doýrudur:

Теоrеm (Рlап9егеl). f с Lr(_oo,*) olduqda
д

g(o)_ lim |_f 
(*)"-'," а"

А-+оэ !1 
uЛ (3)

limiti (оrtа kvadratik mэпаdа) var чэ g(o) с Lr(-ф,оо), Ьеlэ ki:

2 2со ф

r Ils(,) do - Jtrt"l dx )

in :l;i**-irty)"*dy. (4)

-д

Веlэ olduqOa g(o) funksiyasr f _in Furуе gечiгmэsi adlanrr (4) -tэrs
Furуе geviгmasi adlanrr (isbatr Ьах. N.Vin.r, [t} sэh.9З).

Qeyd еdэk ki, (3) чэ (4) mtiпаsiЬэtlэriпdа l.i.m iqares\ L, fэzаsmdа

yrýrlma (оrtа kvadratik) baqa diigiiltir, уэпi: Эgеr fn с I, isэ, onda

0о

д Ilr"G)-f(x)zax_o
_со

olduqda deyirik ki, {_f,\ f .оrtа kvadratik yrýrlrr ча onu

lj.m f,(")= _f(*)

kimi yazrrrq. Мэlчmdur ki, orta kvadratik yrýrlmaqdan пёqtэчi yrýrlma
gжmlr ча tэrsiпэ. Ola bilar ki, огtа kvadratik yrýrlan ardrcrllrq heg bir

поqtэdэ yrýrlmasrn. Мэsэlэп, f"("): ц% ,n-n"' . Lr(- r,r) чэ hэr bir

х пёqtэsiп de f"(")* 0 (и -+ оо) оkа da

2,10



|2г--

Jlя(") й,=!L ,

-1

уепi fn(x) orta kvadratik mэпаdа srfra yrýrlmrr. Dеmэli, sanki hэr
уеrdэ yrýrlmaqdan orta kvadratik yrýrlma 9жmlr. Lakin ardrcrllrq hаm
orta kvadratik mэпаdа, hэm dэ sanki hэr уеrdэ yrýrhrsa, onda limit
funksiyalar tist-iistэ diiqiir.

Веlэliklа, _f с Lr(- *,*) olduqda dtiz чэ tэrs Furуе gечirmэsi
оrtа kvadratik yrýrlma mэпаdа чаrdш.

Natica. Теоrеm (Parseval). Эgэr fr ,_fz € L, ve

s,(o)= ЛИ("[

gr(о)= PV,Q)]
isэ , onda

J B,(,)B'G) do - I лаГ,О а" (5)

со

-ф

со

-ф
Buradan xiisusi halda аlrпrг ki:

2 2

js(,) do - !rb) а".
со

-со-ф
(5) Parseval ЬэrаЬэrliуiпdэп bela пэtiсаlэr gжtr:

s,(o)g, (о)ао = IлG)r,( *)аr,

FИ frf= gl* gz,

З.Jв,(")в ,(") e-'*d*:.lf,$)rr(o - ")а*,

j1

z.!B,(,)g,("'- t)dt - Ir,G)r,(x) e-'*dx )

yanl
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уэпl

Л-'[g, , gr1: .fr* fr.

Buradan V"fr,f, с Z, iigiin аlmtr ki,

rИ * fz]= FИ\. rVz1
Misal1. Tutaq ki,

l"l< l ,д>0
l"l, l

Onda f eL, vэ
ф

g(o)= ЛИ(r)] = l"-'* f(x)dx =
-'- dх -

f (")= 
{l

-ф

д

k
_д

-1-|r-,- - rioAl= _а[.О soA- isiпоА- соsод- i sinol]=
-io' ' lo

о
buradan

|og(o)< Z,

dеmэli, /(х)-Кэsilmэz diferensiallanan deyil, amma уепэ dэ los(o)
mэhduddur. Lakin aqkardrr Ki, 

|о2 
g(r)-mэhdud deyil.

/(x)-Лnit funksiyadlr, sup р f (")_|- l,.,Чl onda V х tigiin

"' f("). 4(- *,*). Onda g(o)- Sonsuz diferensiallanan funksiya

оlur, gtinki V m

*(.)(о)_ J r(") (- i")' е-'* dx,

одSln2

_со

чэ

2,72

|s('){о) = ll", /(r)l., 
. *.



Aydrndrrki, ||/ll4 =2Д,, |в(о) <2Д.

Misal2. Tutaq ki,

f(")=e-*', о)О,
Aydrndrr ki, _f . Lr(-*,oo).Onda Л[r(")] var, gоstэrэk ki:

g(o) - PVQ)]: lr-*' .е-'* dx = F!;
со

_со

со

_0о

по6 о

2о

е4о

Aydrndrr Ki, g'(o) tбrэmэsi чаr, gtinki

g'(o)- !r-*' 
-'* (- ix)dx

inteqrah miiпtэzэm yrýrlrг. Onda alrrrq:

Ьurаdап

g'(o) :+*!"-'* oQ-*')_

= + е-*' . e-i* l:- - +-|r-^' (- io)u-'* d* =2а 2о _!_

= -*-!r-*' е-'* dx: -*.g(o-)

2а'

Lakin о=0 olduqda

о6
2_о

g("-) =с.е 4а

2
-clx

": g(0): j" d"__r

ь Гч,,*

Dеmэli,

F
2-м : g(o)=
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Xiisusi halda. (а = +,/ > 0 olduqda)
4t'

g(o) :2J й е-'о' ,

Вurаdап

чэ

1

-Z,

2",fпt

х
4t -toе

х

е

2

Fx
2

2

12

tr; l -toе

Qeyd 1. Malumdur ki, (Ьах: Гэsil 6)

4t
тй

"2Е(х1)=#rО
funksiyasr istilikkegirmэ tэпliуi tigiin Kogi mэsэlэsiпiп fundamental
hallidir, baqqa sёzla, Д funksiyasr

аЕ а2с d
_= o,Lll=Q=6(r) (5)Ot 0х'

xi,isusi Kogi mаsэlэsiпiп hэllidir. Веlэ olduqda (5) tanliyi i.igtih iimumi
Kogi mэsэlэsiпiп hэlli Ьеlэ dtisturla чеrilir(и(х,0)= uo(")),

со

u(x,t)= E(*,t)* uo(r) = IrG,t)ug(x - €)d€
_со

Qeyd 2. Аdэtэп

inteqralrnr analitik funksiya tigiin Koqi teoremini tэtbiq еtmэklэ
hesablayrrlar. Вuпuп iigtin hэmiп inteqralr Ьеlэ gечirэk:

g(o) -*!"-*'-'* dx

z,l4



"I
i2 ох _l( .., ,.)' , о' l

j"-"L['-ri) 
*o;J 

*=
0о

l"
J

-ф

g(o)=
х +_

а dx-

Onda

Bttradan alrrrq ki,

il_д
2

il+д

Orrda

Dоmэli

J Jе-aZ dz+ +

i),_A

J
il,_ д

-оо

о2 il,+q
dx=e 4а

J е

dz :0

д

J
_д

J
il"_A

2о со _"(
t,

loх+-
2а

2

2
4а

р
-aZ dz

dz:0.

е

-со il"-о

_о2 i)+ А
_ е 4а lim I u-or' dr, (-)

о-*,)--о

(Ьurаdа z = х + i),,,2r:+ igаrэ оluпur).'2а
2

е-О'- -tam analitik funksiyadtr, onun qapalr kontur tizrэ inteqralr 0-а
ЬэrаЬэr оlur. Bela bir Г qapah konturuna baxaq:

г :Ь1_ д,- дJ*l- А,А7+f.l,iл + А]+|iл + А,il" - А7

рг

2
-az

-д
г

)"+А 1

J ,-о,,
А

+

д i),+д

+ J+ I
-дд

д i),+ д1
+ I* I I

_А А ]

il"+o

Ie
il"-o

дА),+
2аZl aZ_е

Г _,ц

}::-l,,I_^

0

-aZ
2

dz (* *)

275



Buradakr toplanan inteqrallardan l-ci ча 3-cii inteqrallar ,4 -+ m ol-
duqda -+ 0 olur. Doýrudan da, mэsэlэп, 3-cii toplanana baxaq,

|,а,tЛ + Дf auz хэtt раrgаst iizэriпdэ z : А + iy, dz = idy olduýundan
аlmш ki,

("
1|

д

,-а',е-|=|у 
^^'-у'+2i,чу)

-|
il,+Д 1

J u-o," у
22

А + ю olduqda saý tэrэf -+ 0 оlur. Веlэliklэ, (* *) - dan alrrrq ki,

tu-*' d"
Е

-l-1;
i)"+a

2
-az

д

-А

dz - lim
А-+оэ

со

t"-*'d"J е
i)-rю _со

Onda (*)-Oan gжtr ki,

веlэliklэ

g(".)-
_о2

4ап
-еа

,V-*,1=Е,
о
4а

2

ý 2. Эsаs fazalarln Furуе gечirmаlаri.

l. D fezastnda Furуе geviгmasi. Tutaq ki, Q € D.Farz edak ki,

supp р =[- о,о} Orrdu

рlе1= ф@)= lчG)r-'"'а*

со

-со

(l)

inteqrah p(")-in Furуе gечirmэsi adlanrr.

Оsliпdэ (l) inteqralr sonlu l- о,о7 par9asl iizra goti.irtiltir. Ona gоrэ

Оэ /(о) funksiyasr kompleks oblasta davam еtdirilэ bilar. Мэsэlэп,
s=o*loiigiin

а а

/(r) : ф(о + io) = lv!)c"'а" = lo!)e* е-'* dx
а-а

Bu inteqral sonludur. Эgэr (2)-ni diferensiallasaq (и dэfэ)
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ф- (r)= it- rx)- cp(x)e-u, dx= л[- ii- р7

о,|

(3)

(4)

(5)

(6)

-а
altnan inteqral Vи tigiin tirýrlrr, Dеmэli ib)- tam analitik funksiya
olur

Эgоr P(r)-ixtiyari polinomdursa, onda sопuпсu (3) xassэsini daha
i,imumi halda Ьеlэ yazmaq оlаr:

,(*)ur(")] = F[р(- *)е(")] .

Тэrsiпа, tсirэmэпiп Furуе gevirmasini hesablayaq.

P[p'(*)J_ Iv'G)"-^*dx 
_ p(*P-u" l1o*

а

-а

+ Iiмp(*)e-"'dx 
_ ,r/(r) - (ir)r|ср(")]

а

-а
Bu prosesi davam еtdirdikdэ alrnq ki, Vи iigiin

r|,р{.l (").|= (ь), r[еQ)]= (,s),|1/G)

"r", '(*) 
-sabit эmsallr ixtiyari polinomdursa, onda

,|r(*)r(, ) 
l 
: r$) r|ср(")] : л(ь )g(s ) .

Aydrndrr ki,

,|r(, *) rо' 
] 
- л(-,)д[е] .

(5) ifаdэsiпdэп Ьеlэ Ьir qiуmэtlэпmа аhшr:
Vи iigtin

|,l 
- 

lи(, ) =|"!:r, n) u* *|=|' У
(-)(x)e-i'' еО

< 
"!о@) 

G)ell" ах { с,eo|'l ,

-а
2,77



burada

Теоrеm. V Q cD -nin Furуе gечirmэsi /(s) tam analitik funksiya
olub Ьеlэ Ьir qiуmэtlэпmэ miinasibэtini оdэуir:

, _ : !Q(')(") dx _||cp{')(r)l' . *.

{с * еО|'| (7)

Тэrsiпэ, (*) mtinasibatini оdэуэп hаr Ьir /(s) ta- analitik funksiyasr
mtiэууэп (р с D elementinin Furуе gevirmasi оlur.

Doýrudan da, tэrs Furуе gечirmэsi Ьеlэ daxil edilir:

еQ)=**!Ф(оУ'*dо (s)

ýэrtэ gёrэ /(s) ta- analitik iinKriyur, (7) mtinasibэtini ёdэуir, onda
т =0 qэЬul etdikdэ (7)-dan аltшr ki,

|о' ф(о) =., (9)

|я(')(") = +il (,")' Ф(оУ'* ао 
l 
. -

1Dеmэli, |о|-+.о olduqda ф(r) funksiyasr
- 

-пlп
|о|

istэпilэп

dэrэсэsiпdэп tez sfra уахtпlаýш, onda (S) inteqralr х -е пэzэrэп

mtiпtэzэm чэ miitlэq yrýrlrr. Ona gбrэ dэ (8)-dэп taprlan р(").С*(Л)
оlur. Мэsэlэп, Vq iigtin

l", и(')

_со

Buradakr iпtеqrаl,miitlэq чэ mtiпtэzэm yrýrlrr. indi gtistэrэk ki, (8)-dэп
tэуiп olun"" ,р(") finit funksiyadrr. ýэrtа gёrэ /(ф-апаritik funksiya
olduýundan эdэd охu iizrэ olan (8) inteqraltnr опа paralel olan istэпilэп
dtiz хэtt tizrэ inteqralla эчэz etmak оlаr. Onda (8) inteqrahnr Ьеlэ
yazmaq olar:
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р("):

= + ,* lфG + iT|'*do
ZEJ

|/Ь)< coeo|'l,

lиЬ)=
Cz€ o|,l.,

ф(о * iTPi(o*i,1" do _
1

2п

*!Ф(оУ'* 
do _ *'!

lrl, о olsun. / > 0 эdэdiпi еlэ sеgэk ki, хт: llxl ot.rrrr, (r : |r|) t"ai
(7) qiymatlanmэsini Q =0 уе q:2 tigtin yazaq

(10)

|,|'

(t t)

0z)

Ьurаdап alrrrq ki,

l/b) ."О|'|-'"{.,,ft ^olr| оо|r|{, ' ' ' 
., a , "

1+lr|'- 
- |+о2

Bunu пэzэrэ alqrqda (1O)-dan almtr ki,

. оо о|т|

lek) -*,-**;]Т do - C,e-||ri*ot - с,dЬ-|,l)

с1 sabiti / -dan asrlr deyil. Onda burada t -+ о olduqda limitэ kеgsэk,

р(r)_0 alarrq.

Furуе gevirmэsinin bir maraqh xassэsini dэ qeyd еdэk. 1ikiqat
Furуе gечirmэsi):

rr|ср(х)]- 2п е( ").
Dоýrudап da, Л[еG)] = ф(о) olduqda

eQ)= F-| [и(r)] =+ !ФG),'* ао.

Onda

1 1

е( ") 2п lФG)r-'* а
2п

rlо@)]
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Dеmэli,

уэпl

еlо@)l= 2п ф(- "),

FF|аQ)]= Z о,р(- ,).

2. Z fazasr.
D fazastntn btittin еlеmепtlэriпiп Furуе gечirmэlэriпdэп iЬагэt

goxluýu Z 1la i;аrэ edak. Веlэliklэ, Z еlэ /(s) tam analitik funksiyalarr
goxluýudur ki, опlаr tigi.in agaýrdakr qiуmэtlэпmэ cidэnilir: Vq >_ 0 tigtin

|r|'lИ(r) ЗспеО|'|, Q=0,1,2,... (-)

(burada а чэ cq yalntz ф-dэп asilt ola Ьilэr). Л Furye gечiгmэsi D ilэ

Z arasnda qargrlrqlr birqiymatli чэ kэsilmэz uyýunluq уаrаdrr. Z -xelti
fэzаdtr, D -dэ hэr Ьir хэtti эmаliууаtа Z -dэ uyýun хэtti эmаliууаt чаr-
drr. Мэsэlэп, D-dэ diГerensiallama Fчаsitэsilэ Z-de ls-аrqumепtiпэ
vurnaya kegir чэ tэrsiпэ, D-dэ -lxarqumentinэ чufiпа эmэliууаtr
Д vasitasilэ Z -da diferensiallamaya kegir.

Bu ciir хаssэlэгi yuxanda чеrilэп (З)-(6) diisturlarr isbat edir. Z
fэzаstпdа istэпilэп P(s) роfiпоmuпа чuппа эmаliууаtr Z-dоп kэпаrа

9шmlr. Qч + 0 (D -dэ) olduqda Flр"]- 0 (Z -dэ) olur чэ

tэrsiпэ.D fэzasrnda ср(х+ й) уеrdауigmэ эmэliууаtrF' vasitfsile Z-dэ
ish ле'"" f unksiyaslna чuппауа kegir.

Misal. (pcD olduqda

rlе(" * h)]= lp(" + h)g-ixs а" = !rQlu-b(t-h) dt _

- rish lv?)r-"" d* =ui'h F[eG)] = ri'h ф(r\

Xi.isusi halda,

rlе(х + t)] : r^ фЬ) . ,

Bunun kimi dэ, D -de e-i*h funksiyasrna чuппа ореrаtоru Л
vasitfsilэ Z -de уеrdэуigmэ operatoruna kegir:
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ф(о + П)= 
lе(")"-i(О+hlЗ' ,l" : ln-"' . р(*)" '^ dx : Fln-'" Q("'

Qeyd.k+0 olduqda

rlv@)1= !rQ,*)"-'^ dx= 
u!r!rr"l"-'oi 

=й.иt*ll =йr(;)
Xйsusi halda (t = -t)

r[е(,)]= /(_ о).
Dеmэli, tэk funksiyantn Furуе gечirmэsi da tэk funksiyadrr. Gсistэrmэk
оlаr ki, v h эdэdi tigiin z fэzаstпdа agaýrdakr Теуlоr slrasl yrýrlrr

(Р с z),

/(,+ D=\Trtc)(s)
Doýrudan da, 

q=

,-ixh =t+(i*)n
n=6 q', 

\ '/

o[duýundanVQ сD iigtin

со
hqp\b-* -' (- i"), eQ)

а=0 ql

slrasl D -dэ yrýrlrr. Onda F kэsilmаz olduýundan,

r|,р("р,*) k- о)' ,рGi,
фI

Ч=0

hn,
q|

уэпl

ф(,+^=hТоtс)(s)

З. Z tazaslnda xatti funksional.Z' fozasl. Z fэzаstпdа tэуiп olun-
mug xatti kэsilmэz funksional i.imumilэými9 (analitik) funksiya аdlапrr.
Z fezast- tam analitik /Ь) funksiyalanndan iЬаrэt goxluqdur, Ьеlэ ki,
Vq iigiin

28l



|r'ИЬ) зспеО|'| (-)

Эdэd oxunda (s = о) Z fэzаst ,S -fэzаstпtпiп hissэsi olur. Tutaq ki,

g(o)-adi funksiyadrr. Onda V р(о)с Z figtin

со

(g(o), ф(о)): IBGM@)ao (1)
_со

Z -dэ rеqulуаr funksional olur. Эgэr I -mtiэууэп эуridirsэ, onda

(g,ф)= Jя(,И(,)а,
L

Funksionalr analitik funksional adlanrr. Мэsэlэп,

(а(, - ", )/(r)) 
: /(so ) so

_kompleks эdэddir, /(s) analitik funksiya olduýundan, Kogi dtisturuna

эsаsэп аltшr ki,
1 1/(s)ds/(rо)-- l-,z7TliS-So

burada L эуrisi zo пёqtэsiпi dахiliпdэ saxlayan ixtiyari qapalr

konturdur. Dеmэli 6(s - so ) funksiyasr 
=' 

. ' Гunksiyasrna" 27ti s-so
uyýun gэlэп analitik funksionaldrr.

Z fэzаsпdа verilan biitiin timumilэqmiq funksiyalar goxluýlnll Z'
ilэ iqаrэ edirik. Z' хэtti fэzаdtr.

Эgэr й(s)-tаm analitik funksiyadrrsa, Ьеlэ ki,

lиЬ) .r ru|'|(l * ;r;)n,

onda V ф cZ iigiin hф cZ olur. Onda g €Z' iimumilэgmig

funksiyasrn, й(s)-э чuгmаq olar:

(иG)gG) /G)) = ( g(,) иь)/(,)).
Z' fэzastnda diferensiallama ореrаtоru anoloji qaydada daxil

edilir: g cZ'olduqda

(g',ф) = -(в,Ф').
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Веlэliklэ Vg . Z' t.grtп Vfr tigtin *(t)(s) tёrэmэsi чаr. Daha artrq de-

mэk оlаr: hаr Ьir ,(t)(s) tбrэmэsi <izii dэ analitik funksional оlur. Nэ
dеmэkdir Ьu?

Vg с Z' :drgldrпуо Vh эdэdi tigiin

сок
g(s + о): 

'*r(О)(r) 
tzl

йk!
buradakr slra Z' fэzastnda yrýrlma mэпаdа yrýrlrr, g(r + с) h, g(s)
fuпksiуаsrпlп а qэdэr уеrdэуigmэsidir,

(g(, * 
"\ф) = (g(,) фЬ - "))

Gбstэrэk ki, (2) slrasl Z' -dэ yrýrlrr. Doýrudan da, V ф cZ iigiin

",Ё
k=0

/(Ё)(s) sшasl z -de фЬ -с) qiуmэtiпэ yrýrldrýr tigiin
kl

l*(I
\fr=0

r|)@+i(o)(,)= (g(,) фь -о))= (s(,* ,),фь))

(g(, * о),ф):

уэпi (2) doýrudur

Misal. Vс kompleks эdэdi tigiin

olur, уэпi

f *ttl
k=0

k

@i,o

burada

6(s + о)= Ёr(О)(r)4,k=0 " k|"

28з
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(a(s + ,)иG)): (а(,)/(, - ")) - ф( о).

Веlэliklэ, Z' fezastnLn еlеmепtlэri Vg с Z' пэiпki sonsuz diferen-

siallanandш, hэm dэ analitik funksionaldrr, уэпi onlarr z' mэпаdа
yrýrlan Теуlоr slraslna aylrmaq mtimkiindiir.

1

g(r):1 гunksiyaslna uyýiin Z'-dэ mtixtэlif analitik funksional
s

qurmaq olar. Мэsэlэп,
ю-аi

(gl,ф) _*-r' /({)7,, (о,0)
-o+ai 'ý

o-ai
(gz,Ф) -- (' 4')7r, (о,0)

-o,l.ai 
'ý

l-ci inteqralda inteqrallama о.tr охuпа paralel чэ yuxarl yarrmmiistэvi
iizэriпdэ bparrlrr, 2-ci dэ эdаd охuпа раrаlеl, lakin agaýt уапmmiistэчidэ
inteqrallama арапlш. Нэm g,, hэm dэ gz funksionallarr

sg(s)= 1

tэnliyinin hэllэri olur.
Веlэliklэ, эgэr 8 с Z' funksionalmt V ф. Z tigtin

\g,ф)= Jв(,И(,)а,
г

qaklindэ yazmaq olursa, onda g -analitik funksional аdlашr, Ьurаdа

g(s ) -analitik funksiya, Г -kompleks mtistavidэ m1iэууэп konturdur.

4.,S fazaslnda Furуе qevirmasi. лS fэzаsr - l"| - со olduqda бzti чэ

1

tёrэmэlэri _ -in istanilэn dэrасэsiпdап daha tez аzаlап е$) эsаs

|,|

funksiyalan fэzastdtr. Qrsa dеsэk, 9 с S olduqda:

1),S с С-(л)
z)Vl ча m> 0 tam эdэdlэri iigiin

|r'r{-)1r) sс*,1 1Ф,
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g xl ср(-) (у). Z, (- *,*)
+1 (*'rt'l(")}') . z, (- *,*).

,l 
lЬ' еfu'(,))(''| 1 c-,l 1ф -

q. 
|"О 

ср(r) 
= f?, /с ) 0. чэ s.

Bu mi,iпаsiЬэtlэrdэп dэrhаl gжtr ki, лSсZ,(-*,-) уэпi, лS-dэ
diiz чэ tэrs klassik Furуе gечirmэsi чаr

e|eQ)J= ф@)= lr!)r-'* d",Q с S , (1)

со

_со

r-'lеG)1= +\qG)u'* do, р с S

IJundan эlачо ф(о)-пr istэnil.n о.*? diferensiallamaq miimktindi,ir.
Л -in bir пе9э хаssэlэriпi qeyd еdэk:

t.r|ср{,) (";]: 1;о;' ф(о\

z.p@(o1= л[(- ir)- pQfl

З.|о' Р{Ч) Ц,) 
= ||("' 

r("))''|l., . *.

Мэsэlэп, hissэ-hissэ inteqrallamaqla чэ |"| -+ .о olduqda р(х)+ 0

(2)

пэzэrэ alrnmaqla

Сiёstэrэk Ki, р(х)с ,S olduq аа r|ср]с ,S оlur. Doýrudan da,

ф(r)= Flp]= lчQ)r-'* dx

dristurundan Vm i.igtin alrrrq:
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6{il(о): F'К- i")- cp!)]_ тIр,G)L

рr(")= (- tx)- ср.

Agkardrr ki, Qt(x)e S. Нэm dэ Vq iigiin

л[р{,) (J)] : (,о)' rlр,1
olduýundan altrrq ki,

buradan

оч р@)(о)= on Fl,р, (r)]= IQo)' гlе,1= гп Flp{')("[

(t o)n . r(d ц4 = rЬ{ф ("l]= Ъ{ 
il 1*1n-i* d*,

Ьurаdа

_со

|on 
pr-l(r) = Ilr{"(,) аr. -.

со

-со

Dеmэli, ф(r)еС*(Л) u, lol- оо olduqd а Р@(о) tоrэmэlэri ]-
lol

nin istэпilэп dэrэсэsiпdап daha tez srfra уахmlаgtr, dеmэli / с лS. Веlэ-

liklэ, Л Furуе gечirmэsi ,S fэzasrnr oziini,i ёzi.iпэ inikas еtdirir.
indi tэrsini isbat еdэk. Tutaq ki, ф(r)с лSо.Gёstэrэk ki, еlэ

q(").,S" var Ki, /(о)= Л[е(r)] olur. тэrs Furуе ореrаtоru beladir:

р("):!\Ц")"'* do, (з)
zп _;

buradan

zop(- 
")=\o(o)e-i* 

do = rlО@)]. (4)

ýэrtэ gбrэ ф(r)€ So. OiOu, teoremin 1-ci hissэsiпэ эsаsэп,

еlО@)]с Sr. Веlэliklэ, (4)-dэп aldrq ki, е( r)€ S,. Onda hэm da
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p(").,S, olar.Bunu пэzэrэ aldrqda (4)-dэп (tэrs Furуе gevirmэsinin
tэrifiпэ gбrэ) alrnrr ki,

со оо

ф(,) =-
2п

1

Iro,(-,)"i* dr: I еQ)г'* dx = rle(i\
_оо

-со
Веlэliklэ, F-l tэrs Furуе gечirmэsi dэ ,S -i 

^S 
-э kеgirir. indi gёstэrаk ki,

r[s]= s.
Tutaq ki, ф c,S. Onda Q = F-|fu] gtlttirэk.Веlэ olduqda

f)еmэli, л[s]= s. 
е[е1= 

'|'-'ldl= О

Bunun kimi dэ, Л-'[S]= лS оlur.

indi gtistэrэk ki, ,Е-kэsilmэz ореrаtоr d,w. cpui0 оrr.rrr. Onda
со

ф"(о)= Flpu(")]_ !o,Q)r-i* d"
_со

buradan altrrq:

(io), Dn ф,(о)_ (rt(- i")n p"("il'l,
yan1

|o|-lon ф,(,)= |(-,"Х ,,G)l? "-'*|a*=J]b' ,,Ql') |а,. 
* (5)

Lakin Leybnis qaydasrna asasan,

Gn r,(")I') =t",. ("rУ' pfu-j)(i, (6)
j=0

,S -dэ Qч ) 0 olduýundan (6)-da hаr toplanan mtiпtэzэm оlаrаq sfra
yrýrlrr. Dеmэli,

ku ,,(")I') э 0, v -+ ф.

Orrda (5)-dэп gжtr ki, Vm уэ Vq iigiin

|о|'РtЧ)@)э0, v -) ф.
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Dеmэli, ф,,(о)-+ 0 (S -cta). t}еlэliklа :

Теоrеm. Д Furус орсгаtоrtl S lЪzаstпt оzй-оzi.iпэ qargrlrqlr

ьirqiуmэtli. хэtti чэ kаsilmэz tllаrаq illikas еtdiгir. Dеmэli.

г[s]: s, I-- ' [s]: s

5. Furуе qevirmasinin bazi tatbiqi ( D -da va .S -da). istilikkeqirma
tanliyi iigiin ktassik Koqi masalasi. F uгуе metodu.-Ensiz 

sonsuz qubuqda istiliyin yayrlmast prosesi Ьеlэ Ьir
bircins diгеrепsiаl tэпliklа хаrаktеrizэ оluпur.

irl(.T.r )_ irlr(.T,r)

Г t C_Tr

/ = 0 olduqda baýlarlýtc tсtтрсгаtur чеrilir:

ttl,,,=lr,,(x).

Furуе gечirmэsiпiп vaгlrýr ;эrtlаri daxilindэ (mэsэlэп,

l,!,ц,эИ,.,, € l,(_.,T,) Vl й9[iп) (l) чэ (2) ЬэrаЬаrliklэriпа Furуе

gечirmэsiпi tэtbiq еdэk. Вuпuп i.iqйrr (l) Ьэrаьэrliуiпiп hэr tэrагrпi

е-'^ -" чuruЬ -r -э nazararl inteqrallayaq:

(3)

burada

V (о,/)= F, [,,(.r.l)]=

Furуе gечirmэsiпiп xassэsina сsttsэп

(1)

'!,,
(.T,r)e-l^ dx.

(2)

(4)

Onda (3)-dэп istifada etdikdэ bu

OV (o,t)

= _о2д[ll(r,l)]= -о' tl(o,t)

rаdап alrnrr ki.

Fгс4рlL dx- 
-]

Ьurаdа
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rro@)_ Ffuo(")]= Ъ.t"l е-'* dx. (6)

Qeyd olunmug о iigtin ЬахrЙ?*, UoUn (5) tэпliуi t -уэ пэzеrэп adi
diferensial tэnlikdir, onda (5)-(б) Kogi mэsаlэsiпiп hэlli

Tl (о, t) - "- 
О' ' lrоG) (1)

gэkliпdэ оlаr. Malumdur ki,

2-о .I
Onda (7)-ni Ьеlэ yazmaq оlаr:

"[.

l _12
4l Л[u, (r)] =

l
L'(o,t)=

-о
2лfпt ffi

yanl

1
2

-L 4l

,-* *,r.(r)] = F|u(x,t)],

е

-о
2r!r t

"I

м

_f /\
е 4'*uо|х)=

м

*s"-* 
uo1 _ е) ас .

11
(u , t)=х

_со
(8)

Вu (1)-(2) Kogi mэsэlэsiпiп hэlli оlur, (8) diisturu Puasson dtisturu
adlanrr.

Bilavasitэ diferensiallamaqla yoxlamaq olar ki, (8) diisturu ila
taprlan u(*,t) funksiyasr (1)-(2) Kogi mэsэlэsiпiп hэlliпi чеrir

Qeyd. и > 1 oldu qda RП fэzаsшdа gоstэrilir ki,

1

,,2
lr]-;л -t о2|о|2

е е(r"al
Вurаdа х с ЛП , о с RП, |"| = ? *...*"2n

Qeyd.6-cr fэsildэ (ý3) gбstэriliЬ ki, и > 1olduqda
2

]ri
0kI\ / л 4o2t

Q,^[а)"

х

funksiyasr

E(x,t)
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+:az^u(x,t),
ul,=о="оQ) (-)

Kogi mэsэlэsiпiп fundamental hэllidir, уэпi
аЕ

-: 
о2лЕ

0t
Е l 7=Q: d(r)

оlur. Onda Д vasitэsil, (*) *rr.lэsiпiп hэlliпi Ьеlэ yazmaq оlаr:

u(x,t) = E(x,r) * uo (r).
Xiisusi halda, эgэr и9(r)-tоКаt inteqrallanan funksiyadrrsa, onda
sonuncu Ьiikiilmэ diisturunu inteqral gэkliпdэ yazmaq оlаr:

u(",t)=гЬ !чiuоG-il ас.
Рл!О t ) Rп

Bu da и > 1halrnda klassik Puasson dusturudur.

ý3. Umumila9mig funksiyalartn Furуе gevirmalari.
l.D' fozasrnda Furуе gevirmalari. Tutaq ki, f(*).ar(-ф,оо)_

adi funksiya, g(o,) = r|_r(")l-оrruп Furуе gечirmэsidir.

V Q с D, Flр]: ф(о) olsun. Onda:

(f ,е)= jПа ,р(")а":+!Т6\оG)ч'* do\dx=

=+Jr("){ !тFу,* *|о.=+рr{ !.r(*)"'* а"|а.=

= + !i(ф о(,) d о = }ь, ч) : } FlrI rlе\,

buradan (Parseval ЬэrаЬэrliуi) alrrrq:
(g,ф)=2п (f ,е).
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Bu ЬэrаЬэrlik hэr bft f с Z1 чэ опuп Furуе gevirmэsi g iigtin hэmigо

ёdanilir. Bu sэЬэЬdэп (1) ЬэrаЬэrliуiпi ixtiyari f с D' iimumilэgmig

funksiyasr"r" F|f)Furуе gечirmэsiпiп tэrifi kimi qэЬul edirik:
Tarift _f . D' funksionaltmn -f -i" Furуе gечirmэsi rVl ol

ЬаrаЬэrliуiпdэп tэуiп edilэn g funksionalrna deyilir:

(g,rlеl=2Е(f,Q), QcD,g= Flf]. (2)

Вurаdап gortintir ki, g - FVl funksional l D' fezasrnda tэуiп olunub,

опл z' fэzаstпа inikas etdirir.
Аgkаrdrr ki, g Z -da хэtti чэ kэsilmэz funksional olur.Yani

g ,= Z'.
Furye gечirmэsiпiп Ьэzi хаssэlаri(/ с D'):

r r(*)r|r]= д[р(_ ь) l Q)I

* ,|r(*)rbl]=л(lз)лtr}

Bu diisturlar gёstэrir ki, D'-dэ diferensiallama ореrаtоru Furуе
gevirmasi zamaтl оЬrаап (;o)-yu vurulmastna kegir чэ tэrsiпэ, D'-dэ
(- о)-. чurmа prosesi Z' -dэdiГеrепsiаllаmа эmэliпа kegir.

_( а\ dPl- |-- olsun. Bu halda l-ci
\dx ) dx

(л[r(_ п)rG)LrlеJ) = 2п((- iltQ),р) = zT(.f ,ixcp)=

: (rVIFl- i"a\ = (rv1!лrl\: (!о
\абl\ао

isbat tigi.in sаdэ hala baxaq:

di,istur йgtiп alrrrq:

Ьurаdап

VIrlel

! ,V1= r|- ix1|
clo

30.Byni qayda ilэ alrnlr ki,
d

i
do

FV]_ л[л(")/(,)]
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Тэrs Furуе gevirmasi (2) diisturunu saýdan sola oxumaqla
аltшr:

(о-'tв}и) --}k,rl,il (з)

Веlэliklэ aldrq ki,

FV]- g cz', л'-l[g] _ f е D';

л'Iл' -' tr]] = g, F -'Lrlrn = .r.
Dеmэli:

rlо']= Z,,
Эsаs funksiyalar tigiin ikiqat Furуе gечirmэsi tigtin

rr[ср(х)]= Zo,p(- 
")

altntr. Qtinki,

р(")=*!Ц"У'* do,

onda

а -х ) !o(rY-i* d
l

б - _F tл tе(")]]
1

(
2п 2lT

Вuпuп kimi dэ, D' fэzаstпdа Vf с D' iigiin

Л[r [е(r)]] : 2zT f (- ")
diisturu ёdэпilir. Оgэr g(o)= ЛИ(r)]
FV( 

")]_ 
g(- о) оlur. Вuпuп kimi dэ,

1

2по
F-| F -' [s(o)] (- ,)

rO.л[а(r)] = r
Тэrifэ gёrэ,
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(л[а} r[еl : 2п (а,р) =2п ср(о) : 2пl+ 

':r")"i. 

. о,]

= lo?) do : (t,ф) = (t,ele\

buradan л[r] = l, F-'[] = а(r)

Z0. r|]=? (Klassik mэпаdа л[] уо*счr, 1 € Z1(- *, -)1
YQсDtigtinalrrrq

(лtt} rlpф = 2п(l,р) = 2п IeG)a" = 2r[еQ)"-iO,Х 4" -

: zпф(о)= (zп6,Ф): (zoa,rlp\,

FП]: 2п6;
t

л-'[а]=:.
zlT

30.qохhэdliпiп Furyе gevirmэsi. Tutaq Ki, Л(")-ixtiyari polinomdur

buradan

(orrun adi mэпаdа Furуе gечirmэsi уохdur!)
Malum хаssэуэ эsаsэп,

{*) 
FVJ= F[р(_ фlI

Вurаdап gtхш ki,

,(,*)FV]= л[р(")/(,[

Эgэr /(х) : 1 gottirsэk, onda FП]: 2п6(s) olduýunu пэzэrэ aldrqda,

alrntr ki,

zo е( i4lrbl = г[л(х)].
[ аrl

Demali, Р(") polinomunun Furyе gечiгmэsi
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л[л(")] :2r d
ds

д(,)

olur. Xiisusi halda ("trl : 
"-),

,Ь-l: r"(, *)' rbl = 2r i- 6@) ь),

лtр(")] = л[р("). lf= 2о 
{- *).Пl= 

r"r(_*)rь)

l

.' 
"[{ *)rоr] 

: 
",_ 

ь)л[а] : р(_ ь)

вuпuп kimi da,

xtisusi halda

olduýundan пэzэrэ alaraq,

1

{+] 
=_ilg(o)

фrfаQ-)G' _ (_|)* s'- ,

фr|а{r.-,)(")] _ (- t), . isr,*'

U ,lil=, ,""un iigtin .[+] = g(o) igаrэ еdэk

Fп] = .[, 
+j

l
х

.d
a

do
Buradan, F[]= 2пб o|dllu tigiin,

g(o) = .[+] = 2r i|o(o) + ,]

alrгrq. g(o) -tak funksiya olduýundan,
1
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F = g(o) = Tisigпo.1
х

Bunun kimi dэ

olduýundan

вO.rРЬ"l=t
Agkardrr ki,

Веlэliklэ,

(* -l\ m-|dx х
1

хm

ь, .d
ds

6(")-

_(-t)*-l 4m-| 1

{#] = ffi (ro)-,.[+] =h*| sigпо

Fb*]= Ё о
m=0

тlИ mD х 
,ЬсR

m!

l+1=2#ol",]-

0о
Ьхе ,

m=0
s[asl D' fэzаstпdа yrýrlrr.Onda (F kэsilmэz ореrаtоr olduýundan)
altrrq ki,

m

'"Lm=0

-zoZ t,)(s) - 2пG -;ъ)
со

m=0

m!

(-ib)'а
ml.

70. Buradan agaýrdao, r.",lk-j;;"Y ,- 'u'

л[siп bxf= ,| ''u" :|-'u" 1= -,о|.r(, * ъ)- д(, - ь)] ,|- 2i 
_]
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F[соshх]: =z[6(s+b)+a(s-b[
Г ih, .ibx 1

Flu *' 
I

|2]

2

. -Ьх+еЬх
е

.I

"I

Ьх -Ьхе -еЬхFIsh

chbxF t

] = z И(s - ib)-6(s +;Ь)}

:о[Л(" -ib)+d(s+;b)}]
2

вO.л[а(х - h)l- e-id .

Dоýrudап da,

(дИ(, - п)Irlе\ = zп (6(" - D,еG)) = zo,p(h)= lФ@У-'Й ао

= (n-'* ,ф) = (n-'* ,r|е1),

buradan

Л[а(х - h)1: е-iЙ , Л[а(, * h)1: "iЙ .

3. ,S'fazaslndaFuryeqevirmalari. Gordiik ki, F Furуе gечiгmэsi ,S

fэzаstпt izomorf оlаrаq oziinti ёztiпэ inikas edir:

л[s]= ,S, л'-'[s]= s.
Tutaq ti, /(х) kasilmэzdi r vе f с Z1 .Onda g(o)= FИ(r)] uu,

чэ g -kэsilmэz funksiyadrr, g(o)+ 0, |о| + .о. Onda g ,S -dэ

rеqulуаr funksional dоýurur:

(g,p)= IB@)v?)do= Io@) IrQP-ixo 4*
со

_0о

О=

=If (-) IчGY-ixo 4о
ф

I r|)o?)d" = (r,ele\.dx-
_оо

Demali,
(rlr|el = ff,rlч\ .

Bu -Parseval ЬэrаЬэrliуidir. Bu ЬэrаЬэrliуi V/ с ,S' funksionaltntn Fur-

уе gечirmэsi tэrifi kimi qэЬul edirik.
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-
Tarif. Tutaq ki, _f € ,S'. Onda

(g,р) - (f ,е[е\ (1)

ЬэrаЬэrliуiпdэп tэуiп olunan g funksionall f -iп Furyе gечirmэsi

adlanrr: g - FVI
Agkardrr ki, g ,S -dэ xэtti чэ kэsilmэzdir, уэпi 8 с ,S' .

Gбriindiiyii kimi g-nin р-dэki qiуmэti оlаrаq f -in Л[qr]слS

elementindэki qiуmэti gottiriiltir. Л: лS'-+ ,S' gечirmэsi qargrlrqlr
birqiymэtli чэ qarqrlrqlr kэsilmэz olur, bagqa s<izlэ,

л[s'] = лS, F-l [s,] = ,S,.

Qeyd.(l) diisturu _f = 
D' olduqda doýru olmaya bilar, gtinki

qo с D olduqda rlеlс Z ollr. Yэпi saý tэrэf mэnastz ola Ьilэr. Lakin

_f . S' olduqda hэr iki tэrэf mэпаhdrr. F[]. ý' .

Мэsаlэп, р,ф с,S olduqda

(rVIlQ + рф) _ (f , r[оо+ Вфh _ (f ,а F[cp]+ В e[eh :
- л(f ,r|е\ + p(f ,F[ф\ _ (тrV)* р rlfIе) .

Dеmэli, FV] -хэtti funksionaldrr. Tutaq ki, f с ,S' .Onda tэrs Furуе
gevirmэsi Ьеlэ daxil edilir:

(.-'VIч) = (f ,o-'lol,vp c,s.

Вчrаdап gжш ki, _f с S' olduqda F'V]e,S' оlur.

Веlэliklэ, Vf .,S' iigiin alrrrq:

r-IlrVil:.[о-'И]] =f.
Мэsэlэп, VQcлS tigtin

(r'|оlrШr) = (rVLr'[е1) =

_(f,rlр,Ьr]) -(f,p).
indi gбstэrэk ki,

Л[s']= 5,.
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Tutaq ki, g c,S'. Эgэr ./ : r-|lg7 isэ, onda

rll1= ДLF-'[g]]= g, сlеrпэli Vg с S йgiiп еlэ ,f . S чаr ki,

r|"f]= g. Вu uyýunluq qargllrqlr Ьirqiуmэtlidir, gйnki эgэr hэm

Fl.fl7= g, hэm da rl./z]= g olsaydt, onda FVJ= rVz], yani

_fi = fz. Asan yoxlamaq оlur ki,

е -'lr1 д[r(-,[
2т

Веlэ olduqda V/ с ,S' tigtin

r-'lrVI=.[о-'И]j :f
Dеmэli Л чэ F-l op.rutorlart qarqrlrqh birqiymэtli чэ kэsilmэz olaraq

,S' fэzastnt ёzii-оziiпэ (izomorfizm) inikas etdirir. Dеmэli,

л[s'] = ,S' va л-'[s,] = ý,.

Qeyd. Biz gordi,ik ki, hэr Ьir f . D' чэ hэr ыr f € S'iimumi-

lэqmig funksiyasrntn Furуе gечirmэsi e[r] vardtr, Ьеlэ ki, _f . D'
olduqda eltlc Z' ,.f . S' olduqda Л[/]е S' olan yeni Ьir

i.imumilэgmig funksiya olur. Adi. funksiya|ar D' fэzаstпrп Ьir hissэsi

kimi, kasilmэz чэ уачаý аrtап "f 
(*) funksiyalarr лS'-iп Ьir hissэsi kimi

опlапп da Furуе gечirmэlэri чаr. Веlэliklэ, Furуе gevirmasi ореrа-

torunu klassik fэzа|аrа пisЬэtэп (Lt,Lz чэ s.) daha geniq funksiyalar

siпfiпэ yaymlý oluruq. Мэsэlэп,

1 eL1 (- *, *),"- е Ц(--,.о)е' Ё Lt

olduýu tigiin klassik analizd. FЕ], ,b'IrV".] a.rrr. gечirmэlэri

yoxdur. Lakin ,S' vа D'-dэ bu ciir Furуе gечirmэlэri vardtr, опlаr
mtiэууэп i.imumilэgmi; funksiyalardtr, Ьеlэ ki,

F[;]. s, trЬ' ]. ,', rР" !. z' .

Bununla da Furуе gevirmэsini tэtbiq еtmэklа hэll olunan riyazi Гlztkа
mаsэlэlэriпi daha genig funksiyalar siпГrпdэ hall еtmэk imkanr уаrашr.
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таriхэп istilikkegirmэ tэnliyi iigiin koýi mаsэlэsiпiп уеgапэlik sinfi-
tt2

nin |/(") <"l"| siпfiпdэп ibarat olduýunu A,N.Tixonov mЁэууэп et-
migdir. Sonralar bu ciir siпiflэr daha geniý tэпliklэr tigtin miiэууэп edil-
цi9di1 1i.M.Qelfand чэ Q.E.ýilov).- Мэhz bu сэhэt <iimumilэqmig
Гuпksiуа> anlayqrntn еlmэ daxil edilmэsinin gox vacib bir tэqэЬЬtii
olduýunu gёstэrэп саhэtlэrdэп biri kimi qiуmэtlэпdirilir.

4. F -iп bazi xasselari (лS'-dе ).
t.r|lаl]- (,о)' elr]= (io)'s(".) g(o) = Fи(,)]

,#rv]=r[1- ф-rQ)J

, ,|r(*)r]= p(;o)s(o)

^ 

r(*) rr.o) = л[ р(- i,)t1

5.rlc?tr4 oldlqda Vp.,S tigtin rлQ€S оlur. Onda V/слý'
П9Пп цf с S'.

Мэsэlэп, 1-ci хаssэпi isbat еdэk.

(r|lt,l| а) = (f (-l 
, rlе\ = (1@ , Ф) = (- t)- (f , р'-'lчl =

: (- t),

- (- 1)'

(r,.[- io), р\ =

(r|l\[(,o), а\ :((;о), rVIе),

r}Иl(х)]- (,оР r|r1-(rо)-g(о) .

уэп1

r л[а(х)]:ч 6(х)сi,Yi:l'J1'"Я;?Ьl чаr onda vrрсD
iigtin alrrrq:

(л[д} а) = (а,rlе\ = (r, о) = о(о)
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Lakin

o1duýundan

Dеmэli

ф(r) = Flpf : IvQ)"-i* d,
со

-ф

/(о): !чG)а" 
: (l,p)

(дИ], р) = (t,p) эл[а(х)] = t

Natica. F-'[] = d(r)
Z r|t]=? Aydrndrr ki, 1 с ,S'.onda V Q cS tigtin

(rtt} а) _(t,л[е]) _ (t,p) _

--!Ф(о)dо -2" +-!Ф(о)r'"О 
do -

_со -со

_ 2пр(0) _ (zп 5,Q),
DеmЭli' 

rЕ]_ 2п 6(о\

Natice. Л-'[а]=^L.
z7T

30. qoxhadlinin Furуе gevirmasi.

Tutaq ti, Л(r)-poiinomd.rr. Onda Л(").,S'. Demari, Г[Л(х)]

чаr. Мэlumdur ki, ,S' fэzаsrпdа Ьеlэ хаssэ чаr:

,(+)rlД=г[р(- i-)f]
\do) 

LJ )

Buradan gжш ki,

г|r(")7(,)] = ,(,*)rU'
Вurаdа f =| goti.irsэk,
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Ftр(") l= r(,*).Пl= 
"(

.d
do

(zoa(o)) .

Xtisusi halda, Р("): хИ olduqda

,Ь-l:r"( .d
do

лk]= 2r i6',
r|t]:zoa.

со

,
m=0

slrasl лS'-dэ yrýrlan stradtr. Л -kэsilmэz olduýundan

r ,|r(*)r]: е(iо)r|lГl хаssэsiпdэп аltпш к, (7 - 6;

,|,(*l,n,] -p(io)
xtisusi halda,

r|аfu)(")l = Qo), ,

,|ut *l("l] 
=_t_ |)^ о2,,

r|а{r^* ') 
("' _ (- t), ,о2m + l 

.

'. 
Fь'u*]=, b-nroiqidir.

Аgkаrdrr ki, ,ibx .лS',giiпki 
lr*'|S 

1. (Laki n 
"Ь" 

€,S'. onda

,S'-dэ 
'b*]vo*Cur).Lakin

ibx (iъ)' m ,

m!
е

r|'u"]= 
рrЧ 

rЬ*1= 
р=rЧ 

2 о i* 6(d(о ) =

со

,
m=0

2п
( Р|- Ы*)(о)= 2п 6(о +h\
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Веlэliklэ

F
F

ibx _ 2п6(о - D)

7: rо6(о + Ь).

е

е - ibx

06 Xi.isusi hallar:

a),F[cosbx]= Л

: Е16(о - Ь)* а(о + Ъ[
Ь)6(х - й)с,S'.

ibx -ibxе +е
2

=|rb*-!-:rb -ibx

Onda

buradan

(rtаG - h)1,,p(,)) _ (д(, - h),rlе\ - (а(, - h),/(,)) :

_ (д(") ф(r + h)): ф(и) - Iч$)r-ixh 4* =("- "' ,r),
ф

_со

л[л(х - h)1_ u-ixh .

Z 
0.а(r) -Hevisayd funksiyasr olduqda

л[а(х)] = z

Эччэlсэ r|О$)Г/".l Ь.ruЫuуаq (/ > 0).

Lakin
,S'

o(x)e-t*+0("),r+0.
,F - kэsilmэz olduýundan,

r|ОQ)"-'" ]- лtd(r)} / -+ 0,

dеmэli
i

з02

1im
r-+0 y-it лtd(")]

о|r r"r,-'" -*р- -(t + iy) 4" : _ rэ1



Digэr tаrэГdэп, Soxotski diisturuna эsаsэI-1.

-lim l

r-+0 y-it y-i,0
l

= о6(") - i! L.
х

Belaliklэ,

Дtd(")] _ о6(")- l/]-.
х

S' хэtti Гэzаdrr. Onda d c,S', l!.S' olduEundan
х

Л[9(х)]с .ý'.

б. Mahdud (kompakt) dagryrcrlr funksionalln
Fчгуе gevirmasi.

I ilэ Q е С- funksiyalarr goxluýunu igаrэ еdэk ki, onlartn
daqryrcr goxluqlarr ixtiyaridir. Tutaq ki, Т с D' чэ k = suр рТ -

mahdud goxluqdur, Tutaq ki, Tl € D еlэ эsаs funksiyadrr ki, k
goKluýunun mtiэууэп эtrafinda Ц =| оlur. Onda rlQ с D,V ср с D
olcluqda (T,rtp) sonlu эdэd оlur. Aydrndrr ki,

(r,0 - riф= 0, qiinki suppZn sup р(| - 0h = о .

Buradan аltшr ki,

чэуахud 
(Т,а):(Т,OQ), Vrрсt:

Т =ЦТ.
Tutaq ki, 9u е [6. Оgэr hэr bir kompakt (mэhdud) goxluqda Va tigtin

D" Qu Э 0, ч ) ф olursa, onda hesab оluпur ki, cpu -+ 0 (6 -dэ).
Taklif. Нэr bir mэhdud dagryrcrlr Т с D timumilэgmiq funksiyasr

б Гэzаsrпdа xatti чэ kэsilmэzdir чэ tаrsiпэ, 8-da хэtti va kэsilmэzоlап
funksional mtiаууэп mэhdud daýryrcrlr timumilэgmig funksiya эmэlэ
gэtirir.

Мэsэlэп, tutaq ki, r(е)- Е -dэ хэtti чэ kэsilmэz funksionaldrr.

р с D olduqda (р € tr, оlur чэ Q, -) Q (D -dэ ) olursa, onda

-,[- ioa(*)- ,+]=
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Qч ) 0 (6-dэ) olur. Onda Z funksionalr D-dэ kэsilmэzdir. Onda еlэ

Т с D' чаг ki,
r(d - (Т,9),v ср с D .

Natice. Мэhdud dagryrcrlr i.imumilэgmig funksiyalar qoxluýu 8'
чеktоr-fэzа эmэlэ gэtirir, 6' еlэ Т с D' i.imumilэqmig funksiyalar
goxluýudur ki, onlar 8 -dэ kэsilmаzdirlэr.

Biz gordtik ki, hэr mэhdud dagryrcrlr т с D'timumilэýmig funksiya
eyni zamanda hэm dэ yavaq artan timumilэgmiq funksiyadrr. Веlэliklэ,

Е'сý' olur. Onda лS'-dэ Furуе gevirmэsi hэm dэ 6'-dэ Furуе

gevirmbsidir.Lakin E'-da Furуе gечirmэsi daha sado аlmtr. Веlэ ki,

Vf . 8' tigiin Fvl=tr(€) иm -analitik (adi) funksiya olur.

Теоrеm. (L.ývars). Tutaq ki, "f .6 ' -mahdud daqryrcrlr (Гtпit)

timumilэgmig funksiyadrr. Onda опuп Furуе obrazt И(f)-mtiэууэп
funksiya оlur, Ьеlэ ki, onu kompleks miistэчiуэ tam analitik funksiya
kimi davam еtdiгmэk оlur. Нэmiп funksiya agaýrdakr dtisturla чеrilir:

r(€)= (f ("),n-'a)

Doýrudan da, agkard t Ki, V (ý) е С*. Bundan эlачэ, е-'ft funksi-

yasr (qeyd olunmug { tigtin) х -э пэzэrэп б fэzаsmа daxildir, dеmэli

V(€) funksiyasr kompleks f tigtin dэ tэуiп olunubdur (чаr). Gоstэrэk Н,

тr(с)- лИ(r[ .f с €,,.

V rp(€)e лS tigiin alrnq:

{elr\e) = цf ,rlч7) = f G),t"--' аG)d€

(Fubini teoremi)

= Т (rt" ) еG),,-"€)d€ =\e@(r(x), е-i,€)о€ _
-со

=\еG)т.(с)ас - (v,9),
_со

buradan
304
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FVJ=Ir(€).

7. Nбqtada саmlа9ап funksionalrn Furуе gevirmasi. Tutaq ki,

J' . D' чэ sup p _f = {О}. OnOu Ьеlэ funksionalrn timumi gэkli Ьеlэdir:

е|е m чаr ki:

f : |,оа@)ь)
lol<-

Вurаdап

FVl= |r"r|аt")1";.|= Zro( i€)" , € . Rn .

l"l<* l"l<*
Digar tэrэfdэп, f -fiпit funksionaldrr. Onda ývars di.isturuna эsаsэп

опuп Furуе gечirmэsiпi Ьеlэ hesablaya Ьilэrik:

Fl,f!:_Ir(€)= (_f ("),r-*е) = Zr* 6" ,"-'"Ё
)=оl<.

,.Z,,^r"(-,)"(aG),b-o't)=,"ru;" 
(- r)"| (- i€)" : 

,Zur"(i61"

xiisusi halda:

l'.F[r]= (а(") 
"-ОЁ) 

= g-ix{ l 
"=о 

=| .

zО.r|а']= (r'(") u-*') = -(а(r), - ie-i'c 
) 

_ ,6.,

з,.л[аt-l ] 
_ (а(.) (х ), r-о' 

) = (-,r (r, (- i €)' r-'"' 
) - (i €)' .

+'.Л[а(х - h)]: (r(, - h),e-*6) = "-'" 
.

SО.r[а(х * h)]= е''€ .

60. (sэhч паdэdir?) ývars diisturuna gбrэ:

r[]_ (r,r-"') _ 
le-o€ ах _I/(€\

со

-со
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zO.л[а(" - ")]= "-ixa, 
л[а(х)]= t,

Ьurаdап (nr1)

6 = F-|[r]= 'J , лlrl
(2о)"' ''n

dеmэli

Xi,isusihalda: 
л Е]: (zo)'6 (Е)'

plo",G)] _(i€)" ,

Fb"] = (- t)"| д"r[t ]_ (zo),(- r)"| D" 6(€).

8. ,S' fazasrnda biikiilmanin Furуе gevirmasi. Tutaq ki, f с S' чэ

g -finit funksionaldrr (onda 8 . S'). Bu halda f * g var чэ

"f * g с лS' оlur. Bu halda

e|r * g]= elrJ д[g] (l)
Doýrudan da,

(eV * g7,p):(.f * g,Flp\. (2)

оgэr /({) = рlrр](с) igаrэ еtsэk, btikiimtin tэrifiпэ gёrэ,

( .f * g,ф) - (r\)(g(y) ф(" * у))) (з)

Digэr tэrэГdэп

ф("* i- [ч(с)е-i€l"*i 4Е.

Onda

(g(y) ф(" *у)) =

= J(яLч) ,е-'Ф) r-'u еG)а€

g -finit olduýu tigiin ývars di.isturuna эsаsэп аlшtr ki,

s0) !eGY-'",-" оr)
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(я(.ч) п-'Ф )= лЬ](Е) =rr(€) (4)

Onda sonuncu ЬэrаЬэrlikdэп gжtr ki,

(g(у),ф(,* у)) : lr(r),pjb-'Y" dy : r|(iеU)l1\ (5)

Веlаliklэ, (3)-dэп alrntr ki,

(f - g,ф) = (r(") (g(у),ф(" * у))): (/(,) r|rr(с),р(q)](,)) =

= (лИ(")],r, (с),р(€)) = (лИ(,)].r (€), е),

Ьurаdап чэ (2)-dэп gtхrr ki,

(rV * gLр)= (rlr].rr(€),р) ,

buradan, lr(S)= Л[8] nezerealtnmaqla,

F[f * g]= r|"f] л[8]

altnq, Ьurаdа ЛЬ] =rr(€)- adi funksiyadrr, rr(C)e С- .

Qeyd.Finit olmayan g iigtin ývars dtisturu

л[g] = (BU),,-"B)
dоýru olmaya Ьilэr.

g. D' -da bfiktilmanin Furуе gevirmasi.Tutaq ki, fr(") чэ 1(х)-
adi finit funksiyalardrr. Onda

FVo * .f,7= FVr] el1,I
indi fэrz еdэk ki, f ,g -finit funksionallardrr. Onda еlэ /по(r) ua

fr1,(x)-adi Гrпit funksiyalan чаr ki,

f = ZD' .foo!), g = ZD' f,o(*),
lil<- lil<p

оgэr goo (r) = FVoo(n[ g,o (r)= л[Ло (r)] igur. еtsэk, onda
аgkаrdrr ki,

rlr]: Ё(-лУsо,(r) л[s]= Ё(-;s)Оg,,(s)j=0 j=0 
з07



Onda

FV * g7= IIо,-ОИ,(r)- f,r1)
ц

= 

'r(- 
лI-*gо,(r)g,r(") = FVl.л'[g].

jk

indi fэrz еdэk ki, ;f -Гrnitdir, g е D'-ixtiyaridir. Мэlumdur ki, hэr

Ьiгg е D' funksionalr mtiэууэп Гrnit funksionallar ardrcrlltýtnm D'-dэ
limiti kimi alrnrr: gu + g 1D'-dэ чэ gu-finitdirlэr.Onda biikiim
kэsilmэz ореrаtоr olduýundan

.f*g-}ч(f*g,).

Furуе ореrаtоru ,F kэsilmэz olduýundan

rl_f *8]= lim (f * g"):lim rlr] ЛЬ,]:
у-)со и-+ф

_ гlf].}чл[g"]_ лИ] л[g]

Natica. f -finitolduqda Fvl=rr(€)- adi funksiya оlur.
Dеmэli

pV * g1=I/(€) F[g]
saýda adi hasil altntr.

Веlэliklэ, "f * g biiktimii mэпаlt olan fэzаdа hэmigэ agaýrdakr diis-
turlаr doýrudur:

pV * g]_ F(f) л[g}

F'V * g] : е'(f). л-'[8}
rlr . g]_ F("f)- л[s}

Lakin "f 
.g hasili heg dэ hэmigэ kогrеkt olmur. Sonuncu пэtiсэlэr

Furye gечirmэsiпiп эп gticlti чэ qiуmэtli хаssэlэridir. Мэhz ona gёrэ Furyе
gечiгmэsi xiisusi tоrэmэli diferensial tэпliklаr sahosindэ, inteqral tэпliklэr
sаhэsiпdэ, ehtimal пэzэriууэsiпdэ olduqca genig tэtЬiqlаrэ malikdir.
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оlur:

ý4.Qoxdayi;anli iimumilagmig fuпksiуашп
Fчrуе gечirmаlагi.

Tutaq ki, _f . Lr(^') х,€ сЛП. Onda onun Furуе gечirmэsi Ьеlэ

g(€)=FиG)] = tf G)"--1 dx = II.r,IrGУ-п€ dx, (1)
д'

п

burada х,€ =Z",,f,. Гurуе gevirmasinin хаssэlэri п:1 olan halda
i=|

olrJuýuna analoji qalrr. Tutaq ki, Q. D(Л'). O,rCu

/(r)_ IчG)"-* а*
Rn

tam analitik Гunksiya olub

s|' ...s:, ф(r,,...,rп
miinasibati оdэпilir. Веlэliklэ,

F[D(л, ))= ,:, F-'|z:]-D,(R" ) .

Tars Furуе gечirmэsi Ьеlэ daxil edilir:

(-)
,, I",l.,l
).rnr' ,о,}0

р(*):Й !.;,!"'," Ф(о)ао = F-|tp(r[

{
аа

Xassalar (n r 1).

/(r) = Л[Р(- ix,,...,-ix n)e(r)}
0

1
л'JлoSr о Sn

,, {{**,*)4 =о- ь,, .,-lз" )/(s)

xiisusi halda,

Г^. nk l
r rlfo 

fu, )- 
(io1)' Q oz)k rl,рI

indi tutaq ki, f с D
edilir: VQсD tiqiin

'(*" ) Onda rlД Furуе gечirmэsi Ьеlэ tэуiп
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(rИ} л( р)) : (zo|" (f , е).

Тэrs Furуе gечirmэsi Ьеlэdir: ("-'Ь} 
') 

= *(в, Л(Я)) .

Eyni хаssэtэ, ,S(R" ) u. S'(Л" ) UoUo doýru qalrr. Burada fэrq ondadrr ki,

F:D(*'b zn i F:D'(*'b r;
"f 

. S'(Л') olduqda Flf] Ьеlэ tэуiп edilir:

(g ,р) = (f , еlе\
л':,s(R')- s(*')
Л:S'(^')- s'(R").

оlчr. Bagqa sбzlэ: О ['(л' )]- '" , 
РfО'(П"))- Z, ,

л[s(R")-s(*"),

л,[ý'(л')]- s'(R')
Xiisusi halda, tutaq ki, /-finit funksionaldrr. Onda ,r.S'(R")

olur. Onda / -i mtiэууеп miigi.in Ьеlэ yazmaq оlаr:

f - ZD" fo(r),
l"l<-

Ьurаdа foQ)-adl finit funksiyalardrr. Вu halda adi mэпаdа

FVo(")]= go (r) uur,

s/. (r) : l.fo(")u-i"Ё а"

1во 
(s )-ta- analitik funksiyalardrr). Веlэliklэ,

g(r) = elr]I Ь" fo(i7=I(- ;s)"go (s),
l"l<-

Buradan gёrtintir ki, g(s)-tam analitik funksiyadrr.

lg о (,)= "о|о|
зl0



olduýundan gжtr ki,

lg(') = leVl <. (1 * |r|)' n"J't ,

lg(,) <.(r+|"-|)'

olur. yani 8 €.ý'.
Вэzэп аrqumепtlэriп miiэууэп hissэsiпэ пэzэrэп Fuгуе gечirmэsi

tatbiq еtmэk laztm gэlir. Мэsэlэп, tutaq ki, _f(",у).,S'(R') "-,
паzэrэп Furуе gечirmэsiпi F,|f(x,y)] it. igur, еdэk. Onda tэгifэ gоrэ,

(e"VIe) - (.f ,F,lч)), ,п(,,у). s(л')
bttrada

ф(", у) = r rlr7 - lr(€, l)e-ta а 6.

Bela olduq da F,И]. S'(Л') otrrr.

Misailar haili (и > 1)

tО.Л[а(r, ,...,xn)]: t .

Doýrudan da,

(г|а],r[,р\ = (zo)" (а,р) = (zr)' р(0)=

-(zT)"
lЬу(о)е-,,оdо

= (l,ф) = (t,r[p]),

Л[d(х, ,...,xn)]= t; л-'[]= d(r)

.а а,-
0оr' 0on

buradan

z''.д[t] :(zп)" 6(о,,...,о,) .

ЗО.г[л(r,,...,"")]= F[р(", ,.,.,xn) rJ= (zr| л[

xtisusi halda,

,, .Ь,", . ."х,)= О"r(, *)" [,*)"'

)r'r, 
,...,on\

{'rL)"",, )O1r...rOn

зll



,...Гаr']
LO"o ]

= lok.

а
зО. г[- *о ]

Ьuгаdап

Веlэliklэ,

1

- 2. 2а +о

1

6.
0rо

Masala 1. Tutaq ki,

"r+] 
:d|__o,

\d* ) dx-
ореrаtоruпuп fundamental hэlliпi tapmaq laamdtr. Эgаr еlэ Д(х)с S'
varsa ki,

,( !)д(")= 6(х) (l)
\d") \ ,/ \,/

оlur, onda Д(") Р tigtin fundamental hэll adlanrr. (1) tэnliyi bu qэkil-

dэ altntr:

En - а2 Е:6(r) . (2)

Bu tэпliуэ Furуе gечiгmэsiпi tatbiq etsэk,

r|в']= -о'rlв7
olduýunu пэzэrэ aldrqda, r/(о): Л[Л(х)] igаrэ edib, (2)-dэп

(- о' - o'\r(o)_t
alrnq, buradan isэ

t/(о)= _--l- (з)
а'+о'

ahrrq. Тэrs Furуе gevirmэsi vasitэsila Ьurаdап alrrrq:

Д(") : F-|

мэlumdur ki,

r|-а,t7::э,а +о

(4)

(5)

-о|"|
е

з12

-2aF- 1

аz +о 2



в("): -J_r-"l4

Bilavasitэ ( лS' fэzasrnda) alrrrq

Lakin |"| = sigпx.onda

u,-*"-o|*| .а|х|' _Lr-a"t .1r1' 
.

1

--е
2

Е, -о|"| .Slgпх.

Вurаdап alrrrq:

Е,, = _| r-'lа .Р| . sigп * * ! u-"l'| . (slgи х) .

Lakin (sign 
")' 

_ Z6(x\Onda

Е,,=_!r-"|4 +1"-,|*1 .r(r) __!r-"l'l +6(r)2 2 \,/ 
2

Вu ifаdэпi уеriпэ yazdrqda аlrгrq ki,

ЕО-а'Е _r(r).

Qeyd.indi (5) dtisturunu yoxlayaq ("-"|'| . S)

r|-a,tJ_ ]"-d, 
|-i* dx= J"-"','- 

,* dx+ 
ie-,1,1-, 

* 
dx _

+ е-'--al_i-lч
0

.r _ i.o, ot е-О' dt _ Le-o' sin ot l; -:\
о о о;

= -*|r-О' cos 
.ot 

tT + а 

!еО' 
cos - *7= -#[ol -t1 ,

Ь,- Р, cos ol е-"' dt :2.J 
,

со

J2
0

ot .е-"' dt _Sln

зlз



Ьurаdап

Веlэliklэ,

мэlumdur ki,

Onda

, [,-5)
а

2а +о

2а
2 2

е dx

а J2) 2о

.I -o1xlelt

Masala 2.(Ьах:рr.5, mэsэlэ 7

Mesela 3.

а +о

0
,sэh.30l)

г|r,"]=а ,-о(е'

lп

4

(-)

_со

N

I
м

*!"r'* 
= Ji ,

i.zф
1 

--г -iy' dy -4 а' 
)е'r'"

_со

F ix
е

-l"о'+i"€ 
clx- limJ N-+*

-со М-+о

N

I
М-->о-М

lim
N-+со

,I l12
-- (.
4- dxе

_т+-,, )'

4

N+алa
Pl L'}ч 

I,,
М-+q ," , Ь

2

е

з|4



YQ.D,sup ррс(-Л,Л).

(r|r*Ir) = (r'" ,rtеl - !r," e|eJdx -

J_м

R

IeG)

lim
М+q

lim

е'" lrр(€)"''' d{ dx -
л

R

in ie' l io it' \
: лlо ,- ^ lч(€) ,-' d€ = (J; ,"-' ,Q),

\/
Dеmэli, (*) соgruсur. D ,S -dэ srx olduýu tigtin (х) hэm dэ ý -dэ doýru
olur.

Masala 4.п> l olduqda 6(, -с) funksionalr Ьеlэ tэsir edir:

(rk- о),р("))= IeG)a,
l"l<o

Dеmэli 6("-с) funksionalr hэr р(")-" uyýun onun cradiuslu sfеrа
iйэriпdоki inteqralrnr qoyur. 6(, -o)-пnit funksionaldrr. Onda опuп
Furуе gечirmэsi Ьеlэ оlur:

r[а(r - ,)]: (r(" _ o),ei"€) =k i"€ d"

Sferik koordinatlara kеgэk: r =|х|= а, р -l€l.

Ir'лN

_Уо'-*' 
d€ d" - !,р(с)riц_I:--,* d€ dx -

F[6Q- 
")]_ lеИll"О'0 ал-l rlrИ-2 0dOdon_, -

M-+a-R

l"l<"

Onda

d)п

п

= gп-| Qп!r"|'|"о,o slnn-, 0d0
0

(Qп - R'-da 1 radiuslu sfеrашп sэth sаhэsidir)
Вurаdап, xiisusi halda alrnq:

зl5



sin а|{|
r|6(r-")] =4zT

Vl
Dеmэli

.-,[#] 1

4т
6(r-o),n=3.

isbat edin
маsаlаlаr

а(л - |"|)

R |r|'

, 
["+) 

- -g

2. F|sigп х]_ 2ig

1

,'х
1

;р
9

з.r|еL|_," sigпý.

+ r|r\7=-"п,

5.лПх|] --2"+

в.r[о(х).r]= -iп 6'(ý)-, *+

lr|о(п-|"l)]:r#

8.F,
sin R lfl

-a- 
lJl

ltl
19l

2

9.Hesablayrn:
Л'[siпоr} Л[соs4r}

|0. f ,g€ Lt Gоstэriп ki, f *,gc Z, чэ

зlб



lll -gll4 < llrllo .llgll.,

l|.xT=l, Т=? TcD'
Ir|, l"l.t

l"l>t

l*l= l,
l*l, l.

tZ. f(x): rV1-1
0,

Gоsэtэriп Ki, Л}]с С-(Л).
13. Hesablayrn: 6" * 

|.r|.

14. isbat edin: л'[хlJ= uob + сб
ь

,r. л[r1-1:,
Lx]

|6.f,ц("):
1

0

Gёstэriп ki,

а) F|[o]=?, Ь) f u\r, А -+ ю, 
") 

FVnlla, А -+ q
l7.Gбstэriп , r|-^'f= r-'B' .

18. E(x,t) 2'
0 |x|>at.

1). Hesablayrn: { |B(x,t)],
а2 "о22). 
т - о' 

а; 
.tr -э пэZэrэп Furуе gevirmasini tэtbiq еtmэklэ

operatorun лý'-dэ fundamental hэllini taprn.

ý S.Klassik diferensial ореrаtогlаrrп fundamental hallari.
Fчгуе gevirmelari metodu.

1. Laplas ореrаtоru.
дД(")_- а(,)

tэnliyini hэll еdэk. Furуе gevirmэsini hаr tэrэfэ tэtbiq еtmэklа alrrrq:

1

|х|< at,

зl7



-lcl' .E(€)=t (-)

Tutaq ki, п = 2. Gбstаrэk ki, bu halda

Е(с)=-о\
19l

sinqulyar funksional, (*) tэnliyinin hэllidir. Doýrudan da, Vp c,S
йgtiп alrrrq:

(чr"й,,)=( ,r\,l€l',
lzlz ' '

19l

I
Iбl.t

Dеmэli

чэ

d€+ lсl' ,р(с)

Bl
2

lcl',p(B) -lElz q(B)t с:о
I

lglrt

d€= lv@ac=(t,pl,
4

2

1о

Rn

Yэпi

А -nrn fundamental hэlli olur.
Asan gоstэrmэk olar ki, (Ьах:[О] sэh.142,146):

funksiyasr (*) tanliyini ёdэуir. Onda Д(") = -r'|rЙ]

l42 ,PJ_:I
Ёr

Е(в)= л[л(r)]: 1

-!РФ

.["Й] =-2пrn|f|+ с, (п=z)

funksiyasr

.I? 1

зl8

2о
х

= -2irп|{|+ С (n :1)



Digэr tэrэfdэп, mэlumdur ki, vf с ý' iigi.in tэrs Furуе qечirmэsi
Ьеlэdir:

п = 2 olduqda alrrrq ki,

д-'И(")]=-lди(_")]
\2о)'

F_| 1

4п2

1

2п
g 1

1:#,Г !рg 1

|- cl'

l

w
h|x|+ с

lcl'
Yuxartda biz gёrdtik ki,

гunksionalr

tэпliуiпi ёdэуir. Onda

Е(с)=-о\
lql'

-lel'E(€):t

п(")= F-|[Л(Е)]: r-' ln|x| + с
19

2п
1

lcl'
funksiyasr е(О)В = d tэnliyini бdэуir, уэпi

д(")= -}ln1";
2п ll

А operatorunun (n = 2) fundamental hэllidir.

Qeyd. п=3 olduqda ЛtД(r)]=-j-, v.nl
19l

гl
д(") =-F-|I+|=__]_- \ -,/ 

Ltcr 1 л"|"|

оlчr.
2. istilikkegiгma ореrаtогuпuп fundamental halli. ý' fэzastnda

-а,,
'= ы - 

о'Ь" ореrаtоru чеrilir. Furуе gечirmэsiпi tэtbiq еtmэklэ ,S'

fэzastnda.Z ореrаtоruпuп fundamental hэlliпi hesablayaq. Bagqa sёzlэ,
е|а E(x,t)e,S' iimumilэgmig Гunksiyasr tapaq ki,

зl9



LE(x,,):+ - о2 
^Е= 

d(х,/) (1)
('I

olsun. Bunun iigtin (l)-in hэr tэгаllllэ х -э l1аZэrап F' Furуе ореrаtоru-
пu tэtbiq еdэk: Onda аlагlq:

,,[f] =*о,[д]- *пG,,),
burada

л, [л(.r, )]- rt (6,t)

igаrэ оluпur
л, [а( T.l )] = д.. [а(,) d^(,)] : l(6), r0)

л,[лr]= -lбl' r(€,t\

Nэtiсэdэ (l ) tэnliyi .S' lЪzаsrrrс]а Ьеlэ bir adi diferensial tэпliуэ kegir:

# - o'|€|'r =t(фа(t) (2)

,S' fэzаstпdа Ьu tanliyin hэlli (уэпi Ч * о'l€l' ореrаtоruпuп
dt |Jl

E(x,t)= Fa'lrr(c,i1= Fa'|rr,r-"' 'l4' 
] 

= оQ)г||"-" 4€l'7

v(€,t)= o(t)u-o' 
,'|€|' 

(з)

оlur. Doýrudan da

0l/ 1,-]

ы = o,(t)u-"" l"l' _ о'l€l'l(tp-} а€l' _

_ r-nz 
t|€|zr(/)_ оrl€l'o(t\p-;4€l' _

- 
'0) 

- o'l€l'l(t)e-"'4С|' ,

Bu ifаdэпi (2)-dэ yazdrqda tэlэЬ оluпап 9lхlr. indi (3) ifаdэsiпэ Fб 1

tэrs Fuгуе gечirmэsiпi tэtЬiq еdэk. Onda alrпq

fundamental hэlli )

Lakin mэlumdur ki,
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Ir|'l 
n- ЦrЦ,

Q,"t;Y
-а '4€l'Fx е

Dеmэli,

E(x,t)=

ll2
Ixl

, 0\t) , й.
р"J;r

Мэhz Ьu funksiya 
' 

= ! - о2 
^ 

operatorunun ,S' fэzаstпdап olan

fundamental hэllini u"rir.0'

3.Dalýa ореrаtоrч. Dalýa operatoru verilir:
.'

Lou:+ - о2 
^u 

.

dt'
Опuп fundamental hэlli еlэ E(x,t)c D' funksiyasrna deyilir ki,

Lo E(x,t)= 6(x,t)
olsun. (2) tэпliуiпэ Л, Furiiye gечiгmэsiпi tatbiq еdэk. Эgэr

e-lBJ= Е(€,,)
igаrэ еtsэk, onda

d2E
J * о2|€|2 Е :t(€) ,(/)

dt,
2

alanq, Мэlumdur ki. Z = != * о
dtz

(l)

(2)

(3)

2 operatorunun fundamental hэlli

B(t): оQY!!
а

оlur. Вurа da а -пl а|6| il" эчаz etdikdэ (3)-iin fundamental hэlli аlmш:

sina|{|t

,l€l
Dt:mэli

Е _0(t

з2l



E(x,t): Fa'[E]= IOFaI siпа|{|t

,|€|

Мэsаlэп, re = 1 olan halda bilirik ki,

E(x,t):*r(*- |"l)

Dеmэli

E(x,t)= ОQ)r/
1

2а
Isи"|1|rl
Llг] '(at_|i)={+

Analoji qaydada bilavasitэ hesablanrr kt, п = 2 olduqda (miistэчidэ)

Е(х,)= О(t)r6|
2п

4.ýredinger ореrаtоru. Вir ореrаtоrа baxaq

Ism "|6|rlLlг]
o(at -
o2t2 -1"|2

L = i!* -1-о0t 2m
Z -ýredinger ореrаtоru adlantr. Onun fundamental hэlli E(x,t):

iЧ*!о,r=6(х,/) . (1)
ot 2m

Вu tэпliуэ Л, Furуе gечirmэsiпi tэtЬiq etdikdэ r"|а(х,t)]:'t/(€,t)
tiqi,in alrrrq:

id|/ _ | lrl2v:l(6) rk). (2)
dt 2.|"|'-l\

Bilirik ki, Р = ! *с ореrаtоruпuп fundamental hэlli Ьеlэdir:
dt

B(t) _ o(t)"-ot
Onda (2)-dэ

, d Llrfl-- 
2m,,,

з22
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operatorunun fundamental hэlli
-l

9| t
rr(€,t)= _iOQ)e 2m

оlаr. Lakin

hэmginin mэlum

- i O(t)е-йlЦ|'' - --ilimц(t{, )' "-ffiBr,s-+0 .\rtt 
+ ie )

olduýundan чэ Fa' Furye ореrаtоru ý'-dэ kэsilmэz olduýundan

Е|Г ,-o'4el'l _,L 
]

lrl'
1_1l

_L е 4a2.r

p"J;r
di,isturundan istifadэ еtmэklа alrrrq:

r;||лl(Е,t)]= 4' - i 1Q)e
l,_l

2m|

Веlэliklа

4,,1 -
]-

E(x,t)- -io(t)

Xi,isusi halda (n = l) altnq:

( -\' "|,$и-,ol-,;"f\2п )

.lп 2l-x
2tд(х,r)= -ffovlff,

з2з



ýб.istilikkegirma tanliyi iigiin Ko;i mesalasinin
,S' fazasrnda helli. Furуе gevirmasi metodu.

Biz (adi funksiyalar siпгrпdэ) Furye metodu ilэ bircins tэпlik halrnda

ЦУ4 _O2u(x,t) ,u l1=g= ио(х)
Ot Ох2

kogi mэsэlэsiпiп hэllini песэ tapmaýr gordiik. indi ьеlэ bir kogi
mаsэlэsiпэ baxtrlq:

Ou(x,t) _О2u(",t) = f(x,t),(r > 0), (1)
Ot --;7- -,/ \-

ul t=o = uo(") . (2)

Burada u vэ f-timumilэgmig funksiyalardrr (sadэlik :drgtrп u,f €,S'),

и -istilik miqdannt, / -isэ xarici istilik mэпЬэуiпi хаrаktеrizэ еdir,

uo (r) isэ / = 0 anrnda сismэ чеrilэп istilik prosesini хаrаktеrizа edir.

iki vacib hala baxaq:

\ f (x1)- а("). Fiziki olaraq bu о dеmэkdir ki, istilik mапЬэуi

nбqtэvi olub, r = 0 пбqtэsiпdэ yerlэgdirilib чэ impuls xarakterli tэsir
edir.

\ f(x,t):d(r).dQ)-b" о dеmэkdir ki, istilik mэпьэуi nбqtэvi

olub, х = 0 пёqtэsiпdэ yerlagib чэ yalntz l :0 antnda сismэ 1 istilik
miqdarr чёrir.

(1) tэnliyi tigiin adi Kogi mэsэlаsi (r>0,_со<.r<m) oblasttnda

baxtlrr. l:0 olduqda isэ u(x,t)_uo(r)Umumilэgmig funksiyalar

siпГrпdэ baxdrqda isэ и чэ f funksiyalarrnr / ( 0 oblastirna srfrr

olaraq davam еtdirmэk lazrm galir.
(r,r) / > 0

0, l<0
u

l/

olsun. опuп kimi dэ f :0,t <0 qabul edirik, Onda kаsilэп

funksiyanrn tёrэmэsi qaydasrna эsаsэп taprrrq ki,

а2rl a2T

2 2 },#=\#\+u6(,)aQ)0х 0х

Веlэ olduqda V funksionalr iigiin bela bir tэnlik аltшr:

з24



ara2r^/
T-;--.f +uо(,)а(,) . (з)

Iiэrz еdэk ki, V,f е S'. onda V : r|rl| g = FИ]. ,S'.

Dеmэli,mаsэlэп

g(o1)= pVJ= tиr" )
l ох dxе (4)

"э 
g(o,r) =0.,t<0 olduqda.

Fэrz edirik ki, hэm de ug(r)с S',onda onun Furуе gevirmasi чаr:

(5)

istэyirik ёуrэпэk ki, Ьu Koqi mэsэlэsiпiп Vr tigtin ,S' siпfiпdэ halli чагmr.
Оgэr Ьеlэ hэll varsa, onda Vl tigiin hэlliп Furye gечiгmэsi

7(o,t) (= 0,r < 0) чаr:

V(o,t): [rl(*,tP-i* d* . (6)

(t оv v00 ) l"ob\-'* dx

Furуе gечirmэsi х с Л dэуigэпiпэ пэzэrэп apartltr (hэr qeyd olunmug /
iigtin). Onda

OV(o,t) 
= |Щч-iхо 4r.0t JOt

2

a2rl
= (io)'V (o,t),

0х

olduýunda п, V (o,t) iigtin Ьеlэ Ьir tэnlik аltшr:

aV 2;, + o,v = g(o,t)+ Z9(о)а(r) Vo@)= Л[И6(о)}
0t

Вu tэпliуэ ( о qeyd olunduqda) / -уэ пэzэrэп adi diferensial tэnlik kimi
b:lxtrtq. Bu tэпliуi l' btiktilma сэЬriпdэ Ьеlэ Ьiiktilmэ kimi yazmaq
оlаr.

(r'(,) * o2a(t))*V(o,t)= g(o,t)+ Z6(o)6(r)

з25
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Saý tэrэfi Г(о,t) ilэ iqаrэ еdэk. Onda Д'-dе bu tэnliyi bela yazmaq ol-
аr (btikiilmэ / -уэ gбrэ араrrlrr)

(r'( ) * о2 aQ))* V (o,t) : F (o,t\
(8)

Мэlumdur ki, д'-dе

f :6'(t)+ oza(t)
tigiin tars element Ьеlэdir:

E(o,t)= f-| =g(t\-o ' .

Dеmэli E(o,t) funksiyasr ! * о' operatorunun fundamental"dt
hэllidir. Веlэ olduqda (8) tэnliyini Ьеlэ yazmaq оlur:

f*X=E, (9)

burada

.f = 6'(,)* o26Q), Е = g(o,t)+ 7о(r)Д(r)= F(о,,)
Onda (9) tэnliyinin hэlli Ьеlэ оlur:

х = f-'*E =(oQP-;'1,1*

* (oQP-"" (,) * ъ (r)л(, )) =

- Ь(о, t)- 0(t)u-"')*VoG

g(o

{rt,l * о(,)r-"')=

,t)

- g * 0(t)g-", +vо@р-"\ 0Q).

Веlэliklэ (7) tanliyinin hэlli bu diisturla taprlrr:

V (o,t) = g(o,t)* o(t|-o" * Vо(оЬ-о"
Эgэr g(o,r)-adi funksiya olarsa, onda

g(o,r)(,; * O(tP-"' = tB(o,TP-o' 
{'-'1 d т :

(10)

0

= g-o2t 
lg(o, ,ро'" d,
0

чэ dеmэli , (10) halli Ьеlэ оlur:

з26



V(o,t)= g-o2t '!r@,rPo" d, + Tlg(oP-o't
0

Lakin, timumi halda hэll di,isturunu (10) diisturu qэkliпdэ yazmaq daha
mэпаltdtr.

Nэtiсэdэ (3)-(5) mэsэlэsiпiп V(x,t) hэiliпi tapmaq iigiin (l0)
funksiyasrna tэrs Furуе gevirmэsini tэtЬiq еtmэk lапm gэlir. (Nэzэrэ
almaq laamdtr ki, l < 0 olduqda V(x,t):0olur). Веlэliklэ alrrrq ki,

v(",t)= F-'VG,,)7_ о
+ F-|Иtrl .r-.',7.

Ь(о, t)- 0Q)"-",)*

(11)

Qeyd. l < 0 olduqda gubuýun istiliyi 0-rа ЬэrаЬэr olub чэ / = 0
antnda опа .r = 0 псjqtэsiпdэ уеrlэ9эп mапьэ l istilik miqdarr verir.
Dеmэli 

"oQ):0, f(х,t)=а(")Л(r). ОпСа V(o)=0 чэ g(o,t)=6(,).
Bu halda (10) diisturundan ahntr ki,

V(o,t)= o(t)u-o"
Buradan

2х

|,(x,t): F-I|о(t)г"'] : r(,).-'I
]=r,,, -|,-т

2-о t
е

Мэlumdur ki, mэhz bu funksiy а D' Гazas,nau ] - + istilikkegirmэ
Ot Ох'

ореrаtоruпuп fundamental hэlliпi verir.

Bazi naticalar.10.V/>0 tigtln baxrlan cismin istэпilэп псiqtэsiпdэ
temperatur O-dan boyiik оlur, yani guya istiliyin yayrlma stirэti sonsuz-
dur. Lakin l"| - со olduqda tеmреrаtur 9ох kigik оlur.

20.V t iigiin и(х,l) br[ini., qrafiki Qauss эуrisiпi tэmsil edir, onun
maksimum qiymэti х = 0 поqtэsiпdэ altntr:

u(",t)= 0(t).:\ '/ 2Jп
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Оgэr х : 0 поqtэsiпdэ noqtэvi mэпЬэ ( d -funksiya) уеrlэgiЬsэ, onda bu

поqtэdэ temperatur : *со оlur, sопrа isэ / ) 0 olduqda 1
Sоуuуаrаq 

J7
kimi azalrr. (r + -)

З0.1 -+0 olduqda Yх+0 поqtэsiпdэtеmреrаtur -+0 olur vа t-
пэ qэdэr az olduqca qгafikin maksimumu х = 0 пёqtэsiпdэ о qэdэr dэ
sэrt уuхап qalxrr.

ý7.Diferensial ореrаtогuп fundamental halli ila Koqi
masalasininfundamental holli arasrnda alaqa.

Мэlumdur ki, D' fэzаstпdа

у-r( ,!)":r (1)
ot \ dxl

tэnliyinin fundamental halli E(x,t) Ьеlэ funksiyadrr:

Щd_"[,9'] EQ,t)=d(x,/) (2)
ot \ drl

Digэr tэrэfdэп

ЩI-"[,9l u(x,t)_', (з)
OI \ ох)

tэпliуi iigtin Koqi mоsэlэsiпiп fundamental hэlli (3)-iin / > 0 olduqda,
е|е u(x,t) hаiliпэ deyilir ki,

Lt l 7=g - d("). (4)

(3)-(4) Kogi masalэsinin hэlli mэlum olduqda E(x,t) funksiyasrnr
qurmaq olur.

Теоrеm. Tutaq ki, u(x,t) (3)-(4) Kogi mэsэlэsiпiп hэllidir. Onda

E(x,t): 
{"1|,,l, 

',:Оо' (5)

funksiyasr (1) tэnliyinin fundamental hэlli оlur. Burada bazi anlayrglarr
izah еtmэk lazrm gэlir. u(x,t) funksiyasr х -е rrеzэtэп timumilэgmig

funksiyadrr, / -parametrdir. E(x,t) isэ hэm х, hэm dэ l -уо пэzэrэп

iimumilэgmig funksiyadrr. Demэli gэrэk u(x,t) funksiyasr da cp(x,t)
эsаs funksiyalarr tizаriпdэ tэуiп edilsin. Опа gёrэ

з28



(u(", t), р(*,r)) = IfuQ,t), р(",)) at
со

0

0,

со

inteqral altrnda u(x,t) qeyd olunmug / iigtin р(",r) Гunksiyasrna ,-а
пэzэrэп tэsir edir. Nэtiсэdэ l -dэп astlt funksiya altnr, mэsэlэп,

(u(x,t),cp(x,/)) = /(r). So"ra isэ l -уэ пэzаrэп inteqrallanrr, Ьеlэliklэ,

(u(",t),p(",/)) _ 
IO(t)at
0

Gёstэrэk ki, bu qayda ilэ daxil edilon E(x,t) iimumilэqmig Гunksiyasr
(2) tэnliyinin hэlli оlur. Bunun tigiin (2) tэnliyinda х чэ / -уэ пэzаrэп
Furуе gevirmэsini tatbiq еtmэklэ altnan tэnlik doýrudur, уэпi

[t -;оо - r(о))rl(о,оо):1, (6)

bttrada оо ilэ t -уэ пеzэtэп Furуе gечirmэsi zаmапl аlmап dayiqэn, о
ilэ isэ х -lэrа пэzэrап Furуе gечirmэsi zaman| altnan dэуiqэпlэr igаrэ
оluпur,

V(o,oo )= F |u(*1)I
rз:,

indi Furуе gevirmasini (5) kimi tэуiп olunan E(x,t) funksiyasrna tэtbiq
еdэk. Эччэlсэ qeyd olunmug l iigiin (r-э пэzаrэп) Furуе gечirmэsiпi
tэtЬiq еdэk. Веlэ gечirmэпiп паtiсэsiпdэ Г,|В(х,t)]:V(о,t) altntrsa,
dеmэli alrrrq ki:

V(o1)=0, /(0,
V(o,O)_1, t =0,

*,пG,r)-л(о) 
v(o,1):0,1 > 0.

Bu tэпliуi hэll еdаrэk alrrrq:

ll(o,t) tr(о)е

l<0,
l>0.

indi Ьurаdа t -уе пэzэrэп Furуе gevirmэsini tэtЬiq еdэk:
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со

V (о,оо ) = le'P(") 
е"ОО dt (7)

0

Оgэr Re Р(о)< 0 olarsa, onda bu inteqral adi mэпаdа yrýrlan olur
Onu hesabladrqda

v(о,,оо)=-"ъ
alrrrq. Вurаdап (6) ЬэrаЬэrliуi alrnrr. Эgэr )": Р(о) igаrэ еtsэk (7)-dэп

gжtr ki,Re2 < 0 olduqda V(o,to) analitik funksiya оlur:

V (о,оо ) = !е' 
1 

е"ОО dt .

0

Demali, эgэr bu inteqгal Re 2 < 0 iigiin ytýtltrsa, onda biitii" Р(о)
qiуmэtlэri iiqiin (6) ЬэrаЬэrliуi оdэпilir. Веlэliklэ, (2)-nin Furуе gevir-
mэsi й9йп (6) ЬэгаЬэrliуi dоýruduг, dеmэli (2) ЬэrаЬэrliуi da dоýrudur.

Demali, Д(х,r) {'r"rrrksiyast

hэllidir

ореrаtоruпuп fundamental
ах
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F э s i rB
пiгшквшsiдr por,iшoмUN FUNDAMENTAL

наr,r,iгqiш чдкrrёr TEoREMi ча QURULMASI
METODLARI

ý 1. sabit amsalh diferensial ореrаtоruп fundamental halli

Fundamental hэll anlayrgt xiisusi tёrэmэli diferensial ореrаtоrlапп
timumi пэzэriууэsiпdэ miihiim уеr tutur. Bu ci.ir hэllэriп varhgr чеrilэп
diГerensial tэпliklэriп hэllolunmasr tigtin аgаr rоluпu оупауr,Ъigэr tэ-
rэГdэп Ьu сйr hэllэriп tэtqiq olunmasr ёzii-ozltiyiindэ dэ elmi-riyazl mar-
aq kэsЬ edir.

Xiisusi tоrэmэli хэtti diferensial ореrаtоrlаrlп timumi пэzэriууэsi
э_SаSэп kе9эп эsriп sonunda tam пэzэriууэ kimi yekunlagmrq oldu.
Umumi пэzэriууэdа tiрэ aytrmadan чэ tэrtiЬi ,rrbbdudtaqdrimadan
diferensial tэnliklarin hэllэriпiп varltýt, хаssаlэri, yeganalik siпiflэri,
Kogi mэsаlэsiпiп hэlliпiп .varhýt, уеgапэliуi, sэrhэd mэsаlэsiпiп tэdqiqi
чэ s. mэsоlэlэr baxrlrr. Umumi пэzэriууаdэ klassik analizdэn Гэiqii
olaraq еlэ zэruri ча уа kafi gэrtlэr ахtапltr ki, bu gэrtlэr ёdэпildikdэ
baxrlan ореrаtоrlаr iigiin yuxartda sadalanan хаssэlэr doýru оlur.
klassik пэzэriууэ tipik ореrаtоrlаr sinfini ёуrэпir (mэsэlэп, 2-ci tэrtiь
elliptik ореrаtоrlаr).

Bu fasildэ sabit эmsаllr diferensial ореrаtоrlапп fundamental
hэllэriпiп varltýt, qurulmast, хаssэlэri, tэtьiqlэri sаhэsiпdэ son 50 ildэ
altnan Ьэzi elmi пэtiсэlэr gэrh olunur. Btittin bu рrоЬlеmlэriп hэll olun-
mastnda franstz riyaziyyatgrsr L.ývarsrn l950-1951-ci ildэ gapdan 9жап
<paylanmalar пэzэriууэsi> adlr iki kitabr fundamental rоl oynadr. Мэhz
опuп yaratdrýr timumilэgmiq funksiyalar пэzэriууэsi metodlart эsаsmdа
V.Malqranj, L.Erenprays, L.Ноrmапdеr, F.Тrеч, Q.Y.ýilov,
V.S.Vladimirov чэ digar gоrkэmli аlimlэr xйsusi tоrэmэli diferensial tэп-
liklэriп keyfiyyat пэzэriууэsiпdэ bёyiik паiliууэtlэr эldэ etmig oldular.
Bu паiliууэtlэrdэп эп часiьlэriпdэп olan fundamental hэlliп varhýt,
onun taprlmasr metodlart, tаtЬiqlэri sаhаsiпdэ gоrkэmli пэtiсэlэr
alrnmrgdrr.

Bu fэsildэ эsаsэп fundamental hэlliп varhýt, опuп qurulmast
mеtоdlап,хаssэlэri чэ s. 9эrh olunur.

t. Z(Л) -hэllэr fэzаst чэ Ьэzi хаssэlэri.Тutаq ki, sabit amsallr
diferepnsial tэпlik verilir:
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{*)" =,-Z.!roou =,Eook'knffi =О (1)

(Ol = kl, + .-.+ kn,x с Rп, u . о')
мэlumdur ki, п:1 olduqda (1) tэпliуiпiп D' гэzаsmdа hаllэri

уаirпtz klassik (adi) hэllэrdir, ciddi timumilэgmig funksiya olan hэll уох-
dur. и > 1olduqda чэziууэt dэуigir, hэllаr igэrisiпdа ciddi (adi funksiya
olmayan) timumilэqmig funksiya olan hэllэr da

Мэsэlэп, п=2 olduqda D' fэzastnda
а Х|, 0 tanliyinin

0",
hэllэri arastnda 

'(r, 
) Dirak funksiyasr da var, burada d(х, ) b.t.

tэуiп edilir : V cp(xr,rr).D(R') uoun

(r(r, ),р("r,r, )) = lчQr,OУх|

Onda alrrrq

аб
"r)

Ор(r,,0)aQ),P\=-|,
O\l J,а) = 0

со

-р _со

0", 0",

уэпi D' fэzаsrпdа

9atxz)= 0
0",

оlur, lakin 6("r) isэ adi funksiya deyil.

(1) tэпliуiпiп D' fэzаstпdа btittin hэllэri goxluýunu r (Р) ilэ igаrэ

еdэk. P-xэtti ореrаtоr olduýunda" r (Л) goxluýu D' fэzastnrn alt

fэzаst оlur. l (P)-xatti fэzаdrr, Bundan аlачэ onun agaýrdakr хаssэlэriпi
qeyd еdэk:

r0. r (Л) qapalr goxluqdur, yani эgэr Рuч = 0 чэ u, Зu, v -) ф

isэ onda Р(")=limРи" = Q.

зз2
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20. u € g (Р) vэ f cD'-finit funksionaldtгsa, onda

J' * u с Z (л) olur, giinki Рu =0 olduqda;
p(f*u)=f*pu=f*0=0.

30. u. r (P)olduqda Y.r (Р)
oXi

Doýrudan ОлР- а{(") 
* u. L (р),0", 0r,

d6("T)
giinki - л"-fiпitdiг .

oXi

40. Нэr bir u с L (Л) brrri bu tэnliyin sonsuz diferensiallanan

hэllэriпdэп iЬаrэt miiоууэп ardrcrllrýrn D'-dэ limitinэ ЬэrаЬэrdiг. DoE-
rudan da, tutaq ki, ,fu(")-ronru, diferensiallanan d -vari ardrcrllrqdrr,

уэпi 
D,

f, За(") v + ф, f,(") е С*(*")

D, D'
onda f"(r)*u+11,v -+ф) giinki f"-+6 olduýundan

.fu * Q -+ 6 * р _ р
оlur. Dеmэli у -+ со olduqda

(f" * u,Q) = (u,.f, * р) - (u,p),

уэпi D'-dэ

f,(*)*u+u,
Ham dэ

,(!)u, *u)= l" - r(!]u - fu *0 _0,
\ох ) \ох )

уопi fu* и biiktilmasi (1) tэпliуiпiп hэllidiг че .fu * чЗu, v + ф

50.Sonlu sinqulyarlrq tэrtiЬiпо malik olan hаr bir чсr(Л) Ьэrri

hэmiп tanliyin adi hэllэriпiп tёrэmэlэriпiп sonlu сэmi kimi altntr. DoE-
rudап da, mэlumdur ki, d(х) Ь.tэ yazrla bilir:
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а(") _ |Dk alo (")
Irl<p

burada ao(r)-rorrlu tэrtiЬdэп qr tсirэmэsi olan u, |х| >aolduqda 0-а

ЬэrаЬэr olan adi funksiyalardrr. Onda ixtiyari u с L (Л) b.ttl"i Ьеlэ
yazmaq olar:

1,1:1,1* d: ZOo (u * ао$)),
lъ|<р

эgэr s(u)-ц olursa,onda u*а)ь(r) rudrrinin sinqulyarlrq tartibi
17n-qo|ar. q-kаГt qэdэr Ьёуйk olduqda m-qэdэdi qabaqcadan
чеrilэп эdэddэп kigik olar.

В0. L(Л)- brrrrr goxluýunda sinqulyarlrq tэrtiЬi s(и)=оо оlап
и hэlli dэ чаr. Мэsэlэп, sinqulyarlrq tartibi sosuz olan

u(*r,"r)=faq 6(Х, - q)

а=0 0"|

tigtin } = 0 tэnliyi doýrudur. Dеmэli s(и): *.
oxl

2.Puasson diistuгuпuп iimumila;masi. Tutaq ki, sabit эmsаlh

{*) 
polinomu verilir. Эgэr еlэ Л(")е D' ilmumilэgmig funksiyasr

чаrsа ki, D' fэzаstпdа

д(")= d(r) (1)

olur, onda Д(") Р(Л) diГerensial ореrаtоruпuп fundamental hэlli

(funksiyasr) adlanrr. Мэsэlэп, ЛП fэzasrnda А Laplas operatorunun
fundamental hэllэri Ьеlэdir:

Д(")= br-J-,
Е(х)=-*лh, п:2.
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Sопrа isbat еdэсэуik ki, hэr Ьir 
"l.'9) 

diferensial ореrаtоruпuп
[0"/

fundamental hэlli vаr чэ onun konstruktiv qurulmasr iisullarr чаrdtr
(Нёrmапdеr pillakэni).

мэlumdur ki, А operatorunun (2) fundamental hэllэri чаsitэsilэ
Laplas tanliyinin mtiэууэп G oblastr dахiliпdэ verilan hэllэriпi hэmiп
hэllаriп G -nin sэrhэdiпdэki qiуmэtlэri чаsitэsilэ inteqral gcistэriligi
qэkliпdа yazmaq оlur (Puasson dtisturu).

Analoji dtisturu ixtiyari

"[9], 
=о (з)

\.0"/

tanliyinin hэllэri tigiin dэ yazmaqmiimktindtir. Вuпuп ** 
"(*)

ореrаtоruпuп fundamental hэllэriпi bilmok laamdtr.
Таrif. G с. R" oblastrnda 

"(*).Л'(С) iimumilэgmig funksiyasr
чеrilir.

Y Q сЛ(G)tigti" agaýrdakr ЬэrаЬэrlik оdэпildikdэ

(r( +)",р\ = (",r( _9), \ = о
\ \ох) l \ \ 0х) l

и funksiyasr Prq]= 0 tanliyinin G -dэ hэlli adlanrr." [аrl 
- ------J

Tutaq ki, Д(") funksiyasr 
{*) 

ореrаtоruпuп Гundamental

hэllidir. Fэrz еdэk ki, Z(х)еС.o(Л'), О.'. О', х:0 пбqtэsiпiп
mi.iэууэп V эtrаfпd,ап kэпаrd а L(x)= 0 чэ srfirdan bagqa elo V с G
kigik эtrаfi чаr ki, orada Z(r)= 1 .

Lеmmа 1. G oblasttnda (3) tэпliуiпiп hэllinin iimumi gostэriliq
dtisturu Ьеlэ оlur:

u(x)={*}{' -o)El*u(x) (4)
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isbatr. Tutaq ki, Q с O(C).Onda alrrrq

Вuпu пэzэrэ aldrqda sonuncu ЬэrаЬэrlikdэп alrrrq kt, V ср с D(И) tigtin

({*) (ад)*,, а) : ("u- {*) ", а)

: ({*)u,o,-,) = ({*) ",ф)

Ьurаdа Ф: аЕ * Q еЛ(С) ýэrtэ gбrэ u(") 1r; tэпliуiпiп G oblastrn-

da hэllidir, onda V ф.О(G) tigtin

1"[q) \

\ \а" )u,ф)-0,

уэпi (4) di.isturu dоýrudur. Bu di.istur 
^ 

ореrаtоru tigi.in Puassonun

({*),(r - о)д] - u,,)= ({*)u -,,r) _

- ({*)t"rl - u,r): (d * u,p) - (u,Q),

{*) 
diferensial ореrа-mэlum inteqral gostэriligi dtisturunun timumi

toru halrnda analoqudur.
(4) dtisturundan gшап Ьэzi пэtiсэlэri qeyd еdэk

sэrhэddiпiп yaxrnlrýrnda
Ul =U2,

0 tэпliуiпiп adi ll1эц2 hэllэri G oblastrnrn

tist-tistэ di.igtirsэ, onda btittin oblastda

oblasttmn sar-

hэddiпiп уахm эtrаfiпdа srfra gечrilirsэ, onda G -dэ hэr уеrdэ и(х)= 0 .
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'а\30.Эgт PI+ | ореrаtоruпuп fundamental hэlli Д(r) х=0
\'0"/

nбqtasindan kэпаrdа sonsuz diferensiallanandrrsa, onda 
"[9]" 

= О
\а"/

tэпliуiпiп hэr Ьir hэlli dэ istэпilэп G oblastrnda sonsuz diferensiallanan
adi funksiya оlur.

/а\
oevd. Р( Ilu = 0 tэnlivinin btitiin hэllэri sonsuz diгerensiallanan

\0",/

adi funksiyalar olduqa" 
{*) 

ореrаtоru hipoelliptik ореrаtоr adlanrr.

Hipoelliptik ореrаtоruп hэr Ьir fundamental hэlli koordinat bag-
larrýrcrndan kэпаrdа sonsuz diferensiallanan funksiya olur. Маsэlап,
Laplas operatoru чэ опuп iterasiyalarr hipoelliptik operatordur.

3.Diferensial tanliyin iimumilagmig helli. Tutaq ki, m tэrtibli
diI'erensial polinom verilir:

L(x,D): ZooG)O" , оа €a* (^")

lоl<.
Хэtti diferensial tэпliуэ baxaq:

L(x,D\,t = ZooQ)o"u(r)_ /(") .f . D'. (1)

l"l<.
Tutaq kt, u cD' timumilэgmig funksiyasl G oblastrnda (1) tэnliyinin
hэllidir, уэпi Vp с Л(G) tigtin

(r(х,о)u,Q) = (f ,е) . Q)
(2) ЬэrаЬэrliуiпi бdэуэп u с D' timumilэqmig funksiyasr (1) tэпliуiпiп
iimumilэgmig hэlli adlanrr. (2) ЬэrаЬэrliуi Ьеlэ Ьir ЬэrаЬэrliуэ
ekvivalentdir: \

(u,t (",De) : (f ,Q), rр с o(G),
burada

t (x,D\p= Ё(- t)"l(х)л" (о.р) . (з)

|"l=o 
зз,|



Doýrudan da, , t

(t(x, о)u,е) = (' а о Do 1,1,r) =' (а 
" 
D" ч,е) =' (о" u . о 

"r) =
\/

: I (- t)"| (u, о" (о 
"р)): (",' (- t)'|л' r".r\ : (u, Ё (х, О\р) .

Gёriindiiyii kimi hаr bir klassik hэll hэm dэ timumilэgmig halldir.
Tarsi dоýru deyil. Вэs пэ zаmап timumilэgmig hall hom dэ klassik hall
оlаr?

Lеmmа 2. Tutaq ki, u cD' (1) tэпliуiпiп iimumilэqmiq hэllidir чэ

u сСm(С). Эg., f сС(С) olarsa, опdа u hэlli (l)-in G oblastrnda
hэm dэ klassik hэlli оlur.

Doýrudan da, l,t еС- (G) oldugu tigiin и Гunksiyasln\n mtэrtiЬэ
qэdаr biittin tоrэmэlэri (hэm timumilэqmig, hэm dэ klassik mэпаdа) tist-

iistэ diigiir. u сС* (С) u. G oblastrnda u (I) tэnliyinin hэlli olduýu

tigtin [Z(r ,D)u(x)- /(")] fэrqi G -dэ kэsilmaz funksiya оlur. Onda

(r(",D)"-f,a)_0
olmastndan 9жlr ki, G oblastrnda adi mэпаdа L(x,D)u- f(x)=O
olur, уэпi и funksiyasr klassik mэпаdа (1) tэnliyini ёdэуir.

4. Sabit amsalh diferensial ореrаtогuп fundamental hallari. Sabit
эmsаllr diferensial ореrаtоr verilir:

m

(1)

|о|:о

Tutaq ki, Д fundamental hэlldir:

r(о)в - '(") Q)

Е уеgапэ оlmur, эgэr Р(D)До :0 isэ, onda Е + Ео сэmi do funda-
mental hэll оlur:

л(л)(л + Ео)- л(л)л + r(о)во _ r(о)в - 6(")
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Lemma 3. Е c,S' timumilэ9mig Гunksiyasrnrn P(D) ореrаtоruпuп
fundamental hэlli olmast tigi.in zэruri чэ kafi gэrt опuп Furуе gечirmэsi-
Л[Д(")] - Е(С)с ý' iimumilэqmig Гunksiyasrnrn

r(- i6)E(E)_ 1 tзl
сэЬri tэnliyini оdэmэsi qarti оlur.

isbatr. Tutaq ki, Е с ,S' Р(D) ореrаtоruпuп fundamental hэllidir.
Furуе gечirmэsiпi (2) ЬэrаЬэrliуiпэ tэtЬiq etdikdэ ahrrq:

r|r(о)в]_ л[а]_ t (4)

Lakin

t - r|r(о)д]_.[Z o"D, E1= I о.rfо" Bf-

_ I о"(- iф" r|в]- р(- i€).E(€) (5)

Тэrsiпэ, Е(с) (3) tэnliyini оdэуirsэ, onda tэrs Furуе gечirmэsiпi (а)-э
tэtbiq edib, (5)-i пэzэrэ alsaq, onda (2) altnar.

Natica. р(л) diГerensial polinomunun ,S' fэzastndan olan
П(")с,S' fundamental hэlliпiп qurulmast hэmiп ,S' fэzastnda Ьеlэ bir
сэЬri tэnliyin hэll olunmastna gэtirilir:

r(Е)х _t . (6)
Оgэr

N р = {6 :л(6)= о}

igаrэ еtsэk, (6)-dan gсirtiпiir ki, Nо яoxluEundan kэпаrdа (9) tэпliуiпiп
hэlli

х
1

рG)
olrtr. Dеmэri, P(f)* 0 olduq аа Е(ф=Й c,S' чэ
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olur. Эgэr No+a olarsa, уэпi р(6)=0 ola Ьilэrsэ, onda (9)

tэпliуiпiп hэlli уеgапэ оlmur.
Мэsэlэп, €Х=1 tэпliуiпdэ €=0 ola bilir, Вu tэnliyin,S'

fэzastnda tig dэпэ hallini yazmaq оlаr:

'^l 
{+iO'--' €-i0' ' €

Bu hэllаriп Гэrqi 6(х) funksiyasrnt чеrir.

Веlаliklэ, .*. 
й-lokal 

inteqrallanan funksiyadtrsa, onda onun

yaratdrýr funksional ,S fэzasrnda funksional olur чэ hэm dэ (3) tэп-

liyinin hэlli оlur. эg., ;} - RП -dэ lokal inteqrallanan dеуilsэ, onda
р\€)

,S fэzаsrпdа (6) tэпliуiпiп hэlliпiп qurulmasr рrоЬlеmi gэtiпlэqir.

нёrmапdеr isbat etdi ki, ixtiyari Р(€) polinomu tigiin (6) tэпliуi_

nin ,S' fэzаstпdап olan hэlli var. Мэqhur <Нбrmапdеr рillэkэпi> meto-
du hэmiп hэlliп qurulmast yolunu gоstэrir.

5.Saý tarafli tanlik. л(л) ореrаtоruпu" д(х) fundamental hэlli

mэlum olduqda
р(о\,= f (") (1)

'-'[й]=uп,

tэпliуiпiп hallini qurmaq olur.Tutaq ki, Д -fundamental hэldir.

Теоrеm. Tutaq ki, _f с D' еlэdir ki, Д * _f cD' оlur. Onda (1)

tэnliyinin D' fэzastnda hэmigэ hэlli чаr чэ hamin hэll agaýrdakr diisturla
verilir: u:E*f . (2)

isbatr. Biikiilmэ di,isturunun diferensiallama qaydasrna эsаsэп
altnq:

r(O\B*,f)= |a"D"E*f :r(о)в*.f =6*f =f
|о|=-

Natica. u с D' уэ u * Е с D' оlursа, onda и hэlliпi Ьеlэ yazmaq
оlаr:

u=P(D\,l*E.
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ý 2. Хап-Вапах teoremi asasrnda fundamental hallin
tapllmasr

1.Fundamental hallin qurulmast bбyiik gэtiпliklэrlэ baýlrdrr. Onlarr
hiss еtmэk iigiin fоrmаl olaraq (riyazi dэqiqliуэ чаrmаdап) xtisusi

misallara baxaq. Dеуэk Kr, Л[;$)--tirvvr,, polinomdur.

р[l9lд _ а(") (1)
[ 0"/

tэnliyini hэll еtmэk istэуirik. Furуе gevirmэsini tэtbiq еtdikdэ

r(фЕ(ф=t, Е(с)=+
\J / 

р(€)

tэпliуiпi alrrrq. Demali

д(") : F -| [я(Е)] = .' 
[*-]

Эgэr Р({) -in Ьэqiqi kоklэri yoxdursa, (hэr уеrdэ Р(Е)* 0 isэ)

oodu =} -lokal inteqrallanan оlur, уэпi bu halda + е S' оlur.
р\€) р(€) - -

Веlэ olduqda isэ hom dэ Е(х)с ý' оlur. Dеmэli (1) tэпliуiпiп ,S'

fэzаsrпdа Л(r) hэlli чаr, уэпi "[r9) 
ореrаtоruпuп,S'-dэ

\. аr/
fulrdamental hэlli чаr. Lakin Р(В) poПnomu (€,,€r,...€,)
dэуigэпlэriпdэп astltdtr чэ onun 9ох mtirэkkэЬ tэЬiэtli stfirlar

goxobrazlrst ola Ьilэr. Веlэ haldarda + lokal inteqrallanan olmaz
Pl€)

чэ bu halda о ,S fэzasrnda funksional doýurmaya Ьilэr. Еlэ ola Ьilэr ki,

i а
лох

diferensial ореrаtоruпuп eyni fэzаdа Ьir пе9э fundamental

hэlli olsun.

Malqranj-Erenprays tеоrеmiпэ gёrэ RП -dэ hэr Ьir sabit эmsаllr
r(,О) diferensial polinomu iigйп еlэ Е е D' iimumilэgmig funksiyasr
чаг ki,

r(о)в = а
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olur. Teoremin isbatt gox gэtiп prosesdir. Furуе gечirmэsiпi tэtЬiq
еtmэklэ bu teoremin Нбrmапdеr isbatrnl az sonra чеrэсэуik.

tndi isэ Хап-Вапах tеоrеmiпэ эsаslапаrаq fundamental hэlli
tapmaýrn Ьir metodu ila tanrq olaq. Fikrimizi konkret bir misal iizarindэ

niimayig еtdirэk. 
"[r9] 

= l - Д operatorunun fundamental hэlliпi
\ а"/

hesablayaq. Furyе gevirmэsini tэtЬiq еtmаklэ

р(€) _| +|€|'

alrnq. r({)+ О olduýundan 
Й 

: (' * 14'I' lokal inteqrallanan

Banax teoremini tэtbiq еdэk. Вuпuп iigiin miiayyan gevirmalar еtmэk
lazrm gэlir.

Tutaq ki, Q. D(R'). OnCu

l(д,е)l 
_ le(o) < mа}|р(") = llell_ (-)

Lakin

еQ):Й !otcy-,ae

оlur. Dеmэli, о, S'-dэ requlyar funksional dоýurur. Bu halda, аgэr

Е(С): (r * И'I'iqаrэ еtsэk, onda Д(") = F-|E(g)]. ,S' оlаr чэ ham

а" r( i !]U : (r - Д)Д : 6(r) olar, gtinki:
\ 0r) '

л,К1 - д)д]= t * И')rИl= (, * El')a(E)= (, - И'I, * И'I' = l = F[6(х)].

Lakin Р(В) polinomunun stfn чаrsа, bu halda mаsэlэ gэtiпlэqir чэ

dеуilэп iisulla Д(r) taptlmasr mtirэkkэЬlэgir.

indi (1- А) ,ореrаtоru iigiin fundamental hэlliп taptlmastna Xan-

olduýundan, buradan alrrrq ki,

llell-
1

llиll., < lllll., = llл[е]l.,.- (zo)"

Onda (*) -Оап alrrrq
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le(o) <llиll, =llt - VrY цс'|+*l€l'I'll 
=

I
Rn

(,

[t-и'Ywе|
2

*l€l')-- . t,(n")l

о, !0 *l€l')-' о€.=
Rn

(m еlэ segilir ki,

.llt - vrrlle)ll
L2

Digэr tаrэfdэп

ok,,- Ц, eli= ( * lrl'Y ОG)
olduýundan, Plangerel tеоrеmiпэ gсirэ:

**( )

ll(

2 m
t*lEl Ф(€

il., 
=||t,-ol, ,G\l,,

Onda (* *)-aan аlшtr ki,

le(o) = ll0 - Ц' e(*\l,..

Belo 7 ореrаtоruпа baxaq: V Q cD tigtin

Т :(t - ь)- ,р - е(о)
уэпi 7 funksionaldш' о D fэzаr,.,,r, (1- 

^)- 
Q, Q с D|= Do - о

kimi alt fэzastnda tэуiп olunub. 7 L, normasr mэпаdа mэhdud funk-

sionaldrr. Qiinki, V r7 с Do iigiin (r - ОГ ,р, а. D)
alrrlq: (Т,р) = р(О) onda:

l(7,o)l: le(o)= "ll0 - ^)*lvl||,,=,llryll,,.
Хап-Вапах tеоrеmiпэ gёrэ 7 -nr btitiin L2 fэzаstпа хэtti-mэhdud
funksionala qэdэr davam etdirmak olar. Alrnan Гuпksiопа\ Т ilэ igаrэ
еdэl.:. Dеmэli, Т Lr-da хэtti-kэsilmэz funksionaldrr. Onda Riss

, 
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tеоrеmiпэ gбrэ, еlэ f (х)с L, чаr ki, llrll., = ll/ll., чэ hэm dэ

V rl.Do tigiin

(r,(, - 
^)- 

а) _е(0)

olduýu tigiin alrrrq ki,

р(0)= (т,ry) : IrGhG\ф= Jr(")(r-^)' рGW =

Rn Rn

= J(l-A)'-'l(r) (r-д)е(, V" =({r-лr-' r,(t-o)e). (* * *)

лп

Эgэr

(r-д)'-'т _Е
iqаrэ еtsэk, onda Д с лS' оlаr va dеmэli (* * *)-Сап

(д,(t - д)е) _ р(0) _ (6 ,Q),
уэпi

(t-д)д_6(")
веlэliklэ, В =(1- 

^)'7 
funksionalr (t - Д) iigtin fundamental hэll

оlur.

Natica. Эgэr (* *, *)-Са (r - Д)' f (")= Е gёtiirsэk, onda

(f . rr)
(в,,р) _ р(0) _ (6 ,Q),

yani

(t - д)' f (")_ 6(")
alarrq. Demali,

(t - д)' f("):6(r)
уэпi /(х)с Z, funksionalr (r - Д)' ореrаtоruп w Lr(,R')-Г.rurtпdап

olan fundamental hэlli оlur,
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ý3. Нбrmапdеr pillakani metodu.

Bu рагаqrаfdа gбstэrilir ki,

{*),',):а(,) 
(1)

tэnliyinin D' fэzastnda ixtiyari Р polinomu i.igiin hэmi;э hэlli чаr, уэпi
ixtiyari P(s)*0 polinomu tigtin (l) tэпliуiпi сidэуэп

Е е D'i.imumilэgmiq funksiyasl чаr. Miinasiblik хаtiriпэ (1) tэnliyini bu
gэkildэ yazaq:

Р[,9]д(")= 6(,) . (2)
\ dxl

I]ormal olaraq Furye gечirmэsiпi tэtbiq еtmэklэ Z' fэzasrnda Ьеlэ
tэnlik altntr:

P(s)л(s)= t . (з)

Эgэr isbat еdilsэ ki, bu tanliyin Z' fэzasrnda hэlli чаr, onda (l)
tэпliуiпiп D' fэzastnda hэlliпiп varhýrnr gоstэrmig olarrq. (3) tэnliyi Z'
fэzаstпdа Ьеlэ baqa diiqiiliir: V/(r) с Z irgt'rп

(рьlяь)оь): (r,/(,)) : lФ@)ао

со'

_со

Оgаr .ý=oolduqda Р(о)*0 olsa чэ biittin miistэчidэ hэr уеrdэ

lPb)) со > 0 оlursа, onda Е,ь) olaraq Ьеlэ funksionalr gёtiirэ

Ьilэrik:

(ЯЬlиЬ))= !ffia" (4)

Doýrudan da, Е(r) Ь" qayda ilэ tэуiп edildikdэ о, Z-da хэtti чэ

kasilmaz funksional оlur чэ hэm dэ alrrrq ki,

(рьрь)и(,) : (Е(,)лЬ)иЬ) ) = JЧР' :

= IoGYo : (|,ф),

Rn

уэпl
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Р(r)л("): t.
Lakin timumi halda Р(о)= 0 ola Ьilаr чэ (4)inteqralr daýrlan ola Ьilэr.

indi biz gоrэсэуik ki, P(or,o2,...,on) poНnomunda

аrqumепtlэrdэп Ьiriпэ (mэsэlэп or ) паzэrэп kompleks miistэчiуэ
kеgmаklэ hэmigэ еlэ Н goxobrazltslnl qurmaq olar ki, Н iizаriпdэ hэr

уеrdэ lРG)> с0 > 0 olar чэ bu halda ЕЬ) funksionalr (3) tэпliуiпiп
hэlli оlаr.

Оччэlсэ birёlgiilti hala baxaq. Bu halda kompleks mtistэчiуэ
kеgmэklэ .ý=o*io vэ о=с=сопst xэttini еlэ sеgmэk olar ki, о
хэtt P(s) polinomunun hэlli olan псiqtэdэп kеgmэsiп, уэпi d = с хэtti

iizэriпdэ P(o+io)*0.0nda E(s) Г.rrrKsionaltnt Ьеlэ tэуiп еtmэk

olar: V/(s)c Z tigtin

(яьli(,) = j тl+оф

Р(о + iT
о

Aqkardrr r<i, E(s) с Z' vэЬiz alrrrq

(РЬlЯЬ)о(") = (л(,)лЬ)и(,) )= 
j Р(о + iT

Р(о + it)
о +l

(-)

й О=
_со

со оо

: 
Io@ + tT)do : Io?)ao =(1,ф).

-со _оо

(Sonuncu kegid Kogi tеоrеmiпэ эsаsэп оlur, giinki ф.Z -analitik

funksiya оlur, |о| --> ф olduqda ] -run istэпilэп dэrасэsiпdэп daha
Iol

tez stfrа yaxrnlaqrr)

Umumi halda (, ' 1) bela edilir: Р(оr,...,о" ) polinomunda о, -э
пэzэrэп kompleks miistaviyэ kеgmэklэ еlэ Н goxobrazltstnt
(<Нёrmапdеr рillэkэпi>) qurmaq оlur ki, onun iizэгiпdэ hэr уеrdа

lPb)>c0 > 0 olur va Н чаsitэsilа qurulап Е(r). Z' funksionalr (3)

tэпliуiпiп hэlli оlur.
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Qeyd еdэk ki, m tэrtiЫi hоr bir

gakildэ yazmaq olur:

m-|

t=0

l
а
л
ох

polinomunu hоmigэ bu
{

{,*) ="Q*)'*r1_,r(,*
)t

,а)
0х, )

k
.а
0*n

Dеmэli polinom Ьеlэ оlur (,So k:1,2,...,п)

а+0

= Ор * lТрэ

р(') : at s| + I &Gr,...,r, )"f

Л(о) - Р(оrэ...эоп)= oor +
m-|

ZPo(or,...,on)ri
ft=0

Н рillэkэпi bela qurulur.

ЛП*l = {(or,or,...,on,", )} - (и + l)-orgiilti hэqiqi evklid fэzаst olsun.

Bu fэzаdа Н Нtirmапdеr рillэkэпi qururuq. Bunun tigtin (n _ t) olgtil{i

RП-1 - {O2,...,on} hэqiqi fэzastnt koordinat miistэчilэriпа раrаlеl olan
mtistэчilэr чаsitэsilэ Al,A2,..,,br,... hissэlэriпэ pargalaytnq, Ьеlэ ki,

hэr ktirэ daxilindэ sonlu sayda А, уеrlаяir чэ hаr А, hissэsi пе т| - rU)

sonlu qiуmэti uyýun qoyulur. Мэsэlэп, G,,А,, "|)-tigttiyii, 
<<eni>> А1,

hiindtirliiyti r| u, uzunluýu -оо< Tllф(sonsuz) olan parallelepiped
olur. Веlэ olduqda Н рillэkапi Ьеlэ bir goxobraz|tyadeyilir ki,

Н: {(о, ,о2э...эоп,т1), 1) - со < o,l < оо; D(or,...,o")c Ь,
olduqda

Tt _ T{j) j =I,2,... \

Sada halda R3 = (оr,оr, r, ) fэzasrnda

Н рillэkэпi gэkildэ gбstэrilir.
Biz gоstэrэсэуik ki, hэr Ьir P(s) polinomu
tigiin elo Н(Л) рillэkэпi qurmаq оlur ki,

Н tizэriпdэ hэr yerd. lPG)> lolr 0 оlur чэ biitiin r{') qiу-.tlэri eyni

bir со sabiti ilэ mэhdud orur, 
|r|')|S со.
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Нэlэlik fэrz еdэk ki, dеуilэп хаssэlэrэ malik оlап Н рillэkэпi qu-

ruluЬ. Onda E(s) Гu"r.sionalrnr Z fэzаsmdа Ьеlэ qururuq:

V/(r) с Z lgin(polinomda 1-ci агqumепtа gоrэ kompleks

mtistэчiуэ grxrrrq).

(;blo(,) = P(ot + iтl,о2,...,Оп
ф(оt + iT1,o2,...,on)

o1,...,dOn . (* *)

н
Bu inteqral yrýrlrr, gtinki Н iizэriпdэ lЛG) 2а>0 чэ

ф(о, * iT1,02,...'on) -analitik ГunksiYa olub, (|r|< со tigiin) |о|-+ *

olduqda т -уа пеzеrэп miiпtэzэm ola_ l
,uo 

й 
-nrn istэпilэп dэrэсэsiпdэп

tez stfra yaxtnlagtr. Аgkаrdrr Ki, E(s) с Z' .

Gоstэrэk ki, (*. *) dtisturu ilэ tэуiп olunan ЕЬ) tЗl tэnliyinin

hэllidir. Doýrudan da, V/(s) с Z iginalrrrq:

(pbl;b),/(,) =

= (Е(,),л(s)Р(s) -
Р(о, + iT,o2,...,o,

( о, + i тr, о 2,..., о n) dorr..., do n
о , + iTrro2r...ronн

= Io(
н

,don:,
j

ol * i тr, о2r..., о nP оrr..., do 
"

],
(Daxili inteqral sl = ol + i r, miistэчisiпdэ Tl - T{j) dй хэtti tizra

арапltr, Kogi diisturuna эsаsэп onun qiymatini dэуigmэdэп onu hэqiqi
эdэd охu i,izrэ inteqralla эчэz еtmэk olar. Onda alarrq)

It,,, ;;,ьо, {J'O 
, + iTlj) ,о2э",эо,hо о2,
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=rI,
]

= I1,,,

(o2,...,on|,b, IO@r,02-.-onMo, or...do n -,t
0о

_0о

,t Io@)ao,
у"

'2...don -
ф

_со

= Jр IOGr,o2,..'o nVor.'do n - (\Ф),

ьurаdап altntr ki,

Р(s)ЕЬ): t.
indi gёstэrэk ki, ixtiyari P(s)pofinomu tigtin hэmigа еlэ Н

рillэkэпi qurmaq оlаr ki, onun i,izэriпdэ lРG) } g > 0 olar. ýэrtэ gсirэ

m-|

Р(r) _ as| +' Po(rr)rf , а + О.

k=0

s, mi.istэчisiпdэ Ьutэпliуiп m denekёkiivar: ,i,r] ,...,S'.. Onda

р(,)-"Ь_,ib_,}) Ь_";) (***)

Tutaq ki, |r,l<** l. Bu zolaýrn епi 2и qаdэrdir. Bu zolaqda

т1= с di.iz xэttini еlэ sеgmэk оlаr ki, о hэr bir ,} kоkiiпdэп > 1

mэsаГэdа уеrlэ9эr. Onda (* * Х) mfinasibэtindan alrnrr ki

lpb)r l"|
polinomun kёklэri onun эmsаllаппdап kэsilmэz astltdш. onda

sonuncu mi,inasibэt btittin Н i.izэriпdэ dоýru olur.
Natica. VЛ(s) figfiпеlэ Е(r). Z' varki,

Pb)E(s)= t.
Dеmэli

"[,+'lд(,)= 
d(")

\ ох)
Bu паtiсэпi ilk dэfэ Маlqrапj ча ondan asrlr olmadan Еrепрrауs

isbat еtmiglэr.
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onun fundamental hэllidir. Onda Д(") funksionalmtn sinqulyarlrq

tэrtiЬi )|-m o|ar.

Taklif. Tutaq ki. 
"t'+l-,fi 

tэrtibli diferensial ореrаtоr, Д(")-
(a"J

' 
gl Е(х)= б olduqdaDoýrudan О". 

'[Ъr,

,[{*),(")] _,(d)-t

Digэr tэrэfdэп Vf .D' tigtin hэmigэ

,[{*)r] =,(7)+-

olur, gtinki эgэr

f : ZDr fo("),
1tl<p

isэ, Ьеlэ ki, foQ)-adi (kasilmэz) funksiyalardrr. Onda ,(/)< р оlur.
Aydrndrr ki,

af
0х ,p,+oofo$)j

olduqda

Bu qayda ilэ,

alrrrq. Веlэliklэ,

buradan

лS < р +|.
af
0х

,({*)/)= p+m_s(f)+m

r: s[л(*)r) <,(д) + m,
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ý 4. Qeyri-bircins tanliklar.
Bu раrаqrаfdа gёstэrilir ki,

p(,!)"G):.f 
(1)

\ ох)
tэпliуiпiп Vf е D' iigiln D' fэzаsrпdа hэlli чаr. В(") finit

funksional olduqda hэmiп hэlli Ьеlэ yazmaq olur:

u_Е(х)*f, (2)

.а
0х

ореrаtоruпuп fundamental hэllidir. ЭпЬurаdа Д(r)

timumi halda, эgаr f vэ Е heg biri finit dеуilsэ, hэlli (2) qэkliпdэ
,azmaqolmur. (2) diisturu bu halda mэпаSlz ola bilir. Furуе gечirmэsiпi
(1) -э tэtЬiq еdэrэk Z' Гэzаsпd,а

РG)иЬ)_ gb) r(,) _ g lPb) (з)

tэnliyini altrtq, burada g - Flf]c Z' .Fэrz еdэk ki, f -fiпit
гunksionaldrr. onda trv\= g(r) tam analitik funksiya olub hэqiqi
аdэd oxunda qi.ivvэt Гunksiyasr kimi аrtап funksiya оlur, Веlэ olduqda
(l}) tэпliуiпiп (2) dtisturuna uyýun olan И(s) hэili Ьеlэ alrnar:

r(r)_ E(r)g(r) , (4)

Ьurаdа Е(r) b.r, tэуiп olunur:

(Е,о) )do,s

н Р(,) (5)

Веlэ olduqda alrrrq ki,

(rr, ф)= (ЕG)*ь ), ф) = (Е, g о)= JчrоФ
Bu inteqral yrýrlrr u" Е с Z'. Dеmэli Д-l[ЯЬ)]= В(")с D' чэ
веlаliklэ f -finit olduqda (l) tэnliyinin hэlli чаr чэ hэll (2) Ьiikiilmэ

diisturu ilэ ifаdэ оluпur (f .D' -ixtiyari olduqda, isbat Ьах: п],
ý.sah.176).
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ý 5. Diferensial ореrаtоrчп fundamental halli.
Konstruktiv metod. (Тrеч.)

таrif. Tutaq ki, sabit эmsallr diferensial operator verilir:

лlаl

Р(Л) = |aoDo = 7,о,, "_ ^:-,|оl<р ,,=",-:_i,i!;."" а"7, а,?' (l)

Эgэr еlэ Е с D' iimumilэ9miq funksiyast varsa ki,

{*) 
д(,)=d(") (2)

оlur, onda Е Р ореrаtоruпuп fundamental hэlli adlanrr.

Fundamental hэlliп аhэmiууэti ondadrr ki, Е -mэlum olduqda,

mэsаlэп, Yf .Сff (R') ,onru, diГerensiallanan finit funksiyasr tigtin

prq) ll(x)= /(х) (з)'[a",J't\^i,-," \^,,

tэnliyinin hэlli hэmigэ чаr va hэmiп hэll
u(x) = д(r) - /(") (4)

Ьtikiilmэ di.isturu ilэ taprlrr. Ogar Д(x)-tirti finit Гunksional olarsa,

опdа f с D'-ixtiyari iimumilэgmig funksiya kimi gоtiiriilэ ьilэr чэ bu

halda уепэ dэ (3) tэпliуiпiп D' Гэzаsrпdа hэlli чаr va hэmiп hall (4)

diisturu чаsitэsilэ verilir. (4) dйsturu (3) tanliyinin hэlliпiп timumi qэkli

Vэ уа hэllin timumi gбstэrilig di.isturu adlantr. Biiktilmэ эmэliууаtr fэs-

liпdэ (4) diisturunun miiхtэlif varlrq qэrtlэri aragdrrrlmrgdrr. Эп 9ох
praktiki gэrt ondan iЬаrэtdir ki, Д ча/-dэп hэr hanst biri finit olduq-

da чэ yaxud onlann daqtytctst goxluqlarr eyni tэrэfdэп mэhdud olduýu

halda hэmigа Е * _f biikiilma diisturu чаr чэ о, D' fэzаstпа daxildir.

Biz уuхапdа gordtik ki, l = А ореrаtоru tigtin

1l

а
л
ох

д(,) 4пr
funksiyasr fundamental halldir (n = 3).

Веlэ olduqda Ьu: lГ tanliyinin hэlli
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u=- | *f (-)
4Tr' J

gаkliпdэ yaz/rп. f -finitfunksiya oldaqda (*) ЬэПiпi adi Puasson inteq-
rаlr kimi yazmaq оlur:

u(x):_+tГlf#
Fundamental hэllэriп qurulmast 9ох сэtiпliklэrlэ baýlrdrr. Bu

gэtiпliklэri hiss еtmэk tigiin baqqa bir misala baxaq. Нэlэlik formal
hэrэkэt еdэk. Belaliklэ biz

,[',9l Е(х)= 6( 0х,,
drferensial tanliyini hэll еtmэk istэyirik. Нэr iki tаrэГэ Furyе gечirmэsiпi
totbiq еdэk. Onda аlаrrq: (о эчэziпdэ уепэ х yazrrrq):

p(ix)E :| Е _-:_) u - Р(,i)
Demali

д(,) :F-|[я(ЕЛ=.,[Й]

Оgэr Р(ri) polinomunun hэqiqi kokii yoxdursa, onda Furуе

gечiгmэsiпi лS'(Л" ) f.rurr.rdu tatbiq еtmэklэ Д(") funksiyasrnr tapmaq

оlаr. Lakin Л(а) -(rr,"r,...,xn) dэуigапlэriпdэп asrlr polinom kimi

miiхtэlif srfirlara malik оlа Ьilэr. Bu halda -l funksiyasr lokal inteq-
P(ix)

rаllапап deyil, опа gоrэ dэ 
фrt")rЬ 

-augrran inteqral оlur чоD'

-dэ funksional эmаlэ gatirmir. (mэsэlэп, и = 1 olduqOa, P(lx)- 1)
х

Теоrеm. (Маlqrап!-Еrепрrауs-Нбrmапdеr). Sabit эmsаlh xiisusi t6-

rаmэli hэr Ьir Р(Р) difererlsial ореrаtоru tigiin ela Д(").D'(Л")
i.imtimilэgmi9 funksiyast var ki,

"[,9] 
д("):d(").

[ 0",/
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Bu teoremi ilk dэfэ 1953-cii ildэ V.Маlqrапj isbat etmiqdir. Onun-
1а ЬэrаЬэr, asth olmadan, bu teoremi l954-cii ildэ L.Еrепрrауs isbat et-
migdir. Вu teoremi ham dэ Нбrmапdеr (l955) Ноrmапdеr рillэkэпi me-
todu ilэ isbat etmigdir.

Fundamental hэlliп iimumi taprlma metodu ilэ yanaýl bazi
konstruktiv yollar da чаrdtr ki, опlаr xiisusi diferensial роliпоmlаr sinfi
tigiin daha эlverigli оlur. Bu metodlardan Ьэzilэri ilэ tanrg olmaq maraqlr
olur.

Tutaq ki, D -ЛП-dэ mtiэууап diferensial polinomdur (mэsэlэп,

D = |a"Do ), aV) isэ z -dэп astlt bagqa polinomdur. Onda
|оl<р

О(О)R'-dэ polinom оlаr. Onda

QQ)-'- 

''r,о('- 

Л)-О (1)
(ь,l)

(burada Ё>0 -tam эdэdlэr, )"сС -kompleks эdэddir).Аgkаrdrr ki,

с2* эmsallartntn yalntz sonlu saydast O-dan fэrqli ollr. с^,о #0 о1-

duqda aQ) polinomu (r - 1)О ifаdэsiпэ boliintir, Ьеlэ ki,

aQ): QLъQ)Q _ ),)О 
,

buradan

о(о)= Qл,ъ(о)(д - ).)О (-)

olur. Onda (1) tэпliуiпiп hэr tэrэfiпi QQ)-"vursaq

| =Z, л,оQл,о(r),

чэ yaxud

|:Z, л.оQл,о(D),

alarlq.
Tutaq ki, Д с D'-ixtiyari timumilэgmig funksiyadrr..

Е л,о : Qл*(О)В
igаrэ еdэk. Onda (2)-dэп altnq:

(2)
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Е -|, л,оЕ r,о

Lemma. Е с D'iimumilgmimg Гunksiyasr a(D
fundamental hэlli уаlпlz чэ yalnrz о zaman оlur ki, Е
yur, (D - 1)r operatorunun fundamental hэlli olsun.

Doýrudan da, (*.) паzэrэ alrndrqda,

(3)

) polinomunun

л,t € D' funksi-

t,,x, с R

(D - 1)О Еr,о(о - 1)О Qл,о(о)а = Qs.t(лХд - ).)О в - 9(о)в
вurаdап lemmantn isbatr altntr.
Natica. Daha miirэkkэь о(о) polinomu tigtin Гundamental hэlliп

taprlmast пisЬэtэп еlеmепtаr olan (D - ),)о ореrаtоruпuп fundamental
hэllinin taptlmastna gэtirilir.

Веlэ Ьir Гunksiya daxil еdэk:

2xiE(x,t) _ 1
п

2 i=l
Z,?

Н-(/) ilэ RП-dэ ёlgiilэп еlэ f(r) funksiyalarr goxluýunu igаrэ
еdэk ki, B(x,t)f(x).L, olsun. H-(l) хэtti Гэzа оlur. Н-(/)
fэzastnda skalyar hasil daxil edilir:

(f ,g)*,, - lr'Q,*)1Q)iF|x
H-(l)- dэ погmа:

|fl:,,- IE'Q,")f (")' о".

Onda Н- Q)-H;rbert fэzаst olur. Qeyd еdэk ki, D с Н* (r) u, Л
bu Гэzаdа srx goxluqdur. Analoji qaydada H_(r) г.ruы daxil edilir:
Тэrifэ gёrэ, H-(r) г.rur, оlgiilэп era /(r) funksiyalarr goxluýudur ki,

B-l (t,x)f(x)c Z, olur.
Bu fэzаdа skalyar hasil:
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(.f ,g)_,, - !ч-'(,,r)/(")i7y,
Nогmа:

|fll'_,, - [r-'(t,*\f ("\' а*.

Qeyd еdэk ki,

л-l(",r)-.-о[- :L"?,? lL "i=| ]

Lemma 1. (Ьах.J.Тrеч.,sэh.20). Tutaq ki, t|,...,tn hэqiqi эdэdlэri 0-

dan fэrqlidirlэr. onda ixtiyari g("). Н_(/) iigiin еlэ / е H_(r) чаr

ki, D' fэzаst mэпаdа
p(D)"f - s

olur. (Dеmэli bu tэпliуiп H_(r)-C, hэlli var).

Lemma 2. у эdэdi 4ч)п* 1 miiпаsiьэtiпi ёdэуэп эп kigik tam

эdэd olsun. Onda еlэ Л(х) . Lr@")rrаr Ki, D' fэzаsrпdа

(t-д)'F-r(") . (4)

(Dеmэli (r - д)' ореrаtоruп лп Lr(Л') Г.rusmdап olan funda-

mental hэlli чаr).

isbatl. Л(") оlаrаq еlэ Л(r) . rr(П') ,.9rК ki, onun Furуе

gevirmэsi (' * El'f 
' о'rrr.,,

FtF(,)]: (, * l€|') (5)

ч > | olduýundan (' * El'|' . 
'r(^" 

) onda hаm dэ

л(r) . rr(П') otu, (Рlапgеrеl teoremi). Вurаdа Furуе gечiгmэsi adi

mэпаdа Ьахtltr:
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о@= r|срQ)l_ IеQ)гt"€ dx

Rn
Onda (2) эsasrnda alrrrq ki,

.[6 - 
^)" 

л']: (r*lсl')-".t (")]= (, *Ёr)" (,- Е|
2 -v

1

Buradan, tэrs Furye gечirmэsiпi tэtbiq еtsэk,

0-д)" F_6(x)
alarrq.

Теоrеm. Нэr Ьir diferensial polinomun gl azl Ьir dэпэ fundamental
hэlli чаr.

isbatl. Tutaq ki, Л(r) . rr(П")-t.--u 2-de sеgilэп Л(")
funksiyasrdш, yani

r[л(х)]- (,* l€l')-'
Aydrndrr ki, L2k')- Н_(r) sж goxluq эmэlэ gэtiгiг. Le--a 1-а

эsаsэп еlэ 4.H_(r) чаr ki, r(О)Гr._Р оlur. Вчrаdа indi

В _(1- 
^)" 

Лi gotiirak. Onda lemma 2-уэ gбrэ,

р(л) в -(|- 
^)' 

r(о)r, _ (1 - 
^r 

л_ 6(").
Demali Д - (1- 

^)" 
F|, F| - H_(l) Р(Л) iigiin fundamental

hэll оlur.
Qeyd. Вu fundamental hэlliп Ьir пеgэ xassэsi qurma рriпsiрiпdэп

darhal aydrn olur. Мэsэlэп,

|"| -+ * olduqda Д 9ох da ytiksэk siirэtlэ аrtmtr. Qiinki

4.H_(r) olduqda 4(") funksiyasr 
"|*|' 

-duпtеzаrtmш.Dеmэli, Д

4 -ir mtiаууэп tэrtiЬ tоrэmаlэri cami kimi almtr,

ý б. EПiptik tanliklarin fundamental hаllагi.
Tutaq ki, 2m tэrtibli sabit эmsallr Z diferensial ореrаtоru

чегilir. Onun baq hissэsini (ancaq 2m tertlb|i tёrэmэlэrdэп iЬаrэt olun

hissэ) Lo ila iqаrэ еdэk. .Lo-rn ifаdэsiпdэ + tсirэmэlэriпi a)j
0*,
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эdэdlэrilэ эчэz еtdikdэ аlmап Lo(rr,...,on) gохhэdlisi al+0 olduqda

Lo@)# 0 olursa, onda Z elliptik ореrаtоr adlanrr. Bu раrаqrаfdа
z(л)л(х)= d(") (l)

tэnliyini оdэуэп Д(") axtanhr. Вuпuп tigi.in Ьеlэ edirik:
1) Эччэlсэ (1)-dэ saý tэrэfi

Фч.)_
2rl

"",(+)
funksiyasr ilэ эчэz edirik

L(л},(,) =ФQ.)
2) ФQ,) funksiyasrnt sаdэ dalýalara ауrпrlаr:

(2)

olan tэnliyi hэll еdirlэr

)"ofl| + ...+ (Dпхп

l
Iko,r, +...+ оJпхпl'аo, (3)o(r)=

Q,rn I I+1 о
2

и-I

{
3) Sаё tаrэГt |оrr, + ... + anxn|

Dеуilэп sxem iizrэ, эgэr

)"

,I а
V

0

OXl OXn а"оТгt+)
(4)

tanliyinin И hэlliпi tapsaq, bu hэll ancaq € : o{t +... + onxn сэmiп-

dэп astlt funksiya olar va Ьеlэ olduqda (3) tэпliуiпiп hэlliпi Ьеlэ yaz-
maq olar:

dal

Bu yolla (4) tэnliyinin hэll edilmэsi igi adi diferensial tэnliyin hэll

olunmastna gэtirilmiq olur,gtinki 
u(6)= v@{t + ", + 'n'n)

u("r,...,"n)= [(rr*r+ ... + onxn)
а
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funksiyasrnda

yazdrqda 2m tэrtlЫi adi diГerensial tэпlik alrntr:

[,, Ё,.,."Ёj 
yе)=

olur, onda Tl(6)-"i (а)-dэ уеriпэ

L lEl"
(5)

п-1

{lп z Г }"+1

2п

Bu tэпliуiп saý tэrэfi ý ve ),-dan asrlr funksiyadrr, sol tэrэf isэ
a)1,...,a)n эdэdlэriпdэп asrhdtr. Dеmэli, rr(е) hэll эsliпdэ al,{,)" do-

уigэпlэriпdэп asrlr оlur. Опа gбrэ |r(€) hэПiпi Тrr(€,Л) ilэ igara edirik.
Fэrz еdэk ki, G(€,7) 11 tэntiyinin fundamental hэllidir, уэпi

.I аа01T; r...rOn -*о€ oq
с(€,л)= а(€)

Onda (5)-in hэlli Ьеlэ оlаr:

rl.(6,л") -
1

Io(c - *)|"|' а"
(6)

со

а"оТг(+)
Onda

(1)

Buradan Гundamental hэlli almaq iigiin (6) чэ (7)-dэ )" = -п g<itiir-
mэk laamdrr. Dеmэli,

Е = u(хr,...,хп): ln.(rr", + ... + onxn - n)aal (8)
а

ахtапlап fundamental hэll olur.
Мэsэlэп, tutaq ki, и -tэk эdэddir. Bu halda

|"|^

,(+)

-ф

оlur. Onda (6)-dan alrrrq

l 
^___n:.5(,-t)lx)
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Веlэliklэ, п -tek olduqda (1) tanliyinin fundamental hэlli bu qэkildэ

чеrilir:

u(",э...эхп):, ! {h(6,co)aco (10)

av9

ьurаdа о{|+...+(t)пхп, G(€,а) isэ 
"[r, +,..-,r,ft) "о'

а€

diferensial ореrаtогuпuп fundamental hэllidir.
Xiisusi halda tutaq ki, чеrilэп ореrаtоr L = Lo -ancaq Ьаq

hissэdэп iЬаrэtdir. Bu halda (5) tэпliуi Ьеlэ alrntr:

Iбl
2

а"-| c(6,al)
Vr(6,-п)= с п-I

L(rlэ...эап)rQ*)161=

rQ-)G):

а"оТгt+)

(9)

dеmэli,

т.(€)=

burada

lвl'

,-..rOп )

2m tэrtibli adi diferensial tэпlik аlmtr. Вurаdап l'(С) tapmaq tigiin

saý tэrэfi 2m dеfэ inteqrallamaq lazrm gэlir. Onda alrnq:

а"оТг(Т)U^

о"оТr(Т).' ,"1,''on)

l;)"+2m
+ Q i.(€

(l, + t\'(l + 2m) '

1

2m-2k

o^G)=Z
со

з60

k=| (zb -t 2m-ZЪJQ+2k)



Веlэliklэ, bircins elliptik tanliyin

аа 211L

hэlli Ьеlэ dtisturla taptltr:

oXt oXn "= 

"ftr1

u(rr,...,"n)=

j ),+2m

х
1 +Ql Z'o*o

= Nп olduqda

а,оТгt+) (л +t)...(л + 2m)

dal

L(or,...,o,)
Burada )" - -п olduqda 2m tэrtiЬli bircins elliptik tэпliуiп

гundamental hэlli altntr.
Xi.isusi halda, п -tek эdэd olduqda

).+2m

u(*r,...,",)

l 
^=_n- 

g5fu-z--')(").

n2 n2оо

--L 

-L-
nl...,1

лLлLох| охп

|€l

,(+)
Qeyd. Gбstэrmэk olar ki, (bax.Q.-ý. 1, sэh.290) х+0 olduqda

аlmап fundamental hаllэr analitik funksiyalardrr чэ х = 0 пёqtэsi эtrа-
finda isэ aqaýrdakr kimi asimrtotik ЬэrаЬэrsizliklэrlэ хаrаktеrizэ olu-
пurlаr:

0(r"-n), и - taKdir va yaxud n - ctitdйr va 2m < n

0("'--'lnr), п - ctitdiir уо2m) п

):I
аа

Мэsэlэп а )"'r аОХ| ОХп

m

збl

|оr", + ...+ а)пхп



Lo(rr,...,on)--

tal hэllэr bunlardrr

, а) = 1 (о i.izэriпdэ) olduqda fundamen-

m

2

cr
crr'--" |пr,

2m<п,

2m) п, п - ciitdiir

2m-п

Д(")=
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F э S i r, _g

vARIMFэzADA пiгшквгqsiдr, тагqr,iкLоR UсЁrч
KORREKT MЭSЭLЭLaR

ý1. Yarrmfazada kоrrеkt sarhad masalalari.

Masalanin qoyulugu

umumilэgmig funksiyalar пэzэriууэsiпiп yaranmasr ilэ xtisusi tоrа-
mэli diferensial tапliklэriп timumi поzэriууэsi ёziini.in inki9af zirчэsiпэ
gatmrq oldu. Вu пэzэriууэdэ tэnliyin tiрiпэ mэhdudiууэt qoymAdan
lrэlliп хаssэlэri, asimptotik vэziyyati, varlrq чэ уеgапэlik siniflbri, Гuпdа-
rnental hэlliп varlrýr teoremi, onun qurulma metodlaп, sonsuz oblastda
korrekt sэrhэd mэsэlэlэriп qoyulmasr чэ bagqa рrоЬlеmlэr оуrэпilir.

Bu fЭsildэ xtisusi tсirэmэli diferensial tэпliklэr iigtin yarrmfezada,
1-- -fэzаdа, sonsuz yarrmzolaqda чэ s. kimi sonsuz oblastlarda mtimki,in
4
kоrrеkt mэsэlэlэr t!уrэпilir. Bu sаhэdэ altnan пэtiсэlэr Q.Y.ýilova va о-
nun tаlэьэlэriпэ mэхsusdur.

вэzi пэtiсэlэr (гэsil 10) bu kitabrn mi,iэllifina mэхsusdur чэ burada
ilk dэfэdir ki, 9ар оluпur. Вurаdаса qeyd еtmэk miiоlliГэ xogdur ki,
Moskva Dочlэt universitetinin ргоfеssоru, dtinya gohratli riyaziyyatgl
alim Qeorqiy yevqenyevig ýilov bu sэtrlэriп miiэllifinin Moskva Dёчlэt
lJniversitetindэ aspiranturada elmi rэhЬэri olmugdur.

l.Masalanin qоучlugu . G -(r. Л',r > 0) -oblastlnd а t -уэпэzэrэп
ytiksak tбrэmэуэ gёrэ hэll edilmiq xi.isusi tсirаmэli sabit omsallr Ьir
diferensial tэпliуэ baxaq:

O-u(x,t) m-|

Zц
k=0 [,*)

(Xrt )
kа u

0t- Otk
(1)

Burada Po(s)-maksimal dэrэсэlаri р olaпsabit эmsallr polinomlardrr
Аdэtап чеrilэп tэпliуэ l = 0 olduqda baglanýrc qэrtlэri qogulur:

О*-|u(х,0"'' 
Ot'-I

ча t ) m olduqda hэlliп аrtmа siirэti tizэriпэ miiэууэп mэhdudiууэtlэr
qoyulur. Btitiin bu kimi gаrtlэr birlikdэ (1) tэnliyi tigiin sэrhэd mаsэlэsi

збз

u(x,o)= uo(x), ЧР = ut(x), = u*l(x) Q)



эmоlэ gэtirir. Еlэ dэ оlur ki, hэlliп miiэууэп (iimumilэgmig) funksiyalar
siпfiпdэп olmast tэlэЬi qoyulur.

тэrifэ gоrэ, qoyulan sэrhэd mэsэlэsi mtiэууэп .,tr/ siпгrпdэ о zaman
korrekt mэйlэ adlanrr ki, hэll чаr, уеgапэdir, baqlanýrc mэlumlаппdап
kэsilmэz astltdtr va / Э со olduqda hэll / -nin mtiэууэп dэrэсэsiпdап tez

аrtmrr. Bir daha qeyd еdэk ki, mэsэlэпiп qoyuluqu ondan iьаrэtdir ki,
tэпlik verildikdэ опuп iigiin hansr kоrrеkt mэsэlэlэriп qoyulmasr mtim-
kiindiir- sualt aragdtnhr.

(1) tэпliklэr sinfi bir gox mэlum riyazt Гrzika tэnliklarini оzЁпdэ
saxlaytr. Мэsаlэп,

m:I, р:2, ло(;fr) = п, (р, : р2: ...= рm_|: 0) olduqda

0u

0t
Ьu

-istilikkegirmэ tэnliyi alrnrr; m =l, р =2, *[r*) - -^ olduqda

* -Аи:0
ot-

-Laplas tэnliyi ahnrr; m:l, р = 2, Ро = А olduqda isэ

л)
О-u

bu

а
лох

Ot2

-dalýa tэпliуi аlmш ( А - Laplas operatorudur).
Эwэlсэ klassik korrekt mэsэlэуэ Ьir пе9э misal.

10. istitikkegirmэ tэпliуi iigiin Kogi mэsэlэsi:

20uа
u l 7=Q: ио(х)

u

Вu mэsэlэ

л.tOt 0х'
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sinfindэ korrektdir.A.N.Tixonov (1935) gёstэrmigdir ki, (я.) gаrtiпdэ 2

эdэdiпi 2 + е ilэ эчэz еtmэk olmaz, aks halda yeganэlik pozular. xtisusi
halda, mahdud funksiyalar sinfi -korrektlik siпfiпэ daxildir.

20
л) л)О-u d'u
ot- ох-

dalýa tэnliyi tigiin korrekt mэsэlэ Kogi mэsэlэsidir, bela ki,

u(х,0) - uо(х), ЧР 
_ ut(")

baglanýrc funksiyalarr ixtiyari timumilэýmig funksiyalar olduqda baxrlan
Kogi mэsаlэsi korrekt mэsэlэ оlur.

а0
5

л) л)о-u d'u
аР 

* 
а*'=u

-Laplas tэnliyi tigtin kоrrеkt mэsэlэ-sэrhаd mэsэlэsidir, Ьеlэ ki,

и(х,0) _uо(")чеrilir уе t )со olduqda hэll il1Пп u(x,t)_ О|')яrrti
qoyulur. Bela olduqda Jf siпfiпdэ mэsэlэ korrekt о|w. Jf sinfi olaraq
Lr(-*,*) fэzаst чэ опuп еlеmепtlэriпiп ttirэmэlэriпdап iЬаrэt olan
funksiyalar

Qeyd.
goxluýunu gёtiirmak olar.
Umumiууэtlэ, evolyusion tipli

+={,*) u(x,) (3)

timumi tэпliklэr sistemi tigtin Kogi mэsэlэsiпiп korrektlik siпiflэriпi
i.q.Petrovski (1938) tapmrgdrr. Опuп tapdrýr mэghur < r4 gаrti> mэhdud
funksiyalar sinfinin korrektlik sinfi olmasr iigtin zэruri чэ kafi gэrt оlur.
P(s) matrisinin xarakteristik kоklэriпi 2o(s)..., 1__r(r) ilэ igаrэ еdэk.
Веlэ funksiya daxil еdэk:

^(")= 
*r?*Ке2, (s) ,ý = о + iT.

Оgэr s -in hэqiqi qiуmэtlэriпdэ А(о) funksiyasr mahdud olarsa, уэпi
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Л(о) 1с: сопst, (4)

onda (3) sistemi Petrovski manada korrekt sistem adlanrr. Эgэr еlэ

с ) 0, h > 0 эdэdlэri varsa ki,

Л(о) <-rlо|h*с|э с)О, (5)

olur, onda (3) sistemi ýilov mэпаdа parabolik sistem adlanrr. Эgэr еlэ

al > 0 эdэdi чаrsа ki, hэqiqi s = о iigiin

Л(о) 1_6
оlur, onda sistem Petrovski mэпаdа parabolik sistem adlanrr.

Aqkardrr ki, ýilov mэпаdа parabolik sistem hэm dэ Petrovski mэ-
nada parabolikdir. Тэrsi doýru deyil.

Misal 1. istilikkegirmэ tэпliуi tigiin

Z(") :-s2, А(о) =_о2, h_2.

Misal2.
р

1,1) р > 2,

burada

Z(r) : -s2 + is., А(о)- Re 1(о)- -о2 ,h _ 2

Нэr ikisi parabolik tэпlikdir.
Misal3.

0u _ ^0uOt " о*'
)"=-ias, A(s)=o.Ima. оgэr o=a|+ia, olsa, onda А(r): o.az.
Dеmэli а -haqiqi эdэd olduqda (yalnrz bu haldal Л(о)( 0 оlur, уэпi
tanlik korrekt tэnlik оlur.
Оgэr а - -а)) cll > 0 isэ onda tэnlik parabolik tэnlik оlur.

Misal4. Еlэ sistemэ baxaq ki, onun xarakteristik kоklэri

4ь): lsб - s4 , 12(r)= 
^о 

- 
"olsun. Bu halda Re2,(o-)= -о4 ,Ftе)"r(о): -о'.

Dеmэli, baxrlan sistem раrаЬоlik sistem оlur.

Ou Ozu .( а

-:-J- 

ll l-

0t 0х' \. 0х
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Misal5.
2а u Озu O2uд-

OtOx2 ' Ох2
2л,)ot,

Xarakteristik tэпlik , )? = -2 )ý2 - "' . onun kёklэri

2о,, (r)_ -s,2 +
л)

.ý ' -.ý-.

,ý = о olduqda 2о,, (r) = -о' + оО - о' yuxartdan mэhdud оluг,
уэпi baxrlan tэпlik petrovski mэпаdа kоrrеkt tэnlikdir, аmmа bu tэпlik
parabolik deyil (gtinki kёklэrdап biri kafi bбytik о iigtin > 0 оlur).

Оgэr: r; A(s)< a|s| + Ь,

z; А(о)< с
qаrtlаri бdэпilirsа, onda sistem hiperbolik sistem аdlапlr.

Misallar
,n 0u 0ul".- = Q,, с -hэqiqi эdэd olduqda.0t 0х

^n 
O'u , O'ul" . 
-- 

: Q' ^-т, с -hэqiqi olduqda.0t' Ох''
Qeyd еdэk ki, Реtrочskidэп daha эччэl, ancaq xi.isusi halda, istilik-

Ч.tЦЦЭ tЭПliУi tigiin Kogi mэsэlэsiпiп hэllinin varlrq чэ yeganalik sinГrni
А.N.Пхопоч tарmrgdш. о, gёstэrmigdir ki, (1935)Ъksропепsiаl olaraq
artan funksiyalar sinfi

t12

l"(r) < с el*|

istilikkegirma tanliyi tigtin ko9i mэsэlэsiпiп yeganэlik sinfidir чэ
ьuгаdаkr 2 rэqэmiпi 2 + g ilэ очэz еtmэk olmaz, эks halda hэmiп sinif-
dэ уеgапэlik pozular.

вu istiqamэtdo aparrlan tэdqiqatlar goxdur. Мэsэlэп, ý.Teklind
(1937)

0u О2оu

0t Ох'о
tэпliуi tigtin, O.A.Ladrjenskaya (1950 )- iimumi parabolik tэпliklэr
iigtin, S.D.Eydelman ('1953)-parabolik sistem iigi.in Kogi mэsэlэsiпiп
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korrektlik siпiflэriпi gоstэгmiqlэr.V.Е.Lуапsе (l949)-qtivvэt funksiyasr

kimi аrtап funksiyalar siпfiпdэ (3) tэnliyi iigiin kogi mэsэlэsiпiп korrekt

olduýunu gostэrmigdir. Umumilagmig funksiyalar пэzэriууэsiпiп

yaradtctst L.ývars l950-51-ci illэrdэ 9ар etdirdiyi <Paydlanmalar

пэzэriууаSi>> kitabrnda Kogi mэsэlэsiпiп yavaý artan iimumilэgmig funk-

siyalar siпГrпdэ (лS' fэzаsr) kоrrеkt olduýunu gоstэгmigdir. Nаhауэt,

ixtiyari tip evolyusion tэпliklэr sistiemi iigiin kogi mэsаlэsiпiп kоrгеktlik

siпiflэriпiп qurulmastnr Q.Y.ýilov hэуаtа kеgiгmigdir (1955). Bu siпiflэr

xЁsusi tip timчmilэgmig funksiyalardan iьаrэt оlur.

Bu раrаqrаfdа Ьеlэ Ьir sual аrаqdrilш: (l) tэпliуiпэ hanst Ьа9lапфс

чэ уа sэrhэd gэrtlэriпi эlачэ еtmэk lazrmdrr ki, пэtiсэdэ altnan mэsэlэ

mtiэууэп funksiyalar siпГrпdэ (lr) Kouekt qoyulmuý mэSэlэ оlsuп?

Аdэtап (1) tэпliуiпэ baqlanýrc qэrtlэri эlачэ olunur (l :0):

O--|u(x,O)

0tm-|

Bundan эlачэ hэlldэп t -+ о olduqda о|,) kimi artmasr gэrti dэ

tэlэЬ edilir. Btittin bu kimi qэrtlэr birlikda (1) tэnliyi tigtin sэrhэd

mэsэlаsi аmэlэ gэtiriг. Нэm dэ tэlэь olunur ki, hэr qeyd olunmug t

tigtin и(х,r) batti mi,iэууэп .Z sinfinin elementi olmalrdrr. Аdэtэп Jr
siпГr i.imumilэgmig funksiyalar fэzаs1 olur. Вu sinif Sonra mtiэууэп

olunacaqdtr.
Tarif. (1) tэпliуi i.i9tin qoyulan sэrhэd mэsэlэsi о zаmап Jf, siпГrп-

da korrekt mэsэlэ adlanrr ki, опuп hэlli var, уеgапэdir, hэll baqlanýtc

gэrtlэriпdэп kasilmэz asrltdrr уэ t ) m olduqda baxtlan fэzа metrikast

mэпаdа / -nin miiэууэп dэrасэsiпdэп tez аrtmtr : u(x,t)= OQ')
вurаdа bizim maqsэdimiz kogi mэsэlэsiпiп varlrq чэ yeganэlik siniflэrini

mtiэууэп etmak deyil, timumi evorlysuon tэпliklэr tigtin уапmfэzаdа
hanst mi.imkiin kоrrеkt mаsэlэlэriп qoyula bilmэsi problemini aydrnlag-

drrmaqdan iьаrэtdir. Bagqa stizlэ, Ьеlэ sual аrаgdrпlш: tэnlik verildikdэ

ona hanst sэrhаd чэ уа baglanýrc gэrtlэri qogulmalrdш ki, паtiсэdэ alrnan

mэsэlа miiэууэп йf siпfiпdэ kоrrеkt mэsэlэ olsun?
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2. .7(fozasr. _f(r)сr2(ПП) ГuпКslуаlаrr чэ bu.kimi funksiyalarrn

пrtiэууэп tэrtiЬ tёrэmэlэгi kimi alrnan btitiin и(х) ГuпКsiуаlаrr goxluýu-

пl J( ilэ iqаrэ еdэk. Веlаliklэ u("). Jf оlmаg i.igtin zэruri чэ kafi gэrt

onun mtiаууэп q iigiin

u("): |o1oOk 71rQ), fb(*). r2(ПП) яэkri,rСэ gоstэrilэ

lt|=q
ьilmэsidir.

sаdэ halda: u(x)- Du.f G) r(r) с Lr(R").Burucu tоrэmэ D'
fe,zast mэпаdа Ьа9а dtigtiltir.

J( fэzаstпtп Furуе gечiгmэsiпi 11 ilэ igаrэ еdэk. Н fэzаst еlэ
V'(о) funksiyalarr goxluýudur ki, hэr Ьir r'(o) iigtin еlэ Р(о)
polinomu чэ еlэ g(o) . r2(ПП) ua, Ki,

rr(o)_ Л(о)g(о)

olur. Bagqa stizla, hэr V с l/ tigiin еlэ Р(о) goxhэdlisi чаr ki,

r@
л(о)

с Lz(д" )

A9kardrr ki, |о| -) ф olduqda |о|{ Ki*l artan funksiyalar Н fezasna
daxil olur, gi.inki hэr Ьir Ьеlэ funksiyanr miiэууэп polinoma Ьсilmэklэ
altnan funksiya kvadratt ilэ inteqrallanan funksiya оlаr:

Ж=g(о) 
сLz(д')

rr(o)- P(o)g (о)е Н
Вс:lэliklэ Н fэzаstпdа lokal inteqrallanan чэ О\r|') О'-' аrtап

funksiyaya vurmaq mtimkiindiir: Оgэr rr(o)c 11 isэ u, |s(о) < 
"lО|'

Dеmэli,
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isэ, onda g(о)И(о) с Н ,gtinki еlэ Р(о) goxhэdlisi tapmaq olar ki,

g(o)rl (о): Р(о) . r2\П') оЬ,.

Aydrndrr ki, Н fэzastnt Ьеlэ сэm qэkliпdа yazmaq оlаr

н - (1HG),
Q=0

Ьurаdа д7(с)-цl6еrt fэzаsrd rr, g(ч) -dэ skalyar hasil Ьеlэ daxil edilir:
g1,8z сН olduqda

(g,, gz )
;Гdgr?) do

(r*и2)q

lg(o)'

q: J
Rn

л(с)-6, поrmа:

ilвil] =(B,B)n =^I

Tutaq ki, 8у (о). Н . Эgэr 
||

н
ki, 8u +0 (H-da). Bunu gu+O kimi yazrrrq. Uyýun surэtdэ

uu с ,7f ardrcrllrýr о zaman srfra yrýrlrr ki, еlэ q var kt,

u u= (|- 
^)n 

fuQ), f"("). r2|П") u" _f,(r)- 0 (Z2-da)
olsun.

н
Tutaq ki, Д:Н -+ Н хэtti ореrаtоrdur. Эgэr 8u +0 olduqda l
н

gч +0 olursa, deyirlar k|, Д ореrаtоru Н -da kэsilmэzdir. Мэsэlэп,

tutaq ki, С(о) Ьеlа funksiyadrr:

lc(o)<

(r*ц2)п

lillп -) оо, v -+ ф olursa, deyirik

о<со.

.(,* И'Г
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Onda v rl(o)c Н flgtin Аu cf{ оlur, уепi А Н -da kэsilmаzdir
Doýrudan da,tutaq ki, mtiэууэп q > {6 tigiin

|s,@
)
do

llg,G)lZ = J
Rn

Onda q 2 qo + /п i.igtin alrrtq

(,* El'
э0, ч-)ф.

llc(o)s" (,)ll] = "
+

2

* |о|'

g"(o)'
о-

R'

-,I
Rn

-+0|g"(o
2-do

1+ |о|'

0u

gr(o)cH ardrcrllrýr о zaman mэhdud adlanrr ki, еlэ q olsun ki,

gr,(о).g(а) u, ||яч(r)lп < М <со. Эgэrhэr l йgiiп g,(o).H isэ

чэ еlэ h(t)-aai funksiyasr чаrsа ki, 8rG),п0 nisbэti H-da
mэhduddur, onda deyirik Ki, gr(o) l-уэ gсirэ й(r)-Оэ" tez аrtmtr.
Baqqa sбzlэ,

llg,(r)lu <hQ), t )ю.
тэrs Furуе 9ечirmэsi чаsitэsilэ analoji tэriflэr ,ff fezasnd,a da daxil
edilir, mэsаlап, u(x,t)c Jr tigiin опuп Furуе gечirmэsi

V(o,t)= Ffu(x,t)]. Н, чэ t -+ oolduqda |rl(o,t){ cth olursa,

oncla deyirik ki, u(*,t) funksiyasr th -d,untez artmtr.

3.Эsas tеоrеm. indi Jf fаzаsпdа чеrilэп (1) tanliyinэ baxaq.
u(x,t) hэlli hэr r > 0 tigtin Jt fаzаslпа daxildir. Fаrz edirik ki, hэm dэ
btitйn tсirэmэlэr

аlИоu
э".э- С,И

Ot-0t
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(hэr qeyd olunmug / iigiin). (1) tэnliyinin xarakteristik tэnliyini yazaq.

Вuпuп iiqiin (1)-d'^ + tоrэmэsiпi ), llэ,i ] tоrэmэsiпi isa о ilэ эчэz
0t 

---- -- 
0х

еdэk. Onda alrrrq:
m-Тr _ZPoG)i
fr=0

Bu tэnliyin m dэпэ kбkti чаr. Опlап Ц(о),1r(о)..., 1*_,t(о) l,
iqаrэ еdэk. Нэr qeyd olunmuý о iigiin bu kбklэri onlann rеаl hissэlэri-
nin artma nizamtna gбrэ dtizэk:

Re 29 (о) < Re 2r (о) < ... < Rе ),-_r (о).

Веlэ goxluqlara baxaq

(

А i = Fс лП :Re2o(o)< Re4(o)<... < ReZr(o)< О}

_/=0,1,...,m-|.
Agkardlrr ki, доэ ДtЭ...Э д--|. Biittin bu goxluqlar olgiisi.i srfir

goxluq dэqiqliуilэ gotiirtiliir.
эsas tеоrеm. Tutaq ki, Aj goxluýundu r/1@) funksiyasr чеrilir,

Ьеlэ ki, V1(o)-"' biitiin Rn fэzаstпа еlэ davam еtdirmэk olur ki,

пэtiсэdэ altnan funksiya н fэzаstпа daxil olur. (Bu halda

rl/о).нИ;) чаr,rrч). onda (1) tэnliyinin еlэ u(x,t)c,1( hэlli var

ki, onun iigtin

iist-iistэ diigtir. u(x,t) hэlli hэr l > 0 iigtin Jf fezasna daxildir чэ

t -+ю olduqda btitiin k<m-| tэrtibli tёrэmэlэrilэ birlikdэ f-nin
mtiэууэп dэrэсэsiпdэп tez artmtr, bu ciir hэll уеgапэdir чэ baglanýrc
gэrtlэrdап kэsilmэz asrlrdrr.

Teoremin isbatr sопrа verilir. indi isэ опuп mэýziпi
aydrnlagdrran Ьir пе9э konkret misallarla tanrg оlаr.
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4. Realizasiyalar.

10. isПtiKKegirma tanliyi
лл,оu О-u
Ot о х2'

Gсirэk hanst mэsэlэ bu tэпlik iigtin korrekt оlur. Вuпuп tigtin

xarakteristik tэпliуi уаzаq: Ц = -о2. Dеmэli

Д0 = {K.,to(o)< 0}_ (- *,*) olur. Д0 goxluýunda r/оG)
baglanýrc funksiyasrnt чеrmэk опа ekvivalentdir ki, (Furуе gечirmэsiпiп

уеgапэlik tеоrеmiпэ gоrэ) biittin fэzada 
"о(") 

funksiyasrnr чеrmэk
laamdtr. Belэliklo, чеrilэп tэnlik i.igiin kоrrеkt mэsэlэ Kogi mэsэlэsidir:

Оu О2u t / \

Ы= а*'' 
t,l/7=Q =Ио(ХJ,

Doýrudan da, Furуе gevirmэsini bu Kogimэsalasina tэtЬiq etdikdэ

+ - -о2 ч(о,П, ОlЧРl = 
"о 

(,)

(-)

alrrrq. Buradan hэll Ьеlэ almtr:

u(o,t) - ,-'О' uo(o)

Вurаdап чэ vg(о).Н oldugundan, |u(o,r)<luo(o) чэ v(o,r)cH
оlur. Bu hall уеgапэdir va baqlanýrc gэrtiпdэп kэsilmэz asiltdш, t -+ о
olduqda l -nin dэrэсэsiпdап tez аrtmtr. Belэliklo (*.) Kogi mэsэlэsi .7f -

da kоrrеkt mэsэlэdir.

20. D"tg" tanliyi
20 uа 2 u
20t 0х 2

Вurаdа trg : -о2 ,Ц} =t;|o|.

Dеmэli Re2o(o)- Re21(o)- 0. onda
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А0 : {o:Re Ц(r)< 0}- (- оо,*): R,

А| : {о : Re Ц(о)< 0} _ (- оо,*)_ Д.

Когrеkt mаsэlэ iigiin gэrэk uo (о)= Л[и(х,0)] Дg-dа ,

ur(o) = rlЧРl О. Дl-dэ verilsin. Lakin uo(o) чэ ur(o)

funksiyalannrn Ао чэ Д| goxluqlannda чеrilmэsi onlann biitiin fэzаdа

чеrilmэsi dеmэkdir. Bu isэ о dеmэkdir Н, и0 (") u" "l*) ftrnksiyalan biittin

fэzаdачеrilir. ВеlэliНэ, bu tэпlik tigtin kогrеkt mаsэl+Коgi mэsэlэsi оlur:
л) л)

# --#, u l 1=g- uo(") * 
"=о= 

иl (х)

30. Laplas tanliyi-

О2ч О2 u

;7-;=0,
Вurаdа: Ц = -о2 , Ц,.r(о): tlo|, Re 29 (о) = -|о|, Re 29 (о) : |ol.
Onda:

,-Iol< 0}_ Л = (- *,-)
,lol < 0\= о,

уепi Д1- Ьоý goxluqdur.Demэli uo(o) funksiyasr Ag-da (yani biitiin

fэzаdа) чеrilmэlidir (bu isэ о dеmэkdir ki, и9(х) verilmэlidir, ((о) ir.
heg yerda verilmэlidir), уэпi "Jr) verilmir. Nэtiсэdэ bela korrekt
mэsэlэ аltшr:

Ag

А1

_{о

:{о

л) л)O-u о- u

-J-

л)'л )-Ot- О х-
0, uly=g-uo(r).

Bu isэ klassik Dirixle mэsэlэsi olur.
indi Ьir пеgэ qeyri-klassik tэпliуэ baxaq.

40. Ta.s istilikkegirma tanliyi

Оч О2u

ох
з74

0t



Вurаdа 10 = -о2 , А0 : {О\ - О. Dеmэli heg bir baglanýrc gэrti

чеrmаk lапm deyil. й(siпfiпdэ bu tэпliуiп t -+ ю olduqda
artan halli ancaq eynilik kimi и(х,r)= 0 olan hэllidir.

Dоýrudап da, Furуе gечirmэsiпi tэtЬiq еtmэklэ alrnq:

#: о2 ,v(o,t)| u(o,r) = ceo2t ,

Buradan gёrtiпi.ir ki, с + 0 olan kimi bu hэll t -+ ю olduqda
eksponensial arttr, уэпi v(o,r)e н. Ancaq с = 0 olduqda bu hэll Н
siпfiпэ daxildiг, уэпi v(o,r):0, demali J( siпfiпdэ уеgапэ hэll
u(x,t)= 0 оlur.

о(rй ) Ki-i

5 
0. Ultrahiperbolik tanlik_

О2u О2u О2u О2u

ар=й*й-й
Bu tэпlik i,igi.in alrrrq ki,

t --о| -o3+o1,2g,1_*

Вurаdап goriiniir ki, hэr уеrdэ

, х€Д3,/>0

о]- 2 +озl

Дt: {о: Re lr(о)< 0}: Ъ . *' , о| + о| > r? l
Коrrеkt mэsаlэ altnmast tigtin verilэn tэпliуэ uo|) baglanýrc gэrti

qogulur. Lakin uJi:!t1=9 funksiyasr ixtiyari чеrilэ bilmoz. Gэrэk

onun Furуе gечirmэsi ur (о) Д| goxluýunda verilsin. Веlэliklэ,
uly с J( -ixtiyari чеrilir, 

"J*) 
isэ еlэ funksiyadr r ki, F|ul (r)]: ur (о)

ancaq Дl-dе verilir, уэпi

Re29(o)_ g? *о3ol- ( 0 оlur, уэпi l9 = R3. Lakin

"[аи(х,о)lLOt] д,ч,
ut(x,o) dхldх2йз =ur (о) о с д1
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verilmэlidir. Qeyd еdэk ki, ur (о) Furуе gечirmэsi mi.iэууэп д|

goxluýunda verildikdэ опuп tэrs (чэ уа dtiz) Furуе gечirmэsi "J")
funksiyasrnr tam хаrаktеrizэ еtmэk heg dэ hэmigэ mtimkiin deyil.

Mesalalar.
дýаýrdаkr tэnliklar i.igiin korrekt sэrhэd mэsэlэlэriпi gоstэriп.

Оач Оач Оач Оач ,Оч О2ч
а) #:#, D #=-94: ф #=-#-k2ш k>0.

Cavab: а) чеrilmэlidir: и(х,0)
Ou(x,O а2 ,,0).

20t 0t

v) verilir: и(х,0) У,

с1 и9(х) еlэ verilir Ki, vg(o)= juo (")ri"od" funksiyasr ancaq

До = {о: о< k} goxluýunda u.rilrnrfrr.

ý 2. Bazi kбmakgi qiymatlanmalar. ýilov qiymatlanmasi.
Tutaq ki, /(2)-mtiэууэп G oblastrnda analitik funksiyadrr чэ

),g,Ц,...,2m-| с G-qeyd olunmug mtiхtэlif пёqtэlэrdir. Onda еlэ

Л(2) go*bэdlisi (polinom) qurmaq оlur ki,

фi)- fVitr i -0,|,",,tи-1 (1)

оlur. Вu сiir gохhэdliпi Nyuton di.isturuna эsаsэп qulmaq оlur. О dtistur
Ьеlэdir:

R(2)= ь0 * цQ - li* bz\ - rо\r - ц)* ..

...* b-_lQ - цNrл - л)...(л - )",_2),

Ьurаdа Ь7 эmsаllаrr (1) gэrtiпdэп tayin edilir.

Qt : {1o,11,...,lt\
igаrэ еdэk чэ

(2)
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Mk=#ы|rtkl(,t|

igаrэ еdэk. Onda (2)-dэki Ьд эmsаllаrr tigi.in agaýrdakr qiуmэtlэпmэ

tidэnilir: (Ьах [], sэh.222):

lъоl<+ (з)

etP ореrаtоruпчп qiymatlanmasi.

Tutaq ki, Р= ll"ulff-' mх m-matrisi чеrilir. l > 0 olduqda

tP
t? - matrisinin norrnaslnr qiуmэtlэпdirmэk istэуirik.

Lеmmа (ýilov). Agaýrdakr qiуmэtlэпmа dоýrudur:

ll""ll = "t'.-,[r * zrlл1| * * ffil'''-')
burada

Lm_| = mах Rе2д , чэ ),р - P-nin xarakteristik kokiidiir.
0<kSm-|

isbatl. Р -matirisinin xarakteristik kёklэriпi Ц,...,)._1 ilэ igаrэ
еdэk, уэпi bu эdэdlэr

det (р - )"Е) _ g
rr dаrэсэli сэЬri tэnliyin kёklэridir. Нэlэlik fаrz edirik ki, Ьu эdэdlэr

пrtiхtэliГdirlэr. Onda еlэ R(2) goxhэdlisi var ki, u'l funksiyasrmn

Ц,..., 7*_1 пёqtаlэriпdэki qiуmэtlэri

R(20 ) 
_ etlт ,...,R(1._r )= etl*-l

оtur. Л(2) goxhэdlisi (2) Nyuton diisturu чаsitэsilэ qurulur, Ьеlэ ki,
tk t)ае

la-l < 
f,+з: d,t

_ mах 
tk 

"tк"l 
<tk e,no <tu,n.,

7eQ* kl kl k|

(ý)

(4)
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Lakin

"'Р =л(л) = ЬоЕ+ ъ,(л - 1оЕ)+ ъr(е - лоЕ\Р - ЩЕ)+ ...

...* b*_t@ - лов\р - )4Е)...(л - l*_zг)
olduýundan Ьurаdап alrrrq ki,

t + r||r - цЕ|l+... +

t,-' .(5)
_J- 

-

'(r-1) ||r - л,в|l llp - 1,Еll llp 
_ lл_,Еll

Nэzэrэ alsaq ki, Лj эdэdi (Rm fэzasrnda) Р ореrаtоruпuп mэxsusi

qiуmэtidir чэ uуýuп mэхsusi vektoru е i 1|е igаrэ еtsэk,

Р, j=)j, j,
buradan alrnq:

|л,1_1lr",ll= 
,цз,llr"ll 

- llrll

Demэli

ll"- l,Еll <zl|pll

Bunlarr пэzэrэ aldrqda (5)-dэп (ý) ЬэrаЬэгsizliуi alrnrr.

Qeyd.Malumdur ki, m-tilgiilti fэzad,aortoqonal Ьаzisdэ Р = llPйll
matrisinin поrrпаslпlп kvadratr опuп еlеmепtlэriпiп kvadratlarr сэmiпi
aýmlr (Ьах Р], sэh.149):

|l""|l = 
u'^,'

olar чэ dеmэli,

llpll' = II|лч|'
ik

Эgэr Р matrisi о раrаmеtriпdэп astltdrrsa, Р = Р(о) чэ опuп

elementlar i Рiъ@) яохhэdlilэrdirsэ, onda

|Лл(r) <,lо|О

llл(,)l <,lo|o .

Bunlarr пэzэrэ aldrqda (5)-dэп altntr ki,
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Buradan gcirtiniir ki, h,-l (О): 
о=р#_,Rе2д(о)< 

о olduqda

ll"*(")ll 
funksiyasr t -+ q olduqda th qiwetfunksiyasr kimi аrtrr чэ

||,,"(,l 
n, cll <loц)lrro|l.,,-'

qiуmэtlэпmэsi odэnilir, burada |/о@)с Н чэ aG) Гunksiyasr

l OG)<cp(*-t)r

kimi qiуmэtlэпmэуэ malikdir
Buradan gжtr ki, t o!)c Н olduqda чэ h._t(o)< 0 olduqda

v(o,t) _ /P(o)vo!o1
firnksiyasr Н fэzаstпа daxil olur. Bu funksiya

V' (o,t) : r(о)rl (o,t), Vl,=o = Vo(o)
Kogi mэsаlэsiпiп hэllini чеrir.

ý 3. Adi diferensial tanliklar.

1.Tanliklar sistemi. Эwэlсэ Ьеlэ sistemэ baxaq:

ll"*(")ll 
1 gt1,-t(")[1 + zt||r(o)| * * ffil t,)l'-' 

J

+= PooVoQ)* Ц,|r,(r)*... * Ц,,_,V._,(r),

"#: 
P._'oVoQ)* P,_,,,|r,Q)+... + Р._l,,_lVл_, (r)

(ý)

(l)

burada Pgg,..., Р- _|,m _|- miiэууэп sаЬitlэrdir. Оgаr
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r0 - (vо0)..., r^_r(t))
igаrэ еtsэk, onda (1) sistemini bir tэпlikdэ

V'=PV
kimi yazmaq olar, 

" 
: 

ll"u ll
. Эgэr bu tэпliуэ

vl, =о 
_ и(о) _ (vo(o)..., r* _r(0))

baqlanýrc gэrtiпi qoýSaq, onda И(r) bэrri И(0) чаsitэsilэ birqiymatli

tэуiп olunar. Эgэr t -+ о olduqda ИQ) ь.пi lй d...".riпdэп tez art-

lи(,) =

m-|

0

,/=0

mlrsa, уэпl

5'n?0): о(,') (3)

olursa, onda и(0) ba9ranýrc vektoru korrekt yektor adlanrr. И(0)

kоrrеkt vektor olduqda (2) sisteminin уеgапэ l'(r) ьэtti чаr чэ Ьu hэll

(3) gэrtini оdэуir.
Bela mэsаlэ qoyulur: И(0) vektorunun korrekt vektor olmasr tigtin

hanst gэrtlэr olmalrdrr? Нэmiп gэrtlэri tapmaq tэlэЬ olunur.
Tutaq ki, Р хэtti ореrаtоru и -ol9tilii а fэzаsmdа tэsir edir.

€ =(€о,...,€m_|).Q olduqda Р€ cQ olduýundan,

Р€ = rl -(qо,...,цm_|). Q
Agrq yazsaq:

Ро,обо + PoJ€t + ... + Р0,*1€*_|: Ц0,

Рt,о€о + РlJ€t + ... + Рl,._I€*_! = ЦI,
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Fэrz еdэk ki, Ц,...,1m_| Р ореrаtоruпuп mэхsusi qiуmэtlэridir чэ

{"о,"r,...,€m_| } sistemi P-nin maxsusi vektorlanndan iЬаrэt bazisdir.

Ц,...,)*_l эdэdlаriпi onlartn real hissэlэriпiп artmast tizrэ di.izэk:

indi r эdэdiпi Ьеlэ tэуiп еdэk:

Re2r_1 <0<Rе)r.
Bagqa sоzlэ, r эdэdi Ц,...,1r_1 kёklэri igэгisiпdа Re2 < 0 olan

kёklarin sayrdrr. Bununla da r tэуiп оluпur. Оgэr V7 iigiin Re27 < 0

iэlursа, dеmэli t = fп, эgаr V7 iigiin Re li '0 olursa, onda r :0.
Agkardrr К:, 9 fэzastnr Р operatoruna пэzэrэп invariant olan iki

Q- u" Q+ а|tfэzаlаппtп (diiz) cami kimi yazmaq olar: Q=Q- +Q*,

уэпi VхсР tigtin -r=х1 *х2, burada \cQ-, х2€Р+. Веlэki,

Q- - Q alt fэzastnt egэe1,...,e r_| mэхsusi vektorlart doýurur.

Dеmэli, mэsэlэп, Q- = L(eg,e1,...,e"_1).
Demэli hэr Ьir € . Q vektorunu Ьеlэ ayrrmaq оlаr:

€=€- +€*,€- €Q-,€* cQ*.

Xiisusi halda, И(О)с Q olduqda

V' = PV, Vl,=o = и(о)

Koqi mэsэlэsiпiп hэlli trQ)=r.-(t)+[/+(r) сэmlпэ ayrtltr, Ьеlэ ki,

V- cQ- ,V* €Q* (hэr l > 0 tigtin).

Теогеm 1. И(0) vektoru (l) sistemi tigtin yalnr z vэ yalnlz о zaman

korrekt vektor olur ki, И(О)с Q- olsun,

isbatl. (l) sisteminin И(0) baqlanýrc gэrti dахiliпdэ hэlli

rr(,)= rtРll(о)
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kimi yazrlrr. Tutaq ki, И(0) cQ-. ýэrtэ gore Q- fэzаst P-nin invari-

ant alt fэzаsrdrr.(Ваqqа sбzla, ecQ- olduqda PeeQ- ). Onda Q-
fэzаst etP operatoru iigtin dэ invarian t a|t fеzа olar, dеmэli, И(0) : Q-
olduqda hэm da ,'Р rl(O) с Q- оlаr, yani

'tl(t)cQ-,t>0.

Р ореrаtоruпuп matrisini О- alt fэzаstпdа Jоrdап Гогmаstпа

gэtirmэk оlаr, Ьеlэ ki, hэmiп formada matrisin diaqonal bloklarr bu
qэkildэ olur:

0

1

И) r'bi)

Xiisusi halda, f U)= "'7 funksiyasr iigiin uyýun Jordan bloku bela

0

0

0

1

лj
0

0

0

0

0

)

1

0

J (-)

J

р matrisinin Jоrdап formasmt bildikdэ hэmiп Ьаzisdэ istэпilэп hаmаr

f(1) tigtin/(P) operator-funksiyanrn da matrisini yazmaq olar

фах.[], sэh. 86), Ьеlэ ki, onun uyýun Jordan formastnda uyýun

bloklarda (*) эчэziпdэ Ьеlэ bloklar durаr:

0

0

0

rИi)
0

0

\l'b,)
" 
f'Иi)
lVi)

0 f(1]

olur:
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t),, t),,eJ teJ
i
2

tlj

t),teJ
,'^'

0

0

0

tl,
eJ

0

t.100 j
е

Qeyd еdэk ki, Q- fеzаыпdа Re27 < 0 olduýundan
t),

|"

1э, dеуilэПlэrdэП gёrtiпiir k , Q- fэzаsmrп hэr bir еO,е|,...,еr_1 bazis

vektoru n'p орrrutоruпuп tэsiri пэtiсэsiпdэ agaýrdakr kimi vektorlara
ke9ir:

k
,'Р ,k - Z, jbt 

j 
utlo 

" 
j,

/=0

brrrada с/./с -sabitlэrdir, ср1, * 0. Buradan istэпilэп

m-|
и(о)= Z€ьq cQ-

< 1. веlэlik-

fr=0

vektoru iigtin ahrrq

rr(t) _ etP rl(о)-Z€ъr'Р 
"k 

:ZZ, i tj rtLo, j,
k kj

buradan

llи(,)l< "(1 
+ t)--| .

Веlэliklэ aldrq ki, r(О)с Р- olduqda mэsэlэ kоrrеktdir. indi tutaq ki,

ИliO) bagtanýrc vektoru еlэdir ki, onun Q+ altfэzastnda O-dan fаrqli
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olan komponenti чаr. Onda mэsэlэ korrekt deyil (hэll чаrSа da о,

/ -> со olduqda eksponensial аrttr).

Tutaq к, И(О)= и-(о)+ и*(О) и-(о) .Q*, и*(о)* о.

m-|
И(О)= f'',€rrr.Q ча €r,€r+l l.. .€rд iqэrisiпdэ o-dan fэrqli

/с=0

olan чаr. Мэsэlэlr. ttrtaq ki. €,, *0, Р2 г. ýэrtэ gore ео vektoru

u'P ор"ruLоru vasitasilэ bcla rckttlra kеqiг:

и(0) = L€ i,,t 
ir')", i. (,р|) +0,

i =()

Ьеlэ ki. Re2r, > 0. I)сrllэl, ,-,'Р I'(0) veKroгLlllllll р -ci toplananr

"'/' 
l 
,(rli

l |'u'l 
'' е 

t,

tlltlrtqcltt cks;ltlttctlsiitl агtrг. Orrda qtxtr ki,

= lll,(r )| ckrporlctlsiitl trlttгаq агtlr, уэпi mэ-

оlur, bu toplatrittl l ),/
t -+ q oldtrqciir

sаlэ kоrгеkt dcy,il.
2. лt taгtibli ircli dilL,r,cIlsiitl tarllir:l bttxitc1

tl"'I'Q I

,l l"'

,ll' t'(t\lll I

= IPl
^

(l)

(2)

i () dt

Burada

,lk |'

*l
l, tl :li(o). t=().l.....ll1 -1

-baglanýrc gэrtlагi чсгilсlikrlэ l'(l) batti biI,cliyrllotli taprllr. (l) tэnliyini

sistem kimi yazaq (Btrrltrrl iiqirtl

Vo(t) = V (t),L',(t) = L",...,V,,,, (r) : n(,"-l) Q)
эчэzlэmэsiпi edirik). Аllгrq :
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аоrrоQ)
V1

dt

akT\Q ) V2,
dt

dt

sistemin matrisi

р-

akrr-2Q) т/

dt =|m-|,

dkV*-, )t

(3)

(4)

= POVу + ЩV1+... + Рm_|V-_|.

00

0

0

0

0

1

000
р| р2 рз

0

1

0 0

1

с,l m-|

indi Р ореrаtоruп!п лп- olgtilti Q fezasnda mэхsusi qiуmаtlэriпi чэ

mэxsusi vektorlannr tapaq. €.Q olduqda €=(€о,€t,...€-_,) u,
Р € сР olduýuiigiin

Р€ = rl - (rlо,...,цm_|) olduqda arltnq:

rl0 = €l, 0t = €2,..,Цm-2 = €m-|,

Цm_| = Ро€о + Цh +... + Рml€m_l.

Оgэr { -vektoru P-nin 2 эdэdiпэ uyýun gэlап mэхsusi vektorudursa,
оп,7а Рý = 2€, demali,
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h : 7€о, €2 : 1€|,",,€m-| : 1€m-2,

Ро€о + Цh + ... + P*_t€*_|: 1€m_|.

Burada €о =| gоtiirэk. Onda altnq:

Е _1 2 р _лm-L90-r, €l=tr, €z=tr,...,Чm_1 -п VЭ

m-1r _Zрол!
k=0

Onda l -yuuyýun mэхsusi { vektoru bu gэkildэ olar:

€ _ (€о,€t,...€*_, )= (1, ),,l ,...,r-')
Xiisusi halda, P"j = lj" j olduqda alrrrq ki, ej bazis mэхsusi

vektorlarr bu gаkildэ оlur:

l n ,\
ui = (t, ц ,4 ,...,Х|-') i _0,1,..., m -|. .

indi fэrz еdэk ki, r эdэdi Р ореrаtоruпuп Re 2д ( 0 ýэrtini бdэуэп

mэхsusi qiуmэtlэriпiп sayrdrr, yani

Re26 <Re Ц{...<Rе Lr_tSO<Re 1, 1...<Re2r_1.

Теоrеm 2. (1) tэпliуi iigiin

akrl(t
Il:0 = Vъ(о), ,Г -|,

dt k

baglanýrc qэrtlэriпi istэпilэп qayda ilэ чеrdikdэ аlшап mэsэlэ korrekt
mэsэlэ оlur.

Теоrеmiп isbatr tэпliуi sistem kimi yazrb l-ci teoremi tэtbiq
etmakla altntr.

Вurаdа Ьеlэ Ьir Гаktdап ciddi istifadэ оluпur:
Lemma. Оgэr Р operatoru Ьеlэ Ьir mаtrisэ mаlikdirsэ:
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0100
0010

0

0

р-
0000
р0 р| р2 рз Dl m-|

Onda istэпilэп € _(€o,€t,...€r_t).Q- vektoru verildikda hэmigэ

Ьirqiуmэtli olaraq еlэ (€r,...,€*_r) эdэdlэri tарilrr К, alman

€ = (€о,..., €, -1,€ r,..., €. -r)vektoru уепэ dэ Q- altfэzastnda уеrlэ9эr.
Buradan glxlr ki, €о,...,€r_1 mэlum olduqda €r,...,€*-l

эdэdlэriпi € о, €t,...€, _| чаsitэsilэ Ьirqiуmэtli tapmaq miimki,indtir.

Doýrudan du, Q- ( r olgiilti) fэzasrnda bazis matrisini yazaq:

1

1

)"0

лВ

аm-|
Лg

Е

Buradan cg,cу,...,c r_| sаЬitlэriпi hesablayaq

Tutaq ki, С9 ,С|,...,

Со * С, * ...l С,_,, : €о

со2о + сrlr+... + с,_r1,_, : €,
I

соЦ-' t сrЦ-' ...+ с,_r,t,_| : €,_,
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соЦ + с,Ц...* c,_,)J,_, : {,
(- -)

ш

,оЦ-' * с,Ц-' ...+ с,._,Ц_| = €._,

Bu sistemin ilk r sayda tanliyindэn iЬаrэt sistemin determinantr O-dan

fэrqli olduýundan cg,c1,...,cr_| эdэdlэri mэlum olan €о,...,€r-t
эdэdlэri vasitэsila Ьirqiуmэtli taprlrr. (*, *,) sisteminin axlrlncl m _ r
sayda tэпliklэriпdэп isэ (Ьuгаdа arttq сg,с1,...,сr_|-mэlчmdur)

р?

9r,,",rЬm-|
kэmiууэtlаri Ьirqiуmэtli taprlrr. Onda ýr,...,€-_1 эdэdlэriпiп

ýg,...,€r_1 vаsitэsilэ ifadэsi bu qэkildэ olar:

€, =Z€,R,, (Ц,",,l,_r), s : T,r +|,",,m -I

Ьurаdа Л7з 9охhэdlilэri 1g,...,1r_1 эdаdlэriпdап astlt s - i dэrасэli

bircins funksiyalardtr. Dеmэiri, € r,...,€ --|
koordinatl ап ýg,...,€, _| koordinatlanmn хэtti

funksiyalarrdrr. Onda (€о,..'€*_r ) с 0-.

ý 4. Xiisusi tiiramali biгcins diferensial tanliНar.

1. Веlэ Ьir sistеmэ baxaq:

Оu i(x,t) _ l uy(x,t) (/ = 0,1,... ,m _|), (1)
m-|

ZPio
k=0

а
л
ох
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Ьurаdа Pib operatorlarr diferensial роliпоmlаrdш чэ х -э nezaren tоrэ-

mэпiп maksimal tэrtiЬi р -уе ЬэrаЬэrdir. (l) sistemini vektor gэkliпdэ

у,dzаq:

ry:r( ,!']u(",r) Q)ot \ ох./

Ьчrаdа u(x, t) = fo о (", t), u l(", t),..., и m _| (",' )},

{'*) = 
il"u 

('*)ll;' - *х lи tilqiilti matrisdir

Нэr/>0tigtiп

u(x,t)c Jf
(уэпi, ug(x,t)c.ff ,u1 ("r,r)с J(,...,иm_r(r,r) с Jf). Тёrэmэlэr isэ

D' fаzаgmэпаdа Ьа9а dii9i.iliir. (1) sistemina miiэууэп

u|t=o =uo(") (3)

baqlanýrc gэrti чэ t -+ юolduqda hэlliп artmast йэriпэ u(x,t)= OQ')
olmast gэrti dэ эlача edilir. Sorugulur: Baglanýtc vektor hanst gэrtlэri

odadikdэ alman mэsаlэ ..tr( siпгrпdэ korrekt оlаr?

Вu mэsэlэпi hэll еtmэk iigtin (l)- (2)-(З) sistemindэ Furуе
gечirmэsiпэ kеgmэk laamdtr. Веlэ olduqda alrrrq:

dviG,t) m-|

dt
= ZPit?)rrb(o,r) (/ = 0,1,... ,- -|),

k=0

(2) sistemi isa bu gэkli alar

dl/

(4)

(5)

(6)

Ort
= p(o)Tl(o,t),

dt

'tl (о,0) = V| 
7 =0 = rroG) .
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(4) чэ (5) tэпliklэri hэr qeyd olunmuý о tigiin adi diferensial tэпliklэr

sistemidir (о-раrаmеtr rоluпu oynayrr). Вu sistеmlэr tigtin J(
fazastnda korrekt mэsэlаlэriп qoyulugu рrоЬlеmi gэrh olunur. Мэsэlап,

(4) adi diferensial tапliklэr sistemi tigtin hэr qeyd olunmug о i.igtin

и - olgiilii Q fэzаsпа baxaq, Р: Р(о) ореrаtоru Q fеzаыпdа tэsir

edir чэ опu ёztiпэ kegirir. Dеmэli V € cQ tigtin € = (€о,..,€-_t) uэ

Р€ . Q , уепi Р€ = rl с Q. Onda ,t -_ hо,...,цm_|) "э р(оY = rt

ЬэrаЬаrliуi Ьеlэ altntr:

m-|

ZPoi@)€j --|tk (fr:0,1,... ,* -|\
j=0

Dеmэli Л(о) operatoru Q fэzasrnda Ьеlэ tэsir edir:

Роо (оЕо + Ро t @)€, + ... + Ро,*_|(оЕ -l -- ц0,

Рm _|,g(rh t Рm _|,|(оY, + ... + Рm _|,m _|GE - l = Ц m _|

Q fеzаып, Р(о) ореrаtоruпuп invariant alt fэzdrart о|ап Q-(o) u,

Q- G) goxluqlarrnrn diiz сэmi kimi yazmaq оlаr:

Q=Q- (о)* Q* G\
Dеmэli о qeyd olunduqda €(о): (6о (о),...,€-_,(о)).0

vektorunu

€(о)= €- (о)* €- (о)

сэmi kimi уаzmаqоlаr, bela ki, €- (о). Q-@), ue €* (о). Q*G).

Lakin O-G) altfэzasrnt Р(о) operatorunun Re2(o).0 otur, Л(о)

mэхsusi qiуmэtlэriпэ uyýun olan mэхsusi vektorlarr doýuru., Q* (о)
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alt Гэzаsr isэ Re2(o)>0 olan Л(о) mэхsusi qiуmэtlэrэ uyýun olan

mэхsusi vektorlartn doýurduýu хэtti goxobrazlrdrr. Нэr о qeyd

olunduqda ,: r(о) sayda Re29(o)<... < Re)._r(o) 10, m - r

sayda ЛlG) isэ Re2r(o-)r O olur. Dеmэli a-G) alt Гэzаsmt

eg, е1,...,€ r _| mэxsusi vektorlan doýurur.

Нэr qeyd olunmug о tigtin lrоG)с Q- (о) obasr qэrti (2)-(3)

mаsэlэsiпiп kоrrеkt mэsэlэ olmast i.igiin zaruri чэ kafi gэrt оlur. Biz

grirэсэуik ki, sanki hэr yerda Tro@).Q-@) olduqda (2)-(3) mэsэlэsi

.if siпГrпdэ korrekt mэsэlэ оlur. Daha dэqiq deyiligdэ:

Теоrеm 1. Оgэr uo(") cJf yektor-funksiyaslnln Furуе gечirmэsi

r/o@) sanki hэr уеrdэ uyýun а- @) alt fэzasrna dахildirsэ, onda (2)-

(-З.) Koqi mэsэlэsiпiп hэr / > 0 i.igtin u(x,t)c.ff оlап уеgапэ hэlli чаr чэ

brr hall t ) а olduqda u(x,t): О|') siirэtila аrttr. Эgэr miisbэt ёlgtilti

gclxluqda И9 (o)-nrn Q- @) alt fэzаsrпdа stfirdan fэrqli toplananl чагsа,

onda (2)-(3) Ko9i mаsэlэsiпiп -if siпfiпdэ уа hэlli yoxdur, уа da halli чаrsа

da, hэmiп hэll l -+ оо olduqda eksponensial аrtr.

isbatr. (5)-(6) mэsэlэsiпiп hэlli bu gэkildа olur:

V(o,t)= gtP(o)vr(o-) (1)

Tutaq ki, sanki hэr Ьir о iigiin lro@)c Q- (о). OnOu эччэlki

пэtiсэlэrэ gоrэ (o-qeyd olunduqda) hэr о iigiin hall OQ') kimi аrtrr.

indi gоstэrаk ki, V(o,t)c Н . Bunun iigiin ;Р(О) ореrаtоru tigtin

m;>lum ýilov qiуmэtlэпmэsiпdэп istifadэ еdэk:
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ll""(")ll. "rл(о)
| + zt||r(o,Il * ... - %ll"(,)l'-' ],

(ý)

burada Л(о): maxRo Ц(о), Ьеlэ ki, Ио(О) е Q- olduýundan
]

Лr(о) kоklэri bu alt fэzаdа baxrlrr, уэпi Re27(o)< О чэ dеmэli

Л(о)( 0, еА(О) g l. Digэr tэrэfdэп,

llp(,)l' < II|л, о@\' =,'|* о'Y
jk

mtinasibэtindэn gжtr ki,

llr(,)l< "(t 
* 1,1P

Demali alrnrr ki

p,"r"lц<1+ztc(*|,l),+...+ffi.(1*|o1),t'_'l.(s)

/ kаГr boyiik olduqda buradan gtxtr ki,

llr"(")ll 
1 g:m-| (r * ;o1)r('-t) (9)

Bu qiуmэtlэпmэlэr Р(о) matrisinin u" ,''(О) matrisinin hаr Ьir ele-

menti tigi.in dэ оdэпilir, ýэrtэ gбгэ r/о@) vektorunun hэr Ьir kompo-

nenti 11 fэzаstпа daxildir

V(o,t)-- 
"''(o)rro(o)

vektorunun hэr bir komponen 
'' 

,tr(О) matrisinin еlеmепtlэri ilэ И9 (о)

vektorunun elementlari hаsillэri сэmiпdэп iЬаrэt olur. Ona gоrэ dэ alrnq ki,
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Lakin Н fэzаstпdа polinom kimi аrtап funksiyaya vuпnaq miimki.in-

diir, DеmЭli hэr / tigiin V(o,t)c Н olur. Digэr tэrэfdэп, (10)-dan gёrii-

пiir ki, ||Tl(o,t)|Jm-| nisbэti Н fэzаstпdа mэhduddur, Dеmэli Н
fэzаstпdа

ll(o,t)= o|*-t| ,-) оо.

Вu о dеmэkdir ki, t -> q olduqda

u(x,t): oQ*-l) .

,\ltnan (10) miiпаsiьэtiпdэп hэlliп baglanýrc qэrtlэriпdэп kэsilmэz asrlt

olduýu altntr. Нэlliп Н -da уеgапэliуi hэr о tigtin уеgапэlik olmasmdan

9lxlr.

Belalikla, isbat etdik ki, sanki hэr уеrdэ IroG).Q-@) olduqda

(1)-(2) Kogi mэsэlэsi .7f siпГrпdэ korrekt оlur.

indi zэruri gэrti mtiэууэп edak. Tutaq ki, olgiisii > 0 оlап с(о)

goxluýund а tlg(o) baglanýrc vektorunu n Q* (о) art fazasrnda 0 - dan

fэrqli olan И9+ (о) toptananl чаr:

vg(o)=r/i G)+rld @), tld @)* 0, о с G(o)c Л.

Мэsэlап, tutaq ki, G(o) goxluýunda m{iаууэп fr tigtin

Re4(o-)rc>0.
Нэr qeyd olunmug о iigiin

V(o,t)_ еРG)vоlо1
vektorunun

tP .ettr' .е 
р
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qэkildэ komponenti чаr чэ demэli t -+ф olduqda (Re2o >0) bu

komponent

to,е"
kimi аrtrr. Onda t + ф olduqda hэr qeyd olunmug о iigtin

||и(о,r)|. 2 срР .ect (11)

аlmtr, уэпi V(o,t) eksponensial .olaraq artrr. Biiti,in bu dеуilэпlэr

уа|пlz о qeyd olunanda doýrudur. indi gёstэrэk ki, sanki btittin о -|ar

tigiin baxdrqda Н fэzаstпdа dеуilэп miiпаsiЬэtlэr doýru qalrr. (11) mti-

nasibatindan glxlr ki, (qeyd olunmu9 о tigiin)

|imе-"llrr(о,r)l - *. (12)
l)x ll

Yeqorov tеоrеmiпэ эSаSэп (|2) miinasibati miisЬэt olgtilii G
goxluýunda mi,iпtэzЭm оlаrаq бdэпilir, Веlэ olduqda isэ V q i.igtin

Н? Гэzаsrп da q >] gбtiirmэklа kafi bбyiik l iigiin altntr ki,
2"

llTr@,t)||.ao
2ctdo 2cl:Сq€е

||rl(o,t)||n - I
Rn *V(Y

do> I
с(о) ('*И'

Dеmэli uyýun u(x,t)e,l( hэlli dэ t -+ о olduqda eksponensial

siirэtlЭ arttr, yani qoyulan mэsэlЭ .// sinfindэ kоrrеkt deyil.

Teorem isbat olundu.

2.Yiiksak tartibli xiisusi ttiramali Ьir tanlik. Bela bir tэпliуэ baxaq:

O-u(x,t аа
л
ох

k x,t)
l
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Forz edirik ki, u(",t),!
ot

аlПоu
,...,- * cJr. Furуе 9eviгmasini tэtЬiq

0t*
еdэrэk adi diferensial tэnlik alrnq

d' rl (о, t) 
=Т' r,., оrа 

k ll (?,t)
dtm Fu ^' ' dtk

( о -раrаmеtrdir). Xarakteristik tэпlik:

r(d:\'rоG) i(,).
k=0

Нэr о nciqtэsinda ":r(о) ila bu tэпliуiп Re2(o)(0 olan kёklэri

(2)

sayml igаrэ еdэk. Нэr о i.igi.in kоrrеkt mэsэlэ Ьеlэ оlаr:

V(o,0),
dt/ о,0) d'-|Ir(o,0

(3)

(4)dt dt,-l
funksiyalarr ixtiyari olaraq verildikdэ (2) va (4) mэsэlаsi korrekt mэsэlэ
olur: Biitiin о -lar iigiin baxdrqda da Н fэzаstпdа (2)-(4) mэsэlэsi
korrekt mэsэlэ оlur. Bu faktr agaýrdakr teorem ýэkliпdэ ifаdэ еtmэk
оlаr:

Теоrеm 2. Fэrz еdэk ki, Gr(o)= Ъ. *" } еlэ goxluqdur ki,
burada )"о(о),.,.,2.ч(о)kёklэriпdэп r dапэsiпiп rеаl hissasi ( 0 оlur.

Tutaq ki, hэr Ьir G"(o) goxluýunda r.o(o),Vr(o),...|r/,_r(o)

funksiyalarr tэуiп olunub, Ьеlэ ki, опlап Rn fэzаstпа ela davam
etdirmak olur ki, пэtiсэdэ altnan funksiyalar Н fэzаstпа daxil оlur:
r"lG)cH(C"). Onda (l) tэnliyinin еlэ u(x,t) hэlli чаr ki, hэr

G" goxluýunda

р| 
ak u(r,o)1: nob), k = o,L,...,r - |

l- а,о

оlur. Bu hэll / > 0 olduqda u(x,t)c,7f чэ t -+ ю olduqda

u(x,)= О|') otrrr; Vlr(o)-tar Н -da kэsilmэz dэуigdikdэ rъ(о)
hэlli dэ Н -da kэsilmэz dэуigir.
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isbah. теоrеmi qlsaca ьеlэ sбуlэmэk olar: Gr(o) goxluýunda

r/ъ(о) k=0,|,...,r-lverildikdэ alrnan sаrhэd mэsэlэsi Н siпГrпdэ

korrekt оlur. (2) tэnliyini sistem kimi yazaq:

*P=v1(o,t),

ry=v2(o,t),

*#r= Ро (о )Ио (о,, ) + e1(o)rl1(o,')+ . . . + r* -1(o)Tl *-- r (о, r )

(rl (о, t) = vg(o, t\...,v m _| (о,, ))

Теоrеm 1 эsаstпdа dеуэ Ьilэrik ki,

Il (о,0): (ио (o). ..,V, _tG))
baglanýrc vektoru (3) sistemi tigiin yalntz чэ yalnlz о zaman korrekt

mэsэlэ miiэууэп edir ki, sanki hэr уеrdэ l/o@)c Q- (о) olsun.

Tutaq Ki, Vi(o) G j (i = 0,1,... ,* -|) сoxluýunda

verilib чо Н fэzаstпа daxil olana qэdэr dачаm ediliг. Мэlum lеmmауа

gбrэ hэr о cG, пбqtаsiпdэ Vo(o),...,r/r_r(o) kэmiууэtlэriпi

({no(r) ,Vr_| (о)}. о-(r)) v,(o),'.,v*_t(o) ко-ропепtlэri ilэ

еlэ tamamlamaq olar ki, пэtiсэdэ altnan

Ir(o,0)= {Vo(o)..., r._t@)\ vektoru уепэ dэ О- G) daxilindэ

qalar. Onda gёstэrmаk olar ki, hэm dэ ll(o,O)c Н оlаr. Doýrudan da,

TlnG) komponenti (q r_ r) VoQq),...,r/r_r(o) kоmропепtlэri

чаsitэsilэ birqiymatli olaraq taplllr, bela ki,
r-|

rlnG)= 

' 
r,(o)R 1,(zo(o)..., 7,_r(о)),

i-()
burada Rrз-miiэууап qrlхhэdlidir. Biitiin 26(о).. .,lm_| (о) tigtin b.t.

Ьir qiуmаtlапmэ iiclэrl i l i I,:
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|^,,(Ц(о)..., л,-,(о)\< 
"(r 

* |o1ffu-t)
н fэzasrnda.polinom kimi аrtап funksiyaya vurmaq mtimki,indi.ir. onda
altnr ki, I/q(o). Н. Lakin qurmауа g<irэ

V(op)= (Vo(o)..., V,l(о),V,(о),...,Vm_| (о)). а- G)
olduýundan 9жrr ki, V(o,t) hэli dэ Н fэzаsша daxildir чэ

r,'(o,t)= o|*l) qlу-.tlэпmэsiпi оdэуir. Нэlliп уеgапэliуi
|' о (о),. . .,t, _ r(о) verildikdэ V, (о),. . .,V - _r(о)
kоmропепtlэriпiп уеgапэ surэtdэ (ьirqiуmэtli) sеqilmэsiпэ эsаsэп
|'(о,0) baglanýrc vekioru уеgапэ rl(o,j ён bэllini iэуiп еtmэsiпdэп

Iл,@\= |lp(,)l<.(t + l,D'
Опа gёrэ dэ alrnrr ki,

grxrr. Веlэliklэ r sayda baglanýrc аэrti

F Ok u(х,0 _Vt (o), k:0,1,...,r -|
atk

(Ьеlэ ki, о с Gr) (1) tэnliyi :d.g'd,п Jf sinfindo kоrrеkt mэsэlэ miioyyon

edir
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ý 5. Qeyri-bircins diferensial tanliklar.

1. sэrьэst hэdli xiisusi tбrэmаli diгerensial tэпlik verilir:

0-u Ok u(x,,t)
f (",t)

Oto
(l)

Bu раrаqrаfdа (1) tэпliуi tigi.in hansr korrekt mэsэlэlэriп qoyul_ma9l

mtimkfiпъi.ir?- sualr аrаgdtrrlш, уэпi hanst baqlanýrc gэrtlэri verildikdэ
аlmапmэsэ|а Jf siпГrпdэ kоrrеkt mэsаlэ оlаr. (Нэll vat; t ) 0 olduqda

u(*,t) с .7(; u(",t): О(r' ), - * hэll baglanýrc gэrtlэriпdэп

ki, har />0 iigtinkэsilmэz asrlrdrr). Fэrz edirik

_f (",t)c J(; f (",t)=o{','I , -оо. (1) tanliyindэ Furye 
'ечirmэsiпэkegdikdэ alшtq:

(,,t) m-1

ZPo
t=0 [,*)0t-

чэ

d,ll _kг,t)_Ял(r)
dt' fr

drV(o,t) _ ,t)
dto

о6 о

Tutaq k|a 10.Onda alrrrq ki,

lи(,) < lцl +'!|g(o\ao <lv,|+ c(r + t)' .

( (2)

Nэzэrdэ tutulur ki, />0 olduqda g(o,r)eн чэ t-+q olduqda

g(o,t)= oQ')
Мэsэlапi эччэlсэ sаdэ model tizarinda буrапэk. Вuпuп iig{in hэlэlik

о parametrini пэzэrэ almayaq чэ (2) tэпliуi эчэziпdэ Ьеlэ bir Ьirtэrtiьli
adi diferensial tэпliуэ baxaq (а = сопst):

4!9 _ aTl(t)=g(/), lg0) < .(t + r)' (3)
dt

эgаr V(о)_vо baglanýrc 
'эrti 

чеrilsэ, onda (з) tэпliуiпiп hэlli ьu

gэkildэ оlаr:

t

lr(t)= 
"o'V. 

+ !eo(t-o) g(оVо = ео|Гпо * 'r-", rloyo\о о\'л-" L" d о\'] (4)
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Веlэliklэ, а < 0 olduqda (3)-(4) Kogi mэsэlэsiпiп hэlli / -+ оо olduqdal -nin miiэууэп dагэсаsiпdэп tez аrtmш.
indi fэrz еdэk ki, а > 0. Веlэ inteqrala baxaq:

y(s) : tr-" g(OYl
0

Bu inteqral yrýllandrr. Onun чаsitэsilэ (3)-(4) mэsаlэsiпiп hэllini Ьеlэ
yazmaq оlаr:

ф

IrQ): r"'lvo * y(g)] _ 
leo(t-q) g@Vo. (5)

Вurаdа 2-ci toplanan inteqralr Ьеlэ yazaq

teo(t-o) r@Yo : !"-О' g(о + tPO
со

t

ф

0

со

(6)

Вurаdап, lg(r) < ,(t + t)h olduýundan, аlшq ki,

со

lr'(
t

'-') g(оУ
со

, r'Sr-"' (t + о + t)h ао = oQ')
0

Веlэliklэ, (5)-dЭ 2-ci toplanan hэdd t -+ О olduqda о|') kimi аrtrr,
l-ci toplanan hэdd isэ (а > 0 olduýundan) tlg + J(g)* 0 olan kimi

eksponensial artrr, Dеmэli lrr(r)= OQ')olmast iigiin

vg + le-"o g(oPo =о (7)

0

olmast zэruri чэ kaгrdir.

Natica. (3)-(4) mэsэlэsiпiп OV') kimi artan hэlliпiп varlrýr iigtin
zoruri чэ kаГr gэrt (7) gortidir.

Dеmэli а > 0 olduqda I/0 baglanýrc funksiyasr Y(s) inteqralr
чаsitэsilэ birqiymэtli mtiэууап olunur, опuп tizэriпэ heg Ьir аlачэ gэrtlэr
q()ymaq olmaz, Vgmэhz (7) gэrtiпdэп taprlmalrdш.

2. indi Ьеlэ Ьir xiisusi tоrэmэli tanliya baxaq:
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0u Xrt ) *,t): f(",t) (8)
0t

Dеmэli l-ci Ьэпddэ baxtlan tэпlikdэ olan а rolunu burada Р(о) роШ-

nomu оупауш. (8)-dэ Furуе gечirmэsi tэtЬiq etdikdэ

dV Ort
- r(о)r(о,t)= g(o,t) (9)

adi diferenbial tЭПliУi 
'Ёё,о)_ ио(о) (10)

olsun. Onda altntr ki, Л(о)<О olan о пбqtаsiпdэ Иg(о) ixtiyari

чеrilэ Ьilэr, пэtiсэdа (9)-(10) Kogi mэsэlаsiпiп hэlli чаr, уеgапэdir чэ

l-+со olduqda V(o,t)_O|') otu.. Lakin Р(о))0 olan ocRn
пёqtэlэriпdэ rо(о) ixtiyari чеrilэ ьilmэz, gtinki ьu halda тrо@)

Ьirqiуmэtli olaraq (7) gэrtiпdэп. уэпi

vo@) **1r-rtОР g(о,OFт : о (1 1)

о(rИ ) Ki-i
аrtаП hэlli чаr. Belэlikla, (9)-(10) mэsэlэsiпiп qeyd olunmug hэr О i.igiin

hэlli tigiin Ьеlэ diisturlar altnmtg olur:
t

,-tP(o)yo(o)* !eQ-ole@) 
g@,oPц р(о) < 0 olduqda,

dt

0

qэrtiпdэп tэуiп olunmalrdш, ydrпz Ьеlэ olduqda mэsэlэпiп

0

0

olan halda

V(o,t) = ф
_ 

!г0 
r(О)s(r 

+ 0)h d0, р(о) > 0 olduqda.

л(о)< о V(o,t)eH оlur чэ Н fэzast mэпаdа

V(o,t): oQ,) , - * оlur. Dоýrudап da, g(o,r)e Н isэ Ьu о
demэkdir ki,

g(o,t)< 
"(t 

+ ,)'(r * о'У фG\ ф@)с L2,

gэrti ёdэпir, onda СЛ(о)< 0 olduqda)
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|l'(o,t)< lио(о) * 
"'J|*(o, 

0р0< lио(о) + c(t +,)'(, * 

"Y 
loi)

0

Saý tэrэf Н fэzаsrпа daxildir, onda V(o,t)cH .

оgаг Р(о)>0 оlаrsа, onda gэrэt< g(о,r) fizэriпэ эlачэ gэrtlаr
qoyulsun ki, nэticad е V(o,t)c Н olsun. Мэsэlэп, эgэr

lg(o,,) < 
"(t 

+ ,)r( * оrУ ФG), h <|,
оlаrsа, onda ( Р(о)> 0 halrnda) ahrrq ki:

|v 
(o,t)= 

"(r 
* 

"Y 
lildj,, * t + 01h d0: 

", 
(, * оr| 1Цо)(l * ,)r*',

0

уопi V(oJ)cH_ чэ Н fэzastnda rl(o,t)-g|П*t) otrrr, Аdэtэп Ьеlэ
qэrt qoyulur. 1Р(о)> 0 olarsa):

G(o,t)=-!"-'"'"'g(o, t + О)аОеН
0

t -+ а olduqda bu funksiya Н fэzаst nau O|h) Ki-i urt,,
3.indi iimumi (1) tэпliуiпэ baxaq:

+_ir_(,АЩР_fl,,t)
Теоrеm: (l) tэnliyinin xarakteristik tэnliyinin

r -\'ro@)t(o)=o
k=0

kбklэriпi 1o@),l1(o),...,2-_t(o) igur, еdэk. Gr(o) ilэ еlэ о с Rn
пбqtэlаr goxluýunu igaro еdэk ki, hamin псiqtэlэrdэ d.dlz r sayda ц(о)
kоklэri iigiin Re27(o)<O оlur, (/=0,1,...,"-1) Fэrz еdэk ki,

f|цх,t)сJ( ча о, J(fezasndu О|') О'-' аrttr. Fэrz еdэk ki, Gr
goxluýunda agaýrdakr inteqrallarrn har biri

(1о)
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*!"-'^,@0О 
g(o,t + 0)d0 (ь _0,1,.. .,*- 2),

0 (-)

Q : г,r *l,..m -|
Н fэzаstпа daxildir чэ / -э m olduqda Н -da OQ')kimi аrtrr

Onda ( 10 ) tэпliуi iigi.in korrekt mэsэlэ Ьеlэdir:

.[аО 
-'u(',o)l 

= no_, (о) r 20 l

l0t"-'_]
funksiyalaп G" goxluýunda verilmэlidir, Ьеlэ ki,

Vt _r(o)c Н QGo_r) (t =|,2,..,,г, т :0,1,..., * -|)
isbat йgiin hэlэlik о parametrini пэzэrэ almayaq, yani эччаlсэ bela

Ьir adi diferensial tэпliklэr sisteminэ baxaq ( и sayda tэnlik, m sayda
mэсhul, Р isэ mxm-matrisdir):

!!9 _ rrl(t)= g(/), Ig0) < ,(t + t)h, (1)
dt

V|t=o- V0. (2)

Bu mэsэlэпiп hэlli Ьеlэ dйsturla taprlrr:

.r(t)- "''Voi let'-ol' g(O)aO -_

(3)

Tutaq ki, Р xэtti operatorunun xarakteristik kоklэriпdэп r saydasr

Re2(0, ш-r saydasttsэ Re2>0 оlur. Р operatoru(matrisi) и-

ёlgtilti Q fэzаsпdа tэsir edir. Onda Q fэzаы Q- u" Q+ invariant alt

faza|ara aynltr: Q=Q- *Q* , bwada Q- alt fэzаsr ),g,lt,...,1r_|

mэxsusi эdаdlэriпэ uyýun olan egr...,ey_1 mэхsusi vektorlanntn

doýurduýu invariant alt fэzаdtr, Q* isэ lr, ...,1-_t mэхsusi

эdэdlэriпэ uyýun оlап еr,...,€m_1 mэхsusi чеktоrlаппrп doýurduýu

invariant alt fэzаdrr.

= l'{и - '!u 
" r(r)оr\
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I = {ц,tr.,...,1r_l\, II : 0r, ...,2-_l}
igаrэ еdэk. I qruра Rе2д ( 0 оlап kоklэr, II qruра isэ
Rе ),n > О (q > ,) olan kоklэr daxil edilir. а fэzastntn aynltgtna

uyýun olaraq I.Q),Tro u" g(r) funksiyalan da ayrrltrlar:

r.(t):rr- О+ v+ Q), lro =t/i + I/d, gQ)- g (r)+ g*(r),
Ьеlэ ki, masэlan, Vi . Q- , t/i € Q* .

Agkardrr ki, Р чэ ,'Р ореrаtоrlап da о- ча Q* fэzаlаrrпdа
invariantdtrlar, onda alrrrq ki,

rr- (t)= 
"P'l/- *'1r|-rР g- (о)ао ,

0

t

r/i * lеQ-Olr r* @)ао .

0

PtеV+ (t)=

(4)

(6)

е <1.

(5)

Gбstэrаk ki, [/- (r) veKtor-funksiyas t Q- fэzastnda th -dап tez
arl-mlr. Bunun Ёgiin aqaýrdakr mэlum qiуmэtlэпmэпi tatbiq edirik:

ll"ril =,,^[, + zt||r||+ + ffi|rl('
Ьurаdа А max

0<k{m-|
lA

Re 2д. ýаrtэ gоrэ а- Гэzаstпdа

Onda alrrrq ki,

Demali
il""ll< "(t 

+ t)m-T

V- О\= ll,"'llllпгll- lll"''-''"||il*{r;;о, =

< rz(| * t)'-| * 
", i0 + t - 0).-|(t+ o)h d0 = oQ.u-r1

0

inat tl(t) чеktоruпuп V+ (r) Ko-ponenti {igiin (5) ifadэsini Ьеlэ yazaq
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r* Q)= ePt Vt* _0р 
r+ @)ао

t

k
0

со

, = tn-" g* (о)ао
0

llj" 
--- (,)-ll 

= ll"-*ll||B- 
(а]|аа 

=

(7)

Gбstэrэk ki,

(8)

inteqralr yrýrlrr. Р ореrаtоruпuп Q* fazasrnda mэхsusi qiуmэtlэri

Ly,l1.r,1 ..,,lm_I эdэdlэridir чэ Re27 > 0 , j : г,г -F 1,",, m -l ,

Onda (- р) ореrаtоruпuп Q* fэzаstпdа mэхsusi qiуmэtlэri

- 1r,-trr+| ...,-1*_1оlаr, demэli,

R.(- 2*_t)<...< R.(- l,).o.
Bunlarr va (6) qiуmэtlэпmэsiпi чэ llg(r)l< c(t + r)Й оlduguпu пэzэrэ

aldrqda altrrq:

со

<. J(r * 0)--|Q + o)h ,-0Rе1, d0 <о
0

Agkardrr ki, J .Q* (qiinki g* .Q*). onda l'-(t) hэiliпiп (5)

iГаdэsiпi bu gэkildэ yaza bilorik:

r* (t)-_ u,plvo+ /]- 
*1uQ-')' 

r* @)ао. (9)

t

Buradakr 2-ci toplananr qiуmэtlэпdirэk:

ll,r"'''*- 
(r)orll = 

llp 
"- - (0 *,)o,1l,

= "j"-'*"', 
(1 * 0)--t0 * р + t)' do = o(')

0
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Demali (9) di,isturundakl inteqral toplanant Q fэzаsrпdа / -nin dэrэсэ-

siпdэп tez аrtmш. Lakin (9) -da Vg + J # 0 olduqda

e'P|rlo + l)
ifаdэsi eksponensial olaraq аrtrr. Qiink i etP ор"rаtоru Р ореrаtоruпuп

hэr bir е" bazis vektoruna Q+ fэzаslпd,а etL' kimi tэsir edir. Bu

fэzаd,а Re2" >0 olduýundan яlхtr ki, llr'"rrll- €"',

t ) фэ (" , 0) Веlэliklэ aldrq ki, (l) sisteminin ОQ') kimi аrtап
hэllinin varlrýr tigtin zэruri gэrt Ьеlэdir:

со

Vg + J =|/i * lr-" g* (О)аО :о. (10)

0
Digar tэrэГdап (l0) gэrti odэnildikdэ (l) sisteminin hэlli bu gэkildэ аhпtг

rr(t)=ll- (t)+ v+ (t)= ur{no *'S"-r' ,- (о)ао --Sr-o' ,*1а;аа} tr чL6,)
чэ Ьu hэll l + ф olduqda Р fэzasrnd u О|') О'-'аrtrr. Веlэliklэ, (10)

gэrti пэiпki zэruridir, hэm dэ kafidir ki, sistemin OQ') kimi аrtап
yegano hэlli olsun.

5. m tertlbli Ьir tэпliуэ baxaq:

#-Ец#=g(/)
Burada rr(t):T/oQ), V' :Vl (r)..., nfu-t)Q)=V._.Q) эчэzlэmэsiпi
daxil еtsэk (1) sistemi Ьеlэ аlrпаr:

!!Р _ rrl(t)= g(l).
dt

(l )
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Onda аlrшr ki, l/i с Q- ixtiyari ciir чеrilmэsilэ bu lэпliуiп r'(r) ЬrПl

Ьirqiуmэtli tэуiп olunur, l/d toplananr isэ (10) qэrtiпdэп g(d) Vаsitэsilэ

taprlmalrdrr.
б.Qеуd. indi tutaq ki, (1) sistemi

ЧР-{,*) 
u(x,t):f(x,t) (12)

sistemindэn Furуе gечirmэsiпi tэtbiq еtmэklэ alrnrbdrr. Onda (1) sistemi
Ьu gэkildэ оlаr:

dV(o,t)-r@)rl(o.,r) - g(o,t). (1з)0t \/
Bu halda (10) gэrti bu qэkli аlаr:

Tli G)+ /(о) =Vd +
"-tp(o) 

r* (о, о)ао - О (14)

Нэr qeyd olunmug о iigiin bu qэrt, эwэlki kimi (1) sistemi iigiin Kogi
mэsэlэsiпiп korrektliyi tigtin zэruri чэ kafidir. Biittin о -|ar iigtin
baxrldrqda (14) gэrti (13) sistemi iigiin mэsэlэпiп korrektliyi tigiin yena dэ

zэruri qэrt оlur. Lakin bu halda alman r(o,t) hэ[iпiп Н fэzasrna daxil
olub-olmamasl 4 priori aydrn deyil.

7. Lakin (12) sisteminin Ьir xiisusi halrnda, mэsэlэп, ytiksak tэrtibli
Ьir tэпliуэ baxdrqda:

nkоu

со

J
0

o'u(x,t)_ ý'p[ia)
Ot' Ео ( а"/

Xrt : f(x,t) (15)l-
0t"

tэnliyini (12) sistemi gэkliпdэ yazsaq, onda alrnan sistem iigiin (daha
doýrusu Furуе gечirmэsiпi tэtЬiq etdikdэ (12)-dэп аlmап (13) sistemi
tigtin) эgэr (14) gэrti sanki biitiin о -|ar tigtin оdэпilirsэ, onda (14)

ЬэrаЬэrliуiпiп оdэпilmэsi qэrti Н fэzаstпdа t/о@) baglanýrc vektoru-
nun kоrrеkt vektor olmast iigtin zэruri чэ kafi qэrt оlur.

Doýrudan da, bu faktr isbat еtmэk iigtin уiiksэk tэrtiЬli (r) bi,
tэпliуэ uyýun (1) sistemini gоtiirэk. Dеуэk ki, m tэrtiЬli adi diferensial
tэпliуэ baxrlrr:
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# ЕцЧР:g(/) (16)

Bu tэпliуэ uyýun sistemi yazaq

droQ
dt

Vr:0,

dцQ) 
т_7

й-"
0

(17)

sistemin matrisi:

р-

10
01

00
цР2 Pr-t

Biz g<irdtik ki, P-nin mэхsusi vektorlarr Ьеlэdir

brrrada lo, lt,..., 1._| эdэdlэri

m-|r-|rоi:о
k=0

tэnliyinin hэllэridir. Yuxanda gёrdiik ki, (2) sisteminin hэlli Tr(t)

funksiyasl уеrilэп Vo : V(0),П, : 
#| 1-0,...,= Vr-l = ffil,=o

эdэdlэri чаsitэsilэ birqiymэtli taprlrr. inOi И(r) hэПiпiп Vo,Vt,...,Vr-|
vasitasilэ ifadэsini tapaq. Sаdэlik i.igiin hesab edirik ki, ),g,1,1,...,1ц_1
ha.mtst miiхtэlifdirlэr.

ll 
о

il:

ii;

0

0

1

n, :|,2,t,...,I|-') О:0,1,..., *-|),
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ixtiyari €=(€о,...,€m_|).Q vektorunu О fэzastntn bazis

vektorlarr еg,€1,...,е m_| iizrэ aytrmaq оlаr:

€ : оO"о + о|r1+ ... + о*-|"*-| . (18)

Bazis vektorlan (maxsusi чеktоrlаг)

"; = (1, лi,4,...,I;-'
olduýundan (18)-dэп gtxtr ki,

), (/ = 0,1,... ,* -|)

€ = ао(r,^о,Ц,...,Щ-')* " (r,ц,Ц,...,Ц')*...*

+ а'-'(,Л._r,Щ щ_\)-_l ,",,

= 
[Е 

о',Уа' ).,,.',Ё"' r')
Ьurаdап gtxtr ki,

m-|
€o=Zo,'

€m_|= I o'I!-'
i=0

Вu сэЬri sistеmdэп namalum olan а0 ,d| ,...rd
m-|

1 ь0

1 )"0
?

эl

i=0
m-|

h-- Z oi ).i,
i=0

m-|

?

Э m-|

эmsаllап taprlrr:

),_

nm
лm

1

jа
|4/

l^,

:+|r,о€о -L[1€,+... + (- rГ-' lryj,:._Ё,-|7 ,
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btlrada L[/ trg,..., ),r, - | эdэdIэгiпэ паZаrэп Vап-dеr-М oncl determinan-
пdt ve LTlk isa опuп miпоrudur ( i -cr.r sйttiniin<la k-cr sэtriп pozul-
lnasl ilэ altnan determinant) (j,k = О,|,...,m - |\ Xtisusi halda,
rr(0)= (rro,rrr,...,Vm_|) baqlanglc vektorunu Ьеlэ ayrrmaq оlаr:

r.(o)= \'r, i",.

Onda analoji qayda ilэ alarrq ki, 
j=0

r j =+WрCo -|Ti,t€l+... + (- r;'-r w1,,l€*_lf . (20)

Вuпuп kimi dэ G(l)= (0,0,...,8(l)) чеktоruпu aylrsaq
m-|

G(/): Z gj Qb,,
/=0

buradan alarrq:

(_1)i+m-t
gJQ):?,|[i,m_|g(t). (2l)

indi пэzаrэ alsaq ki, etP operatoru €7 mЭХSЦsi vektorun u "''' ei vek-
tclruna kegirir, onda (10) ýэrtiпi onunla eynigiiclii olan gаkildэ Ьеlэ yaza
Ьilэrik:

Vj +'1r-"' gj (оРо -.о, j : r,r +l,...,m -|
0

(20) чэ (2l) ifаdэlэriпi Ьurаdа yazdrqda alrnq:

+n, - hv, * ...* (_ 1),-' 
Иv^ *

* (- 1)'-'*Sn'^, r' 1оИо- 0 .

0

Bu gэrt baxrlan mэsэlэпiп korrekt hall olunan olmast i.igi.in zэruri ча kafi
gэrt olan (l0) gэrtiпiп bagqa fоrmаstпt mtiэууэп edir.

(22)

(2з)

409



8. Xiisusi tбramali bir tanliya baxaq:

Furуе gevirmэsini tэtЬiq etdikdэ

О'u(х,t) _
0t*

ýэrtэ gёrэ, mэsэlэп,

k=0

m-| dkIl
- 

' 

Ръ(о
Ort

ft=0 dtk

m-|

,

l-
а"u x,t)

f (",t)
{,*)

J

(25)

(26)

(27)

(24)
Otk

d-V(o,t)
dt-

alrrrq. Эччэlсэ tэпliуiп

) tоg( )

dt'-|
gэrtiпi оdэуэп hэlli iigtin Ьеlэ qiуmаtlэпmэ altntr:

t

l|rG,t\< ct--'Il*(o, 0РО +

0

* J(a 
+ t)--| е-O'.",',(')|8(о, о + t\ao .

T(o,o):'P=...: dr-|Il(o,0 -0

|я(о, r) < 
"(t 

+ ,)' (r * о'У ф@), ф(о) с L2

Bunu пэzэrэ aldrqda (27)-dэп gжtr ki,

lrr(o,t)< ct*-'(t * o'I И(r)(r + l)'*' +

0

m-t со

+|cot k 0 е -dRe2, (о) g(o,0+t)do .

&=0 0

Теоrеmiп (*) qartina gоrа grxrr ki, buradakr saý tэrэГ hэr r > 0 tigtin Н
fэzаsmа daxildir, dеmэli V(o,t)cH ча t + q olduqda

Il(o,t)= oQ') otr,r.

9. indi tutaq ki, baglanýrc funksiyalar Vo(o),...,V"_1(o)cH olan

ixtiyari funksiyalardrr. Bu halda da mэsэlэпiп korrekt olduýunu
gёstэrэk,

4l0

k
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Biz yuxarrda g<irdi.ik ki,

d*W(o,t dkttr Ort

dt' dtk
-0 (28)

О-u(х,t) _
0t'

m-|
-ZpG

k=0

ý'l,а)
Ео \ а",/

Оku X,t

bircins tэnliyinin Н siпfiпdэ

aklЦ(o,t)l _lr(^
dT'|l=0 = Vlr|О)еН, k =0,|,-..,r -|,

baglanýrc аэrtiпi бdэуэп hэlli чаr чэ bu hэll t -+ q olduqda
lГ(o,t)- OQ') otur. Tutaq ki, V(o,t) (25) tэпliуiпiп

|l (о,0)= ... = V" _1(о,0) _ о
qэrtini ёdэуэп hэllidir (Bu ctir hэll р.4-dэ qurulmuqdur). Onda

rl(o,t): V(o,t) + W(o,t)
funksiyasr (25) tэnliyinin Н siпГrпdэ hэlli olur чэ onun iigtin baglanýrc
gэrt Ьеlэ оlur:

Il (о,0) - Vo(o),...,d' 
-|tl (о,0) _ n.., ( о) .

Dеmэli ixtiyari rrо(о), ,",), ,r(о).#r"r'-*';.;:: iiqtin (25)-(26)
kogi mэsэlэsiпiп Н sinfinda hэlli чаr чэ bu hэll Н fэzastnda
V (o,t)= oQ'I, -оо оlur.

теоrеm isbat olundu

1

1

ý б. l -fazada korrekt sarhad masalalari.
4

t ) 0, r > 0 oblastrnda (| +""ulЬеlэ Ьir tэпliуэ baxaq:
4

(1)al
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Веlэ klassik mэsэlэуэ baxrlrr: (1) tэnliyinin чеrilэп sэrhэd gэrtlэriпi:

u(o,t)=IryoQ), #:wp-tQ)
Ou(O,t

0х
=rЦrQ), (2)

чэ чеrilэп baglanýrc gэrtlэriпi:

и(х,0)_uо(") ЧР=u,(")...,t#Р_u,_r(") 
(з)

(burada р ilэ Р7, diferensial роliпоmlаrtп maksimal tэrtiЬi igаrэ

olunur, r эdэdi Sonra tэуiп оluпur). Оdэуэп hэllэriпi tapmalr

Bu раrаqrаfdа mЪqsэd (1)-(з) mэsэlэsiпi Jf fэzastnda tэdqiq

еtmэkdir. Bagqa sozla, D' fэzаstпdа (1)-(3) mэsэlэsiпiп korrekt olmast

gэrtlэriпi tарmЪq mэqsэdi qoyulur:(1) tэпliуiпэ hanst baglanýrc gэrtlаri
(n.", sэrt) чэ sэйэd gЪrtlэriqоýmаq laamdrr ki, пэtiсэdэ alman mэsэlэ-Jr 

sinfinda kоrrеkt olsun: hэll var, уеgапэdir, kэsilmэz asthdrr чэ

t ) а olduqda u(x,t)= OV' ) otur ?

Мэlumdur ki, iimumilэqmig funksiyanrn поqtэdэ qiуmэti yoxdur.

Ona gёrэ dэ (2) gэrtlэriпi neca baga dtigmэk laztm gэlir? (3) qэrtiпdэ

r necJ taprlrr чэ s. kimi suallan aydrnlagdrrmaq lazrmdrr,
оччЫсэ adi diferensial tэпliklэr i,igiin Ьеlэ Ьir mэsэlэуэ baxaq:

р/
i,,rU\1,)_ /(,) (" > о) (4)

_/ =0

tэnliyinin

/(0)= уо, у'(0) : y1,...,y(P-t)(o) = у р_| (5)

gэrtiпi оdэуэп hэll olunmast mэsаlэsi timumilэgmiq funksiyalarda Ьеlэ

bir tэпliуiп hэll olunmaslna ekvivalent оlur:

Гi-tl
Zo ,| rtr)lr1 _ErouU-l-k)(r)l_ д["], (6)
LJ .ll \ / 

-J,| 
, , 

II k=о _l

burada Л(") = .f ("),х > 0 olduqda чэ r(r)= 0, х < 0 olduqda (6)

tэnliyinin D' fazastnda х ( 0 olduqda r(x)= О olan hэlli уеgапэ olur

чэ bu hэil (а)-(5) mэsэlэsiпiп hэlliпэ uyýun оlur: (5)- (6) mэsэlэsiпiп

х < 0 olduqda у(r)= 0 olan (klassik) hэlli hэm dэ (6) tэпliуiпiп hэlli
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olur чэ tэrsiпэ, (6) tэnliyinin х ( 0 olduqda r(x)- 0 olan hэlli adi
funksiyadrr чэ о, х > 0 olan oblastda (а)-(5) mэsэlэsiпiп hэlli оlur.

Мэlumdur ki, эgэr f(") х<0 чэ х>0 oblastlarrnda adi
kэsilmэz tёrэmэlэri чагsа ча х:0 n<iqtasindэ бzti чэ tёrэmэlэri
kэsilэпdirsэ, onda f(") чэ опuп adi tоrэmэlэri requlyar funksional
dоýurur. Эgэr f(x)-r" D' fэzastnda t<irэmэsiпi .f' , onun adi
tоrэmэsiпiп doýurduýu геqulуаr funksionalr {r'(")} (чэ уа sаdэсэ

.f '(") ila) iqаrэ еtsэk, onda Ьеlэ di,isturlar doýrudur:

_f'=.f'(")+y(o)a(x)
f" : f"(r)+ л/(о)d'(r)+ А/'(О)Д(")

r,э пэhауэt, Vр iigtin

7Ь) _ rЬ) Q) * 5' 
^/(Ё 

)(gp(p-r-fr )(r), (-)
k=0

burada

indi verilan (1) tэnliyini bela yazaq^/(ft)(0)_ 
7(t)(+ о)_ 7(t)1_ о;

o,u(x,t) 
= ý 

"[,_1)at' 7. ( arJ

=t n,(*)

аkou Xrt

Otk

(x,r > О)

jl

Zrlr^(,)а'i 
t *)(х

0ju Xrt

ох,

(7)

Bu tэпlik adi funksiyalarda verilir. (*) diisturlarlnl пэzаrэ aldlqda
sonuncu tэпliуi Ьеlэ yazmaq оlаr:

лmоu Xrt )

0t* (8)

Bu tэпlik artrq D' fэzаstпdа yazlllb. ll(-T./ -iiln rrlni lo1llli5 firIl ksiyad lг

Bu tэпliуiп r<0 oblastlnda slll,a ЬэгаЬоI,rllitll halli- rl(.T.l) lirnksiyasl
(l)-(2) sэrhэd mэsэlэsiпirr halli irdlапrг. Дсii cli|'cl,cllsiirl talllik iiqiirl biz
qeydetdikki,(6) tэnliyillill ,r<0 tlblitstltlclit Г(r)=() tlllrll hогЬiгhоlli
arJi Гunksiya оlur. (8) tэnliyi iso xiistrsi tiiгalllali tlilc,l,crrsiirl toIllikdiг.

to't*)[Y ,]
()

)

k

-l |з



опuп hэllэri adi funksiya olmaya da Ьilэr. Buna Ьахmауаrаq (1)-(2)

mэsэlэsiпdап (8) tапliуiпэ kegid analoji olur. Веlэ ki, эgэr и(х,r) 1В;

tэпliуiпiп hэllidirsэ, Ьеlэ ki, х<0 oblastrnda u(x,t):g olur чэ

u(x,t)-adi funksiyadrr чэ r > 0 oblastrnda kafi qэdэr hamardtr, onda

u(х,t) hэm dэ (1)-(2) mэsэlэsiпiп adi mэпаdа hэlli оlur чэ tэrsiпэ, (1)-

(2) mэsэlэsiпiп hэr Ьir у(r) b.rri, ona i.imumilэqmig funksiya kimi

baxdrqda, Ьеlэ ki, х < 0 olduqda у("): 0 olsun, onda у(х) Ьэm dэ

(6) tэnliyinin hэlli olur.
2. Эwэlсэ (1) tэпliуi эчэzirrdэ Jr-э пэzаrэп 1-ci tэrtiЬ Ьеlэ

sistemэ baxaq:

д( !\u(x.r\-u[ а)аи(х,r),х20. 
(9)"[а, )-rn"'- "la, ) ох' ^ .-v'

Onda (8) tэпliуi эчэziпdэ Ьеlэ Ьir tэпlik аlmаr:

,(*)^",,):u[*)tУ-u(/,.)r(,)] , (10)

burada l,В-mаtrislэr, и(x,r)-vektor-funksiyadrr.(10) tэпliуiпdэ

u(",t) olaraq Ьеlэ bir vektor-funksiya gёti.iri.irtik:

0, r<0
u(x,t), I ) 0,

burada u(x,t) funksiyasr х > 0 olduqda (9) tэnliyinin hallidir (adi

funksiyadrr). Веlэ Ьir i.imumilэgmig funksiya daxil еdэk:

0, J(0,

u(",t)

u,(x,t) -
Onda (9) tэnliyini Ьеlэ yazmaq оlаr

au(x,t)

0х
J)0,

(1 1)

Ou(x,t)

0х
Qeyd еdэk ki, ul(x,t) funksiyasr heg dэ

onlar arastnda Ьеlэ Ьir miiпаsiьэt чаr:

^(*)^", 
t) = r(*)",(", r )

414

ilэ iist-iistэ dtigmtir,



ЦУr=ut(х,,)+ r(о,r)а(.т), (|2)
0t

Ьurаdа ul-iп ifadэsini (1l)-dэ уеriпэ yazdrqda (l0) tэnliyini alrrrq.
Dеmэli, (l0) tэпliуi artrq_ D' fэzasrnda baxrlan tэпlik оlur, оrаdаkt
u\O,t) qiуmэti isэ adi u(х,t) funksiyasrnrn х = 0 поqtэsiпdэ aldrýr
qiynrэtdir.

з.Jf I FozAsI.
Мэsэlэпiп qoyulugu.
Indi hэllin axtarrldrýr

laztmdtr. Р ve.'ilir.
ff fэzаstпt dэqiqlаgdirmэk

Jф'0 ila еlэ (kompleksl f(") funksiyalarr goxluýunu igаrэ

edirik ki, f (x)e-fu . Lr(O,-) olsun, уэпi:
ф

Лf (")'ч-'F'd" . * (l)
0

Onda hэr Ьir f c.lr!'0 llglln

со

g(") - IrQPi"'d* (2)
0

Furуе gevirmasi чаr. Buradakr inteqralln varlrýt оrtа kvadratik yrýrlma
mэпаdа baga di.i9tili.ir.s: о + iT,T> р. Bu halda Planqerel tеоrеmiпэ
эsаsэп alrrIq ki.

(3)

g(r) Гurуе gevirmэsinin bir хаssэsiпi qeyd еdэk: т > Р olduqda g(s)
alralitik Гunksiya olub

оо

Лs(о + rT\2 do

inteqralr hэr qeyd orrrn-*? figiin var чэ biittin Р < т( оо oblastrnda
brr inteqral mэhduddur:

l*(, + iT)2 do : 
+*XrQ)'r-zfx dx

_0о -- - _оо
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,L

-,L

/(r)r,,]",l,,

I

()

Ils(, + iT\2 rlo < М <,lэ, т }_ !
Doýrudarr da, (З) ЬэгаrЬэгliуitrdаtl чэ ( l) lэгtiпdап 9rxlr ki,

l1r{r1',, 
]^,lr. 

i| r(r)' "'!',l".*() ()

Веlэ irrteqгalit bitxac1. (tэгs }]ttгrс acr iгlllэsi;

(о + i т)е ''' ''"'do 
=

.а '^ dб

Denroli / (, ) lirllksir,,rr g(o + l r ). с"' lirrlksiyasrrrln tэrs Furуе gevir-

rrrasid i г. So ll 1,1 llc tl Ьэ 1,1r llr г I i k tl ;lIl tt l t t'l с1 :

I.ч
JT2

/(r)=

l

2tr Jg(.' + iT|,a

/ ( т )., g(rт + iT), а '^ clo
2tr

Рlitrl5сгсl tctlt,clllitl;l i\il\JI] lltlt,lttllttl irlrгrc1 ki.

j;

()

l

2ir l
1

>,/

tlo (4)

i-
o+lT

G(ist:ll,rrl:rk rlllrl ki.

tlli.isbэt (lIqtilti /: с (

tllcl ttclclir

. () tlltltttltllt / ( т )= (). ('tirlki. :lks lralda. аgэr

r.()) qtlrlttirttttlit / ( г)l () tllltгsit. tlIlc,ltt Т -) Ф,

i а ]-.

l/(r)-,, -''.lt

cllitt,tlI. brr isa (_l)-tlr llrg r:lrrlil;lkl illtcr.11,1tlrrl btiti,rrl т > /] Illiistэvisir-rdэ

lllэhсittсl tlllllttsl ;rI,tiIt;l zitltlil,, ltclrlik1.1. / (т)= ()..t < 0 r,a Ьеlэ Ьir

ЬогаЬэгlik lltlit,rtt|ttI, l т > f l.

l^_l/

Jll (,,)lr,, 
]'',l, - .,,'_ J,ч(о + i r)t' ,lo, (,<х..

u !о -,
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Burada т + В olduqda alrrtq ki,

ф

XrG)' "-2fu 
d* < , .

0

Buradan 91хlr ki, f ("). Jr!'0 . Furуе gечirmэsiпiп уеgапэlik
tеоrеmiпэ эSаSэп аltшr ki, (2) inteqrah gэkliпdэ daxil еdilэп 8ь)
Гunksiyasr f (") funksiyasrmn Furуе gечirmэsi оlur. Jr!'o Гazasrnm
bЁtiin еlеmепtlэriпdэп чэ опlапп ( ?
tэrtiЬli iimumilэýmig tоrэmэlэriпdэп iЬаrэt goxluýu tr!,П ila igаrэ
edirik: Dеmэli,

JrpД -
у!д fэzаstпrп Furуе gечirmэsiп i н |,Ч ilэ igаrэ edirik. Aydrndrr ki,

н (s):И(s)_ Р(")s(r) g(") . Н|,О 
}

q_Vв
+

Dеmэli hаr Ьir И(s)е H|'n elementi miiэууэп g. Н|'0 elementini

dаrэсэsi ( q olan P(s) роПпоmuпа vurmaqla аlmtr. Веlэ сэmэ baxaq:

H!:ZH:,
а=0

Agkardrr ki, ll(s)c Н| ya|ntz чэ yalntz о zаmап olur ki, иG)
funksiyasr Ims > Р mtistэчisiпdэ analitik funksiya olsun u. 

|s| 
-+ со

olctuqda lИG)<"lr|П olsun. Doýrudan da, I.(s)e Н| ofulqda еlэ

P(s) polinomu tapmaq olar К, И(s): P(s)c Н|'О olsun.

н fэzasmtn vacib bir хаssэsi (monotonluq)

Эgэr Тrо@). Н| isэ чэ Иl(s)-analitik funksiyadrrsa, Ьеlэ ki,

lЦЬ) <lИо(r), onda ЦG) . Н| .

в
+
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вurаdап qшlr ki, н f fэzаsmdа istэпilэп р(r) polinomuna

чurmаq miimkiindiir, уэпi И(s)е Hf olduqda Р(s)И(s)с Н| ofur.

Веlэliklэ, baxtlan mэsэlэпiп korrektliyi пi qlrr;iran Jf! iimumilэgmig

funksiyalar Гэzаsrпdа u" Н | Гэzаsrпdа tэdqiq еdэсэуik.

Deyak ki, (1) tэnliyi Jr! fэzаstпdа verilir. Наr / > 0 iigiin

u(x,t). Ж! hesab edirik. Р аdэdi (1) tэпliуilэ miiэууэп оluпuг. /-
шп песэ segilmэsi az sопrа mэlum olacaq. 1r! eb(timumilэqmig) и(х)

funksiyalarr goxluýudur ki, hэr ьir u(r).Hf tigtin е|е flr(x) var ki,

foQP- fu с Z2 (0,оо) оlur чэ еlэ q эdэdi var ki,

u(*):Loo ro!), fb(").xlp .

fr=0

Burada ОО.F(") tоrэmаsi D' fэzastnda tоrэmэdir. Onda Н| fоzаыеlе

adi И(r) analitik funksiyadrr чэ hэr Tl(s)cH| iigiin еlэ Р(r)

polinomu чаr ki. 
ffi = g(s) пisЬэti ixtiyari Ims = т diмхэtti йэriпdэ

kvadratr ilэ iпtеqrаllашr, yani
сс

J|*(, +iT)'do <о )

-со

иG)l;
V лý do

2q

(
2

о
-со sI

inteqrallar | о -уапэzэrап miiпtэzэm mэhdud olur (hэr И(s) tigti") Н |
Гэzаstпdа polinoma vurmaq mtimkiindiir чэ ИоG) .Н|,И(r)-
analitik funksiyadrrsa чэ lИЬ) < lИо(r), onda rl(s)е Н |
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l=0 = uo("),
ak (Xrt )

lr=o = ut("), k -0,1,...,г -|
uu
0t

Тэlэь edirik ki, l -+ со olduqd а u(x,t) ьili ж! fэzаsпdа oQr)
kimi arttr, уэпi еlэ q va h чаr ki,

rl(o,t)2
(l3)llr.(o,,l!Z,B :*!

_со
о < cth

|,l
2q

р чэ r эdэdlэri agaýrdakr qayda ilэ tэуiп edilir.(l) tэnliyinin
xarakteristik tэпliуiп l у azaq:

- m-|
ff _ Zpo(r)rt (14)

k=0

Bu tanliyin kбklэriпi Ц(r),1r(r),...,)--1(") ir, iqаrэ еdэk. Bu kёklэr
s -in analitik funksiyalartdш (sonlu sayda maxsusi пёqtэlаri ola Ьilэr),
Bu kоklэrа biz Ims > Р yartmmiistэvisindэ baxtrlq, Ьеlэ ki, р "i"segilir ki, Ims>/ mtistэчisiпdэ Lo!),Ъr(r)..,,t -,(r) kёklэri
halntst miixtэliГolsunlar. Веlэ olduqda bu ktiklэriп
Irrrs > Р miistэчisiпdэ mэхsusi пёqtэlэri yoxdur чэ onlar birqiymэtli
analitik Гunksiyalardt. )"gG),лr(r). ., l.-r!) kёklэriпi iki qrupa
Ьёlэk: l-ci qruра о 7р-|ап daxil edirik ki, Ims>P miistavisindэ hэr
уеrdэ Rе,Llr6)< О оlur. Tutaq ki,

t _ {troft) z, (")..., z"_, (")}
2-ci qrupa о )п-lап daxil edirik ki, Ims > / miistэчisiпdэ heg olmasa
bir пёqtэdо
Re2q(s)> 0 olur. Tutaq ki,

tt _Q,G),),*l (r)..., л*_rG)}
oncla r эdэdi I qrupuna daxil olan xarakteristik ktiklэriп saylnl
gоstэгir. ýэrtэ gсirэ

Re29 (") <ке 4 G) < ... зRе ),._, (r)
qэЬrrl edilir. Dеmэli:

Re29(r)<... <Re2"_1(r)< о <г.е)'ь)< < Re л.-rG).
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indi

yroQ):#|,=o (k - 0,1,..., р -|)

funksiyalarr iizэriпэ qoyulan qэrtlэri aragdrraq. Fэrz еdэk ki, Ьu

funksiyalar m -| tэrtiьэ qэdэr tоrэmэlэrilэ Ьirlikdэ kэsilmэz

diferensiallamr чэ hэr biri t -+ ф olduqda cth dеrесеsiпdэп tez аrtmrr,

(8) tэпliуiпэ Furуе gevirmэsini tэtЬiq etsak

Lon,t*)k- ;,| и(,, r)] + g(o, r)d*V(o,t
dt'

tэnliyini alanq, Ьurаdа

g(o,,) = 
Ё 

q(*)W,-, (,) - isw 1-,(,) 
* ... * (- ь),-' w,О7. (15)

YroQ) funksiyalarr iizэriпэ qoyulan gэrtlаrdэп glxlr ki, Ims 2 В
olduqda

Фр,п(s,t)=*1"-'^п$)пgЪ lg(B * t)ao, (ъ>* - r) (16)

0

inteqrallarr yrýrlrr (Re2nb)r0 olduqda). Olava tэlэЬ edirik ki,

Ims 2 В olduqda

|и(s,r) зФъ,qЬ,t) (17)

gэrtini ёdэуэп hэr bir lrG,t) analitik funksiyalar, Н| siпfiпэ daxildir

u" Н | fэzastnda rЙ kimi artrr. Btiti.in bu deyilэn 
'эrtlэr 

son пэtiсэdэ

W,Q),...,W p_lQ) funksiyalarr tizэriпэ эlача 
'эrtlэr 

qoyulmasrnr tэlэь

edir. Оgэr, mэsэlэп, aqaýrdakr gэrtlаr оdэпilэrsэ, onda yuxarrda tэlаь

olunan biitiin gэrtlэr odэnilmig olar:

ai w,(tсо

Ioo dtj
dO<M<a, (18)

0

Ьurаdа k<m-2, j<m-1,.
Эsаs teorem. Fэrz еdэk ki, (1) tanliyi чэ (2)-(3) gэrtlэri verilir; Р

va r аdэdlэri yuxarrda dеуilэп qayda ila tэуiп olunub;
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WoQ),...,W p_t(r) ГuпКsiуаlаrr (1 8) qэrtiпi бdэуirlэr. Onda (l)-(2)-

(З) mэsэlэs iпiп Jr! sinfindэ korrekt olmast iigiin zэruri чэ kafi gэrt

cn(r) :*S"-'^n@g(r,o)ao (q:r,r +l,...,*_|) (19)

0

funksiyalarrnrn опlапп а рriоri tэуiп olunduqlarr Р.е)"п(")rО,
Ims ) / oblastrndan biittin Ims ) В уаrtmmi,istэчisiпэ analitik da-
vam edilэn funksiyalar olmalrdrr, Ьеlэ ki, davam пэtiсэsiпdэ alman

funksiyala, Н | Гэzаstпа daxil olmalrdrr.

Qeyd. Эgэr Ims>/ olduqda hэr уеrdэ Rе)"п(r)rО olursa

(q =,,r +l,...,m- 1), onda Cn(r) funksiyasr Ims > Р mtistэчisiпdэ

har уеrdэ analitik funksiyadrr чэ heg bir davama ehtiyac yoxdur. Bu
halda korrekt mэsэlэ Ьеlэ оlur; Vеrilmэlidir:
u g("\...,u,_, (r) tцо(t),..'w о чQ)

Teoremi isbat еtmэdэп эччаl Ьir пе9э tipik misallar tizэriпdа
tеогеmiп пэtiсэlэriпiп пэdэп ibarat olduýunu аrаgdrrаq.

Misal 1. Tutaq ki,ЦG)...,,tr_,(r) xarakteristik kбklarinin
hamtstnrn rеаl hissэlэri Ims > / olduqda < 0 оlur, уэпi

hэ(r\..,l-_r(r)с1. Onda r=m. Dеmэli korrekt mэsэlэ almmast
tigiin verilmэlidir:

u g (r),..., u - _t("),Wo Q),...,w о _tQ\
Мэsэlэп, Ьеlэ tэпliуэ baxaq:

+*!_о (x,r>o) (1)dtOx/
Btrrada Ц: is, Re2o(r)= _r.Onda Ims = т > 0 olduqda hэr уеrdэ
Re26 = -Т 10 olur, уэпi )g с 1. (1) i.igtin korrekt mэsэlа:

verilmэlidi r: u| t =0: u о("), YroQ) = u(O,t\
Misal2. Веlэ tэпliуэ baxaq:

too#=o, (2)
k=0 ot ох

xzrrakteristik tэnlik

42l



i"o*(-;r)'-ft : g

оlur. Tutaq ki, опuп btitiin kбklэri hэqiqi miisЬэt эdэdlэrdir.Вu halda
r:0. Коrrеkt mэsэlэ altnmast iigiin yalnrz l|o(r)...,Wp_lQ) funksi-

yalarr чегilir, чэssаlаm. Srrf sэrhэd mэsэlэsi almtr
Misal3. Веlэ Ьir tэпliуэ baxaq:

0u 0u

Ot Ох'
Burada 2о = -is = -i(o + iT)= _io+ r,Re29 = r. onda

Ims= т>0 miistэvisindэ hэr уеrdэ R.fo >0olur, dеmэli )"ge II,

уэпi r = 0. Korrekt mэsэlэ: heg bir baglanýrc qэrti verilmir, yalntz

WoQ) verilir.
Misal4. Dalýa tэпliуi чеrilir: 

.O-u О-u

Ot2 ох2'
Вurаdа t = -r2 ,20,| =tls. Ims > 0 miistэvisindэ

Re29 < 0, Re21 > 0 оlur.Dеmэli r =|.Коrrеkt mэsаlэ: verilmэlidir:

u l 1=g = ио(х) (ixtiyari funksiyadrr) vе Wg(r),Yrr(r) verilir. Эlачэ heg

Ьir gэrt |aztmgэlmir. Эsаs tеоrеmdэ deyilan

G(, ) = 

*1r-'^,G) 

rЦr,о)а о
0

funksiyastnrn Ims > В oblastrna davamtna ehtiyac yoxdur, giinki

Ims > 0 oblastrnda hэr уеrdэ Re21 > 0 olur. Веlэliklэ, korrekt
mэsэlэ-klаssik qarrgrq mэsэlэ оlur:

Ё=0

л) л,)d-u O-u

at2 ох2

u l 1=g 
: uо(х), u l 

"=g 
:I't/oQ\

Misal 5. NisЬэtэп miirakkab situasiya о zаmап аlrшr ki,
l"(r),...,2-_t(s) *arakteristik kоkllэriпiп hэqiqi hissэlэri Ims > Р
уапmmiistэчisiпdэ oz igаrэsiпi dэуiqir ( lo,tr1,...,1r_1 kёklэri isэ
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hэmiп уаrrmmi,istэчidэ Re2(s)< 0olur). Веlэ hallarda (19)-daK, GqG)
funksiyalarrntn davam olunmast zэrurаti aydrn olur. .

Мэsэlэп, Ьеlэ bir tэпliуэ baxaq:

0u 
- iЦ:( ,!\".0t 0х \ 0rl

Ьurаdа )"=s чэ Im S:T >0 oblastrnda Re2:o hэmmэпfiоlаЬi-
lir, hэm dэ miisЬэt. Dеmэli )" cII,r = 0(baqlanýrc ýэrt yoxdur!). Yalnrz
u l *=g:I|0(r) sэrhэd gэrti verilir чэ bu da ixtiyari ola Ьilmэz: О, ela
funksiya olmalrdrr ki,

со

G(s)= tr-"roQ@,
0

funksiyasr опuп эччэlсэdэп tэуiп olunduýu Re s > 0 oblastdrn biitiin
Im s > 0 oblastrna analitik davam еdilэ bilan olmaltdtr, Ьеlэ ki,

davamdan altnan funksiya Н | Гэrаsrпа daxil olsun.
Misal б. Веlэ tэпliуэ baxaq:

0u .0u
0t 0х

,а
0х

u

btrrada )":-s. Dеmэli )"clI,r=0. Dеmэli baglanýrc qэrti уохdur.
Irns=г,onda

G(r) = 

*su-' 

^пG)пrо(о)а о - !r-0, Itro(o)a о
00

funksiyasr Re s > 0 oblastrnda yrýrlandr. LTg(r) еrэ olmalrdrr Ki, G(s)
funksiyasrnr biitiin Ims > Р oblastrna analitik davam еtmэk mtimkiin

olsun, Ьеlэ ki, пэtiсэdэ alrnan funksiya Hf siпfiпэ daxil olsun.
Misal 7. Laplas tэпliуi,

,)a
о-u d'u

l_
a'i0t" 0х'

burada tr2 = s2,.l,=*s, уэпi 29 ,)| ,cll,r:0. Коrrеkt mэsэlэ Ьеlэ-

dir: Ancaq u l 
"=g 

=WO(r) u. 
*r' "=о 

-YTrt(t) sэrhэd gэrtlэri verilir,

hэm dэ bu funksiyalar еlэ olmalrdrr ki
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Gб

G1

со

(r) : I"-" WО - i swg(t)]dt,

0

ф

G)= Juu lЩ(,) - i s|Tg(t)]at

0

(*)-' W,-,(t)- ьw,_,0+ - (- ^У-' 
w,0]

funksiyalarr оzlэriпiп с рriоri tэуiп olunduqlarr oblastlardan (Gg(s)

Re s > 0 oblasttndan, G, (r) isэ Re s < 0 oblastrndan) biittin

Ims > 0 mi.istэvis iпэ Н | fэzаstпа daxil olan funksiyaya qэdэr anali-

tik davam olunan olsunlar.
Misal8. Веlэ bir bircins tэпliуэ baxaq:

m

Zoo
аfПоu

;7=7 -0.
k=0

Agrq yazdrqda (а9 - 1)

О'u О*u 0'u
Ot' ' at*-'a" ох

xarakteristik tэпlik

Г + ot[-| (- Ь)+ ... + a-_tЦ(- is)m-' + а*)"(- л)' = 0

Bu tэпliуiп kciklэri lq = -/rq,s olsun. Onda

р? * оrрТ-' + ... + Q. :0.
Bu halda g(r,r) Ьеlэ оlur:

g(r,r) : Za j
m

j=|

Коrrеkt mаsэlэ: WoQ),...,Wp_t(r) еrэ чеrilmэlidir ki,

со

Cn(r) = !еРЧ'0 g(r,O)do
0

funksiyalarr Rедп .s < 0 oblastrndan Ims > 0 oblastma еlэ analitik

davam olunsun ki, аlmап funksiya Н | h"urrna daxil olsun
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4. Эsаs teoremin isbatl.
эччэlсэ 1-ci tartib bela

Ou(x,t
sistemэ baxaq:

u(x,t), (.т,r > 0)
0t {,*)

(1)

Вurаdа u(x,t)_и-komponentli vektor-funksiya, .а
0х

-kvadrat

mх m matrisdir, опuп еlеmепtlэri Рiъ

polinomlardrr.( 1 ) tanliyinin

u(x,o)= uo(")

{

l -maksimal tэrtiЬi р оlап

(2)

(6)

а
лох

baglanýrc qэrtiпi чэ

u(o,t)=w'+, ,Щ=wо_l(t) (з)

sэrhэd gэrtlэriпi бdэуап hэllаri ахtапltr.
Indi (1) sistemini bela yazaq:

+=Ёооо(,|)-"ь,о, (4)

burada ok : сопsl olan matrislэrdir. (l) tanliyi (3) gэrti ilэ Ьirlikdэ

Jf! siпfiпdэ Ьеlэ bir tэпliуэ ekvivalentdir:

цQ,,) _
0t

=. 2, r(, *)r Ьь,,) _ w 
о _,Q) а Q) - w 

о _,(, ) а' (" ) 
_ 

. .. - п,,Q) а(* -, ) (J)J .

Furye gечirmэsiпi Ьurаdа tэtЬiq еtmэklа Ьеlэ adi sistemi alrnq:

!!kP= Р(r)И(r,r)+ g(s,r) (5)
dt

Ьцrаdа
р
|а

k=0
ks(s,r)= Wo_rQ)- Ьwо_rQ)*... + (- ls)t-r ИrrQi
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(Nэzэrdэ saxlamaq laamdr ki, Ьurаdа g,Wr(r)- vektor funksiyalardrr)

Baglanýrc qэrt isэ

И(s, о)= %(") (7)

gэrtiпэ kegir.
(5)-(7) Koqi mэsэlэsiпiп hэlli diisturu Ьеlэdir:

V(s,t):"rР(s)ио(r) +'1ч('-О)r(') rls,о)ао . (8)

0

Lakin V(s,t),rofu)g(r,r) funksiyalan hэr qeyd olunmug l tigiin и-

ёlgiilti R- =R, Гazastnda tэуiп olunublar. Эgэr (:(€t,...,€*).Л"
olursa, demэli € = €(r),€ j : € j(r). Bu halda qeyd оluпmug s tigiin

s qeyd olunduqda P(s) xatti ореrаtоru Rr-dэ Р(r)= ll"ub)l matrisi

ilэ verilir. Bu орегаtоruп dеуэk ki, . = "(s) sayda xarakteristik

kёkiintin Re2(s)< 0 olur, уэпi (hэr s iigtin)

Re29b)<. < Re2.(r)< О. Qalan m- rsayda 7,(s),...,)",(r)-
koklэri iigiin isa

Buna uyýun оlаrаq R" fэzаst аа P(s) ореrаtоruпа пэzэrэп invariant

alt fэzа оlап R" чэ Лr+ fэzаlаrtпtп dtiz сэmiпэ аупltr:

R, =R, +R.i
Onda V(s,t),И9(s)g(s,l) vektorlanntn da hэr biri iki kоmропепtэ

ayrrlrr:

V(s,t)-|/- (s,r)+ V+ (s,t),

иоЬ) =vi Ь)* иd(s)

lбli = Zl€i
i=|'

Vi .Л", Иg+ сR +
si ,
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Рь) va ,t P(s) ореrаtоrlаrl л; va R"* alt fэzаlаrtпdа invariant
olduýu tigiin alrrrq ki,

rr- G,t)= "tP(s)Iro Ь)*'!"
0

t

p(l-d)p(s)
0

_0(t )р(") g- ь,о)ао,

(-)

V+ (s,t) - eP(S) ио* G)* g*(r,О)аО.

Asanlrqla yoxlamaq оlаr ki,

Гэzаsrпdа О|') kimi
Rе2д (r)< 0, k =0,1,...,r -|),

t-+q olduqda V-(s,t) hэ[i Л;
аrtш (giinki bu fozada

iпdi V+ (s,r) Komponentini Ьеlэ yazaq:

rr* G,i = 
"tp(s) [ш 

bl *'sr-r r1,) r- 1r,qоr] (9)

Asan yoxlamaq оlur ki,

/(r)= 
*S"-r 

rt ) g* $,о)ао (l0)
0

inteqrah sonludur чэ /(s)c Л"+. Onda (10) ifadэsini (9)-da пэZэrэ

aldrqda V+ (s,t) bu gэklэ dtigэr:

lr* G,,)= dР(s)И; bl* /Gr_ 
*1"Q-О)r{")g* 

$,о)ао. (l l)

Buradakr Sonuncu inteqral ronludurlu о t )ю olduqda
l-|
I Y,t, 

-rl r(,) g* $,о)а о| = оеr\
l; l l

оlur. R"+-dэ Re2n(r)r o olduýu iigfin (q = Г,г +l,...,m- t) 1r r;-сэ

"''ViG)-.lGI funksiyasr l -+ оо olduqda eksponensial аrtrr (эgэr

Иi ь)+ /(s)* 0 -drrsa).Demэli, (1 l)-dэ Ио* Ь)* /ь);д 0 olan kimi
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rr(r,t) hэ[iпiп И+(s,r) toplananr eksponensial olaraq аrtш чэ dеmэli

ll(s,t) eksponensial аrttr, уэпi mэsэlэ korrekt deyil.

Natica. Нэr qeyd olunmug s iigiin (5)-(7) mэsэlэsiпi., о|') -oun

tez artmayan hэllinin varlrýr iigtin

ф

ио*G) * i"-'Л(s)r+ $,0)d0 =о (12)

0

olmast zэruri gэrtdir.

Qeyd. нЫэtiК biitiin dеуilэпlэr s раrаmеtri qeyd olunduqda

оdэпilir. Gёrэсэуik ki, btittin s -1эr iigtin bu gэrtiп оdэпilmэsi ,t!
siпГrпdэ korrektlik i.igi.in zaruri gэrt olur.

5. indi gбrэk sistem i.igtin korrektliyin zэruri gэrti оlап

ио*G) +-1"-О r{')g* (s,O)d0 =о (-)

0
gэrti уtiksэk tartibli Ьir tэпlik halrnda hanst formada olur. verilir:

аlПou

-=Ot*

m-1 k

k=0

.а
0х 0t

ZPo k
uа

(x,r > 0) (1)

Bu tэnliyi sistem gэklinda yazaq

Ч=ur,
ot

0u,
____J- = Ц1 ,
ot (2)

)um-| _
0t

Yani

l
а
л
ох

Ug+P1
о

ы
а
л
ох

l
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а
лох

l
0t

0 100
0 010

0u

{ )",
(3)

(4)

(6)

(7)

0

0

{

burada

Р0 Р|

l
)=

о

ы
Dl m-7

Malumdur ki, oz пёчЬэsiпdа (2) sistemini Ьеlэ yazmaq оlаr:

(5)

Ьurаdа ад -эdэdi mаtrislэrdir, (l), (2), (З) tэпliklэri х > 0, / > 0
oblastrnda baxrlrr. Btiti.in fezaya (уаrrm fezaya -ф<I(ф,/>0)
davam olunduqda (4) sistemi чэ (1) tэпliуi iigiin

ak u(O,,t) ,,, l .\ff=|Tk\t), k =0,1,..., р-|
ох,-

sэrhэd gэrtlэri vektor-funksiyalar olur. Onda (5) tэnliyi Ьеlэ alrntr:

* 
: 
Ё:r(, *)r " = сlOи -,,(, *), - (,*)

Ou 
- t,оГ[,,*l- " -Еп, i(/)r(t-l-l)(xat - L-n 

[(' а"/ 
1=о

Вurаdап, Furуе gечirmэsi чаsitэsilэ аlmtr ki,

р
u*ор

d rlG,t)
dt

= Л(s)И(s,r)+ g(s,r)

,g(r,l) =ioolrr ,0- is:l|'o_,(r)*....* (- ь)'-' Пr,07
ft=0

(s)-dэki P(s) ореrаtоruпuп mэхsusi vektorlarr (yuxarrda gёrdiiyiimiiz
kimi) Ьеlэ оlur:

,i =(1,Ц,4,...,Щ-') i =0,1,..., m -|,
Ь,urаdа )оG), 1r(r)..., L-_t(s) эdэdlэri
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r -5' ,o(r)zfr = о
t=0

xarakteristik tэпliуiпiп kбklэridir.

Мэlumdur ki, ixtiyari € . R- , € =(€о,...,€*_, ). RП -vektorunu

еg,е1,...,€m_| bazisi tizrэ aytrmaq olar. Tutaq ki,

m-|
€: Z €J 

" 
j .

j:0
Koordinatlara gбrэ yazdrqda

€ = €О 
"о 

* €' е,+ ... + €'-' u ._, = (6' , €О 1о, €' Ц,..., €О Ц-') *

* (€,,€' 7,,€, ц,...,€' ц-' )* ... *

* (€-', €'-' 1-_,, €--' Ц_,,-.., €" щ--i)

Buradan аltпш ki, - l- \
6 = \6о ,€|,",,€m-1/, чэ:

r0 -r| - -Fm-|919,...,9)

h: €0 ц + €| Ц+... + €*-| 1-_|,

€m_| = €О Щ-' + бt Ц-t + ... + €*'Щп-_'r.

Bu sistemdэn mэсhul f / эdэdlэriпi tэуiп edirik

е
$t0

l

ц

аlП-
ц

1 1 190

ri _ 1

5-й)
1j-, 6 )"i+|

аm-| , аlП-|Aj_t 5m-| nj*| affl-
м_

ц_ l

(9)

l

_(-lYlrrr, ЕlI/ , ,I t\m-l l l
- wlцtьоrr i о - ьJЦi, * ",* (- t1'-' 6,_rЩ.,-tl

Ьurаdа rТr(Л) Ile 7g(r)..., l*_t(s) Кэmlууэtlэriпiп Vапdеrmопd de-

termenantt, Wjo isэ опuп miпоrudur ( j,k:0,1,...,m-|), Xiisusi
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halda, И(s,0) =(rrоG),тrr(r).. , r.-.r!)) vektoru hэr ^ý tigiin R'
Гэzаsrпtп elementi kimi Ьеlэ ауrrlаr:

И(s,0) =T'Vj"j,
_/=0

V 
j 

эmsаllаrr s-dэп asrlr funksiyalardrr, V 
j 

=V 
j("). 

Orrau (9)-а эsа-

sеп V 
j (r) tigti" alrrrq ki,

|/ 
j 
Ь)=

%VoG)r,, - rrr|)уr i| + ... * (- t).-' Tr-_r1)w i,*_rl (10)

Analoji qayda ilэ чеrilэп

Е(r, r)
vektorunu Ьеlэ ayrrmaq оlаr,

Ьшrаdап taprrrq ki,

g/(r,r) сц lry,, ..^ , o(.s,t).
'tLr(1)" j,m-| Б\J

':(") operatorunun ej bazis vektoruna

: (0,0,...,g(r,r))

(,ýо6 gj (r,tYi
m-1I
_/=0

t)=

(l l)

Nэzаrэ alsaq ki, е tэsiri

пtЛi(r) е7 яэkliпdэ olur, sistem iigiin aldrýlmlz zarlri gэrti:

ио*Ь)* ]"-rО1" 
) g* (s,o)aт:0 (l2)

0

tеr)rеmэ uyýun gэklэ salaq. Bunuh iigtin (l2)-dэ И9+(r) u, g*(",d)
vеktоrlаппl e,er+|,...,e m-| iizrэ ayrrlrýlnl yazaq (giinki hэr s tigtin

(l(r). Rr*, g*(r,d). Лr* vэ R"* fэzastnda €r,er+1,...,em-7
bazisdir)
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_+g

Вuпlаrt (l2)-dэ уеriпэ yazdrqda altrrq:

ио*G)= 

' 
Trn(r!q, (r,r) Z gп (r,t\n

m-7

Ч=r

m-|

Q=r

е

Q=r
Ьurаdап grxtr ki,

|rnb)**Y"-01n(")r+ (s,O)dLn _О (q=",r +|,...,.-|). (13)

0

indi Vn (r) уе gq (r,9) figiin yuxarrda taprlan (10) v э (11) ifаdэlаriпi

(13)-dэ уеriпа yazaq. Onda alarrq:

Z|rn (rpn * -ОЛпG) gq b,O)do en :О 
,

%Voj)yrn,o 
- lrri)wnL +...* (- t)'-' v*-t$)wn,*_1)+

*iu'^, t'l 

ffiw n,. _t g(s, 0)d 0 = 0,

m-|

ьurаdап almtr ki,

j
0

Wпl 
rz l'.\_ Wq,t 

4(r)*...+(_ ')^'ЖИ*,(r)=йо.., '0\"'/ Wп..' 
(l4)

0

вu ьэrаьэrliуiп sol tэrэfi Н | brusrna daxildir, уэпi Ims > Р olduqda

analitik funksiya olub |s| 
-+ со olduqda |s|P Ki-i аrtап analitik funk-

siyadrr, 
'tinki, 

gэrtэ gбrэ иоG)ц(r)..., V*_t(r)_bugunýrc vektorun

komponen tleri Н | fэzаstпа daxildir. Digэr tэrэfdэп

:rr_ (/ = 0,1,... ,. -|)
Wq,r-|
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nisbэti ЦG),..., Л._1 (s ) -эdэdlэriпdэп asrlr kэmiууэtlэrdir,

2о(r)...,Л-_rG) kёklэri isэ .ý-э пэzэrэп |"|'-l-C"r, tez artmtr.

Dеmэli (14)-dэ sol tэrэfdэki сэmiп hэr bjr toplananr н| fэzastna
daxildir. indi (1a)-iin saý tэrэfiпэ baxaq.

со

Cn (") =J"-'^ub) glr,O1aO, (q : r,r +l,...,m - l)
0

funksiyasr (inteqralr) Ims >/ miistэчisiпdэ Rе),n(r)'о olduqda
yrýrlrr чэ analitik funksiyalardrr. (l4) Ьэrаьэrliуi onu gёstэrir ki, sol
tэrэf biittin Ims > В уаrлmmtistэчisiпdэ analitik funksiya olduýundan
g:lrэk Cn (") dэ Ьеlэ Ьir хаssэуэ malik funksiya olsun. Bagqa sёzlэ

Рtе)"п(r)r О Ims > Р miistэvisinin Re2n(")' 0 oblastrnda analitik
оlап Gn(s) gэrоk Ims>/ mtistэvisinin Re)"n(r)<O olan hissэsiпэ
еlэ davam olsun ki, пэtiсэdа alnan funksiya analitik olsun чэ hэm dэ
Н | brasrna daxil olsun.

Веlэliklэ, (1)-(2)-(3) mэsэlэsiпiп ,rf! fэzаsmdа korrekt olmast
tig;tin zэruri чэ kafi gэrt а рriоri Ims> р, Ptе)"п(r)rо oblastrnda

yrýrlan Cu (r) inteqralr biittin Ims > Р уаrlmmristэчisiпэ еlэ analitik

davam olunan olmasrdtr ki, пэtiсэdэ ahnan funksiya н | frlrastndan
olsun.

6. indi kafi qэrtiп isbatrnr чеrэk.Fоrz еdэk ki,

О* u(х,t) _\' 
".Ot' Ео п

а

о̂х
l

nkоu Xrt

atk
(15)

tэnliyi,

-sэrhэd gэrtlэri чэ

(16)

О'-|u ,,0)
(l7)

Ot'-|
u oQ) = u(х,0), u|i = ЧР,...,u, _t(x) :
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-baglanýrc gэгtlэri чеrilir. Tutaq ki, g(r,r) Ьеlэ tayin olunur:

g(r,r) = Z Qi t*)W,-,(t)- 
i,w,-r(,)*", + (- ls)i-r I4,r0]

m-|

k=0
Fэrz еdэk ki,

ci(r)= (- t)'*1"-'^,(q) g(r,O)aO, (j : r,r +|,...,m - t) sl
0

гunksiyalarr Ims > / mtistэчisiпdэ analitik olub н | fэzаstпtп

elementlэridir. Gоstэrаk ki, onda (1)-(2)-(3) mэsэlэsi й{ fэzasrnda

korrektdir.

10. эччэlсэ gёstэrэk ki, (14) di.isturunun kёmэуi ilэ hэr bir s
пбqtэsiпdэ И(s,0) baglanýrc vektorunun 4(")...,'t/-_r(,)
kоmропепtlэriпi onun qalan Ио(r)...,4_, (r) kоmропепtlэri чэ Ci (r)

funksiyalarl чаsitэsilэ Ьirqiуmэtli tapmaq olur. Doýrudan da, (14)

mtinasibэtini bu gэkildэ yazaqi

Q,tro -Q,,V, t ...+ (- 1)'-' Q,,.-,V,_, =

: G,!r), (,, = гэг * 1,",, * - I) '

Ьurаdа
W j,k

Qj,*:й;

Bundan эlачэ yuxarrda (р.5) hэm dэ gёrdiik ki,

И(s,0) =(Vo(r),...,4_,(r)) -'|r'",, еj =
j=0

_(|,7,,t,,...,ц'),

ayrrlrqrnda И/ эmsаllаrr iigtin Ьеlэ ifadэ altntr:

_ 
le-01,('l 

g, (r, о)аО ),*,

(1 8)

(20)

(21)

со

0

(-1И'(r)

4з4
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ýэrtэ gоrэ G;(r) . Н| ve Qi,m_t. Н|. Dеmэli buradan gжtr ki,

r j Ь). Н|, (/ : r,r +l,...,m _l).

indi И0, V| ,...,И'-1 эmsallarrnr tapaq. Bunun tigtin (2l) ayrrltýrnt
koordinatlara gбrэ yazaq|

Vо =V0 +V| +,..*V'-1 ,

Vt -V0 Ц +rl л|+... + [l'-| 7__1,

(2з)
Vr -| = тr0 л6-| +r| 1|-| +... + Il'-|,1}-!1,

Vm_| =Iro ):t-' *rrr Щ-r +... + Vr-|1;-!|

Эччэlсэ bu sistemin ilk r tэпliуiпэ baxaq:

Vo :r0 +r| +...*V*-| ,

Vt =V0 7о +tl|.Z, +... + |l*-| ).__1,

V"_| = r0 )Б-| +r| 7|-| +... + tl--| tr}!1,

Inrs > Р mi.istэvisindэ Ьu sistemin determinantr O-dan farqli olduýun-

da.n alrrrq ki, Ims > Р mi.istэvisindэ [r0 ,r| ,...,V"-| kэmiууэtlэriпi

VO,Vt,..,Vr_l yo V' ,V"*1 ,...,V'-| чаsitэsilэ birqiymэtli olaraq ifаdэ

еtmэk olar (sonuncular isэ (22) ЬэrаЬаrliуi чаsitэsilэ Vo,Vt,..,Vr_1 уе

G"(r)...,G-_t(s)vasitэsilэ ifаdэ оluпurlаr). Demali пэtiсэdэ

L'O,V|,...,V'-| kаmiууэtlэ ri Vg,V1,..,V"4 vo QG),. .Qr*r(s) vasitэsilэ

birqiymэtli tэуiп olunmug оlur.

Buradan aydrn оlur ki, Vo,Vt,..,V"_| . Н | olduqda hэm dэ

VO,V|,...,V"-| с Н | ohr.

(24)
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indi (s) sisteminin Sonuncu m - r sayda tэпliklэriпi gбttirtib

analoji gечirmэlаri aparsaq axtartlan Vr,..,V-_l funksiyalarrnr

Vg,...,V__t чэ Gr(")..., G^_t(s) ГuпКsiуаlаrr чаsitэsilэ Ьirqiуmэtli

tэуiп еtmэk оlur чэ пэtiсэdэ аlmш ki, [/r(r).., V._t(s)c Hf .

Natica. Ио(r)..,4_,(r) malum olduqda чэ Gr(r)...,Gr_,(,)

funksiyalarr Ims > Р miistэvisindэ н | fэzastna daxil olan mэlum

funksiyalar olduqda опlаr чаsitэsilэ v(op) baglanýrc vektorunun

VrG),..,V--r(r) kоmропепtlэriпi birqiymэtli оlаrаq tэуiп еtmэk

miimkiindtir.
нэr qeyd olunmuq s iigtin bilirik ki, mэsаlэпiп hэlli

Ио(r)..,а-rЬ) funksiyalan u, g(r,l) vasitэsila Ьеlэ dtistur gэkliпdэ

yazilг,r,.

v(s,): 
"'P(,){v(o,o) 

*'1r-Оr{о) g$,o)ao \ . (25)

0

ýэrtа gёrэ

V(o,0)=l/d(o)* r/о @)
чэ

ф

0

Вuпu пэzэrэ alsaq (25) bu gэkli аlаr:

ио-G)+/(о) =vi + te-q'{,) g-(s,O)d7=0. (26)

v(r,t) - g' Р(''{a- (r)* !e-"blg- (r, ФаО} -

_-7",,-r,r(.' g* (s, О) а О.
t

(21)

(11) diisturundan gоrtiпtir ki, rr(r,t) funksiyasl (hэr bir l iigiin)
Ims > / mtistэчisiпdэ analitik funksiyadrr. indi gёstэrэk ki, bu funksi-

уа s-in funksiyasr kimi Н! fэzаsmа daxildir чэ /-уэ пэzэrэп О|')
kimi аrtrr.

Biz yuxarrda (ý5 ) gordiik ki,
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d'V(o,t akrl(o,)
dt- dtk

m-|
= I ръ(о

ft=0

: g(o,t) (28)

tэnliyi verildikda, эgэr

G, (о): {о . RП ;kе ),,_, (о) < 0 < Ке 2, (о)}
oblastrnda

Vo(o\...,Vm_t@)c Н

baglanýrc funksiyalarr чеriliЬsэ, Ьеlэ ki, FW j("I= r1@)c Н(С, ) чЭ

agaýrdakr mi.iпаsiЬэtlэr бdэпilirsэ,

Qptro -QiIl+ ... + (- t)'-' Qi,__rV._| =(- r)'\"'^,bl g(o,0)d0,
0

onda hamin tэпliуiп (hэr s i.igtin!) hэlli чаr чэ onun iigiin agaýrdakr
ьэrаьэrsizlik odanilir:

lИ(r, t). r,,-' Ils(", о)ао +
0

--,

+cI|0*tl-' 
"-'Rel,(s)|g(r, 

0+t)dO + (2g)

+ c(t + t)- (t + |r|)'''-1)ЁИG)
k=O

Agkardrr ki, Ims > В yarrmmiistэvisini sonlu sayda Gд oblast-

lапшп сэmi qэklinda yazmaq оlаr, Ьеlэ ki, hаr bir Gд oblastrnda xarak-

teristik tэпliуiп 2о(r)..., l*_r(r) kбklэri (Ims > ll oz igаrэlэriпi

saxlaytr. Dеmэli (29) qiуmэtlэпmэsi hэr bir Gд oblastrnda odэnildiyi
iigtin, о, biittin Ims > В mtistэvisinda cidonilir. Saý tэrэf dэ Ims > Р
olduqda hэr Ьir toplanan |s|-in С.rrсэsiпdэп tez аrtmtr чэ analitikdir,

hэm dэ О|') kimi artan funksiyadrr. Dеmэli V(s,t). Н|. Теоrеm
isbat olundu.
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ý 7. Yarrmfazada requlyar sarhad masalasinin
fundamental halli.

Веlэ bir tэпliуэ baxaq:

O*u(x,t)

0t*

m-|
=ZPb а

л
ох

, -ф<х<оо,/)0, (1)
лkоu Xrt

i
k=0 atk

Ok u(x-}\ / \

ff:uk\x), k =0,|,-..,r -|
Furуе gevirmэsini tэtЬiq etdikdэ alrrtq:

(2)

d-V(o,t) _ drV (o,t) doV
ЯР.("-)
t=0 dto ' dt k 1=0 (3)dt-

_V*(o), k _O,...,r -\
xarakteristik tэпlik

m-|r -Zpo!)i
k=0

Таrif. (1) tэпliуi о zaman requlyar tэпlik adlanrr ki, xarakteristik
tanliyin kоklэri Ц(о),...,7r_r(о) bflttin о-lаr iigiin Re2i(o)S0 чэ

(уа ( сопst) olur, r=0,1,...,m-|. Bagqa sоzlэ, bu kёklаr oz igаrэ-

lэriпi dэуiqmirlэr (осR). Requlyar (1) tэпliklэri tigiin yarrmfezada

korrekt mэsэlэlэriп altnmast tigiin и9 ("),...,ur_1 (х) bagtanýrc qэrtlэri

чегilmэlidir. Мэlum klassik tэпliklэr-istilikkеgiгmэ tэпliуi, dalýa tanliyi,
Laplas tэпliуirеqulуаr tапliklэrэ misal оlа Ьilэr. Bundan эlачэ, mэsэlэп,

n4 n4
,0О U О U l ,l о\l. n=- ,l \ш=4,a:3)0t' а х-

n2 n2

'О #=# (m=4,,=2)

tэпliklэri dэ rеqulуаr tэпliklэrdir. Мэsэlэп, 10 tэпliуiпi yoxlayaq. Вurа-

da xarakteristik tэпlik Ьеlэ olur, .2! : о4 .

\i - o'/rt * о2)= 0, 2о,, =!|о|,)"2,з = ti|o|.
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Dеmэli hэr уеrdэ Re29 =-|о|<0, Rе22з =0; Re2t(o)r0. Эgэг
r = m оlаrsа, (1) tэпliуi Petrovski mэпаdа korrekt tэпlik adlanrr. Bu ciir
tonliklar iigiin korrekt mэsоlэ Kogi mаsэlэsidir. Demali (1) tэnliyi iigiin

ч l 1=g= uo("), *, ,=о _ ut(x),.. ,#l t=0 = u л_lQ)

baqlanýrc gэrtlэri ixtiyari qayda ilэ verildikdэ ahnan kogi mэsэlэsi
mtiэууэп Jf siпfiпdэ kоrrеkt mэsэlэ olur, r эdэdi requlyarlrq
gоstэriсisi аdlашr.
оgэr еlэ E(x,t) чаrsа ki, о, (l) tэnliyini чэ agaýrdakr baglanýrc gэrtlэriпi
оdэуir:

Д(r,0)= 9,

ОД(r,0)

0t
0,

О'-2 в(х,О)

0t r-2

dt* k=0

=0,

()

(6)

onda Д(х,r) funksiyasr (1)-(2) Koqi mэsэlэsiпiп fundamental holli (Qrin
funksiyasr) adlanrr. ОпdаД(х, t)c Jr оlur чэ V_f . J( iirgirп Е * f с J(
оlur. Furyе gечiгmэsiпi (1) чэ (2) mэsэlэsiпэ tэtЬiq еtmэklэ alrrq:

d*V(o,t) m-| akrl(o,t)
(5)- 

' 

Рь(о
k )

dt

|, (о,о) : о, !!Р : o,...,tjP- : о,t!Щ-9)_ : l
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Эgэr (1)-(2) mэsэlэsiпdэп аlmап (3) Koýi mэsэlзsi kоrrеktdirsэ, onda
mэlumdur ki, hэmigэ baglanýrc vektorun V"(o),...,V-_l,(o) Ко-ро-

пепtlэriпi Vo(o),...,V"_r(o) чаsitэsilэ Ьirqiуmэtli olaraq tapmaq оlur,

Ьеlэ ki,
r-|

Ir,(o): ZVъ(о)Л,."(Zо(о)... ,l"_\ (r)) ( s --г,r +|,...,m -|),
k=0

Ьurаdа Rд" funksiyalarr lo| - оо olduqd u |о|' kimi artrr. Вuпа uyýun

оlаrаq (б)_dа оlап baglanýrc vekto ruп Vr(o),...,V*-r(o)
kоmропепtlэriпi Vo(o),...,V 

" 
_r(о) чаsitэsilэ tapmaq olur:

а 
j rG.о\- ' 

'u"'u' =Rr-T,j (а(") ,1r-| (о)),, =т,г*1,",,m-|,
dtj

Dеmэli пэtiсэdэ (3) tэпliуiпiп

akTl(o,O) _ Vъ(о), k :0,!,...,ш -| (+,)
dtk

baglanýrc gэrtiпi оdэуэп hэlli чаr чэ bu hэll birqiymэtli taprlrr.

Эgэ. (4')-dэ baglanýtc vektoru

|ro G) _ {vo(o),rrr(o ). . ., |/ * _r(о)\

igаrэ еtsэk, onda 1З1- (4')-in bэtti

W (o,t) _ et 
Р(')s4lо7о1

olur. Эgэr

olduýunu пэzэrэ alsaq

1","','1 
1 gtp(o) 

[r 
- z,(r * lrl)' +... + %(, * |rl)''' "]

- g(o,t)
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Sаё tэrэf |о| -+ - olduqda 
=|о|о olur (hэr / tigtin).Demэli

Пl(o,t)e 11. Onda u(",t)с ff.
Taklif. G(x,t) fundamental hэll olduqda

0'u__ý, (. a\aou
аr - Р.'r|'Ы)м ,

u(х,0) = uo("),...,O'-?l"_,0) = u,_,(x) .

oI
Ёmumi kogi mаsэlэsiпiп hэlli agaýrdakr dtisturla чеrilir:

u(х,t) - G(",t)* f,r")* #- f,(")* -Т:* _f,_,("), (-)

burada fo("),..., fr-, (r) с ,7f оlап паmэlum mtiэууэп funksiyalardrr
(az sonra bu funksiyalar tэуiп еdilэсэkdir).

Эччэlсэ gёstэrаk ki, t-) dfisturu ilэ tэуiп еdilэп u(x,t) (1)
tanliyinin hэllidir. Мэsэlэп, toplananlardan birini yoxlayaq. Btit tit-

mэпiп хаssэsiпэ аSаSэп altrrq (F: +* |. i;аrэ еdэk, j:0,1,.,,r-l):
0t

0-F
0t'

о

0t^

ajG

-*
)tj ,

"f,

=#|F"ц( *
аоGi а

0х

а' Г а,G1
0t, l_ Ot, J

_f,
0to

ajG
irr(,*)#[

-*
0tj

Fаоf,)=д,-[,*)
0to

уэпi Л toplananr (1) tэnliyinin hallidir. Onda сэm da (l)-in hэlli olar.
indi (*) tfadasini diГerensiallayaq чэ hэr dэfэ dэ l = 0 gciti,irak

Oltda, G(x,t) fundamental hэlli iigtin
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olduýunu пэzэrэ aldrqda, altnq:

и(-т,0) =.f"_t1)

Ч=.f"_2@-ry*f,_li)

о'-2у.({,О): 
л (r)*

0t'-'
O'G(x,0

.'
Ol-

a'-|u( ,,0)

at'-1

)- uo("),

Мэsэlэп,

fr-t(*

вu sistеmdэп ardtctl olaraq fr_r("), fr-r("),...,,fo(r) taprlrr

f ,_2(")_ ur (r)- О2 G(x,O
* ио (х)

Ot'

,ъ (r) = ur_| (")-
а2'-2 с(х,о)

* Ц"_2 + .., + 2r-2
О" G(x,O а Ц0.

Ot' 0t

Misal 1. istilikkeqirmэ tэпliуiпэ baxaq

1du а-u (1)
л a)Ot 0х"

Ьurаdа )" = -о2 < r.;, r,lэirigli r :l. Onda u l 1=g: uo(') verilir

Furуе gevirmэsini tэtbiq etirb
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dl/ Ort )
dt = -оzV(о,t),t |,=o =Vo(o)

altnq. Fundamental hэll E(x,t) Ьеlэ olur

аЕ а2g
Е lt=0 _ а(").0t ох2

Furуе gечirmэsi чаsitэsilэ altrrq

dE Ort )
- -о2 E(o,t),E(o,0)= 1,

dt
buradan

2х

e4t

(2)

(3)

(4)

2
Е -totо( ) е

taptnq. Dеmэli fundamental hall Ьеlэ olur:

B(x,t)= F-l|ч'"7- 1

тй
Onda (1) Kogi mэsэlэsiпiп hэlli Ьеlэ оlur:

u(x,t) _ E(",t)* uo(")

Ogar и9 ("r) adi funksiya olarsa, onda bu dtistur bu gэkli аlаr:

_("-€)2
4tu(х,t)

1
0о

!, "оG)d€2^[п t _со

Bu - klassik Puasson di.isturudur.

Qeyd. (2) mэsэlэsiпiп hэlli Ьеlэdir:

V(o,t)= g-to2 rro@)

Buradan tэrs Furуе gечirmэsi чаsitэsilэ dэ (3) halli alrnrr
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u l s=Q: и0(,r) 
*',=о - 

ut("}, u(x,t),ug,u1 € J(

(1)-(2) Kogi mэsэlэsiпiп fundamental hэlli E(x,t)

а2Е а2Е ^ аЕ ,

===, 
Е l7=Q =O,;l,=0 =а(r)

0t" 0х'

Вurаdап Furуе gечirmэsi чаsitэsilэ аlrпш ki, (E(o,1)= Л[Д])

Eu + о2Е - 0, Е l1=g:0,
dE

Misal2. Dalýa tanliyi.

O2u Ozu

atz ох2

Burada )? :-о2,ЦJ=ti|о|, Re2g,1 =0;r -2
onda verilmalidir:

dt

Xarakteristik tэпlik:

t * о2 =О, 2: t;|o|

olduýundan ЕО + о2Е = 0 tэnliyinin iimumi halli

Е(o,t)_ rrri'|o| + сrе-itlol

оlаr. Lakin baglanýrc qаrtlаri пэZэrэ alrndrqda

^ _-/. _ 1

Ll _ "r- zt|o|

(1)

(2)

l 1=g =|

(3)

(4)

(5)

t

Buradan altrrq:

(оЕ )
1

- Zi|o|

sin lolr
|,l

sin/o
Ь,,'"' * 

"_u|"|7
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уэпl

оr|В(х,t)]= sin/o

Furуе gечiгmэsiпiп хаssэsiпэ g<irэ

(6)

(1)

F а

0х
i E(x,t

']=,.r(",,)]Onda (6) bela olur:

F E(x,t
а

0х
оt1nS,]

Asan gёгmэk olur ki,

{
Doýrudan da, mэlumdur ki,

'(r 
- t)- 6

2i
: Slnlox+t

л[6(" - l)]= 
"i'o ,F|6(x + l)] : e-ito ,

(gtinki, tэrifа goro,V ср с D iigiin,

buradan ДИ(" - /)]= 
"i'o )

Веlэliklа (7) bu gakli аlrr

(лtд(" - t)Ir[e]) - zп(a(x - t),cp) = 2rrрQ) _

: r"l+ iа(d,-,,. о,7= (,,, 
о, r[р\,

(8)

Ьurаdап

ftBQl)=f,lub+ /)- а(х - r)]
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Lakin

0(х + t) _0( x-t)
2

olduýu пэzэrэ alrndrqda чэ

olduýunu пэzэrэ aldrqda (8)-dэп alrrrq ki

а
лох ] 

: 
}lrt, 

+ /)- а(х - r)]

|rob+l)- 
0("-,ll:{i, -t<x<t,

" 
е (- t,t\

B(x,t) |О(" + t)- О("- l)]:
2

(9) ifаdэsiпdап alrrrq ki,

Вurаdап

1 t',1r,
[о,

lrl. (9)

Веlэ olduqda iimumi qaydaya uyýun olaraq еlэ /g u, ft funksiyalarr

чаr ki, (1)-(2) Kogi mэsэlэsiпiп hэlli Ьеlэ уаztlш:

u(x,)= E(x,t)-,ro(") -ry- л(r) (10)

l"l >,.

#=it b+r)+6(x-r)],

# -- 
|lu, t"+ /) - 6,(х - r)}

а2п
lr=0

at2 #,,=о= 
d(")

вuпlаr пэzаrэ alrndrqda (10) ifаdэsiпdэki ,Ъ(r) u, _ft(") b.t. taprlrr

0
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u,(х)=Я(")* л1ot,
*ио(,")= Л(r)

"oQ)= f,(r) ,

E(x,t)=

а2Е

{,

,0)х

Веlэliklэ (l)-(2) mэsэlаsiпiп hэlli bu ;эkildэ altntr:

u(x,t): E(x,t)* uli- +* uo(")

burada

(11)

l"l .
lrl >,.

t

#:irrb+ r)+ а(х - r)}

Эgэr 
"о(") 

уо цl (х)-асi funksiyalar olarsa, onda (11) dtisturu bu

со

u(x,t)= i r|,)u{" - Е)ас - ЧЦо(, _ €)d€ :

;эkildэ yaziat

-оо

vanl

со

I
-со

=:"i' ч1@)аб + |bri - i+ ug("+ l)],

ur(" - €)d€
1

[а(, + t)* uo + 6("т _ r)* uo7=+-
2

x-t

u(x,t )
u0 (x-t )*uо("r+r)

(
| 

**!

*, Ju
x-t

ьч
?

92

Bu -klassik Dalamber dtisturudur
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Misal 3. Laplas tanliyi.

*-Щ--о0t" 0х'

вurаdа t = о2 , 7 = t|o|, r: 1. Dеmэli yalnrz

ull=g=uo(r)

baqlanýrc qэrti verilmэlidir (Dirixle mаsэlэsi).

(1)-(2) Kogi mэsэlэsiпiп fundamental hэlli

Ч: -О! 
! =0, El ,=o= 6(")

Ot' ох-

(1)

(2)

qэrtiпi ёdауэп E(x,t) funksiyasrna deyilir,Buradan taprrrq

2 t) о Е б E(o,t)l ,=0=1.
Ot2

Bu tanliyin timumi hэlli

E(o,t)= rrr-'|o| + cret|ol .

Lakin E(o,t)e1l olmasl iigiin gэrаk с2=0 gotiiriilsiin, Onda alrrrq

Е(о,)-_ u-'|ol .

Тэrs Furуе gечirmэsiпi tэtЬiq еtmэklэ (1)_(2) Koqi mэsэlэsiпiп
fundamental hэlliпi taptrrq:

(2 ,t\
(оЕ0

E(x,t) = F-|[e-,'d]= *-!rr"'" 
i|o|x 4о __

: t { 
o7,o_^4"**7r_'-^4"}:+{r-r}= l .'. .-э-|J" *"-J" ^I-2T|t-ix t+ix) I tz+x2.rr|_- 0 ) 

D,
(мэlumdur ki, r -+ 0 olduqda л(х,r)-+6(х)1. Onda (1)-(2)-nin

u(r,t)c Jf he||ibu gэkilda olar:
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u(x,t)= Е(х,)* uo(")- 1 
. 

-+* uo(") .

7т t- +х-
Оgэr иo(х)-аdi funksiyadrrsa bu diisturu inteqral gэkliпdэ yazmaq
оlur:

(" ) ",(€)d€ "oG - €)
со со

u t
t

m-|

k-0

I
t

п
d€.

п )-)
t- +€,

Bu-klassik puasson dtisturudur

ý 8. Requlyar tапliklагiп fundamental hallari iigiin bazi

diistuгlar.

Tutaq ki, biitiin аrqumепtlэrэ пэzэrэп bircins olan requlyar
diferensial ореrаtоr verilir. Веlэ tэпliуэ baxaq (п =l):

m-k nkоu )

t2 +(х - €)' -ф

Zоъ

Furуе gечirmэsiпi tэtbiq etdikdэ alrrrq:

О-u(х,t) _
0t' (,*)

m-|

Xrt

atk
(1)

(2)

(3)

d'V(x,t)= ý' a,.om_k 
akr(!,t)

dt' Ео " dtk

Xarakteristik tэпliуi у azaq

lin-|

Burada Л(о): о . р(о) ачэzlэmэsiпi еtsэk

rG)= 
' 

oko--k i(.)
k=0

р-(о)= I obpk (о)
k=0

(4)
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alanq, уэпi эsliпdэ р(о) kёkii o-dan asth deyil. Tutaq ki,

pg,ltt,...,ltm_| kбklэri mi,iхtэlifdirlэr. Aydrndrr ki, (2) tэnliyinin

timumi hэlli Ьеlэ оlаr:

m-|
v(o,t)='i' ,1(oP'oPi (5)

./ =0

Tutaq ki,

diisturundan Sопrа gёriiпi.ir ki, V е Ё1olmasr tig{in о > 0 olduqda gоrэk

Cr = ...: Сm-|= 0 оlsuп.Эgаr о < 0 isэ onda gэrэk ф-...-сr-l =0

olsun. o>Oolduqda aG) fэzаst r бlgtilti a|tfezaolur, о<0 olduq-

da isэ Ьu fэzа р -|ёlgtilii оlur. Dеmэli (1) tэnliyinin rеqulуаr olmast

gэrtiпi Ьеlэ diisturla yazmaq o|ar,. m - р = r.

(1)-(2) mаsэlэsiпiп fundamental hэlli E(x,t)
аПl гоL

-=
0t' Zoo

m-k nk nоL
k

m-|

ft=0

а
л
ох

(6)

0t

Е l,__o _ 0,# l,=o : 0,...,# l,=o :

- 0,Ч:l,=о:а(")' 0t'

qэrtlэriпi бdэуir. Buradan Furуе gечirmэsi чаsitэsilэ alrrrq:

--о do Е
б --------.

dtr
d-E(o,t) _

dt'

п-1

,
k=0

а

(7)

(8)k

Е(о,0) =о,*',-о : 0,...,# l t=0 = 0,# l 1=g =|

Bu mэsэlэпiп hэlli Ьеlэ оlur:

(9)
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r-l'

Zr,(o)r''o' ,о ) О,

с,(о)е'ОО,, о ( 0

' 1@) чэ сý (о) sabitlэrini agaýrdakr sistеmlэrdэп taprrrq:

о > 0 olduqda

.о (о)+ 
"1(о)+ 

... + с._1(о): 0,

орOсO(о) * оFlс| (о)* ...1- oцr_|cr_| (о)= О,
(10)

(роо)'-'"о (о)+ ... + (р"чо)'-' ,,_r(о)= t .

о < 0 olduqda

,oG)+... + сm_| (о)= О,

o|t рс р(о) * ... * оltm_|сm_I(о)- 0,
(11)

fu оrY-' , oG)+ ... + (р*-р)'-' 
"-_r(о): t.

Вu sistеmlэrdэ o'-l 
" i@): В i@) (о > 0 ) чэ

о"-| 
""(о) - 

Аr(о) (о<0) igаrэ еdэk. Onda yuxarrdakt sistеmlэr

Ьеlэ оlаr:

Во +... + Вr_1=0,

РоВо + ... + Fr_|Br_| (о) = О,

l):(оЕ j=0

m-|

,
s=P

(12)

r-|
ро'-| Во(о)* * l! rч Br_| =I,

(оr0)
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чэ

Др *...+ Д-_1=0,

|,рАр +... + ltm_|Аm_r(о):0,
(1 з)(о.0)

р о'-' А о(о)* .-. - р;:, Д*_| =| -

(эsliпdэ В i vэ ,4, -lэr о -dan asrlr dеуillэr). Bu sistemlari hэll edib

дr,В j taprrrq: Nticadэ. fundamental hэll i,igiin Ьеlэ dtisturlar altntr:

#|;,"'"u"
E(o,t):

1

r-lо

(о r 0),

(о.0).

(14)

(15)
m-|

Zд,,'о* ,

s=P

Buradan tэrs Furуе qevirmэsini tэtbiq еtmэklэ E(x,t) taprlrr. Эgэr

Rел0 : ...=kеF._, = g 'olarsa (2) tanliyi hiperbolik tэnlik adlantr. Мэsэ_

lan, simin rэqs tэпliуi iigiin (4) tanliyi р2 =-|, уэпi цoJ=!i,
Rело =Rед =Q olur. веlэ tэпliklэr iigi.in (14)-(15) diisturlarr ьir dtis_

turla эчэz оluпur:

,1m-1Е(о,t)=Йрf j,'oo'

Эgэr Pi =о j tiTi olsa,onda о; =0 vэbizalarrq:

E(o,t)=+i!'r,"'o" .

о j:0

вu halda E(o,t) funksiyasr btittin miistэviya analitik davam oluna Ьilэr:

E(s,r) =*Eu,""u' .

s i:0

|s| КuП boyiik olduqda Ьurаdап
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lEb,r) . ""'о|,|, 
а =-u*|lriI

alarrq. Dеmэli E(s,r) -analitik funksiya olub |s|-. ,r.r.rэп l-ci
tэrtiь аrtmа tэrtiьiпэ malikdir, onda paley-viner tеоrеmiпэ аsаsэп
E(o,t)-"in tэrs Furуе gечirmэsi E(x,t) kvadratr ila inteqrallanan
Гinit funksiya olub |- to,tof pargasrnda сэmlаgir. Onda Vи6(х)
baglanýrc funksiyasr iigiin

u(x,t)= E(x,t)* ио(х)

ьi.ikiilmэsi vаr vэ bu iimumilaqmig funksiya чеrilэп kogi mэsэlэsiпiп hэlli
olur.

Daha sаdэ hala baxaq (. =|), Мэsэlэп,

Ч-_!, ult=O:uo!).
0t 0х' l

Вurаdа )= -io, Re2 = 0,r =1.Onda fundamental hэll:

+=Ч, u,,=o =6(х),ot ох

Buradan

Dеmэli,

#=-iй, Е l,=o -l

-iot(о tЕ е

Onda

E(x,t)= F-|WG,,l= r-rЬ-'-]= а(" + r).

Dеmэli fundamental hэll finit funksiyadrr. onda uo(") -ixtiyari timumi-
lэýmig funksiya olduqda чеrilэп kogi mаsэlэsiпiп hэlli чаr чэ о Ьеlэ dtis-
turlа taprlrr:

u(x,t)- E(x,t)* ио(r): d(х + /)* 
"oG)=uo(* 

+ t).

Qeyd. п > 1 olan halda analoji пэtiсэlэri almaq olur. (Ьах, [], ЕZЯ, ,. ).

45з



F э S i L-10
SONSUZ YARIMZOLAQDA KORREKT

МЭSЭLЭLЭR
l.Masalanin qoyuluqu. Эsаs tеоrеm.

Bu fэsildэ {0<"<1, 0<r<co} oblastrnda agaýrdakr ýakildэ

чеrэlэп sabit эmsаllr diferensial tэпliklэr siпfiпэ baxrlrr

О- u(x,t m-|
=ZРъ

k=0
k

(о<"<1, />0) (Dl
а
лох

Ok u(x,t)

0t0t'

Ьurаdа Рд

sэrhэd gэrtlэriпi чэ

[rq)-maksimal dэrэсэsi р olan sabit amsallr polinomdur
\ dхl

(fr = 0,1,... ,* -|). Bu tэпlik tigtin agaýrdakr klassik sэrhэd mаsэlэsi

qoyulur: (I) tэnliyinin

ry=wр(,), ry:йQ) (t :0,1,...,р -|) (II)

Ok u(x,O
=uк(х) (k:0,1,...," - 1) (III)

Otk
baglanýrc gэrtlэriпi оdэуэп hэlliпi tapmalr.- 

Burada эSаS mаqsэd (I)- (III) klassik mэsэlэsiпiп iimumilэqmiq
funksiyalar siпfiпdэ апъlоquпu miiаууэп еtmэkdэп iьаrэtdir. Веlэ sual

araqdrirlrr ki, tэпliуэ hапsisэrhэd gэrtlэri чэ пе9э dэпэ baglanýrc аэrtlэri
qogulmalrdш ki, qoyulan mэsаlэ mi.iэууэп iimumilэgmig funksiyalar
fъzаsrпdа korrekt 

-qoyulmuq 
mаsаlэ olsun. Мэsэlа о zaman korrekt

adlantr ki, baxrlan siпifdэ hэll var, уеgапэdir чэ l -) оо olduqda / -nin

miiэууап dэrэсэsiпdэп tez artmtr.

вu mэsэlэ mi.iэууэп ff! iimumilэgmi9 funksiyalar fэzаstпdа

Ьахtlш. Sаdэ deyil iqda ,7ф fazast miiэууэп В эdаdi iigiin

/(") .е-fuе4(0,m)
qэrtini оdэуэп btitiin f(r) funksiyalanndan чэ опlапп biittin

tбrэmэlэriпdэп (D' mэпаdа) iьаrэt goxluqdur. r чэ В эdэdlэri чеrilэп

tэпliklэ tэуiп olunur.
Verilan tanliyi agaýrdakr gэkildэ у azпaq miinasibdir:
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О'u(х,t) _ Ok u(x,t
0t'

burada О,uJ

Otk
irr[,+)t=0 \ ох,/

:tQ,t*) Oju Xrt

ох"
(4)

r9]-dэrэсэsi 1 7n -1 olan goxhэdlidi, (i = 0,1,..., р -|)\ar,/
Мэlum qayda ilэ (I)- (Ш) mэsаlэsiпi biittin t ) 0, - оо <.r < оо

oblasttna davam еtdirэk. Nэtiсэdэ (I)- (П) sэrhэd mэsэlэsi J4
sinfindэ agaýrdakr qэkildэ bir tэпliуэ ekvivalent оlur:
0'u
0t^

=.* Q,( !\l q! _ir: vt"t;- -t)(x)+ 
i";(r)at,-,-*l1, _ r)l . rblH''\at )|ах, t=0 t=0 ]

Bu tэпliуiп х < 0 oblastrnda timumilaýmig funksiya kimi srfra Ьэrаьэr
оlап u(х,r) ьэпi adi hаmаr Гunksiya olarsa, onda u(x,t) G)- GD mэSэ-
lэsinin adi mэпаdа hэlli olur чэ tэrsiпа.

t0. Р эdэdi чеrilir. .7ф'О ilэ ela f(") funksiyalarr goxluýunu
igаrэ еdэk ki.

f ("). е-Р" с zr(o,m)
olsun. JrB'0 sinгrnin btittin еlеmепtlэriпdэп чэ onlann biittin tбrэmэlэriпdап

(/)' mэпаdа) iЬаrэt olan funksiyalar sinfin i Jf! igаrэ еdэk.

Tutaq kr, f . Jr!'}. Onun Furуе gevirmasi

g(r)= 
*Sf 

{*Y-u" О", s = о l iT, (6)

0

Ims > В olduqda оrtа kvadratik yrýrlrr чэ analitik funksiyadrr.
Plangerel tеоrеmiпэ эsаsэп alrrrq ki,

j Е(, + rT)2 do =} ЛrЬ \2 е-2о dx. (7)
_со '' 27т _'q)

Qeyd еdэk ki, g(r) funksiyasrnr bilavasitэ dэ хаrаktеrizэ еtmэk
miimkiindiir.

Taklif. l) Ims > Р oblastrnda g(s) analitikdir;
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со

2) Лg(о + iT\z do inteqralr hэr r tigtin yrýrlrr;

-со
3) b{ittin В <т <оо oblastrnda Sonuncu inteqral miiпtэzэm mэh-

duddur;
со

2

Лs(о + iT) do{M<ю (8)

-со
Тэrsiпэ, bu tig хаSSэуэ malik olan hэr bir g(s) ГunKsiyasr mi.iэууэп

f . Х! i.igiin Furуе gечirmэsidir.

Doýrudan da, (7)-dэп gtxtr ki,

baxaq

0 0

Tutaq Ki, g(s) dеуilэп iig хаssэуэ malik funksiyadrr. Веlэ inteqrala

f(x)e-o =

-со
Buradan, Planqerel tеоrеmiпэ эSаSэп, (8) пэzэrэ altndrqda, altnrr ki,

.f (*): 
+ _у@ 

+ iTP-i(o+iT)x 4о = + _у(о 
+ iTP-o , 

"-i* 
do

Buradan gtxtr ki, f(*) funksiyasr g(o + irk-o iigtin tэrs Furуе

gevirmэsidir. Onda alrrrq:

1

2п

со

Ig(. + iTP-i* do

j [rtr)' "-2О 
d": +jl*(, + rT\2 do< м (9)

-со _со

Buradan grxtr ki, .r < 0 oblastrnda sanki hэr уеrdэ f (")= 0 olar.

Doýrudan da, эýэr х < 0 oblastrnda mi.isbat ёlgtilii G goxluýunda

/(")t 0 оlаrsа, т )ю olduqda
0

Л/(,)' е-'О dx-) ю
_со

olar, bu isэ (9) ilэ ziddiyyэt tэgkil edir.
Веlэliklа, alrrrq ki, bi.itiin т >_ Р mi.istavisindэ

456



со

lr(")' "-2О 
d" = *-Лrtо + iT)2 do< м < q.

Вurаdап (т -+ Р ) alrrrq ki,

lr(")' "-2fu 
d* < м,

0

уэпi f ..7f!'0 . Furуе gevirmэsinin уеgапэlik tеоrеmiпэ оsаsэп altntr
ki, g(s) funksiyasr /(x)-in Furуе gevirmэsidir.

Оgэr

J4, u(*): u(х) _ Zоо Ok fъ(*), .Ft, . Jr!,O
k<q

igаrэ еtsэk, onda onun Furуе gечirmэsi н f ,n bela оlаr:

H|,n = И(r) :ll(x)= л(r)gfu) g . Н|,О|
Ьurаdа Рь)- polinomdur. Dеmэli VИ(r) с Н|'ч funksiyasr
lms > / mi,istэvisindэ analitikdir чэ опu miiэууэп polinoma bбldiikda

Н |'О fэzаstпlп elementi altnar. Agkardrr ki,

,_I-t

н| = lJH|,n
Q=0

istэпilэп V с Н|'Ч figflп bela поrmа daxil edilir:

rr(s)z ао
) S:o+tT)

н | Гэzаst miiэууэП monotonluq хаssэsiпэ malikdir: Эgэr

И(s)с H|'n ve V2(s) гunKsiyasr Ims > р mtistэчisiпdэ analitikdirsэ
чэ эlачэ

lr,b)< "lиG)
ЬэrаЬэrsizliуi бdэпilirsэ, onda ЦЬ) . Н|. Bu fэzаdа hэlliп oQ')
kimi artmasr Ьеlэ Ьа9а dtigiiltir: l -) m olduqda

ф

|lrb)l|= J
-со

со

|r|'n
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llиь,,)li 
_ 

*!ln 
Ь,,,'!,:О О 

= olr)
-со 

l,u I

zo. В чэ r эdэdlэriпiП tэуiпi. (I) tanliyinin xarakteristik tэnliyini

yazaq:

ХП=5'rоG)ZО, s: o+iT,
k--0

нэr qeyd olunmug s ii9tin bu tэnliyin m sayda kokii чаr. onlarr

2о(r)..., 1__l,(r) iqur. еdэk. Bu kоklэr s_in analitik funksiyalandrr

(yalnrz sonlu sayda mэхsusi пёqtэlэri ola Ьilэr). В эdэdiпi еlэ segirik

ki, bu kоklэriп biitiin mэхsusi поqtэlэri Ims < В yartmmiistavisindэ

qalstn. Dеmэli, Ims>B mtistэvisindэ ,ti(r) kоklэri tam analitik

funksiyalardrr. Agkardrr ki, |s|-+* olduqda 2i b)=o(|r|o)ru,un
kоklэri iki qrupa Ьоlэk: l-ci qrupa о kёklэr daxil edilir ki, Ims 2 Р
miistэчisiпdэ hэr уеrdэ Re2r,(r)< О оlur. Tutaq ki, Ьеlэ koklarin sayr

r -dir:
Re26(r)< KeZ,(r)<... < Re2,_1(s)< О

2-ci qruра о kоklэri daxil edirik ki, Ims > Р miistэчisiпdэ heg olmasa

bir пбqtэdэ Re2(s)> 0 olur. опlаrrп Sayl m - r оlаr. Веlэliklа:

I = {ц,..., 2, _|\, II = {1r,..., 1*_r\ .

Bununla da r эdэdi tam mtiэууэп оluпur.

30. Sэrhэd funksiyalart tizэriпэ laztm olduýu qэdэr mэhdudiууэtlэr
qoyula Ьilэr.

мэsэlэп, tэlэь edirik ki, W|(r), w}(r) funksiyalarr eladirlar ki,

agaýrdakr gэrt ёdэпilir:

k dq Wp(t
dt <о, \q|<--t; b<p-l)t

со

J
0 dtq

(6) tэпliуiпэ Furуе gevirmэsini tэtЬiq еtmэklа ahnq:
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d*'tl(s,t
dt'

Ьurаdа
дr ьР n,(*)r, G,t): g(s, l)

, (*) 
{"^ :iY,(,x- 

ьр-, -о - еr,р (,х-,з),-, -t 

}

(11)

s(",r) = t о (12)
,/=0

(1l) tэпliуi эчэziпdэ Ьir sis tema baxaq:
dl/ Srt ) Р(s)И(s,r)+ g(s,r) (13)

dt
2.0sas tеоrеm. Fэrz еdэk ki, (D-GI) mэsаlэsi veri|ir, р Vэ r

tayin olunublar чэ (10) gэrtlэri ёdэпilir чэ g(r,r) funksiyasr (l2)
9эkliпdэ verilir.

Onda mэsэlэпiп Jf! siпrtпdэ kоrrеkt olmasr tigiin zэruri чэ kafi
gэrt cpriori Ims > /, Re лп$)> 0 oblastrnda tэуiп olunmug

Gq(") =*Sr-'^nb)g(r,o)ao (q =r,r +l,...,m_l)
0

гunksiyalannrn btitiin Ims > / уапmmiistэчisiпэ analitik davam
,эluпап funksiyalar olmasrdtr, Ьеlэ ki, davamdan alrnan funksiyalar
Н | fэzasrna daxil olsunlar.

40. Teoremin isbatrnr чеrmэzdэп эwэl onun Ьir nega realizasiyalarr
ilэ tanrg olmaq maraqlt olar. Эwэlсэ Ьеlэ hala baxaq ki, xarakteristik
tэпliуiп biitiin kоklэri Ims > / mtistэvisindэ Re)"i(r)< О оlur
(,l = 0,1,... ,ш -7). Bu halda r = m. onda korrekt mэsэlэ:Vеrilmэlidir
(ixtiyari olaraq):

ug(x),...,u-_1(x), u"

иr: 0,yri0 (fr : 0,1,..., р - |\
Misal 1. Веlэ tэпliуэ baxaq:

0u 0u|-
0t 0х

0 (0<r<1, l>0)
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Burada )"- is=io-T. Dеmэli Rе)"--т чэ Ims=T>0

mtistэvisin а" (В = 0) hэr уеrdэ Re2 < 0, уэпi ), с I, r :1.Теоrеmэ

gоrэ korrekt mэsэlэ Ьеlэdir: Vеrilmэlid о, ug(*)J4d @,УТ'iQ)

Doýrudan da, чеrilэп tэпlik Ж! brurrnda Ьеlа Ьir tэпliуэ kegir:

У *У =ИоO(х)а(" - l)*ИJ(r)rk) (r. R, r > 0)
0t 0х

Furуе gevirmэsini tэtbiq еtmэklа alrrrq ki,
dI/ s,l)

- isИ(s,r): g(r,/),
dt

И(s,0): Ио(r)
Ьurаdа

g(r,r) =,t4/3 (,)u^ (- ь) -yr| Q)
Alrnan Kogi mэsэlэsiпiп hэlli diisturunu yazaq

V(r, t/0

','- i" 
,Р g(,,9) оr7=

t

- ei'tVO(r)+ Jn('- 
0)i' g(s,O)aa =Vl +V2,

0

t) istе

burada 
t

|/| = ei,tI/'(s), V, ="!r(t-O)i' r$,0)d0.
0

Aydrndrr ki, Re 2(r)< 0 olduqda

lЦ (r,r) < |И9 
(") е-"

Lakin т > р (= о) miistavisin de e-t' < 1, Dеmэli

lи,(r,,)< lиоЬ)
indi V2$,t) toplanantnr qiуmэtlэпdirэk. Im s > В miistavisindэ

т>0 vэ t -0>0 olduýundan
ttt

lъ(',,) < Jl"t'-')" llgG,B) d0 <!"Q-Ф"|g(r,О\аО 
= Лg(r, 

О)аО
000
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Lakin w3 0 uэ |4|,(r) tizаriпЭ qoyulan gэrtlэrdэП gжш ki, |B(s,d)|<
<.(t+a)'. onda

Л*G, о\ ао: oQ,) .

0

Веlэlэiklэ aldrq ki, rr\,t).H| чэ /-)со olduqda V(s,t):OQr),

уэпi qoyulan mэsэlа Х! rezasrnda korrektdir
Misal2. Веlэ tэnlik verilir:

0u .0u
-,0t 0х

(0<"<1, l>0) ,

burada 2=s:o+ iT,Re)"=o. Dеmэli )"сII, r=0.
Korrekt mэsэlэ: heg Ьir baglanýrc qэrti verilmir, sэrhэd qэrtlаri isэ

еlэ olmalrd:.rki, а рriоri Ims > 0, Re2 ) 0oblastrnda tэуiп olunmug
со оо

Go(r) = !е-il.(')g(r, о)ао - !е-0' g(r,o)ao
00

tunksiyasr btitiin Ims>Ooblastrna analitik davam olsun, Ьеlэ ki,

rlavamdan altnan funksiya Н f fоrаsrпа daxil olsun.
Dоýrudап da, tэпliуiп timumi hэlli diisturu bela оluг:

u(x,t)-_fQ-ix).
Bu funksiya z ,= t , ix kompleks dэуtgэпiпiп analitik funksiyasr olmalr-
c[rr. Dеmэli u(O,t) u, u(l,t) qiуmэilэri ixtiyari чеrilэ Ьilmэz, onlar еlэ
funksiyalar olmahdrr ki, btittin t} 0 oblastrna analitik davam olun-
suпlаr. Эsаs tеоrеmэ gёrэ isэ almrr ki, baglanýrc gэrti verilmir, sэrhэd
gэrtlэri isэ еlэ olmahdrr ki,

ф

G(s)= Ir-u g(r,t)at
0

irrteqralr опчп yrýrldrýr ReZ > 0 oblastrndan biittin Ims > 0
пtiistэчisiпэ analitik davam olunan funksiya olmalrdrr чэ пэtiсэdэ

a[tnan funksiya G(s)e Н | оhаlrdrr.Vеrilэп tэпlik Ж! n".urrnda bu
qэkli аlrr:
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* = t*+rr3 0aQ)-Tl,iQ)a(" - r)

Furуе gечirmэsiпdэп sопrа

!!9:sv+g(s,r) .

dt
tэnliyi alrnrr ki, burada

g(r,r) =I4/3 (t)- irw}(r)r^
Analoji пэtiсэ

0u
l
0u (0<r<l, />0)

0t 0х
tэnliyi iigiin alrnrr. Вu halda

со

G(r): le" g(s,t)at
0

funksiyasr Re s < 0 oblastrndan biitiin Ims > 0 oblasttna davam

olunmalrdrr ki, пэtiс ede Н | fэzаstпtп elementi altnmrý olsun.

Misal3.
0u 0u 0 (0<r<1, />0)
0t 0х

Вurаdа ),- -'is, Re2:T= Ims>0 olduqda ),сII, r_O.Korrekt

mэsэlэ: baglanýrc gэrti уохdur.тэkсэ sэrhэd qэrtlаri verilir:

u(o,t) _ |4'|^(r) u, u(t,t) _ уrl Q).

Ims > 0 m{istэчisiпdэ hэr уеrdэ Re 2 > 0 olduýundan
0о_

Go(r) _ !"i'0 g(s,O)do
0

inteqralr Ьu mi.istavidэ analitikdir (dеmэli опu davam еtdirmэуэ ehtiyac

уохdur).
Misal4. Dalýa tэпliуi

*_*=о (0<r<1, />0)
0t' 0х'

Burada ,Р - -'2 , ЦJ= *is, Im s > В mtistэчisiпdэ
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(в : o)R.2o < 0, Re 21 > 0
olur: ,14 е I, ,1,1 е II; r: 1. Коrrеkt mэsэlэ: чеrilmэlidir:

Sэrhэd gэrtlэri:

u l 
"=g:И/3 Q), "l x=|:r4ri\,

*, -=о =LT| Q), *, "=, 
=w|Q)

Baglanýrc gэrti:

ul7=Q=ио(r)
Dоýrudап da, Im s > 0 olduqda Re21 > 0 оlur. Onda

Gr (r) -*s"-'',0 rlr,o1a о
0

inteqralr btitiin Im s > 0 mi,istэчisiпdэ analitik funksiya оlur чэ аgkаr-

drr ki, q(r) . н|. Onda sаrhэd funksiyalan tizэriпэ qoyulan

irolr! (о|ао. *, jrО |w}tо\ао 
.*,

0 |" ' (

gэrtlэriпdэп gжtr ki,

lcr G) = iЪu, g(s,)at|=l*,,-,,g(,,/)d/l < * .lo l l0 -' ' 
I

ýэrtэ gбrэ g(r,r) . Н| . Onda Gl c Н|
веlэliklэ kоrrеkt mаsэlэ Ьеlэdir: чеrilmэlidir:

-.t 0u. Оч, lU l 
"=g, */ х=О, ,Цl х-|, #l ,=r, u l 1=Q = ио(х)

Qeyd. Эgэr im s > Р miistэчisiпdэ Ц,...,tr*_1 kсiklэriпdэп
Ьэzilэтi ёz igаrэsiпi saxlamlrsa, onda mэsэlэ Ьir qэdэr mtirэkkэЬlэgir.
Мэsэlэп,

0u .0u
0t 0х

tanliyi iig{in J"=s=о*ir, Ims-r)0 mtistэчisiпdэ Rе)":о.
Dеmэli ) az igarэsini dэуigir, 7cII,r:0. Bu halda baglanýrc qэrti
vc:rilmir, аmmа g(r,r) еlэ olmalrdrr ki,
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G(r)= \u-'^{') g$,0)d0 _\u-o g(r,o)ao
0 0

funksiyasr опuп yrýrldrýr Res > 0 oblastrndan bi.ittin Im s > 0 miis-

tэчisiпэ analitik davam olunsun.
Analoji чэziууэt

0u _ _,0u
Ot 'Ох

tэпliуi i.igtin уаrапtr.
Misal5. Laplas tanliyi

n2 л2d-u о-u
l_.'20t" 0х

burada )": s2 , ЦJ - *.ý: 1о = о -| iT, ),1-- о - iT ,

Ims- т>0 olsun. Dеmэli , ),g,l|cII,r:0. Ondaheg birbaglan-

ýrc gэrti verilmir. дmmа sэrhэd funksiyalart еlэ olmalrdrrlar ki,

funksiyalarr onlarrn а priori tэуiп olunduqlarr (Res > 0 - 1-ci,

Res < 0-2 -ci tigiin) oblastdan biitiin Im s > 0 mtistэчisiпэ analitik

davam olunsunlar. Qeyd еdэk ki, bu misalda

g(r,r) _иrё(,)(-;s)е" +w|(,)r" -I4/3(,)(- ь)- И,О('),

gtinki Laplas tэпliуiпi ff! r""urrnda yazdrqda alrrrq:

+ - + = bw;Q)a(r-t)1, - 1) * yT,|pp(r-r)1,1]
0t' 0х' fr=O-
3. Теоrеmiп isbatr. Эwэlсэ (I) tэпliуi эчэziпdэ Ьеlэ bir sistеmэ baxaq:

0,

G)G1

ф
Go(r) = !r-t' g(s,t)dt,

0
со

l"" в(r,,1а,
0

а)
а")

Ou(x,t

{
l
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burada u(x,t)-и-vektor, 
"[r9] - 

mxlz matrisdir,( а"/
Р(r) = ll"o; b)l, (k, j =0,1,..., * - |), Ри G) -maksimal dэrэсэlэri

р оlап sabit эmsаllr polinomlardrr.
Bu sistеmэ (vektor gэkliпdэ yazrlmrg) baglanýrc аэrti

Bu mэsэlэпi .rr! fэzаsrпdа yazaq. Вuпuп iigiin (1) tэпliуiпi aqaýrdakr
qэklэ salaq:

Ou(x,t
=* "r(,*)r u(x,t), (о<r<l,r>0) , (4)

(2)

(3)

0t

burada сд-эdаdi mаtrislэrdir. Onda (4) tэпliуi Jф siпfiпdэ agaýrdat
gэkli alar:

0u

0t

-Y- ('*)* u - rt r''Q)a(") - |Гr',QD' (") + ... + w,' Q)6G') (х) +

+Wi_,Q)a(x - 1)+ W,' ,Q)6'(x- 1)* ...+w,'Q)at* 'l(x - 1)

Вurаdап Furуе gечiгmаsiпdэп sопrа altntr ki,

4YG,,) _ Л(r)И(r,t)+g(r,r) .

dt

(5)

t=0

(6)

Еlurаdа g(s, r)-vektor-funksiyasr Ьеlэ ifаdэуэ malik оlur:
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/ _\ д |п|_r(,)-,irt'_z(r)*..- + (- ,rF-'ио0(,)- i (,7|

'(s,I/= д*t- k;_,(,)* ( ьYi_r(,)*...+ (-;sf -lrJt,)}* 
,[

чэ И(s,r)-пlп kоmlюпепtlэri Н| r"r^rпа daxildir, (2) baqlanýrc qэrti

FuГУе РvirmЭsiПdЭП '}"i},o;: 
,.о (о) (8)

gэrtiпэ kеgiг.
Нэr qeyd olunmuq s frgflп (6)-(8) Kogi mэsэlэsiпiп hэlli Ьеlэ diis-

turla Ирrlш:

и(s,r)- rrЛ(s)л.о6)* I"t'-')"b) r1o,o1ao . (9)

0

Qpyd оluпmu' s frgiiп p(s) matгisi ilэ чегilэп р орегаtоru z _til_

giilЁ Q"-cvНid bzasrnda byin оluпuЬ, опuп (hэг s йquп) r sayda kokti

Re2<0 (r s{эп asrlr оlчr), и-г sayda kёkii isэ Ke4(s)>0

оtur (; :Г,Г+l,...,lz _ 2).Вuпаuуýuпоlагаq Q, fеzаы P(s) opru_

tоrчпа пэzэЕ,п iпчагiапt olan Р" "" о"* alt fэzаlагrпrп dtiz сэmiпэ

аупlrг: hэг s uqчп Os =Q, * О;*-

Вuпа uуЕчп оlшаq И(s,l} иоЬ) чэ g(s,r) vektorlan da Ьеlэ

аупlrгlаг:

И(", t):tl-(",r)+ И-(s,r} %Ь)_И;(s)+ Ио-G)

g(",r) - g-(s, r)+ g-(s,r) -

Мэlчmdчr К, P(s) u" е'Р(") орегаtоrlа n Qi n" Q! alt fэzаlаппdа

iпчаriапtdrгlаr, опа gбгэ dэ (9) dustuгuпdап 9rхrг Н, И-(s,r) чэ

r*(s,r) kоmропепtlэri й9йп а9афdаkr ifаdэlэr аlrшг:

и-(s,r)_ 
"'Р(")р.о 

(" lil"V-')ф) g- $,о)ао,
0

t

Ь)* Р

ж

Г+(s,r): 
"'Р6)ио*

0

(r-а)Р(") g* (r,O)dт,

(l0)



Lemma 1. t -+ю olduqda rr-G,t) toplananr а; Гэzаstпdа

О|') kimi artrr уе V-(s,r)c Н|
Doýrudan da ореrаtоr-fuпksiуапrп qiуmэtlэпmэ diisturuna gсirэ

(ýilov qiуmэtlэпmэsi)

ll""(,)ll 
. 

",ь
1+ 2r||P(s)l*...* 2t )m-

m-7

1

llpG)l'-' (ý)
(

Ьurаdа А = mахR"ЦG\ k:0,1,...,m -|
k

Lakin а; Гэzаstпdа

P(s) operatorunun mэхsusi эdэdlэri

Re29(r) < ... < Re2._1 (s)< о

cllduýunu пэzэrэ alsaq (ý)-dэп altntr ki,

ll""b)ll< "(t 
+ ,)h (t+ |s|)r(,-tl *(

Buradan altmr ki, hэr s tigi.in

lln-(,,,)l, = ll"''"'ll. lln;(,)l *'Xuu-'''','llr-(,, о)|ао <
0

< .(t +,)*'llr.,(")| + 
", i{, 

*, - 0)" (t + o)'(r * |rl)'''- 
D d0 = oQ'.

0

Вu ЬэrаЬаrsizlikdэп hэm dэ 9шш ki, V- (s,t). н | .

Lеmmа 2. 
оо

/(r)= IГOr@g*(r, О)аО
0

inteqralr yrýrlandrr чэ -r(s) . Н| .

Doýrudan au, Q! fэzаstпdа Re2r(r)rO olduýunda" u, (-Л)
ofleratorunun mэхsusi эdэdlэri
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- 1",- )7.1|r...,-lm-t
olduýundan ahrrq ki,

Re(-2._1) <... < Re(-2.) < 0

Onda (ý) qiуmэtlэпmэsi эsаsrпdа alrnq:

lу1,) = ]p_,","'llll* 
- (r,о\|ао< .[ * l"l)o',-" 

j0 + 0),,| е-OR"," (1 * о| dO < * .

90

Buradangжtrki, /(s)c Н| .

-r(s) inteqralr чаsitэsllэ V+ (s,r) ьэttiпi agaýrdakr diistur kimi yazmaq

olar

(11)

Analoji qayda ilэ gostэrilir ki,

оо оо

/,(r) = leQ-o)P(s)r+ $,0ро _ l,
7t

inteqralr yrýrlandrr чэ hэm de J у(r). Hf

Tl* G,t)- "rЛ(s)[о+(r)* 
/ьr_ 

-Sr{'-'rP(s)r+ 
$,0Р0

,).
= 

, 
!u-'Re2.(s) 0* 0)--'(t * 0 + t)' d0 - OQ
0

-dP(s)*+ $,0р0

t -) ф olduqda alrrrq

со

lt/rb)l = J"-'*",(,)||я(s ,0 + t\|d0 <

0

Dеmэli /, (s). Н/ vr > 0

468

Natica l.Vi G)* У(s)* 0 olan kimi l -) оо olduqda

t



l
(s)* "rG) . Q! чэ bu

,t P(s)Илbl+,r(s)

ifаdэsi eksponensial olaraq arttr, gtinki ,t/d

fэzаdа 
"tP(s) 

ореrаtоru hэr Ьir ei bazisvektoruna ,tЛiG) vuruýu

kimi tэsir edir, Ьurаdа isэ Re27(r)rO. Вurаdап Ьеlэ пэtiсэ 9rхш:

rr(r,t) hэllinin OQ')kimi artmasr iigtin

иd(")* /Ь) _t/ifu)* Ъ-rЛ(s)*+ (s,OPт:o (12)
0

gэrtiпiп оdэпilmэsi zэruri
оdэпildikdэ mаsэlапiп hэlli И

gэrtdir. Digэr tэrэfdэп, bu m{iпаsiЬэt
(s,r) bu gэkli alrr:

r t) - g'P('),S( И,-(r) I le-OP(')g-(r, 0У0
ф

,
0

(13)
_*sun-^"r,,g- (r, о)ао

,,rэЬuhэll Q, fэzаsmdа(hэr s tigiin) cth kimiartг',

Lakin ИdЬ)+/(s)*0 olan kimi rl\,i hэlli /-уэ пэzэrэп
clksponensial оlаrаq аrtrr.

Natica 2. (|2) garti (6)-(8) mэsэlэsiпiп (hэr qeyd olunmuý ý iigiin!)

'h 
k лiаrtап hэlliпiп varlrýr йgi.in zэruri qэrtdir.

Qeyd. Biittin s -lэr iigiin baxrldrqda (|2) gэrtiпiп ёdэпilmэsi
korrektlik iigiin zэruri gэrt olsa da kafi deyil, giinki bu gэrt daxilindэ

taprlan V(s,t) hэГli Н | fэzastntn elementi olmaya Ьilэr. Lakin sistem
эчэziпdэ Ьir dапэ tэпliуэ baxsaq (12) gartinin biittin s -lэr tigiin

бdэпilmэsi mаsэlэsiпi 
" 

,7r! Гэzаstпdа korrektliyi i.igiin hэm zэruri, hэm
dэ kafidir.

3.Bir tэnlik iigtin korrektlik 9эrti.
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Taklif. (12) 
'эrti 

(I) - (ID mэsalasinin .ilfl fazastnda korгektliyi

tigiin zэruri чэ kafidir.
isbat ii9iin (12) ýэrtiпiп (I) tэпliуi tigtin hansr qэkildэ olduýunu

mi.iэууэп еdэk. Вuпuп iigiin (I) tэnliyini sistem qэkliпdа yazaq|

ч = u|, + = ч2,,..,+ = и m-l,oI ot ot

uu:-' 
= rо

ot )" 
-о[

u j =|,1

l
а
л
ох

а
л
ох

U| * ...* Рm_|
а
лох

um-I

(14)

(1 5)

(16)

Buradan Furуе gечirmэsiпdэп sопrа altrrq

чэ yaxud, чеktоr gaklindэ,

dV (s,t
- Л(s)И(s,r)= g(s,r)

dt
И(s,0)= Ио(r)

Buradakr P(s) operatoruna uyýun matris Ьеlэ оlаr:

0

Р(r)=
0

Р9 \Р2 Рm-I

мэlumdur ki, bu matrisin mэхsusi vektorlarr

j,ij,...,X;-') t, = 0,1,..., * - 1)

olur, Ьurаd u Ц, ll,..., 1m_| kэmiууэtlэri

dVo l/ dЩ т.r dV*_2 _,,
й=о|, й=n'zr..., й 

:Im-|,

+= Ро (r)Ио * & Ь)иr + ... + Рm_|G)v-_r+ g(s,r)

0

1

1

0

0

0
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m-|r -Zр*("И_о
k:O

tэпliуiпiп kбklэridiг.
Мэlumdur ki, ixtiyari €:(Ёо,...,€m_|) vektorunu {"r} b-iri

iizrэ ауrmаq оlаr:
m-|

€:Z€j"j,
j:0

burada f /-эmsаllаrdtr. Bu ЬаrаЬэrliуi agrq yazsaq alanq:

€о: €0 + €| + ...+ €^-| ,

h: €0 ц + €| Ц+ ... + €^-| 1-_t
(l7)

€m-|: €О Ц-'+... + €--'щ_|.
Вu sistemi {/ эmsаllаrша пэzэrэп hэll еtdikdэ alrnq ki,

1 |€о1
1

1

2m_5|ц 2 j-| 1.l+lrJь
l

l

W(r.)

lщ-

=%f€оr,,о - €V j,|+... + (- r)'-r €m_|w1,._tl

Вurаdа t4'(2) Ila ,2a,)4,...,2m_t kёklэrindan astlt olan Vапdегmопd
deteгminanttdtr, |Цiо-isе опuп Ё-сr sэtir чэ siitun еlеmепtlэriпi poz-

maqla ahnan miпоrlаrdrr
Xi.isusi halda,

Ио G) = (uo (") u, (")..., u._1 (, ))

Ц_i €m4 ц;l r-m-
ll

baglanýrc vektoru iigtin uyýun ayrrlrgr yazsaq,
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m-|
ИоЬ): 

' 

uj "i,j=0
(1 8)

buradan

olur

"' =%[оlr;И;,о - ul(s)wi,l +...* (- t)'-1 y-_|W j,m_,] 
''n'

alarrq. Analoji qayda ilэ g(s,r) vektoru iigiin

g(r, r) = (0,0,..., g(r, r))

o1duýundan
m-|

g(",r)= 

' 

gj (r,t)ri
./=0

ayrrlrgr iigiin

(20)

indi (12) gэrtiпэ baxaq

со

иd Ь) + !е-О 
r(')*+ (s,aP 0 :0

0

Digэr tэrэfdэп

ИdЬ). Лr*, g*(r,r). Лr*

olduýu iigiin
m-|

j=r

olduýunu (12)-dэ паzэrэ aldrqda alrrrq ki,

иdЬ): r rjuj, 8*(r,r)=Zg'ri
m-|

J=r

u/(r) **1"-'^,(')r,' (s,o)ao=0, (i =т,г* 1,..., *-|)
0

(21)
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Bu di.isturdu uj u" g/ kэmiууэtlэriпiп (19) чэ (20) ifаdэlэriпi уеrlэriпэ
yazdrqda alrrrq

#*"rr,- ;hv1 
(s)+ + (- t)m-tИTu-_t(s)=

=(_|)**Sr-",(') g(r,o)ao (j : 
",r 

+|,...,m -l\
0

Alrnan bu qэrt Ьir tэпlik hah iigiin (12) 9эrtinin ekvivalenti olur.

Qeyd. (22) diisturunda чд(r)-И эmsаllап olan
W j,k

ifаdэlэri
W j,*-|

Ц,Ц,...,Lm_|-lэrdап asth olan чэ dэrэсэlэri 17п - 1 olan
goxhэdlidir. )j(r) tоКt.ri Ims > Р mtistэvisindэ analitik funksiyalar-

dш чэ bu funksiyalar 
|s| 

-+ со olduqda |s|P -С." tez artmtrlar. ýэrtэ gtiгэ

v6(s)...,vr_r(r) baglanýrc mэlumlап Н| Г"rurrпа dахildirlэr. Ona
glirэ (21)-in sol tэrэfiпdаki ifаdэ Ims > / miistavisindэ analitikdir чэ

I{ | fэzаstпа daxildir. (22)-nin saý tэrэfiпi

Gi Ь) =(-|)* !;"'(') g(r,O)ao (j = r,r +l,...,* - 1) (2з)

(22)

0
iqаrэ 9dэk. Bu funksiyalar s -in funksiyasr kimi а priori
Re27(r)'О, Ims > Р oblastrnda tэуiп olunub чэ analitik funksiya-

lаrdrr. Веlэliklэ, (22)-dэ sol tэrаf biit{in Ims > / oblastrnda analitik

olub Н | fэzаsmа daxildir, sаЁ tэrэf isэ hаlэlik ki, Ims > /,
Re27 (r)' О oblastrnda tэyin olunubdur. Dеmэli (22) ЬэrаЬэrliуi tэlэЬ

edir ki, gэrэk Gj(s) Гunksiyalarr da biittin Ims > В oblastrnda annali-

tik. olsun чэ G7 (). Н| olsun.
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Веlэliklэ, (I)-(пI) mэsэlэsiпi " ж! fэzastnda korrekt olmasr iigi.in

zэruri ýэrt (21) dtisturu ilэ tэуiп olunan С7(r) funksiyalanntn опlапп

эwэlсаdэп tэуiп oblastr olan Re27 > 0, Ims > Р oblastrndan bi.iti.in

Ims > В уаrrmmtistэчisiпэ analitik davam olunmalarr gэrtidir, bu

gэrtlэ ki, davam пэtiсэsiпdэ altnan Gj (r) (j = r,r +|,...,m -l)

funksiyala r, Н f fэzаstшп elementi olsun.

Kafilik. Tutaq ki, (D-(III) mэsэlэsi чеrilir чэ g(s,r) Ьеlэ bir di.istur-

la tэуiп оluпur:

р
g(r,r)= 

'
,,[*){ Яk_ i,)k w| (,)- yri(,)"'' 

]
j=0 k=0

Fэrz edak ki, (22) di,isturu ila чеrilэп Ci(r) funksiyalarr btittin

Ims > В mtistэчisiпэ 11l fэzаstпtп еlеmепtlэriпэ qэdэr analitik da-

vam оluпur. Gostаrэk ki, (D-(III) mэsэlэsi Ж! brurtnda korrektdir.

эччэlсэ qeyd еdэk ki, (21) tэпliklэriпi agaýrdakr gэkildэ yazmaq olar:

Qi,ovo - Qiyt+... + (- r;'-t Qi,*-|v--, = С7(')

(j = r,r l|,...,. -1) Qз)
burada

OY,I =W j,k$)tw,,*ч(s) (fr = 0,1,", ,* - |)

-сэЬri funksiyalardrr. Biz hёkm edirik ki, kafi gэrt бdanildikdэ (23) mii-

паsiЬэtiпdэп 9lхlr ki, И(s,0)=(чо,...,vm_|) bagtangtc vektorunun

kоmропепtlэri vg (r)..., ur_r (r) G. (r)..., G __t(s) mэtumlаrr чаsitэ_

silэ ьirqiуmэtli taptlrr, уэпi эgэr vg (s)...,v._r (r) чеriliьsэ чэ

G"(r)..., Gm_т(r). Hf olursa, onda daha u.(r),...,ur_r(r) baglan-

Erc gэrtlэriпi sэrЬаst чеrmэk |апm deyil, опlаr avtomatik оlаrаq

i9 (")..., u, -r (, ) G" (' )..., G m -.t(s ) mэtu- funksiyalarr чаsitэsilэ bir-

qiуmэtli taprlrr.
Bunu qlsaca izah еdэk. ИоЬ) чеktоruпuп Q, fezastnda {"7 } tirr.

ayrrlrgrnr
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m-|

koordinatlarla yazsaq:

Ио(r):|чjчi
/=0

+уm-I

уm_I - u0 Y-I + vI Щ-l + ... + ч.-r Щ_\
Bu sistemin ilk r tэnliyini gёttirэk:

ц - ч0 Ц + v| 71+ ... + u*-| 1._I,

m_I = rо Щ-' + v| )ь7-| + ... + u'-| 1k-!t

чl-ч0Ц*r|.Z1+ l.-|,+уm-|

ч

У0 =у0 *ul *

у0 - у0 + у1 + ...* u*-7 ,

(24)

Ilu sistemin determinantr Ims > В olduqda * 0 olur, onda Ьurаdап

'0 
,r| ,...,U'-| эmsаllап Y6:...lYr_1 VЭ V' ,...rU'-| vаsitэsilэ ifаdэ olu-

пur. LaHn (2\) mtinasibэtindэn u' ,u'*|,...,u--| kэmiууэtlэri
Gr(s)..., G-lG ) чаsitэsilэ Ьirqiуmэtli mtiэууэп оluпurlаr. ýэrtэ gtirэ

v9(s)...,vr_r(r) . Н|, ona g<irэ hэm dэ yO(r)..,ur-l(r) с Н | ofur,
Ахtапlап u" (r)...,ur-r (r) funksiyalan (24) sisteminin Son m - r -
tэпliklэriпdэп u9 (s )..., u, -r (, )..., Ф (r)..., G, -r (" ) чаsitэsilэ birqiy-

mэtli olaraq taprlrr чэ ahnan ifаdэlэr hamrst Н | Г"rurrпа daxil оlur.
Biz gordiik ki, mэsэlэпiП hэlli olan TrG,t) funksiyasr hэr ^ý i.igiin
у,э(s)...,vm-| (s) bagtarrýrc funksiyalan чэ g(r,r) чаsitэsilэ Ьirqiуmэt-
li olaraq Ьеlэ diisturla tэуiп olunur:
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И(r, t) s) И(s,0)+ -алG)g(s ,0)d0

чэ yaxud, bu gэkildэ:

V(s,t)= е''\"| n (r,0) +'!e-u"'g-(,, фаоf-
L0](25)

_'7",,-r'r','g- (r, 0)d 0

Bu diisturlulou1gёriiпiir ki, hэr /чэ hэr s iigiin Ims > В miistэvisindэ

rr(r,t)halli analitik funksiyadrr. Gоstаrmэk laamdrr ki, V(s,t). Н|

чэ о, cth -duп tez artmtr. Bunun iigiin (25) di.isturundan чэ ý6-da

verilmig эsаs пэtiсэdэп istiГаdэ edirik.
ýo-au Ьеlэ bir пэtiсэ alrnrbdrr: Tutaq ki, Ьеlэ tэпliуэ Ьахtlш:

llftrr m-| dkr _ n(n t\;-Z^П$) о,к 
-6\ч"/,

dl" fr=O

Ьеlэ ki,

t

k
0

r, о (о) = v (о,0),|\(о) --
Tf / \ 4m-|V(о,0)
Vm-| (о)= - dt-|

д

baslanЁtc funksiyalarr"-?;(r)rЁ;П, 
Rе2д(о)< 0, k < r -l;Re2n(o)r o, q>r|

Qoxluqlarrnda verilir t G" (о) еlэ goxluqdur ki, orada

Ке 2i (о) j = 0,|,, . .,m - |

ёz igаrэlэriпi saxlayrr). Bundan эlачэ, tutaq ki, Vg,...,Vm-I agaýrdakr

tэпliуi бdауir:

Q,,ovo - Q,,,,r,+... + (- t) Q,,л_,trл_, =

_ (_ l)' !r-'^"'' g(o,0)d0.
0

onda чеrilэп mэsэlапiп hэlli чаr чэ onun i.igtin Ьеlэ bir qiуmэtlэпmэ

doýrudur:

4,76

dV(o,0)



la
|rl(s,t)< ct--2 !в(r,еlаО * 

" fir 
+ t)m-|"-o*.z,(o)1B(s,0 + t)do +

0 t (26)

+ c(t + t)'Q +|s1)'b-r) i'ро G),
k=0

burada )", -эп kigik miisbэt rеаl hissэsi olan xarakteristik kokdiir.
Веlэliklэ (26) qiуmэtlэпmаsi лlG) koklэrinin rеаl hissэlэriпiп ёz

igаrэlэriпi saxladrýr bi.itiin пбqtаlэrdэ doýrudur. Lakin biitiin Ims > /
mtistэvisini sonlu sayda Gд(s)oblastlartmn сэmi kimi gсistэгmэk olar,
Ьеlэ ki, Gд(s)оЬlаstlаrшdа Ke2i(o) oz igаrэlэriпi dауigmirlэr.

Dеmэli (26) qiуmэtlапmэsi btitiin Ims 2 / mtistэчisiпdэ оdэпilir.

Onda Ьurаdап gжtr ki, Vv(s,,t).H|. Нэm dэ (26)-dan gжш ki,

r(s,t)= OQ') ,.r,'(П)-(IID mэsэlэsi Ж! rэzastnda korrektdir.
теоrеm isbat olundu.

l
ц

1
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kitabrn miiэllifi - Bakr Dtiчlэt universitetinin рrоfеssоru, Гtzikа-
riyaziyyat еlmlэri 

_ 
doktoru siileymanov Nadir Мъhэmmаd oýlu

Diferensial tэпliklэr, Ehtimal пэzэriууаsi чэ funksional iпаliz
sаhэlаriпdэ tantnmtg alimdir. l95l-ci ildэ ucar gэhэr 1ль li оrtа mэktэьi
bitirib, 195б-сr ildэ АzэrЬаусап Dёчlэt Univerjitetinin Гrzika -riyaziyyat
Гаktiltэsiпi fэrqlэпmэ diplomu.ilэ bitirib. Buraxrhg diplom iginjэ aidrgr
elmi пэtiсэуэ g<irэ опа ssRi Ali Tэhsil naziriiyinin l-ci mtikaгair
veгilmigdir. Moskva Dёчlэt Universitetindэ gёrkэmli гryaziyyatqt
Q.Y.ýilovun aspirantr olmugdur (1959-1962). 1965 --ci ildэ 

"ЪmizЬспkdissertasiyasr miidаfiэ etmiq, Moskva D<iчlэt universitetinin doktorantt
olmug (|975-1977 illэr) чэ 1982-ci ildэ Moskva Dсiчlэt Universitetindэ
doktorluq dissertasiyasr miidаfiэ etmigdir.

l990-2000-ci illэrdэ KEhtimal пэzэriууэsi> kafedrasrnrn miidiri
olmug, 50-dэп aгtrq sayda elmi mэqаlэ, monoqrafiya чэ dэrs vэsaitinin
miiallifidir. Qoxlu sayda elmi эsэrlэri kegmig SýRi-nin чэ ABý-nrn
уй.ksэk reytinqli elmi mэсmuэlэriпdэ bt yiik hэсmlэ 9ар olunmrridrrr.
Diferensial tэпliklэгiп kеуfiууэt паzэriууаsi sэhэsiпdэ 

-aldrýr 
viйап-

Vаlirоп tipli tеоrеmlэr riyaziyatda yeni elmi istiqamэt аgmrqЪrr. Qoxlu
sayda elmi kadrlar hаzшlаmt;dш.
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