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Kitabda timumilosmis funksiyalar nazariyyasi va onun tatbiqlori veri-
lir. Bu nozoriyye miiasir riyaziyyatin bir ¢ox sahslorinds ciddi olaraq genis
totbiq olunmaqdadir. Diferensial operatorlarin fundamental hallarinin ta-
pilmasi, Kosi moasalasinin fundamental hallinin tapilmasi, Xiisusi téromoli
diferensial tonliklor iigiin Kosi mosalasinin hallarinin Varhq siniflarinin
muisyyon olunmasinda, sonsuz diizbucaqli oblastlarda miimkiin korrekt sar-
had masslalorinin qoyulusu probleminin hallindo timumilogmis funksiyalar
fundamental rol oynayirlar. Bununla yanas: bu istigamotda azarbaycan di-
linds heg bir adabiyyat méveud deyil.

Inaniram ki, kitab riyazi biliklor iizrs tohsil alan talobalor, magistr-
lar, aspirantlar va elmi is¢ilor iigiin yararl olacaqdur.
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Monim miisllimim — Moskva Dovlat
Universitetinin professoru, gorkamli
riyaziyyatei alim Qeorgiy Yevgenyevig
Silovun parlaq xatirasine hosr edirom.

Nadir Siileymanov
ON SOZ

Monografiya miisllifin uzun illor Baki Dévlat Universitetinin
Mexanika — riyaziyyat fakiiltasindo bakalavr vs magistr pillalorindo
oxudugu illik ixtisas kurslarinin genislondirilmis sorhindon ibaratdir,

Onu iimumilogmis funksiyalar nazoriyyasindan elementar dorslik
hesab etmok olar. Kitabda Azarbaycan riyazi doarsliyi adebiyyatinda
ilk dofs olaraq iimumilogmis funksiyalar nozariyyasi, diferensial opera-
torlarn fundamental hollori, Furye gevrilmoalori nazariyyosi, korrekt
sorhod mosalolari va s. kimi miiasir riyazi problemlor sorh edilir.

Dsas1 kegon osrin I yarisinda fransiz riyaziyyatgisi Loran Svar-
sin «paylanmalar nazariyyssi» adli monogqrafiyasinda qoyulan imu-
milagmis funksiyalar nozariyyasi ¢ox tezliklo 6z todgigat diapozonunu
giiclii sokilds genislondirdi. Sonra bu sahonin davamgilart olan
[.M.Qelfand, Q.Y.Silov, L.Hornmander, L.Qording, V.S.Vladimirov
vo b. elmi tadgiqatlar1 ona gatirib ¢ixard ki, indi xiisusi toromoli di-
ferensial tenliklarin {imumi nozoriyyasi, Kosi masalesinin hallinin yeg-
anolik siniflorinin midyysn edilmssi, fundamental hslerin varhigr vo
qurulmas: problemlari, korrekt sarhad mosoalalorinin miisyyan edilmo-
si kimi problemlorin hall edilmasi fimumilesmis funksiyalar olmadan
miimkiin deyil. Az-cox shamiyyat kosb edon elo riyazi problem yox-
dur ki, orada bu va ya digar doracads iimumilogmis funksiya tatbiq
edilmasin.

Azorbaycan dilindo riyazi adsbiyyat (darslik v monoqrafiya)
sahasinds giiclii boslug méveuddur. Bu sobabdan  gonclar — talobaloar,
magistrlor, aspirantlar ¢atinliklor ilo lizlosir.

Kitab orta riyazi saviyyali (bakalavr) oxucular ii¢iin nazards tu-
rulur. Kitabda ¢oxlu sayda masals vo misallar toplanmigdir. Beloaliklo,
kitab timumilosmis funksiyalar sahssindo ham da ilk praktiki maggalo
kitabidir.

Cox xosdur geyd edim ki, miallif bu sahanin yaradicilarindan
olan va XX asrin ¢ox bdyik riyaziyyatcist olan Moskva Dovlat Uni-
versitetinin professoru Qeorqiy Evgenyevi¢ Silovun aspiranti olmus-
dur. O, hom ds gdrkemli musiqigi idi. Onun MDU-da daimi kegirdiyi
musiqi dorslori, tolsba opera studiyasinda qoyulan onun opera 3sar-
lari, onun romanslarindan ibarat musiqi gecalari, nohayst, onun mu-
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siqi il riyaziyatin olaqosi haqqinda yazdig «mpocras I'amma» elmi-
kiitlovi kitabt o zamanki gonclorin monavi diinyagoriigiinii, estetik
z6vquni, ziyalliq saviyyssini formalagdiran odlu — aloviu faaliyyati
idi. Cox tosssiif ki, bizim ganclor iiciin bels bir ustad miiollim olmayib
va halo do yoxdur.

Kitabin 10 - cu fasli miisllifin 6ziiniin elmi — tadqgiqat naticolori-
no hasr olunur. Umid ediram ki, taqdim olunan monogqrafiya tolobo,
magistrlor, aspirantlar v elmi isgilar iigiin yararl olacaqdir.

Fiirsotdon istifade edib kitabin arsaya golmoasinds hor hans: bir
sokilda amoyi olmus saxslora 6z minnatdarhigimi bildirirom.

Xiisuson, magistratura illorinds elmi rohbari oldugum Aygiin
Niftsliyevaya dorin minnatdarligim: bildirmok istordim. O, kitabin
motnini dziiniin kalligrafik dast xotti ilo yenidon yazmigdir. Kitabin
10-cu fasli onunla birgs hommiiolliflikdo alinan elmi noticalors hosr
olunmusdur.

Mon BDU «Riyazi - analiz» kafedrasinin dosenti Arif Heydo-
rova tagokkiir edirom. O, kitabin biitiin matnini bir pesakar miitoxos-
sis kimi digqgatlo oxumus va goxlu sayda diizalislor etmisdir ki, natico-
do kitabin mazmunu xeyli daqiqlosmis vo daha korrekt olmusdur.

Nadir Siilleymanov



FOSIL I
UMUMILOSMis FUNKSiYANIN TORIFi VO
XASSOLORI

§ 1. Adi funksiyalar sinfinin genislondirilmasi

1.«Adi funksiya» anlaymst. Riyazi analizin asas problemlori asason
klassik funksiya nazariyyasi ¢argivesinda ifads olunur. Baxilan her bir
mosalonin xaraktering uygun olaraq miixtalif sinif funksiyalar calb edilir:
analitik funksiyalar, diferensiallanan funksiyalar sinfi, kasilmoz funksi-
yalar sinfi, Lebeq monada inteqrallanan funksiyalar, 6lgiilon funksiya-
lar sinfi vo s. Funksiyalar nazoriyyssinin miixtalif bélmslori sahasinda
fundamental elmi naticalor alinmisdir. Buna baxmayaraq klassik riyazi
analiz aparati bir ¢ox masalalorin hallinds yetarli deyil va miisyyan genis-
lonmaloar talob olunur.

Funksiya anlayisinin tarifini yada salaq:

Ogor x sarbost doyisoninin har bir miimkiin giymstind y kamiyyo-

tinin miioyyan bir konkret (sonlu) giymoti uygiin qoyulursa, onda
y komiyyati x-in funksiyast adlanir vo bu halda y = f (x) yazilir. De-
moli, hor x —o garst miioyyan y adadini uygun qoyan qayda-qanun
varsa, ona funksiya deyirik.

To'rif: Tutaq ki, y=f (x) biitiin adad oxunda verilib, hoqiqi qiy-
moatlar alir va har bir sonlu @ £ x < b pargasinda Lebeq monada miitleq
inteqrallanan funksiyadir. Belo funksiya lokal integrallanan funksiya

adlanir. Hor bir lokal inteqrallanan funksiya «adi funksiya» adlanir.
Masalon, kosilmoez funksiya - adi funksiyadir; mshdud ve olgiilon

1
funksiya - adi funksiyadir. Lakin, mosolon, y =—- adi funksiya deyil,
X

¢iinki o lokal inteqrallanan deyil, onun [— l;l] pargasinda inteqrali sonlu

deyil; y = L
A

Biitiin adi funksiyalar (lokal inteqrallanan) sinfini £ ilo isaro edak.
Gorak E daxilinds hansi amaliyyatlar miimkiindiir, hansilar iso miim-
kiin deyil. :

Aydmndrr ki, E -xatti fozadir. Tutaq ki, f,(x), f,(x) - adi funksiya-
lardir. Sanki har yerds iist-iisto diigon iki funksiya eyni funksiya hesab
edilir. Beloaliklo, E -nin har bir elementi aslinds bir sinfi xarakterizs edir.

- adi funksiya olsa da, onun toramasi adi funksiya deyil.
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Yalmz Lebeq olgisii sifir olan ¢oxlugda farqlonon iki funksiya eyni
funksiya hesab olunur.

Mosalon, molum L, fazas: ekvivalent siniflor fozasidir, sanki hor
yerds Ust-lista diison biitiin funksiyalar sinfi L, -in bir elementidir. Ona

gors f e L oldugda f(x) yazilsi ciddi deyilisdo monasizdir. f el
elementi tam bir sinfin niimayandasi kimi basa diisiiliir.

2.0kgiisii  sifir coxluq. Tutaq ki, 4 adadi coxlugu verilir. Tutaq ki,
Ve >0 igin 4 ¢oxlugunu summar uzunluglan & — dan kicik olan sonlu
va ya hesabi sayda intervallar sistemi ilo értmok olur. Bu halda A -6l¢iisii
sifir coxlug adlanir: mes 4 = 0. Olgiisii sifir goxluga misal olaraq sonlu vo

ya hesabi ¢oxlugu gostormak olar. Masolon, 4 hesabi ¢oxlugdursa, onun
elementlorini nomralomak olar, 4= {xl,xz,... X } A ¢oxlugunu

B S
& £ 12 . 1 . . 5ctiir. B
X, —F,xk +F (k=12,.) mtervallari sistemi ortiir. Bu
intervallarin uzunluglari comi
E & &
<—+—+. . +—+...=€
2”1

oldugu tigiin mes A =0 olur.

Rasional odadlor ¢oxlugu, cabri adadlor ¢oxlugu — &lgiisii sifir
¢oxluglardir. Dlbatta, hesabi olmayan sifir dlgiilii goxluglar da vardir
(Kantor goxlugu). Olgiisii sifir goxluglarin hesabi sayda comi da sifir 6l-
¢iilii olur. (Olgiisii sifir goxlugun har bir alt coxlugu da sifir 8lgiilii gox-
luqdur).

Qeyd.Toplanan g¢oxluqglarin say: hesabi saydan ¢ox oldugda bu
taklif dogru deyil. Masalon, R = (— oo,oo) coxlugu hor biri bir néqtodan

ibarat olan E, ¢oxluqlarinin comina barabordir,

R=UEa ,mes E, =0

oldugu halda mes R =oo. Demali R adad oxu hesabi ¢coxlug deyil.

Ogor f funksiyasimi kosilmoz funksiyalar ardiciliginin sanki hor
yerdos limiti kimi gostarmok olursa, onda [ 6lgiilon funksiya adlanr.
Molumdur ki, f* funksiyasinin comlonan (Lebeq monada inteqrallanan)
olmas: iigiin onun o6lgiilon funksiya olmasi zoruridir. f yalmz va yalniz
0 zaman comlanan olur ki,
8

S/ ‘ camlonan olsun. Agor g(x)Z 0- comlo-



nondirss va ‘ f l < giso onda f comlonondir. ©gor f 20 -dlgiilondirsa,

lakin comlonan deyilsa, onda j f =+oo gotiiriliir.

Funksiyanin Lebeq inteqralini hesabladiqda dlgiisii sifir ¢oxluqda
onun aldig1 giymotlor heg bir rol oynamir. Masoslen, Ac[a,b] Vo
mes A =0 olsun. Tutaq ki,

)= {1, x €4,

0, xed
onda

[f(ekte=[r+ [£=0

A [a.b]\4
Ciinki, agor m < f(x)< M iss, onda

m-mes A< jfdeM-mesA,
4

buradan ¢ixir ki, mes A=0oldugda 4—da f #0 olsa belo
I fdx=0.

A
Coxlugun funksiyas1 kimi Lebeq inteqrah olgiisii sifir olan ¢oxluq
daqigliyils tayin olunur.
Hor hanst bir toklif yalniz sifir 6lgiilii goxlugda ddonilmirss, onda
deyirlar ki, hamin taklif sanki har yerdo (s.h.y.) ddonilir. Moasalon, sanki

har yerds £, (x)— f(x), v — oo olursa, bu o demoakdir ki,

mesxeR:f(x)+ ()} =0.

E sinfinds miixtalif limits kegmo amoliyyatlar1 miimkiindiir. Masalen,
ogor f,, € E sanki har yerdo f (x)-a yigihirsa, onda Lebeq teoreming

asasan, agar elo lokal inteqrallanan g(x) varsa ki,

‘f y(x X <glx )
olur, onda f (x)-lokal inteqrallanan olur, yoni f € E Belaliklo, E

sinfinds limits kegmo smoliyyati da homise miimkiin olmur. Analizdd
cox vacib olan diferensiallama smoliyyatii heg do biitin adi funksi-
yalara totbiq etmak miimkiin olmur.



Els adi funksiyalar var ki, (hatta elo kosilmaz funksiyalar var ki)
onlar heg bir yerda diferensiallanmir.ilk belo misali Veyerstrass qurmus-
dur.Onun qurdugu misal beladir:

. ~sin(3"-x
fl)=3 )
Hor toplanan kosilmazdir vo sira miintozom yigilir, demoli, f (x) hor

yerdo kosilmazdir. Lakin bu funksiya heg bir noqtads diferensiallanan
deyil.

Tarixon Veyerstrassdan sonra daha sads funksiyalar quruldu ki,
onlar har yerds kasilmazdir, lakin heg bir ndqtods diferensiallanan deyil-
lor. Masalon, Van-der-Varden bels bir funksiya qurmusdur:

10" x
=3 10,
burada {x} ilo x noqtasindan ona an yaxin olan tam adada gadar masafa
isaro edilir. Belalikla, V x iiciin {x} < 1Baxilan sira miisbat hadli sira olub
har yerds miintozom yigihr, demsli f (x) har yerds kasilmozdir. Lakin
f (x) heg bir noqtads diferensiallanan deyil.

Belolikla, £ sinfi ¢argivesinds diferensiallama omoliyyati hamiso
miimkiin olmur.

Tutag ki, n—>o© oldugda f, (x) miintozom olaraq f (x)
funksiyasina yigihr, a<x<b, f, (x) kasilmoz diferensiallanandir. Ola
bilor ki, f(x) diferensiallanan olmasin vo fn(x) ardheillig f(x)-

yigilmasin.
Mosalon,

-biitiin adad oxunda miintazam olaraq sifra yigilir, lakin téramalor ardi-
cilligt — oo olur.

Ogor f, (x)eE vashy. f, (x)——> f (x) iss, hotta f/ (x) toromos-
lori varsa belo, ola bilor ki, f/(x)— f'(x) olmasin, yoni E daxilinds

14
diferensiallama kasilmaz operator olmur.

Els hallar da olur ki, adi funksiyanin sanki har yerdos téromosi var,
lakin téroma vasitasilo funksiyanin 6ziinii barpa etmok miimkiin deyil.
Toramo molum oldugda funksiyan: miisyyan etmok yalniz miitloq kosil-
moaz funksiyalar sinfinde miimkiin olur. Bgar f - miitloq kosilmozdirsa,

onda belo bir distur dogrudur:

10



f@x)=fla)+ [£1(&)de
Basqa s6zlo, ¢(x) comlonon funksiya oldugda Lebeq monada inteqral tigiin

X

f(x)= (&) dé+ f(a) (*)

a

Vo
f'(x)=p(x) (shy)
baraborliklori eynigiiclii olurlar, yani f '(x) sanki har yerds molumsa vo

¢(x) s.h.y. tayin olunmug comlonan funksiyadirsa, onda f (x) funksi-

yas1 (*) diisturu vasitasils birqiymatli tapilir.

Taqdim olunan bu kursun asas magsadi ondan ibaratdir ki, E -adi
funksiyalar sinfini elo geniglondirok ki, alinan sinifdo diferensiallama
prosesi homigo kosilmoz proses olsun. Masslon, analitik funksiyalar
sinfinds diferensiallama amoliyyati homiga dogrudur va istonilon tortib-
dan diferensiallama hamin sinifdon ¢ixarmir. Lakin bu sinif olduqca dar
sinifdir.

Ik baxisdan qoyulan mosals ziddiyyatli goriiniir: £ sinfini sixmagq
ovazino onu daha da genislondirmoklo diferensiallama amalini sonsuz
tartibdon hoyata kecirmok necs ola bilor? Masalonin magzi ondan ibarot-
dir ki, diferensiallama amoli necs daxil edilir.

3.Sinqulyar funksiya. Ingilis fiziki Nobel miikafat: laureat: P.Dirak
kegan asrin 30-cu illorinds kvant mexanikasi sahasinds apardigi tadqi-
qatlarda indi riyazi elmi adsbiyyatda onun adim1 dastyan «Dirakin delta-

funksiyas» va ya O -funksiyan1 genis totbiq etmis vo gozal naticaler
almisdir. Dirakin daxil etdiyi O . funksiya asagidaki kimi terif olunur:

1)§(x) _ {O, x#0,

o, x=0,

2) O]é‘(x)dx =1.

Bu ciir funksiya sinqulyar funksiya adlantr.
Klassik funksiya monada bu ciir funksiya yoxdur. Ciinki x=0

giymoting uygun o (x)-in miioyyan giymati yoxdur, bundan bagqa sanki
hor yerds &(x)=0 oldugu iigiin

11



ojiﬁ(x)a'x =0

olmalidir. Bu iss 2) sortinas ziddir.

Bu sabobdon uzun illar fiziklorls riyaziyyatgilar arasinda miibahiso
olmusdur. Birincilor hamin funksiyani totbiq edorok korrekt naticolor
alindigini geyd edir, ikincilor iss bu ciir funksiyanin miimkiin olmadigin
sOyloyirdilar.

Nohayat, 1950-51-ci illords fransiz riyaziyyatc¢isi Loran Svarsin
«Paylanmalar nazariyyasi» monogqrafyasi ¢ap olundu. Bu kitabda miia-
sir imumilogmis funksiyalar nazariyyssinin riyazi assaslari verildi vo
timumilagmis funksiyalarin riyazi fizikada, diferensial tonliklorin funda-
mental hallorinin tapilmasina tatbiglari verildi. Malum oldu ki, mahz Di-

rakm daxil etdiyi delta-funksiya o (x)-an sads imumilosmis funksiyadir

vo O (x)adi funksiya olmayib miioyyan fozada verilon xatti va kasilmoz

funksionaldir.

Hal-hazirda iimumilogmis funksiya anlayisi riyaziyyatin, fizikanin,
texnikanin, ehtimal nazariyyasinin an miixtalif mosalolorinds genis totbiq
edilir va o sanki adi funksiya soviyyssinds isladilmokdadir. Indi riyazi
fizikada, kvant mexanikasinda, texniki elmlarda, ehtimal nazariyyasinda
miiasir riyaziyyatin nailiyyatlori genis tatbiq olunur. Belo nailiyystlordon
biri do imumilosmis funksiyalar nazariyyasidir ki, bu kursda biz onu
toqdim edirik.

4.0 - funksiya vo noqteda sixhq. Umumilosmis funksiya klassik
funksiya anlayiginin imumilogmasidir. Bu iimumilogsma bir tarafdon bir
¢ox idealizo olunmus anlayislari (mosslon, maddi noqtonin sixlhigi,
noqtovi yiikiin yaratdigi sixhiq, ani ndqtovi monbonin intensivliyi,
ndqtays totbiq olunmus qiivvanin intensivliyi, néqtads sixliq vs s.) riyazi
analiz ¢or¢givesindo ifads etmoys imkan verir, diger torofdon iso
timumilosmis funksiya anlayisi 6ziinds belo bir xiisusiyyati oks etdirir ki,
praktikada maddosnin noqtads yaratdigr sixlign  6lgmok miimkiin deyil,
ancaq homin néqtonin yaxin strafindaki orta sixhig 6lgmak olur va
tapilan orta sixligt homin maddonin bu négtadski sixhign kimi gabul
edirlor. Mohz iimumilogmis funksiya da 6ziiniin har néqtonin strafindaki
orta qiymatlori vasitasilo tayin olunur, demsli imumilasmis funksiya an-
layisi ela proseslari tasvir edir ki, onlar har noqtadoki giymatlori ilo tayin
oluna bilmir, yalniz orta qiymatlari ilo tayin olunurlar.Bu ciir proseslari
iso klassik funksiya anlayisi oshats etmir.

Deyilonlari aydinlagdirmaq tigun 1 kiitlasi olan miiayyan bir mad-
donin néqtode yaratdig: sixliq masalasinag bir qadar atrafli baxagq.
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Tutaq ki, 1 kiitlo iig olgiilii fozada x =0 noqtesinds yerlogdirilib.
Onun yaratdig sixliq funksiyasini 5(x) ilo igara edak. 5(x) sixligini
miioyyan etmoak iigiin 1 kiitloni & radiuslu #, kiirasi daxilinds eyni SaViy-
yado (miintozom) yaxaq. Onda bu maddenin orta sixlif1 bels olar:

o) =z P8
0, ‘x}zg,

3 _ [z, .2 .2
burada x € R ,x—(xl,xz,x3),|x‘~ xX; +x; +Xx3.

Ovvalco gorak x = 0 noqtasindoki & (x) sixhgim orta sixhgm noqtavi
limiti kimi tayin etmak olarm ? Agkardir ki, noqtavi limit bels olar:

+ 00 x=0,xeR’
Slx)=1lim = ’ ’
S TICE I
Lakin 5(x) sixligdirsa, onda gorak

{ ”5 (x )dx

inteqrali tam kiitloni versin, yoni

J;yé‘(x )dx =1

olmalidir. Bu iss miimkiin deyil, ¢iinki sanki har yerds & (x) =0 oldugun-

dan onun Lebeq inteqrali da sifra barabordir. Belaliklo, maddsnin noqtads
sixhigim orta sixligin ndqtovi limiti kimi tayin etmak olmur.

Indi p, (x) orta sixliglar ardicilhiinin zaif limitini hesablayaq.
Basqga sozlo, ixtiyari (p(x) kasilmaz funksiyast tiglin

lim {[[p, (x}p(x)dx (1)

-0
limitini hesablayaq.
Lemma. Asagidaki limit miinasiboti 6daonilir:

lim [ffp, (x}plx) dx=0(0) . @)

&0
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Dogurdan da, (o(x) kasimaz funksiya oldugu tigiin V77 >0 adadi
tciin elo & >0 var ki, .xl < 0 olan biitiin x -lor ii¢iin 'q)(x)— w(O) <n.
Burada £ < ¢ gotiiriib aliriq ki:

[lle.(lx)ets -0} =
- ffds=n.

|x|<e

(= e, =

x|<£ tf<.s‘

el COR

Ix|<e

47&93
burada

Lemma isbat olundu.
Belalikls, p, (x) orta sixigimin & — 0 olduqda zoif limiti (1) ho-

miga var va bu zaif limit bels bir xassays malikdir: o, hor (p(x)-s (p(O)-
qiymatini uygun qoyur. Basqa sozlo,

@i lim p, (x): p(x) - p(0)

Ogor alman bu zoif limiti x = Onéqtesindoki & (x) sixlig1 olaraq gabul
etsok, demoli,

5(x) = li_l’)l’ol p. (x), (zaif limit),
yani

8(x):0(x)— p(0)

olur. Beloliklo, & (x) els funksiyadir ki, o har bir w(x) kasilmaz funksi-
yasini (p(O) adadino kegirir. Bu ciir inikas1 bazon

(6,0) vaya Ié'(x)(p(x)dx

kimi yazrlar. Beloliklo, aldlq ki, 0 ( ) elo funksionaldir ki, V@ € C (R) liglin

mﬁ x)dx = p(0). (3)

Bu ciir funksiya Dlrakln delta-funksiyas1 adlanir. Dirakin & -funksiyasi
adi funksiya deyil, o els bir inikasdir ki,, istonilen ga(x)-i (D(O)Qdadina
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kecirir, yani 5()() funksionaldir. Az sonra goracoyik ki, he¢ bir adi
funksiya bu ciir xassays malik deyil, yoni 5(x)—adi funksiya deyil (o heg
funksiya deyil!).
Xiisusi halda, ¢(x)=1 oldugda
Iff5(x)dx =1

almir ki, bu da tam kutloni verir.

5.0 (x) funksiyasi va diskret paylanma sixhigi. Yuxarida biz gordiik
ki, x =0 noqtesinds yerloson 1 kiitlonin yaratdig sixliq O (x) olur.Onda
x =0 noqtasindo m kiitlasinin yaratdig sixliq m-5(x) olar. Dgor 1
kiitlo x = a néqtesinda yerlosibsa, onun yaratdigi sixiq & (x - a) olar,
burada o (x — a) bels basa disiiliir ki, V ¢ € C igiin

S(c—a)o)= [oc-alpl)dr=pla) @

Xiisusi halda, a =0 oldugda buradan (3) alinir. ©gar x = a néqtesinda
m kiitlasi yerlosibsa, onun yaratdig: sixliq md (x - a) olar.

Indi deysk ki,m,m,,...,m n Kiitlalori (Zmi = m) uygun olaraq
X1 X5 ,...,Xy nOqtalorinds qoyulub. Onda summar sixliq funksiyasi belo
olar:

N
P(x)zzmk5(x“xk)- )
k=1
Tutaq ki, &-diskret tosadiifi komiyystdir. Onun qiymotlori
‘ N
X1,X5,..., Xy, Uygun ehtimallan1 P, = P (5 =x, ) ZPk =1 olsun. On-
1

da bu komiyystin paylanma sixhg1 belo olur (x, néqtesinda ehtimal kiit-

losi P, -ya borabordir).

pi(x)= 2 Rolx—x,).

Xiisusi halda, & -binomal paylandiqda, onun giymatleri 0,1,...,7 vo

uygun ehtimallani B, = c¥ p* ¢ (k=0,1,...,n) olur, p+g=1.

Beloliklo, bu halda paylanma sixlig tigiin bels diistur almmus olur:

15



"k k nk S n! k nk
plx)=>c,pq" "olx—k)=) —p"q" " olx-k
=2 Ty R

Ogor p(ézO)=l olarsa, yoni & tosadiifi kamiyyoti yegano

x =0 giymotini p =1 olmagla alirsa, onda onun yaratdig sixliq

plx)=1-5(x-0)=6(x)

olur.

Tutaq ki, (f 0) (é‘ 1) i, yani & -nin ancaq iki dana

giymoti var: x=0 va x=1 va bu giymotlari 5 \&) 5 chtimalla alir.

Onda onun yaratdig: sixliq funksiyasi belo olar:
plx)= %5(x)+ 325(x -1).

Qeyd. Diskret paylanmanm sixliq funksiyasi Dirakin 5(x)

funksiyas: vasitssilo ifads olunur ki, bu da adi funksiya deyil. Bu
sababdon elementar ehtimal nozoriyyasinds sadoco deyilir ki, diskret
paylanmanin paylanma sixligi yoxdur.

§2. Osas funksiya, asas foza
1.Bozi isaralomalor. G R”-do oblast (ag1q ¢oxluqg), 0G -onun sar-
haddi, V(a,r)-markszi a € R" néqtesinds olan 7 radiuslu agiq kiiradir,

A) (a,r)-markazi a € R"noqtesinds vo radiusu 7 olan sferadir. Torifa
goro,

V(ayr)= {x eR";|x - a‘ < r}- aciq kiirs,

(a,r)= {x eR"; } -sfera.
Xiisusi halda, V(O,r) U,- markam koordinat baglangicinda olan r

radiuslu agiq kiirs, S (O,r) ,-morkozi koordinat baslangicinda olan
r radiuslu sferadir;

Ula;r)=Ula;r)+S(a;r)= {xeR" :

qapal kiirs olur.

x—a(Sr}

16



2793

Tutaq ki, 4,Bc R" -ixtiyari ¢oxluglardir. 4 ilo B arasinda
mosafoni d(4, B) ilo isars edirik. Torifs goro
d(4,B)= inf |x— ¥

xeAd,yeB
Askardir ki, ANB#@ oldugda d(4,B)=0. Xisusi halda,

anoqtasindon A4 ¢oxluguna godar mosafs
d(a,4)=

Ogor a € A iss, onda d (a,A) =0 (torsi dogru deyil).

A-coxlugunun & —otrafi dedikds 4+ ¥ comi basa disiliir. Bu
otrafi A ilo isaro edok. Aydmdir ki, 4 A4,.Xisusi halda (n=1)
A= (a,b) oldugda
A=(a-e,b+ g). Tutaq ki, a= - )-multindeksdir, yani
@; 20 -tam adodlordir, j@j =) +...+ @,;;

D=(D,,...D,), D, =ai’ j=12,..,n,

J

o “ “
pro— " 2] |2
ox..ox,;"  \ 0x, ox,

C*(G) ilo G oblastinda k tortibe qadar tsromalorld birlikds kasilmoz
olan f (x) funksiyalar1 goxlugunu isars edirik:

C*(6)={/(): D f(x)e
C* (C_; ) ck (G)-nin elo elementlori goxlugudur ki, onlarmn biitin
e f( G
C* ((_; )-ds norma:

| exzy= jllGE}D“f (x)
|a|sk

Xisusi halda, C(G)=C°(G), €(G)=c’(G)
Funksiyamn dasiyic1 ¢coxlugu. Torif. Tutaq k1 f (x) G -da kasimoz

funksiyadir. f ( );tOolan biitiin xnoqtalefl coxlugunun qapanmasm-
{ Zala Diviat Universiio g
LRLME RITATN AN

e,
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dan ibarot ¢oxluga f —in dasiyicr ¢oxlugu (dastyicis1) deyilir va
sup p f(x) kimi isaro edilir:
su ppf(x)= {x eR": f(x) iﬂ-

Belaliklo, funksiyamin 0-dan forqli oldugu on kigik gapali ¢oxluq
onun dastyict ¢oxlugu adlanir. 9gor su pp f mohdud coxluqdursa, on-

da f -finit funksiya adlanir. Cy (G) ile C* (G)-in elo elementlori goxlu- °
gu isaro edilir ki, onlar finitdirlor. 9gor f e C k ((—; ) Vo

D f(x)=
bu ciir f -lor ¢oxlugunu C(f ((_; ) kimi isars edirik.

Tutaq ki, f (x)-élgﬁlen funksiyadir, G < R" aqq ¢oxlugdur.
L? (G) ilo (1 <p< oo) G -do verilon 6lgiilon va p — dorecaden inteq-

rallanan f (x) funksiyalari ¢oxlugunu isars edirik:

L”(G):{f(x):xe G, Gj|f(x)pdx<oo, 1<p 300}.

p =0 oldugda

I’(G)=r" :{f(x):x € G,vraisup}f(x) <00, p= oo}.

xeG
L”(G) -do norma

A, =1 = ([P a5}
Xasusi halda, L7 (R")= L7 | f] () =1

2.9sas funksiyalar. Osas foza. D fazasi (nzl). Biz gordiik ki,
5()6) funksiyas: kosilmoz funksiyalar vasitasile torif olunur, belo ki,

5()6) kosimoaz funksiyalar fozasinda toyin olunmus xotti vo kosilmoz

funksional olur, yoni 5(x) 0zii vasitasilo deyil, kosilmoz funksiyalar
vasitasils toyin edilir, bela ki

J.é‘ x)dx = p(0), p € C(R).
Demoali, kasilmoz funksiyalar 5 - funksiya tigiin baza funksiyalar1 olur.

Daha iimumi iimgumilosmis funksiyalar ii¢iin osas funksiyalar fazasini
bir qador da sixmagq lazim galir. Malumdur ki, asas funksiyalar fazasi na
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godar dar sinif olarsa, orada toyin olunan xatti va kasilmoz funksionallar
sinfi daha genis olar. Lakin asas funksiyalar fozasini ¢ox da sixmaq
olmaz, onun kafi godar zongin olmasi vacibdir.

On imumi halda asas faza olaraq sonsuz tortibdon diferensiallanan va
finit olan biitiin funksiyalar sinfinin gétiiriilmasi alverisli olur.

Torif. Tutaq ki, G < R” -ixtiyari agiq ¢oxlugdur. D(G) ilo G-da
sonsuz tortibdon diferensiallanan va mohdud dasiyiciya malik olan
biitiin (finit) funksiyalar ¢oxlugunu isars edirik:

D(G)= {q)(x)e C*(G:suppoc G)}
Demoli, D(G)-dagtyicist G -do yerlosan C* (G)-funksiyalar goxlugu
olur. Xiisusi halda, D(R) = D fozasit R-do verilon, har yerds sonsuz

diferensiallanan finit funksiyalar ¢oxlugu olur.
Torif. @,(x)e D(G) ardiciligs o zaman ¢ € D(G) funksiyasina

yigilan adlanir ki:

elo mohdud G, € G ¢oxlugu olsun ki, ondan konarda biitiin
0,(x)=0 (suppgov (x)c Go) olsun. v=12,...

2)V a giin miintozom olaraq

D%, (x)=D%p(x), v > olsun.

xeG
Belo oldugda sadaca @, — ¢, (D -ds) va yaxud
V—>0
D(G)
Q, > @, V>0
yaziriq. D(G) fozast (D fazas) asas foza, @ € D ssas funksiya adlanir.

Beloliklo, D fozas1 kompakt dagiyicisi olan sonsuz diferensiallanan
(finit) funksiyalar fozasidir.

Tutaq ki, G=R= (— oo,oo),n =]. D ilo adod oxunda verilon
sonsuz diferensiallanan biitiin finit funksiyalar ¢oxlugunu isare edirik.
Agor ela [a,b] parcasi varsa ki, ondan kenarda ¢(x)=0, onda

@ —finit funksiya adlanir. Bu halda deyirlor ki, ¢ —funksiyasi [a,b]-da
~ comlasib, su ppp C [a,bl @ € D -asas funksiya, D -asas foza olur.

D —do yygilma. Torif. Tutaq ki, ¢, (x) e€eD. O zaman D -do
®, =0, v —> 00 hesab olunur ki, asagidaki iki sort 6danilsin:
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1) elo sonlu [a,b] pargasi olsun ki, ondan konarda ardicilligin
biitiin elementlori @, (x)=0olsun. (su pp o, (x)c[a,b] v= 1,2,...).
2) biitiin fazada V kiiciin ¢‘(,k) = 0,v > x0,k=0,1,2,... olsun,
yoni @, (x) 6zii vo hor bir tdromosi mintozom olaraq sifra yiglsin.
Demali, D -ds ¢, — @ 0 zaman olur ki:
1) eld [a,b] C R var ki,
sup plo, (x) - o(x)] < [a,5],
2) biitiin aded oxunda V k ii¢iin miintazom olaraq
D*p, (x)= D*p(x), v —> o0
olsun. Sonuncu miinasibati bela daxyazmaq olar:

sup (oik)(x)— o* (xj —0,v = 00,k=0,1,2,...

xeR
Misal 1. Bels funksiyaya baxagq:
1

polx)=1¢ s <L,
0, \x’ >1. )
Gostorak ki, ¢, € D.Dogrudan da, aydindir ki,
su pppo(x)=[-11],
yoni @, -finit funksiyadir. ¢, (x) funksiyasi ‘x} <1 VQ’X| >1

xY

oblastlarinda sonsuz diferensiallanan funksiyadir.Géstarok ki, x ==+1
noqalerinda do @, (x) sonsuz diferensipallanir, belo ki, V kiigiin

0, (£1)=0, k=012,...

Mosalan,

4"5(1):}35?0 (Po(1+ixx)_(ﬂo(1):0 (%)

oldugunu géstorsk. iki hala baxaq: Ax>0 va Ax<0.l-ci halda
1+ Ax>0 oldugundan, torifs gérs @p(l+Ax)=0 va ?,(1)=0,
demali @f(1)=0. Indi tutaq ki, Ax<0.Bu halda Ax=—2,7>0 vo
1 4+ Ax <0, yoni bu halda

po(l—t)=e "0 =¢ 10 50 ¢ 50,
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Lakin bu sifra yaxinlasma ¢ —> Omiinasibatind nisbaton daha yiiksok
siirotlo olur, ona gora do (*) dogru olur. Beldlikls, Vv k iigiin

o®)(1)= 0. Analoji qayda il (= 1)=0, beloliklo ¢, (x) & D.

Qeyd. @, (x)-analitik funksiya deyil. Oks halda o, eynilik kimi
sifra barabor olardi, ¢iinki, ‘x‘ 21 oblastinda @, (x)= 0. Digar torafdan,
agar @, (x)-in uygun Teylor sirasmi x = +1noqtalori otrafinda yazsaq
homin siranin comi sifra barabardir, ¢iinki (o(k)(i 1) =0, £k=0,12,...
Amma lx‘ <1 oldugda g,(x)#0 olur.

D fazasmin hor bir elementi deyilon xassoyo malikdir!
Misal 2. a > 0 olduqda

2
a

qo(x,a)z e az‘xz, }x\<a,
0, ‘x[Za.

~p(x,a)

& »
44— >

-a 0 a
Bu funksiya sonsuz diferensiallanir v goriindiyd  kimi
supp (p(x,a)z [— a,a] Demoli qo(x,a)e D;(p(O,a)z o (x)
Misal 3. go(x,a) 2-ci misalda verilir. Belo bir funksiya tortib edok:

plx,e)=k I(p(x—t,a)dt, 0<e<l.

Burada k adadi el segilir ki, supp p(x,f,‘) = [— -1+ 8] (gostarin!)
Bundan alave, xe=[-1+&,1- ¢]oldugda

plx,e)=1. o(x,a)e C”

oldugundan p(x,g)eD olur. Ty
1 P(x,€)
Misal 4. 5 (
£ B -1-¢ l-e
0,(0="ple) a *

Askardir ki, V # ig¢in @, (t)e D . Xususi halda, asan yoxlamaq olar ki,

N w 1, n=k,
n 0, n#k,
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n

2) ¢n(t):%, te[—1+8,1—81

Misal 5. Tutaq ki, @ € D -ixtiyari vo f -kasilmoz finit funksiyadir.
Onda

#x)= 7 Oplx 1)

asas funksiya olur.
Aydmndrr ki, D -fozasi xatti fazadir. D fozast daxilindo hor bir sonsuz
tortibdan diferensiallanan h(x) funksiyasina vurmaq miimkiindiir. Hom do,
D
supp h(x)(o(x)c Supp (p(x). Bundan slava, agor ¢, > ¢ iso,

onda h(x)p, (x)=> h(x)p(x) olur.

Indi D fozasinda yigilan va yigilmayan ardicilliga misal gostorak.
Misal 1. Tutaq ki, ¢(x,a) 2-ci misalda verilon osas funksiyadir.
Bels bir ardicilliga baxaq:

1
oy (x)=—p(x,a)
Aydmdir ki: 1) sup p gbV (x) = [— a, a],v =1,2,...

2 vk igin o (x)=Vl¢<k>(x,a):,o Vo,
X

Demali, @, ardicilligi D -ds sifra yigilir.
Misal 2. D -ds bels ardicilhiga baxaq:

oy (x)= lgo(i,a), v=L12,..
v o\v

Bu ardicilliq biitiin téromalerils birlikds miintazam olaraq har yerds
sifra yigilir (¢ - mohduddur). Lakin @, D -do sifra yigimur, ¢iinki elo

bir sonlu parga yoxdur ki, ondan konarda o, (x) hamuisi sifra barabar

olsun, .x\ >a-v olduqda @, (x)= 0.

22 -



3. n>1. Osas foza D(R"). Biitiin R" -do sonsuz diferensialla-
nan va har biri miiayyen mohdud ¢oxlugdan kenarda sifra borabar olan

biitiin (p(x), x € R" -funksiyalar1 coxlugu asas foza adlamir. D -do y181l-

ma anlayist G oblasti iigiin oldugu kimidir.
Misal.

112

o

plx)=1e

x| < a,

0, 'x} >a.

x|ﬂ= w/xlz +.. 7+ x,f. Onda

sup po(x)= {x e R" :|x|< a}.
Demali ¢-nin dasiyicist R” -ds a radiuslu kiirs olur, ¢ € D(R" )

burada x =(x,,...,X, )€ R",

Askardir ki, D(R") fazasinda diferensiallama operatoru kosilmaz
operator olur. Dogrudan da, D -ds y1gilma torifindon ¢ixir ki, @, = @
(D -dos) oldugda V & lgiin

D%p, = D%, v > (D -do) miintazom yigiima olur,

xeR"
Askardir ki, VG < R iiiin D(G)C D( " )= D.
4. D -nin zongin foza olmasi. D - fozasmin bos olmadigim1 yuxarida
gordiik. Lakin bu azdir. D -nin kafi qoder zongin olan moslum goxlug-

larda six olmasi lazimdir.
Torif. M coxlugu o zaman G ¢oxlugunda six ¢oxluq adlanir ki,

G = M olsun, burada M ilo M -in gapanmasi igare olunur. Xiisusi
halda, G=R" oldugda M har yerds six ¢oxluq adlamr.

Dgor R" -da ho bir kiirs daxilinds els kiirs varsa ki, o éziindo M -
don he¢ bir ndqte saxlamir, olda M heg yerda six olmayan ¢oxluq
adlanir.

Teorem. istonilon kesilmaz va finit f (x) funksiyasi iigiin va ixtiyari

& > 0 adodi igiin elo (o(x) € D osas funksiyas: var ki, biitiin fozada

sup If(x)— (p(xx <g | ('1)

xeR
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olur.(Bagqa sozlo D bu ciir f (x) funksiyalar fozasinda six ¢oxluq tos-
kil edir).

Isbati. Qeyd olunmus d>0 ododini segok. Tutaq ki,
supp f (x)= K vo K -mohdud gapah ¢oxlugdur. K ¢oxlugunun d -
atrafi K; dedikds elo x € R néqtolori coxlugu basa disiiliir ki, onlarin
K -dan olan masafasi d -don ki¢ik barabar olsun:

K,=r e R:inflx-y|<d|

Askardir ki, K;-mohdud qapali ¢oxlugdur voa K = K 4-Xususi halda,
K =[a,b] oldugda K, = [a -& b+ 8].
qo(x,a)e D -molum ssas funksiya olduqda

0(x)= %qo(x, a), a>0, (2)

isara edok, burada k odadi elo segilir ki,

Te(é’ )dé =1 3)

olsun. Aydindir ki, supp (9(x)= [— a, a]. Indi Q(x) funksiyasim bels
sec¢ak:

)= (1(e-PEde~ [/Ee-de. @

Burada 1-ci inteqral {«f‘Sasonlu pargas: iizra, 2-ci iso K mohdud

¢oxlugu iizradir. @ € D oldugundan (o(x)e C” (R) olur. Géstarak ki,
@-finitdir. x ¢ K olsun. Onda, £ € K olduqda ~x - é"‘ > aolur. Bu
halda @(x - & )=0 vo (4)-ds 2-ci inteqral sifra barabar olur, yani
|x - f‘ >aoldugda ¢(x)=0. Lakin & € K -mohdud  oldugundan
buradan ¢ixir ki, yalniz \x - él < aoldugda (o(x) # 0, yoni

S upp ¢(x):[a—§SxSa+§]
mohdud ¢oxluqdur. Belalikls, ¢ € D.
Indi agagsidaki farqi qiymotlondirak:
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f<x>-¢(x>=jf(x)e@)df-jf(x—:)e@)m:=
(%)

::][f(x)—f(x—é)]ﬁ’(f)df

Sorto goro f (x) kasilmozdir. Onda [— a,a] -da o miintazom kasilmozdir.
Demoali, V& >0 igiin elo 0 >0 var ki, Iﬂ < 0 olduqda

f(x)- flx=¢&)<e, xel-aal]

Belo oldugda (5)-don aling ki, (a < O segirik)

‘f(x)—(o(xx <E.
Buradan (1) alinir.
Lemma. Istonilon G c (— oo,oo) oblast1 ii¢iin va V& >0 aodadi

iigiin elo 77(x)€ D funksiyast var ki,
1. 0<7(x)<1, xeR,
2.7(x)=1, xeGyg,
3.7(x)=0, x &Gy,

(Burada G ils G -don olan mosafalori d-den kigik olan biitiin x € R
ndqtalori goxlugu isars edilir, G < G).
Dogrudan da, tutaq ki, ;((x) G, oblastinin  xarakteristik
funksiyasidir, yani
)((x)ZI, xeG,,
7(x)=0, xe¢G,,.
Onda

o)= [xog(y)db

funksiyasi 1-3 xassslarina malikdir (yoxlayn!).
Tutaq ki, f G-do lokal integrallanir. Belo funksiya tortib edok

(ortalama funksiyasi):
fx)= [P (x-y)dy = [0,0) (x=y)dy, 6
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burada

6‘2

- [o 8]
Cl)g (X)= cge &=’ s |X| <ég, I@S(X)dx =1.
0, ‘x‘ >g,

Onda o, (x)e D, suppw,(x)= [— 8,‘81
Teorem 1. Tutaq ki, f € L? (G), (1<p< oo). Onda £ (x)e C*

va belo bir giymatlonmoe ddoanilir:

”fé’”Lp(G) s HfHLP(G)' (7

Isbati: f, (x)e C” oldugu askardir. Onda (7) miinasibati Holder
baraborsizliyindon alinir:

“fenfl’(a) = ﬂ%(x}p dx = ﬂjf(y)a)g (x - y)dy’dx <
< [ 6Y o, - )| fo, (x - )y} die=

= chjf(y)”a)g(x — y)dydx < (ij(y}pdy = Hf”ip(c)

Teorem 2. Tutaq ki, /€ Ly(G) vo f -finitdir. Onda £, (x)e D(G),
bels ki, £ — 0 oldugda:

c(c) _
1) feCO(G)olduqda o1, C(G)-ds,
| (G)
2) f€L5(G) olduqda f, —y f, 1< p<oo,
3) f ELBO(G) oldugda f, — f sanki hor yerda.

isbat. f,(x) G-do finitdir, f, € C*(G) oldugundan f, € D

£

olur. indi tutaq ki, /€ C,(G). Onda (x € G):
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1) ={[lr () (r— )| <

<max’f Ia) X - J/)dy maxlf() (X

[x-yise o
Digor torafden, f miintozom kasilmoaz oldugu iigiin sonuncu borabarsiz-
likdon £ = 0 oldugda f, (x):> f (x) (miintozom) yigilr.
Indi tutaq ki, fe Lp (G) 1< p<oo, Ixtiyari & >0 igiin elo
g €C,(G) var ki, (C,(G) L5 (G)-do sixdur)
o
3

gigiin elo ortalama g, (x) funksiyas1 qurmaq olar ki,

Ilf_g”L”(G)<

& = &ellr(6) <
Bu iki barabarsizlikden va (2)-don alingq:

|- fs”]j’ G)*= I/ - g”L”(G) +
le = &:lpe) *lge = el <
<2|f - gl6) * & 8ell ey <0
yoni € > 0 olduqda f, — f (L? (G)—ds) olur.
Nohayst, f €L} (G) oldugda G-do sanki har yerds f, — f -
(& > 0) olur.
Notica 1. D(G) fozasi LF (G )-do har yerds sixdir (1< p < o0),

Notico 2. D(G) fozas1 C§ ((_} ) fozasinda sixdir (G mohdud
olduqda).

5. D -nin metriklogon foza olmamasi. D fozasinda elo metrika segmok
olmur ki, D -do yigilma homin metrikaya goro yigilma ilo eynigiiclii olsun.
Dogrudan da agor p(q), ¢) D -do metrikadirsa, onda V@, D :

1. p(¢,¢)20 Vo p(¢,¢)=0<:>¢=¢,
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2. plp.8)= pld,0), 0.4eD,

3. plo.g)< plo.n)+ pn.9). v p.8.neD.
p((0,¢) adadi @ ilo @ arasinda mosafs adlanir.

Hor bir metrik fazanin bels bir xassasi var:
Tutaq ki, metrik fozada yigilan ardicilliglar sistemi verilir:

P
1) (1) (1) (1)
DOy s @ . >Q V>0,

@ 7

(2) () (2)
OOy s P e >P T, V> 0O,

(m)

bels ki, limit elementlori ardicilligt @'’ 6zii do miiayyen @ elementind

metrikaya gora yigilir:

P
go(l),(p(z),...,q)(’"),...—>(o, m —> oo,

Onda verilan sistemin hoar bir satrindan bir elementi els segmok olar ki,

alinan (o(m) ardicilligi da @ limitina y1g1lar:

Vm
M @ m °
(Dvl ,¢)V2 ,...,(ovm yeerm>QP, M —> 0.

(bu fakt igbucaq aksiomundan ¢ixir).
Moahz bu xasso D fazasinda pozulur. Masalon, bels ardicilliga baxagq:

o) = p(x,m), (v =12,3m=12,..),
burada

m2

plx,m)=3e m* =" |x<m,
0, ‘x‘Zm.

Molumdur ki, V m iigiin (o(x,m)e D, suppgo(x,m)=[— m,m] Vo
(o(x,m)-mahdud funksiyadir. Onda hor qeyd olunmus m ligiin

28



(p‘(,m) —0 (D-ds), v > o.Ciinki, 1)hor migiin mohdud [— m,m]
¢oxlugundan konarda biitiin (p‘(/m) = 0; 2)hor yerds V & ligiin
D“(p(’")(x): 0, v —> oo,
xeR

v

Lakin (p‘(,m) ardicilign D —do sifra yigilmur, ciinki elo bir ortaq sonlu parga

yoxdur ki, ondan kanarda bu ardicilhgin biitiin hadlori =0 olsun.

6.D fozasimn tamh@ hagqqinda. D fozasinin tam foza olmasi bels
daxil edilir:
Tutaq ki, @, (x)e D va sup po, (x)= [a,]

Tutaq ki, V g tigiin

DIy ()= dx) v >0
Onda:
gg(x)= lim ¢, (x) limit funksiyass osas funksiyadir

V—0
(¢0 € D)’
D

20g(0)=DU(s) 3,(x) > )

§3. Birdayigonin iimumilosmis funksiyasi.
Umumilosmis funksiyalar vo
bazi sada xassolari.

1.Requlyar va sinqulyar funksiyalar.

Torif. D osas fozasinda tayin olunmus har bir xatti vo kasilmoz
funksional imumilogmis funksiya adlanir.

f funksionalinin (iimumilosmis funksiyanin) @ €D elemen-
tindoki giymatini < f ,(p> kimi isars edirik. f funksionalini bazon f (x)

kimi do yazrlar, bu halda x arqumenti f-in tosir etdiyi osas

funksiyanin arqumentina isaradir.

Beloliklo, f imumilogmis funksiya olduqda asagidaki ¢ sort
Odoanilir;

1) f D -ds funksionaldir, yani o, har bir (ixtiyari) ¢ € D elemen-
tino miioyyan (kompleks) < f ,¢> adadini uygun qoyur;
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2) f D -do xotti funksionaldir, yoni V@,¢ € D vo Ve, 8 odadlori
ligiin
(f a0+ pp)=a(f.0)+ B(f.4):
3) /' D -do kesilmoz funksionaldir, yani D -ds ¢, — 0, v —> o0
oldugda (f,¢, ) — 0, (odadi ardigilliq kimi) olur,

Biitiin timumilogmis funksiyalar fozasim D' ils isars edirik. D'-
qosma foza adlanir.

Tutaq ki, f,g € D’. Ixtiyari @, adadlori tigiin af + Bg comini
bels daxil edak:
(of + BR.0)=a(f,0)+ B{g.0). peD.

Bu halda D’ xotti faza olur, yeni

of + gD
Mosalon, géstarok ki, af + fg -kesilmaz funksionaldir.
Tutaq ki, ¢,, > 0 (D-ds). Onda

<0J+ﬂg,(pv>:a<f»¢v>+ﬁ<ga¢v>

olur. fvo ge D'kasilmaz olduglari iigiin < f ,(pv> — 0, < g,gov> -0
olur, v — o onda

<0g”+ﬂg,(pv>—>0, V> o,
Demali, of + /g comi D-do kosilmoz funksionaldir vo

of + feeD'.

Misal 1. f (x)-lokal inteqrallanan funksiya oldugda

(Tr.0)= 7f (xhp(x ) ()

diisturu D fozasinda xatti v kosilmoz funksional tayin edir:
10.\7’(0€D tiglin (1) inteqrali yigilir, yoni <T f,¢> € R -sonlu
adad olur, ¢iinki @ —finit funksiyadir. Tutaq ki, sup pe [a,blOnda

@ kasilmaz vo mohduddur. max‘(o(x) <M <. Onda, f — lokal in-
teqrallanan oldugundan,

[riwtoters [/l

Sljﬂf(x)(o(x xSM[iﬂf(x)dx<oo.
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2° Xottilik askardir, kasilmozliyi géstorok. Tutaq ki, p, > ¢ (D-
de). Onda suppe, C [a,b],suppgo c [a,b] \C) [a,b] daxilinds

max }(ov go(x) — 0, v — 00, (miintazom y1gilir). Onda ahnq:
(7,00 -(T,0) = ) o)l <
<sup|qo — p(x)- ﬂf (x)cx — 0,y — oo,

yani

<Tf,(pv> —><Tf,(p>, v—oo,peD.
Demoli T’ ! D -do kosilmoz funksionaldir. Beloliklo (1) disturu ilo
verilon T ) D -da xotti va kasilmaz funksional olur, T € D'.

Tarif. Miioyyan lokal inteqgrallanan f (x) funksiyas1 vasitasilo
VpeD igin

= O]f (x)p(x Jex (1)

inteqrali soklinde gosterilo bilon her bir T € D' funksionali requlyar
funksional (funksiya) adlanir.
Requlyar olmayan funksional sinqulyar funksional adlanir.

Beloliklo, ogor T € D' funksionalin1 heg bir lokal integrallanan f (x)

funksiyasi vasitasila (1) inteqrali soklinds yazmaq mimkiin deyilss, onda
T - sinqulyar funksional adlanir.
Misal 2. O (x) —sinqulyar funksiyadir.

Oksini forz edok: Tutaq ki, elo £ (x) adi funksiyasi var ki, onun

vasitosila & (x) funksionalim (1) inteqrali kimi yazmaq olur: V@ € D
uciin

= (£l o

Onda bizo malum olan (p(x,a)e D oasas funksiyasi ligiin do (2) yazilisi
ddoanilir:
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(5(x)ol(x,a)) = j 71 (e)olx,a)dx. @
Torifs goro, <5,(p> = ¢(0). Demoli
<5(x),(p(x,a)> =p(x,a) / =e".

x=0

Belalikla, (3)-dan alinir ki,

2
a

a A
[l = e
—d

Burada a— 0 oldugda limits ke¢dikda 0=e_lziddiyyati alinir. Bu
onu gostorir ki, o(x)e D’ funksionalini heg bir adi funksiya vasitasils
(1) inteqrali soklinds yazmaq olmaz.

Qeyd. Basqa isul: Tutaq ki, elo f (x) adi funksiyas1 var ki,
Ve D igin

(6.0)= [ 13 (x)p(x)dx = p(0) 4)

olur.Onda ¢(x) = x¢(x) € D elementi iigiin do (4) dogrudur. Lakin

(6,8)=9(0)=0

oldugu ti¢iin

_O]‘)cf0 (x)gp(x)dx =0, peD,

olur. Buradan ¢ixir ki, sanki hor yerds x- fo(x)=0 olar, demali
fo(x)z() s.h.y. Belo oldugda (4)-don ¢ixir ki, Ve D igiin
<5 , (p> =0, bu iso diiz deyil. Masalan,

(8,9(x,a)) = p(x,a) io =p(0,a)=e"! 0.

X

Toarif. Tutaq ki, G < R - oblast1 verilir. D(G) ilo G -dos comloson
biitiin @ € D ssas funksiyalari fozasini isars edirik:
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D(G)={peD:supppc G}.

D(G)-de toyin olunan hor bir f: D(G) — R xotti va kosilmoz
funksionali G -do verilon iimumilosmis funksiya adlanir, f € D'(G)

ogor f,geD'(G) iso vo voeD(G) igin <f g> < >
olursa, onda deyirik ki, G oblastinda f =gvebuhalda f=g,x€G
yaziriq. Xiisusi halda, V@ € D iigiin < f, g> = <g,(p> oldugda f=g
hesab edilir. f (x) G -do verilon adi funksiya, g € D'(G) imumilosmis
funksiya olduqda V@ € D(G) iigiin < f ,(p> = < g,(p> olursa, onda deyir-
lor ki, gfunksionali G oblastinda f (x) adi funksiyasina borabordir,
yoni g iimumilogmis funksiyasi G oblastinda requlyar funksiyadir.

Ogar Vo e D(G) ligiin < f ,(p> = 0 olursa, deyirik ki, f=0 G-do
vobuhalda f =0, x€G kimi yazilr.

Molumdur ki, x#0 olan hor yerds O (x) =0 olur. Demal,
G = {x # 0}oblastinda & (x) requlyar funksiyadir (ve,=0). Ogor f (x)
adi funksiyadirsa G oblastinda f (x) =0 olmas: ilo imumilogmis

funksiya kimi onun G oblastinda 0-a barabar olmasi eynigiicli anlayis-
lar olur. Dogrudan da, V@ € D(G) tigiin

(f.0)= [/ (hplx)dx = If (Jplxleix + [ f(x)pla)dx=0

R\G
(1-ci toplanan f —in, 2-ci @ —nin hesabina), yoni adi monada G —do

f (x) —0 olmasi ilo tmumilosmis funksiya monada G —do
f =0,x G olmasi eynigiiclidir.

Teorem. iki f (x) Vo g(x)-adi funksiyalar1 yalniz vo yalmz 0 zam-
an eyni Tf =T 2 (requlyar) iimumilosmis funksiyalar toradirlor ki, sanki
hor yerda f (x)= g(x) olsun.

isbati. Tutaq ki, s.h.y. f (x)= g( ) Onda

(Ty-0)= [1(elolckie. - (To0)= Jalalolp

diisturlarmdan gixir ki, 7, = =T,.
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Tarsino, tutaq ki, T = T ¢-Onda aling ki, V ¢ iigiin

j[f(x)‘ g(x)lp(x)dx =0.

Ogor f (x) — g(x) = h(x) isara etsok, h(x)-adi funksiyadir va

Ih(x)¢(x)dx =0, voeD (*)
olar. Gostorok ki, s.h.y. A(x)=0. Sado hala baxaq. D(a,b) fozas
sup p (pc[a,b] olan @ € D kimi asas funksiyalar fazasidir.Demoli

(*) miinasibati V @ € D(a,b) tigiin 6donilir:

[]h(x)(p(x)dx =0 (3 %)

Belo bir F (x) funksiyasina baxaq:

Flx)= [We)e.

F (x) kasilmoz olub s.h.y. F '(x)=h(x) olur. (* *) inteqralini hissa-
hisss inteqralladigda

[F( W/ (et =0, v e Dlap)

aliriq. Analizdon molum olan Dyu-Bua-Reymond lemmasina asason
buradan ¢ixir ki, F (x) =c=const. Lakin F (a) =0 oldugu iiciin alinir

ki, ¢ =0, yoni F(x)E 0.0Onda, s.h.y. F'(x)z h(x) oldugundan almir
ki, s.h.y. A(x)=0,yonis.h.y. Fx)=g(x)

Natica. Adi funksiyalar ¢oxlugu ils requlyar timumilogmis funksi-
yalar ¢oxlugu arasinda garsiliqh birgiymatli uygunlug var. Bu sababdon

f (x) adi funksiyast ilo onun dogurdugu T rrequlyar imumilosmis funk-
siyasini eynilosdirmok olar. Demali, f(x)e E oldugda

(T/.0)= [f(x)o(x)ix

rerulyar funksional olur, T P eD' . Qgar T + =/ qobul etsok, onda

E < D' olur. Demali adi funksiyalar sinfi E {imumilesmis funksiyalar foza-
stnin hissasi olur: har adi funksiya-iimumilssmis funksiyadir, torsi dogru deyil,

¢iinki & (x) e D', lakin & (x)-adi funksiya deyil, & (x) ¢ E . Beloliklo, iimu-
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milosmis funksiya anlayisi klassik funksiya anlayismin bilavasita genislonmo-
sindon ibaratdir. Xiisusi halda, f (x) = ¢ adi funksiyasi

<Tf,¢>=jf(x)¢(x)azx=c°]¢(x)azx=<c,w>

kimi requlyar funksional olur. Bu halda Iw xpx, @eD,

xotti vo koasilmoz funksionali D-do sabit funksmnal adlamir vo
T  =c¢=const gobul edilir. Daha xiisusi halda, imumilosmis funksiya

1 belodir.
(e8]
= folx)ax
—00

1
Askardir ki, 1 € D

1 1 .
2. Sinqulyar funksional & —. Askardir ki, f (x)= — funksiyast
X X

D-da requlyar funksional dogurmur vo

e

inteqral imumiyyatlo dagilir. Lakin homin inteqrala Kosinin bas giy-
moati monada baxdiqda o yigilan olur.
Belo bir funksional quraq: V¢ € D iigin

1 tolx) olx
P—,@)=Vvp |——dx=
< X ¢> p—;[ X g—)O xl;[s
= lim{ j‘/’(x)dx+ f olx) dx}.
-0 o X h X
(buradavp simvolu fransizca Valeur principale — bas qiymot demokdir).
Burada 1-ci toplananda x = —¢ ovazlomasini etdikds alirg:

< ,<0>—11mf(p dxz?de. )

—0
& 0 x
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Ahnan inteqral miitlog yigitlir. Dogrudan da, sslinds bu inteqral sonlu
parga iizra hesablanir, ¢iinki ¢ - finitdir. Masolon, ogor supp@ c[a,b]

iso onda Laqranj diisturuna goéra

|(p(x)—g0(—X)lS 2sup (p’(§]<oo.
[ X ! fe[a,bJ

Onda (5)-don alangq:

(729

Demoali, (5) inteqrali sonludur.

<2(b-a max]go §X<oo

feab

|
Gostarak ki, #— hom do kesilmozdir. Tutaq ki, ¢, = 0 (D-ds).
X

Bu o demoakdir ki, els sonlu (- 4, 4,) pargas: var ki, biitin v =1,2,...,
uglin

suppp, (x)c [~ 4, 4]
Onda ahirq:

<g>l’(0v> = vpoj'¢v(x)dx :¢1(O)VP /]'idf_*_ VP/]¢V(X)_¢V(O)CZX'
X = X -4 X -4

X
| .

Burada 1-ci toplanan sifira barabordir (¢iinki — tok funksiyadir), 2-ci
X

toplanan qarsisindaki vp isarasini atmagq olar, ¢iinki inteqralalt: funksi-

ya x=0 noéqtosi otrafinda comlonan funksiyadir. Sonlu artimlar (La-
granj) diisturuna gora

|¢V(x)—¢‘/(0)‘s max M<OO
| X ‘ el-4,4]
Demoli,
o0
p | (DV—()C)dx <24 max lp,(E)—>0, v o
X ge[-4,4]
yani
<~?l:¢l/> - O’V >0
X
Belolikls,
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>0
|xjze

<,/> : ¢> = vp wj‘”ix)dx =lim | ?de

1
kimi toyin edilsnzi’l D-do xatti va kasilmaz funksional olur, # — € D",
X X

. 1
Mbasala. Isbat edin ki, #— - sinqulyar funksiyadir: (he¢ bir adi
X

I/ (x) funksiyasi vasitasilo onu

1 X
<.’/’—, g0> = jf(x)(p(x)a’x
X —0
soklinds yazmaq olmaz).

Misal 2. f (x) - adi funksiya olduqda

= _[f (x)p@dx, @eD, 6)

kimi daxil edilon T funksional iimumilosmis funksiya olur. Ciinki inteqral
yigilandir vo T xattidir. Digor torofdon ¢, — 0 (D-ds) oldugda

suppo, (x)c [a,b] v=12,.
Vo

max ‘Dq(pv j—»O, v —> 0

xeab

oldugu tgiin
b
(7.0, =|[f(x)Dp, (x)dx

olur, demoli T -kasilmozdir, yoni T € D'.
Misal 3. Belo funksionala baxaq: V¢ € D iglin

(T,p)=¢'(a) G

< max’Dqg/)V (xj : [jﬂf(x] —0, v—> o,

a

Onda T € D' (gbstarin).
Qeyd.(6) va (7) funksionallar: da sinqulyar funksiyalardir.

3. D' fozasmda yigilma. Torif. Tutaq ki, f, e D' -funksionallar
ardicilign va f € D' funksionali verilib. 9gor V ¢ € D {igiin
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(fr@) > (f-0), n—>o
olursa, onda deyirlar ki, { fn} ardicillign D' -ds f -5 yigihir vo bu halda
D
fo—=>f, n—>oo voyaxud f, > f (D’'-do) yaziriq. Bu ciir yigilma

zaif yigilma adlanir. Demali, V@ € D iigiin < fn,¢)> adadi ardicilligt
< 7, §0> adadins yigilirsa, onda deyirik ki, { fn} funksionallar ardicilligi
D'-ds f -0 yigihr.

Ogor f, € D' -miioyyan funksionallar ailosidirso (& -parametrdir)
vo V@ e D igiin

(f0s0) > (f.0), 60
olursa, deyirik ki, D' —da f, > f, ¢ > 0.

D
Xiisusi halda, f, >0 (x), & —> 0 o demokdir ki, Vo € D iigiin
<fg,q0> - <5,q)> = (/)(0), e—0.

3.D' fozasimn tamh. Tutaq ki, f, € D'.Ogor V@ € D iigiin

lim (£,.0)=(/.9)

olursa, onda f € D'.Belo olduqda deyirlor ki, D’ fazasi tam fazadir.
Isbat etmok olur ki, ogar {< fn,(p>} adadi ardicillign V@ € D iigiin
miiayyan a, = < f ,(0> adadina yigilirsa,

’li_r)l;lo<fn>(p>:<f3¢>s

onda f € D'.Dogrudan da, f —xotti oldugu askardir. Géstormak la-

zimdir ki, f —kosilmozdir (vo ya f mohduddur). Tutaq ki,
D

@, —0, v —> 00 .Onda gorak < f, (0V> — 0 olsun. Oksini farz edib ali-
riq ki, els a > 0 odadi var ki, vaels @, €D var ki,

(f.0,)

>a

Sorto géro @, € D oldugda

(£ 0,)=1lim(f,.0,).
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Onda hor bir n=1,2,... ligiin elo v, var ki,

(f,,-0.)|2a

Belo olduqda elo ¢ € D elementini qurmagq olar ki, (bax. [3] ,50h.22)

(8] 2v

Onda <fv,, ,¢> — 00, ¥—>©, Buiso V@ e D igin <fv ,(p> ardicilhigi-

nin yigilan olmasi gorting ziddir.

Taklif. O -funksiyasin1 miioyyan asas funksiyalar ardicilliginin D'-
ds limiti kimi almaq olar.

Asagidaki asas funksiyalar ailasine baxaq:

[ e

2 .2
c,e £V, l<eg,

@, (x)=
0, x> &
Askardir ki, @, (x)e D. Burada c, elo segilir ki,
J-a)g (x)dx =1
olsun. Gostarak ki, -~

Dv

w,(x)>5(x), £—>0.

Dogrudan da, agkardir ki, V¢ € D iugiin:

Ka)g,@ Ja) x)(p (o Jetx - 0(0) < f X)(D(x)—(D(Ode.

|x[<e (x}<£

Burada (p(x)-kasilmaz oldugundan o,
silmozdir. Onda V7 >O0igin elo O >O0var ki, 1x’ <0 oldugda

|go(x) - (0(01 < 7. Belo oldugda (£ <0 segmokle) sonuncu barabarsiz-
likdan alinir ki,

(@,.0)—(0) <7,

yoni
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Belaliklo,

Misal 1. isbat edak ki,

— D
e © >3(x), e >0.

__1
fg(x)“‘ Jor

Dogrudanda, Vpe D, supp(o - [— A,Al ticiin

fg, Ifg x)’/? x)dx_— 0}6_?(0(x)dx=

= [ = [o0)=p(0)+ 9(0)]= 1y + 72,
burada -
J, = \/g:[e de (0
2 EJ ]dx

Lagranj diistiiriinii tatbiq edorok aliriq:

|J ‘_«/_7[ max ‘¢ ﬂx}e gdx—\/g -Jxe_

)]

M«f {1 -

Iz

}—)0, e—0.

Beloliklo, J, +J, = ¢(0), € >0, yoni

(£.:0) > 0(0)=(8.0).



Buradan talob olunan almur.
Qeyd. 0 (x) funksiyas1 miioyyan adi funksiyalar ardicilhginin D'

fazasinda limiti kimi alina bilor.Bu ciir ardicilliglar « & -vari ardicillig-
lar» adlanir.

1
Misal 2. #— -sinqulyardir. Belo bir g, (x)-adi funksiyalar ardicil-
X

ligina baxaq:

1
gg(x): ;, ‘X’ > €&,

0, |x<e

g, (x)-requlyar funksional dogurur. Onda alinq: V¢ € D,

(2.0)= Ja.(okae= | P,

x|>e

lim(g,,p)=lim j—d(pgcx) x=vaj9@dx=<9’%,¢>,
e =

0 —0
£ & e x

yani
D’ 1
g.—>P—, 0.
X

1
Demoali sinqulyar #— funksionah g, (x) adi funksiyalar ardicil-
X

hgimin D' fozasinda limiti kimi alinir. Bu fakt imumi halda da dogru-
dur: Hor bir imumilogmis funksiyani miisyyan adi (hotta osas) funksiya-

lar ardiciliginin D’ -moanada limiti kimi almagq olur.

4.Soxotski diisturlari. Soxotski diisturlan D' fazasinda baxilan be-
12 bir limit miinasibatidir:

. . 1
lim . :+z7r5(x)+ P—.
e>0xtic X

Soldaki limiti ilo isara edirlor. Bu diistur analitik funksiya-

x+i0
nin sorhad qiymatlorini miioyyan etdikdo va kvant mexanikasinda genis
totbiq edilir. D’ -da limitin torifins ssasen, V ¢ € D iigiin aliriq:
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1im< > hm —dx lim Labc
0\ x +ig’

£20 © x+ig 0 S x+ig

£—>0 / X+ 82 &0

=lim I(x—zg)[w( )_(p(o)]dx—k(p(O)hmi’[E;_Fg)d =J,+J,,

burada

A A4
. X . £
le‘p(o)?l?_A E dx—(p(O)z-lglﬁrgl_;[ S dx=

dO 11 J. d(xf:; ~i2¢{0) hm g((% (/)(20)15%{1‘{142"‘52 )_II'(A2+‘52/]'“

—iMO)lgurctgf /4 :i2(/J(O)E =<—i7ré; ¢)>; J, =—indx),
€ &

Indi J, -ni ¢evirak.
J, =
iy [UiM)-000),_,, o) ol _ )=l

2 2
-0
iy X +& iy iy

Digor torafdan,

Bunu nazars aldigda
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X

olur. Belalikls aldiq ki,

lim< 1_ ,(p>=<—i7£§(x),q0>+<9’l,¢>=<—iﬂ5+9}’l,¢>,
>0\ x+1¢& X X

buradan
) 1
lim — = —izd(x)+ 2~
eo0X+1E X
Analoji qayda ila,
) ) 1
lim — = ind(x)+ 72—
e—0Xx—ig X
Belolikla, D' -do:
| _. 1
— =Find(x)+ 2~
x +i0 X
D' -xatti faza oldugundan, buradan ¢ixir ki, eD

x—1i0

Kvant mexanikasinda 8 va &~ kimi iki funksional genis tatbiq olunur:

N

5+_é _1_.@1

; 2’1” ho=0tro
é‘—_

2 217z X)

(burada O —Dirak funksiyasidir)

Buradan almir ki,
1 1 1 } 1
— + =P,
2 x+i0 x-i0 X

1 1 1
: + =0 (x )
2ir| x—i0 x+1i0
Masalon, & bels funksionaldir:

<5+,¢>=—;—(/)(0)+

I T(o(X) —o(-x),

- X .
27110 X

43



5. Dagilan integrallarin requlyarlasdinlmasi. Tutaq ki, f (x) miioy-
yon X, noqtesindon basqa hor yerds lokal inteqrallanir (mosalan,

1
f (x)z — funksiyas1 x =0 néqtasindan basqa hor yerds lokal integral-
X

lanir). Bu halda V@ € D iigiin

jﬂx)w(x)dx (h

inteqrali imumiyystlo dagilandir. Lakin, agor x = x,ndéqtesinin miioy-
yon U (xo) otrafinda ¢ =0 olarsa, onda (1) inteqral: yigilir. Elo F e D' -
funksionali qurmaq istoyirik ki, U (xo) strafinda sifir olan biitiin
@€ D elementlorinds (1) ilo iist-iisto diissiin.Bu halda F funksional
(1)-in (va yaxud f (x) funksiyasinin) requlyarizasiyasi adlanir. Beloaliklo,

agar elo F € D' varsa ki, X, -1n midyyan atrafinda 0-a barabar olan bii-
tin @ € D funksiyalar iigiin <F ,(o> = I f (xko(x)dx olur, onda F

funksionali f (x)-in requlyarizasiyas: adlanir.

: ] . .
Misal. f (x) = —. Belo bir funksional quragq:
X

V¢ e D igiin

o), ol)-00), Tl

<F,(0> = I ——dx + J-“dx + J'—dx, (a,b>0) (2)
X i X pox

Asan yoxlamaq olar ki, F € D". Ogor go(O) =0 is9, buradan

(F.0)= [7lshleki

alimr, demali F funksionah f (x) -in requlyarizatorudur. Belolikls,

f (x) sinqulyar funksiya olduqda F € D' funksionali x,-dan konarda

£(x) ilo tst-iisto diisiirso, onda F -0 f (x)-in requlyarizatoru deyirik.
Lemma. utaq ki, milayyan m > 0 adadi iiciin ‘x)m f (x)-hasili

lokal inteqrallanandir. Onda (1) inteqrali requlyarlasandir.
Dogrudan da, masalon, requlyarizasiyani bels diistiirla toyin etmak olar:
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o= Gt ot £ 00t o

(burada (0( ) don onun Teylor diisturuna ayribsinda ilk m +1 hoddi

¢ixilir. Onda galiq haddin tortibi 2 ’xlm olar).
Géstarok ki, FeD'. 9(1 - |xl) -Hevisayd funksiyasidir, M >1-
oldugda 9(1 - ’x])=0. Onda (R, (x)-qahq haddidir).

If x)Rm x)dx+ jf x)(p x)dx J+J5, )

|x|<1 |x|>1
Burada teoremin sortini va
IR,, (x) < max‘(o("’“)(fjlx’m+1 ,

nazors aldiqda,

‘J1|: jfx)R x)dx

x‘<1

’Jz(z j Fx)plx )| <

|x|>1

alirig. Belaliklo, V @ € Diigiin <F ,(p> sonlu adaddir., =0 (D -do)

< max’ (1) j : J.f(x]x\m dx < .

‘x‘<l

If | | )dx < maxi(p J.f(xlxr"dx <o,

|x[>1 |x|>1

olsun. Onda supp @, c[— A,A] Vo Sup

Bu halda
(F..)<m

w‘(/k)(xj — 0, v —> 0 olur.

”’“ x fo)xl dx+max

<t

(ov X J.fx}x| dx

(F ,¢V>

miinasibatindon ¢ixir ki, v — o0 oldugda — O olur, yoni
F D -dos kesilmazdir.
Beloliklo, F' € D'.Ogoar (0(0) = (Q olursa, onda bu halda
(F.0)= [/ (x)p(x)dx.
Demali, F' [ (x)-in requlyarizasiyasini verir.
Qeyd. Ogor Vm =0,1,2,... iigiin elo A4, adadi varsa ki,
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olur, onda ’x’—)Oolduqda f ( ) funksiyasi ﬂ -in istonilon doaraca-

sindon daha yiiksok siiratlo sonsuzluga yaxinlagir. Bu halda f (x) sin-

qulyar funkstyasini requlyalasdirmaq miimkiin olmur.
1

Mosalon, ' f (x] > em, x— 0 oldugda f (x) funksiyas1 — -in is-

tanilon daracasinden daha tez sonsuzluga yaxinlasir.Ona géra da bu fun-
ksiyanin requlyarizasiyasi miimkiin deyil.

6.Umumilosmis funksiyalar iizarinds bozi omollor. Yerdoyismo. 1°, Tu-
taq ki, f(¢) -adi funksiyadir. Onda f(f — a)-adi funksiya olar, bu halda

a0 e @]
(1e=aho)= Jrtc-alei= [100pe+abir={. gt +),
Bu baraborliyi 1xt1yar1 TeD umumllssmls funksiyast ti¢iin torif olaraq

gobul edirik:
<T(x - a),(o> = <T,g0(x + a)> .

Belo olduqda T (x - a)e D' olur vo o, T-nin a qodar sola siiriismasi
(yerdayismasi) adlanir. Xiisusi halda,

(6(x—a)p)=(5,p(x + a)) = p(a),
<5(x+a) > ( a)

20.Tutaq ki, f (t) -adi funksiyadir. Onda f (kt) -adi funksiya
olur (k = const). Demali

o) = [ fe)ple )it = ‘k,If f”’(g% |k\< U>

Bu borabarliyi V7 € D’ iigiin torif kimi gqabul edirik: Ogor 7 € D', onda

(ko= (o £

Belo olduqda T'(kt)e D’ olur.

Misal 1.7 = &(¢). Onda
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R

S(kr)=2-5().

4

buradan

Xiisusi halda (k = —1),

yoni O (t) ~ciit «funksiyadir».
3% indi tutaq ki, ae C®(R) va f(t)-adi funksiyadir. Onda af -
adi funksiyadir v o, requlyar funksional toradir: V @ € D igiin:
(af s p)= [a@)f (hple)dt = [1(Nalt)p(t)ldr = (1 ,ap).

Buna uygun olaraq T € D' ixtiyari oldugda aT bels tayin edilir:

(aT,p)=(T,ap), apeD.
Onda aT € D'olur.
Misal 2. Xiisusi halda, Va € C igiin

(al)6(0),0) = (6, a) = a5  a(0)p(0) = (a(0}5(1)0),
yoni Va € C iigiin
y a0)5(e) = al0)5(r).

Demali 0 (x) funksionali yalmz x =0 noqtasindaki giymotlore «reka-

siya» verir.
Xiisusi halda:

x-8(x)=0, x"5(x)=0,m>0
sinx-&(x)=0,
cos x-(x)=(x),
e*5(x)=6(x).

Misal 3. Gostoarak ki, x - .’?’l =1.

X
Dogrudan da, V ¢ € D iigiin aliriq:

1 1 i
<x-(i’—,¢)>=<g’~,x(o>=vp J.ﬂdx=<l,(p>,
X X X
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yani
x-P—=1.
X
7. Umumilasmis funksiyalarin vurulmasi. Biz gordiik ki, T € D' ol-

dugda vV aeC®(R) igin aTeD' olur. Xisusi halda,
a(x)5(x)= a(0)5(x) olur. Cox maraqhidir ki, miioyyan qayda ilo
D' daxilinds elementlarin hasili tayin edils bilarmi?

Qeyd edok ki, hotta adi funksiyalar fazas: (E ) daxilinds elementlo-

rin hasili fozadan kanara ¢ixa bilar.
Masalan,

flx)=—=¢cE

o

1
olsa da f 2(x)= H ¢ E olur. Hor bir adi funksiya eyni zamanda hom
X
do imumilogmis funksiyadir. Demali, D' fazasinda vurma amoli kor-
rekt deyil. Umumilogmis funksiyalar nazariyyasinin banisi Loran Svars

gostordi ki, D' fozasinda kommutativ va assosiativ olan vurma amoli
daxil etmok miimkiin deyil. Ogar bels olsaydi, onda bels bir ziddiyyatli
zancir ¢evirmasi dogru olardi:

O=O-.’v}’% =(x- 5(x))f%=(xj’ij S(x)=1-8(x)=6(x).

Iki f,geD' imumilosmis funksiyasinin hasili f-g o zaman
moanali olur ki, birisi na daracadan sinqulyar olduqda, digari homin ds-
racadan ds requlyar olsun. Masalon, 5(x) ) (x) hasili manasizdir, la-
kin &(x)-(x —1) hasili monaldir vo sifra baraberdir, giinki 5(x)
sinqulyar olan oblastda (x =0 néqtesinin otrafinda) o (x — 1) re-
qulyardir (va sifra barabardir) va tarsina.

D' daxilinds bels bir tonliys baxaq:

x-T=0.
Bu tonliyin mochul T hollini tapaq. Bilirik ki, x - 8(x)=0, yoni &(x)
bu tonliyin hallidir.

Toklif. T € D' -ixtiyari iimumilasmis funksiya olduqda

' x-T=0 (1)

olmasi {igiin zoruri vs kafi sort
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T =cd(x) ()
olmasidir, ¢ = const.
Dogrudan da T =c&(x) oldugda x- &(x)=0oldugundan
cxS(x)=0 olur. indi tutaq ki, x7'=0. Onda V ¢ € D iigiin

(xT,)=(T,xp)=0.
Demali, (1) oldugda T funksionali x¢ hasili soklinds olan biitiin
¢ = x@ € D elementlorinds sifra borabar olur.
Gostormok olar ki, @e€D elementi yalmz o zaman
d=x-@, @D hasili kimi yazila bilir ki, ¢(O) =0 olsun.
Tutaq ki, € € D -geyd olunmus elementdir, bels ki, 6’(0) =1.

Bels elementos baxaq ki,
7 =9 -9(0p(x)eD.
Onda }((O)= 0,yani y = x¢@. Onda

(T.x)=(T,¢ - 9(0)0) = (T, 0) - 9(0XT.0) (3)
Sarto goro @€ D - geyd olunub, onda <T,t9> giymati geyd olunmus
adaddir, onu cils igsars edak: <T ,9> = ¢.Belalikla (3)-dan alinir ki,

0=(T,xp)=(T,p) - cp(0)=(T,p) - (c&(x).0),

T =cd(x).

buradan

8.Umumilosmis fiinksiyamn lokal xassalori. Dastyic1 ¢oxluq. Artiq biz
bilirik ki, @mumilssmis funksiyanin ayri-ayri noqtelords giymsti yoxdur.

Mosolon, belo demok diizgiin olmaz ki, f € D' iimumilosmis funksiyas:

¥, noqtasinda sifra borabardir. Lakin onun X, noqtasinin miigyyan atra-
finda sifra borabar olmasini korrekt izah etmak miimkiindiir .
Torif. Tutaq ki, / € D' vo G C R -miisyyan oblastdir. Ogor

Ve D(G) {iglin <T,(p> = 0 olursa, onda deyirik ki, G-do f =0 vobunu
f=0,xeG

kimi yazirq.
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Torifs goro D(G)-daslylcl ¢oxluglar1 G -da yerlogon biitiin @ € D
osas  funksiyalar  coxlugudur. Demoli, @€ D(G) olduqda
supp ¢(x)c Golur, yoni x ¢ Golan néqtolordo har yerdo (p(x)E 0
olur, yalniz x € G olduqda ¢(x)#0 ola bilar.

Ogor f (x)-adi funksiyadirsa G -ds sanki hor yerds f (x)z 0 ol-

dugda o, hom ds Umumilosmis funksiya kimi do G-da sifir olur.
Dogrudan da, ¥ ¢ € D(G) iigiin

(f0) =_°] Fplekds = [7(eplekde s [F (ke =0

R\G

(I-ci toplanan f (x)-in, 2-c1 is5 @-in hesabina sifir olur). Demali adi

funksiya hor iki menada G -do sifira borabar olur.Beloliklo, daxil edilon
torif adi torifin davam olur.

Torif. Tutaq ki, f e D'. Ogor X, noqtesinin heg¢ bir otrafinda

J =0 olmursa (hor otrafda f #0 olursa), onda X, noqtesi f fun-
ksionali tigiin ciddi néqta adlanir.

Biitiin ciddi noqtalor ¢oxlugu f -in dasiyic1 coxlugu (dasiyicist) ad-
lanir vo sup p f kimi isars olunur. xg € supp f olmasi iigiin zoruri vo
kafi gort x,-in istonilon otrafinda f # 0 olmastdir. Masalon, x = 0 néqtesi
f (x) = x” iigiin ciddi noqtadir (hamin noqtads f (0) =0 olsa da).

Demoli, agor X, ndqtesinin elo atrafi varsa ki, orada f =0, onda
X, ciddi néqto deyil. Askardir ki, dastyic1 goxluq qapal coxlugdur. O
ham ds elo minimal qapali goxlugdur ki, ondan konarda f =0 olur.

Dasiyic1 ¢oxluq mohdud oldugda f -finit funksional adlanir. Ogor
sup p f dasiyict goxlugu F goxluguna daxildirsa, deyirlor ki, f {imu-
milosmis funksiyas: /' ¢oxlugunda comlonib: supp f < F.

Misal. supp &(x)={0}.

Bunu gostormsk iigiin gorok gosterak ki, x =0 noéqtesinin ixtiyari

atrafinda o # 0, bundan slavs har bir x # Onéqtosinin elo otrafi var ki,
orada o (x)z 0 olur. G ilo x =0 néqtasinin ixtiyari strafini isars edak.

Onda D(G)- yalniz G -da sifirdan forqli olan @ € D asas funksiyalar
coxlugu tigiin
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(6(x)(x)) = p(0) 0.
indi tutaq ki, xg #0 vo ¥ (xp)— xq-in elo otrafidir ki, 0o, G ilo ko-
sismir: V(x,)NG =@ .Onda Vg e D(V(x,)) tigiin alng:
(6.0) = (0)=0,

ginki o gV (xy) vo @ ancaq V(x,) -da sifirdan forglidir. Demoli,
5=0, xeV(x,)

Notico. suppd(x—a)=1{a}.

Ixtiyari T € D' funksionalina baxaq. Tutaq ki, G elo maksimal
oblastdir ki, orada T=0.0nda F =R\ Gelo minimal gapali ¢oxlu-

qdur ki, orada T # 0. Bu halda F ¢oxlugu T -nin dasiyict ¢oxlugu adla-
mir vo F=sup pT kimi isars edilir.

Masalon, 8(x)=0, x#0 oldugda. Demali, G = {R \ 0} oblastin-
da 6(x)=0 vo bu maksimal agq goxlugdur ki, orada & =0. Onda
F= {R \ G} = {0} birelementli goxlugu O (x)-in dastyic coxlugu olur.

Toklif. Tutaq ki, f -finit funksionaldir, agor @ € D osas funksiyast
sup p f = F ¢oxlugunun miioyyan otrafinda sifra borabor olursa, onda
(f ,§0> =0. Xiisusi halda, @ ilo f -in dasiyici-¢oxluglan kasismadikds,
yoni :
suppp Nsupp f =0 (*)
oldugda < f ,(p> =0 olur.

Dogrudan da, tutaq ki, xq € supp f.Bu o demokdir ki, x, ciddi
néqto deyil, onun elo U(x,) otrafi var ki, orada =0, xeU (x,).
Hoar x, € sup p f igiin beld bir straf var, onda bu kimi biitiin otraflarin
comini G ilo isars etsok, f=0,xeG olar. (*) sortino gora
suppp < G. Demali, G-do @ #0, amma f =0, yoni <f,(0> =0
olar. Masalon, suppd = {0} Ogor supp@p C {x # O} iss, onda
(5,0)=0(0)=0,¢iinki 0 & suppg.

Belaliklo, f iimumilosmis funksiyasi1 G oblastinda yalniz vo yalniz

o zaman sifir olur ki, hor bir x € G noqtosinin miioyyan otrafinda
J =0 olsun. Hor noqtoesinin strafinda sifir olan funksional oblastda

sifir olur va tarsina. Buradan ¢ixir ki, iimumilosmis funksiya 6ziiniin lo-
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kal giymaotloriylo tamamilo toyin olunur, hor néqtonin strafinda onun
qiymatlori malum olduqda biitiin fazada o, tayin olunmus olur.

§ 4.Umumilosmis funksiyalarm
diferensiallanmasi.

1.Toarif va misallar.Umumilosmis funksiyalar aparati klassik analiz
noqteyi-nozordon diferensiallanmayan funksiyalar1 da differensiallamaga
imkan verir. Buna sabab téroms anlayisi torifinin miixtslif olmasidir.

Farz edak ki, f (t)-adi kasilmoz-diferensiallanan funksiyadir. Onda
f (t) va f '(t) requlyar funksionallar toradir. Bu halda v ¢ € D iigiin

(f0)= [ ()le)dt
inteqrali yigilir. Buradan hissa-hissa i;loieqrallamaqla aling:

(1.0)= 11Ol = (Ople) 7.~ [£(0)o' (et =
= [ ) =~ 1.¢) |

Beloliklo, f'(¢) toromosi olan f(¢) adi funksiyalar: iiiin

(fo)=—(f.0') (1)

baraborliyi hamiso dogru olur. (1) beraborliyini ixtiyari f € D’ iimumi-

losmig funksiyasinin téramasi kimi gabul edirik.
Torif. f € D' olduqda

(g:0)=(f—¢"), peD )
diisturu ilo tayin edilon g funksionali f -in toramasi adlamir vo "' kimi ya-
zilir .

Askardir ki, g:D — R funksionaldir. Belolikls, f'téromasi D

fozasinda toyin olunmus funksionaldir va onun < f ',¢> giymotlori f

funksionalinin — @' néqtalorindaki < f ,—g0'> qiymati vasitasila tapilir.
Bozon adi funksiyadan fargli oldugunu geyd etmak iigiin f* funk-

sionalimin téromasini ' vo ya —d— kimi isars edirik. Bu halda (2) tarifi
x
bu sokli alir: £ € D' iigiin f' toromosi

52



<%xf—’¢> <f9_¢,>’ (3)

(f0)=(f -9 )

diisturlar vasitasilo toyin olunan f' funksionalina deyilir. (3) barabarliy

gostorir ki, adi monada téromasi olan funksiyanin {imumilosmis monada
da téromaesi var va onlar tist-iista diisiir.
Teorem. (2) borabarliyi ilo toyin olunan g funksionali D fszasin-

va yaxud da

da xatti vo kasilmoazdir, yoni g€ D'.
isbati: Xottiliyi yoxlayaq: V@,¢ € D vo A, i adadlori iigiin

(g, A+ ud)= —<f Ao+ u¢)'> ={f, A0 + b ) =-A[.0) -1 f.¢) =
= S 0)+ u( [ 8) = A{g.0) + 1{g.8)-

v D D
indi tutaq ki, ¢, »0.0nda @, —0 olur. € D’ funksional
kasilmoaz oldugundan,

(g.0,)=—/-0,) >0 v
olur. Belolikls, g € D’ . Bu onu géstorir ki, V f € D"iigiin /"€ D" olur,

yoni hor bir iimumilogmis funksiyanin toromosi do iimumilogmis funksiy-
adir.

Natica. f €D’ oldugda f'eD" vo f "=(f') oldugu igiin

" e D' olur. Bugaydails VK iigin f (k) e D' alinr. Belolikla, hor bir

{imumilosmis funksiya sonsuz tartibden diferensiallanandur.
induksiya metodu ilo asan yoxlamaq olur ki, V k tigiin

(r®.0)=(1f(r.0"), k=12...
Misal 1. & — funksiyanin toramolari:
(590 = (-1 (5,01} = (- 1 o(0),
voni O (k)(x) bels funksionaldur:
s¥ .0 (- 1)f (p(k)(O).

Misal 2.Hevisayd funksiyasinin toromasi.Belo funksiya verilir.

e(x):{l, x> 0.

0, x<0.
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Bu funksiya lokal inteqrallanandir, x # Q0 olan hor yerds adi t6ro-
masi var vo 9'(x) =0.Yalmz x =0 ndqtesinds kasilir va bu néqtads on-

un adi tdromosi yoxdur. H(x)-in biitiin adad oxunda baxdiqda onun
timumilosmis funksiya monada téromosini hesablayagq. H(x) adi funksi-

ya kimi requlyar funksional téradir, onu @ ilo isars edok vo 8 € D’ -in
téramosini tapagq:
Torifs asason V ¢ € D iigiin alirq:

(0.9) =~{0.0') =~ [0(hp (x)dx =~ [(x)ds = —p(x)/7 = 0(0) = (6.0),
~o0 0
buradan
0'=5(x).
Belalikla, 9(x) adi funksiyasmin x =0 néqtesinds kasilon funksiya ol-
masi onun téromoasi diisturunda o (x) sinqulyar funksiyasinin yaranma-

sina sabab olur.

Misal 3. txl,, x x]"\: ?

‘x{ -lokal inteqrallanir vo hor yerds kasilmozdir, lakin x =0 noqtesinda

onun klassik moenada téromosi yoxdur. Biz biitiin fazada bir funksional
kimi onun téromosini tapaq. D’-do téromenin torifina gora Vo e D
ugiin aliriq:

(i )=l

0 . .
= wa'_fxw'zx(ﬂ/gw— I(pdx—x¢/3°+ I¢:_ J’¢+ J‘¢:
- 0

—0 0

= — e (xHx = ﬂxj(p ﬂxkp =

fe X + Iax)w(x)dx— [106)- 6 x)lp(ie)a =

—0

= —— '[ [sign x}p(x)dx = <sign X, (p>,

buradan
' . I, x>0,
‘xl = signx =
-1, x<O.
Onun kimi da:
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(o) {(14) )

,¢’> =—(sign x,9' )=

0 o0 0 ©
= — |sign x - (p’(x)dx =— Isign x@' — |sign xgo' = J.(o' — J.(p' =
_wo 0 - 0

=¢/%=0l5 =9(0)+p(0)= 20(0)=(26.9),

buradan 1
‘x} =26(x).
Askardir ki,
W =287, W =267, ..

Qeyd. ‘x| -adi funksiyasinin 2-ci tortib toromasi sinqulyar funksiya

olur.
Misal 4. f (x)z ln‘x} -lokal inteqrallanan funksiyadir. Géstarak

ki, D' fazasinda
(1nf) =2
X .

Dogrudan da,

(1] ) =~ ) =~ st
=—lldﬂ¢'(xﬂx—?ld4¢’<xﬂx=fl +Js

burada

Jy == Jqlnixkp (o Yo =~ jln (- x)p"(x ) =~ lim Jin( ) e =

: _E%[IHA o | <p<)dx} _ _ii_%[(ms yane ;«p()d}

Analoji qayda ilo
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J, = —Offln|x]go'(x)a’x = —l€i£101 wjln x(l)'(x)dx =

- —1€i50.[1n xg(x)/”— ?@ dx} -
~li _r)n': Ine)p j }

Belolikls, aldiq ki,

<(1n |X|)',¢> =Ji+J,=lim (nefple)-pl-2)] + VP:T(/)—SQCJX =

= vpﬁf@dx = <37’%, ¢>.
Demali, (lnlx‘), =P

Qeyd. Askardir ki, lir% Ing-[p(s)- o(-¢&)]=0.
£

Misal 5. Asagidak: imumilogmis funksiya verilir:

A

y:xf =% x>0’—1</1<0.

0, x<0,
Bu- lokal inteqrallanan funksiyadir. Lakin onun adi téromosi le -1
lokal inteqrallanmir, yani

</?_xf—l> = Oj/i XA olx)dx ()
0

inteqrali dagilir. Lakin bu inteqrala miisyyon mana vermok miimkiindiir
(onu requlyar etmok olur). Alirq:
0 o0

(y',(p> = —<y,(0'> = [x* ' (x)dx = - lim x* @'(x)dx.

0 e—>0 s

Burada @'dx = du,x* = v, u=g@(x)+ C gotiiriib, vo C = —(0) gotii-
riib vo &% [¢(8) - (p(())] — 0,& — 0 oldugunu nazars alsaq,
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o0

(v.0)= [lo(x)- p(0)ix* " dx (x*)
0
olar. Bu inteqral yigilir vo dagilan (*) inteqrali olarag mohz (* *) inteq-

ral gotirilir. (* *) boraborliyi ile toyin olunan y' = (xi” ) funksionalini
tobii olaraq /bcf_l kimi isars edirik. Beloliklo:
!
v =) =ax,

Bu funksional requlyar funksional deyil, lakin onu (* *) inteqral
soklindo basa diigdiikds alinir ki,

<’b€f _1’¢> = ? [p(x) - p(0)Jx* " dix

0
Belo olduqda y' = /bcf_l e D' olur.

Lemma 1.

Dogrudan da mssalsn
(o =)= (ol ool
ey ¢(x)+m( P ()2 (0)] o =
(1) migl0)=((-1)" i ),

yoni

x5 = (=1)" - m!S(x).
Xisusi halda :
x8' =-8, x6"=-28, x*6' =0,

x- 6" =—m.o0,
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Beloliklo, x™ & (")(x) amsalinda moxsusiyyat doracasi m > n oldugda
o (n) -nin maxsusiyyatini yox edir, naticoda 0-a barabor alinir.

Lemma 2. a € C* oldugda:

a(t)s" (¢) = a(0)5""(t) - ma'(0)5"(¢) +

. ﬂ”;‘_l)a"(o)a('"‘z)(tﬁ et (=1)"a"(0)5(2).
Xiisusi halda, .

as'=a(0)5'()-a'(0)5(z). (5)
Dogrudan da,

@a@:@m@z{@@@>>@@4ﬁ:
=—a(0)p'(0)-a'(0)p(0) = (a(0)5" ~ a'(0)8, ),

buradan, (5) alinir. Bunun kimi do
ad'(t=1,)=alt,)5'(t~1,)~a'(t, }5( ~ 1, )
2.Téramoanin bazi xassalori. Tutaq ki, ae C™ (R ) -sonsuz diferen-
siallanan funksiyadir. Onda V@ € D igiin  ap e D olar va feD

oldugda < f ,a(0> qiymoti vardir.
Xassal.V f e D’ iiciin

(af) =af +af" ©)

Isbati: Torifs gora V ¢ € D iigiin alinig:

<(af),,(p> = —<af,(ﬂ;> :—<f,a¢'> =—(f,ap'+ad'p- a'p)=
= —<f ,(aco)'> +(f.d'p)=(/"ap)+(af.p)=(af'+aT,p),

buradan (6) alinur.

d
Xassa 2. Tutaq ki, D = d— Bels polinoma baxagq:
: x
P(D)=a,D" + aD"™ +. . +a,=Y aD"*, (7
k=0
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a, -sabitlordir. Onda f € D’ iigiin

P(D)f =a,D"f +a D" f+..+a,f,
(PD)f0)=(1. =1V ap® +(=1)"ap" "+ .+ a,p) =
<f’P('— D)¢ s

(P(D)f.@)=(1,P(- D)),

yani

burada
P(-D)=a,(-D) +a/(-D)"" +..+a,.
P(— D) operatoru P(D) diferensial operatorunun qosmasi adla-

nir va onu adaton P* (D) kimi isars edirlor:
P'(D)= (-1Ya,D" +(-1)"'aD"" +..+4a,.
Belaliklo,
(P(D)f0)= (1,7 (Do)
Qeyd. f e D' imumilogmis funksiyasinin iimumilogmis tdromasi
f"adi funksiyadirsa, onda f' ils f '(x) adi toromoasi iist-iisto diigiir.
Dogrudan da, f'= g(x) adi funksiya olduqda

Wx)= [e(e)

miitloq kasilmazdir vo s.h.y. h'(x)z g(x) -adi funksiya olur. Buradan
aling ki, vV f € D' iigiin

(H'.0)=(g.9) 8)
Digor torofdon, f'= g(x) oldugundan
(f0)=(g.0) ©)

(8) va (9)-dan ¢ixir ki, <h', (0> = <f',€0> ,
yoni ()= = /(x)

buradan

£()= [glexr+,

yoni f -adi funksiyadir vas.hy. f '(x) = g(x)
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Ogor f(x)-in adi téromosini f'(x) isaro etsok, onda g = f”(x) olar.

Xasss3.9gor £ =0, xe G iso,ondaD*f =0, xeG.
Dogrudan da, gostorak ki, V@ € D(G) tigiin

(D% 10)=
Sorto gore V@€ D(G) ligiin <f,(o> =(0. Onda D%pe D(G) oldu-
gundan,
(D f.0)= (1) (f.D"p)=0.
Buradan ¢ixir ki,
Natica. supp D® f < supp f.
D
Xassa 4. Difrensiallama amoli kesilmozdir, yoni ogor f, — f is,

!

onda VaD?f,, >D% f, n— .
Dogrudan da, n — o0 oldugda Ve € D

(D% £,,0) = (1)1 £,.D%0) > (- 1F(£.D%0) = (D" 1.9,
o D*f —D°f, 1 —> 0.

Natica. Yigilan ardicilligi istonilon qodor diferensiallamaq olar,
naticads limit funksiyanin uygun téramalari alinar.
Klassik analizds bu taklif dogru deyil.

1 .
Misal. f, (x):—sm nx. Bu adi funksiyalar ardiciligidir vo hor
n

yerda miintazom olaraq sifra yigilir:

£,(x) FLEN 0,n— .
n

Lakin f, (x)= cosnx téramolar ardicilhig heg bir limito yigilmir, xiisusi
halda, f,(x)— 0 olmur.
Lakin f, (x) ardicillign D' fazasinda sifra ylglhr'

(frr0)=—(f00') = If (x)p'(x)a,
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buradan alinq ki,

[/ ()

< max |p'(x) - l]] S )dx <

as<x<h

a

<— (b a)max|(p x]——)O n—>

a<x<bh

yani

(f1.0)>0,vpeD.
Demali
fl—>0, D'-do.

Bunun kimi ds £, -in biitiin téromalar ardicillig1

o fm e, £,

D' -da sifra yagilir.
Dogrudan da, masalan,

(i) ={f,-0")= jf ()" (x)dx = jf (xlp" ()

Lakin
b
[ £a ()" () < max 0" () [/ ()t <
< 1—m.alx |(p"(x] . (b — a)——> 0, n— o,
n x
yani

f,:’i 0, n—oo.
Natica. D' fozasinda V k iigiin

n* cosnx—0, n—> oo,
k .
n sinnx—>0, n— oo,

Qeyd. D' -do yigilma anlayisin funksional siralara da totbiq etmok
olar. Tutaq ki, adi funksional sira verilir:
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gUk (x)z S(x).

Burada U, (x)-adi funksiyalardir.
Ogor bu sira adod oxunda har kompakt coxlugda miintozom yigilirsa,
onda § (x) adi funksiyadir. Bu halda bu siran1 D' fazasinda istanilon ge-

dor diferensiallamaq olar vo alinan sira D' -da yigilan sira olar.
Dogrudan da, V}x‘ < R mohdud x iigiin,

S (x)= kZ’;Uk(x):S(x), n—s .

D/
Buradan ¢xir ki, S, — S, yoni Sn(x)vs S(x) adi funksiyalarinin

yaratdig: requlyar funksionallar ardiciligi S € D' funksionalina yigilir,
Onda, diferensiallama omoli D'-da kasilmaz oldugundan ¢ixir ki,
V o iglin

.
D*S,— D“S, n— .

Indi tutaq ki, U, € D'. Belo straya baxagq;

Z Uy (*)
k=1
Xiisusi comloar:

n
Sp=2 Up,n=12,.
k=1

Ogor V@ € D iigiin <Sn,(0> — <S,(o>, n — oo olursa, deyirlar ki,

(*) sirast D' fozasinda S € D' iimumilogmis funksiyasina yigilir vo bu
halda

iUk:S (**)
k=1

yazilir. Toromonin xassosindon ¢ixir ki, (*) sirasi yigilandirsa,
onda V ¢ {giin

b
D*S,— D*S, n— .
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Onda
DS =Y DU,.

k=1
Belalikla, D' -ds yigilan sirani istonilan gqadar hadbahad diferensiallamagq

olar va naticado alinan siralar yena do D'-do yigilan olar. Klassik
analizds oxsar teoremlar dogru deyil.
Teorem. Tutaq ki, A4, B -sabitlordir vo miiayyan m iigiin

la,| < Ak" + B. (10)
Onda iake”“ (11)
k=—n

sirast D' fozasinda yigilan sira olur.
Isbatr: Klassik analizo gora (11) sirasinin yigilan olmasi {iglin zaruri

sort a, = 0, n—> o0 olmasidir. (10) sorti iso g, -rn  polinom kimi

artdigini gostorir, lakin yena homin sira yigilan olur (D' -ds).
Askardir ki, (10) sorti 6donildikds

m+2 o0
dyX a ikx
B AR S 12)
(m + 2)’ fzzaloo (.k)m+2 (

sirast biitiin adad oxunda miintazom yigilir. Onda bu sira hom do D' -da
yigilir. Bu halda iso onu m + 2 dofs diferensiallasaq alinan sira yena
D' -ds yigilan olar. Sonuncu siram1 m+ 2 dafs diferensialladiqda isa
(11) siras1 ahnir, yoni o D' -do yigilir. .

Notica. (11) soklindo olan hor bir sirada g, omsallan qiivvat

funksiyas1 kimi artan olduqda D’ fazasinda homiso yigilir,
Veyerstrass sirasinda biz gordiik ki,

x sin3" x
=35
n=0

sirast miintozom yigilir vo f (x) hor yerds kasilmozdir, amma onun heg
bir néqtads téromasi yoxdur, formal téramalor sirasi

e’} 3n
Z—ncos 3" x
n=0 2

dagilir.

63



sin 3" x :
U, (x) = o isars etsok, onda U, (x)- adi funksiyadir va Veyerst-

rass sirast miintozom yigihr. Onda D' fazasinda baxdiqda

7 sin 3% x
Sn(x): Z 2k 1

k=0

comi

Sn(x):> f(x),

D/
S, > f, n—>wo

yani

Buradan ¢ixir ki, V & iigiin

’

D%S,—>D%f, n— .
Masalon, V@ € D igiin

(S,.0)==(S,,¢' ——z Is1n3”x @' (x )ix

' , 1 %, ., ,
<f )¢> = —<f,(ﬂ > = —22—” .fsm?) X (x}z’x.
n=0 —
Buradaki sira V ¢ ligiin miintozom yigilir. v — o0 oldugda

N , ° 1% L,
;En—_ism3 x-(p(x}ix——)nzzo2—n—£s1n3 x-(p(x)dx,
(S50) > (/".0)

S, > f" (D).

yani

olur. Buradan

3.0 -vari ardicilhiglar. Limiti & (x) olan adi funksiyalar. Dirakin

O - funksiyasimi bozi adi funksiyalar ardiciligmin D’ fazasinda limiti
kimi toqdim etmok olur. Bu fakt daha iimumi bir faktin naticasidir. Belo
ki, hor bir sinqulyar funksiyani mioyyan requlyar funksionallar

ardicilliginin limiti kimi toyin etmoak olur. Lakin 5()() lcilin bir ne¢a
konkret ardicilliglart gostormok praktiki shomiyyst dasiyir. Bels

64



ardicilliglarm biri ile biz artiq tanisiq: o, orta sixliq funksiyalar1 ardicill-
gidir:

> <
Pg(x)= Are’’ e
0, ‘x’zg.

Biz gordiik ki, zaif limit monada hesablandiqda (D -do)
lim p,(x)= 5(x).
-0
Misal 1. Belo bir funksiyaya baxaq:

1

—, 0£x<e,
e (x ) =1e

. 0, x¢ [O,e}

Bu funksiya sahasi 1 olan diizbucaqh impuls adlamr, e -impulsun miid-
doti adlanur.

|
Beloliklo, 5e(x) funksiyas: eni e, hindiirliyii iss — olan diizbiicagh
e

olur. Onda &, (x) funksiyasini belo tayin etmok olar:
limé,(x)=8(x).
e—0

Aydindir ki, e = 0 oldugda

5(x)=1imé,(x)= {0, x#0,

e—0 0, X= 0,
hom da
[8,(x)x = 6, (x)dx =1,
—o0 0
buradan
£ 0
I5(x)dx = lim j&e (x)dx =1
0 e—0
Misal 2. Belo bir ardicilliga baxaq:

0, x<0,
%% (x)z ke ®, x>0

Gorok 0 (x)-i O (x) ardicilhiginin ndqtovi limiti kimi almaq olarmi?
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5(x)=1lims (x)

k—o0

x >0 olduqda

lim &, {(x)= hmi:o,

k—0 k—w o
x <0 olduqda ]llmé' (x)=0,
—w
x =0 olduqda lim &, (x)= lim & = oo
k—o0 k—0

Belaliklos, alinq ki,

§(x)={0’ x#0,
o, x=0.
vV & > 0 iigiin
.[5" (x)dx=1-¢*
0
buradan

I (x)dx—hm o (x)dx—hm( ) L.

k——)oo

Demali &(x)= %im 5,(x) néqtovi limiti & (x) Dirak funksiyasmin
—>0
biitiin xassolarins malik olan funksiyadir.

Misal 3. isbat edok ki,

1 g D
fi(x)=—- ———>5(x), £ >0.
T x +¢&

Tutaq ki, suppe [— A, Al Onda V ¢ € D iigiin aling:

o(x olx) _
| ] =
1mf ﬂsl—r}OwJ‘ 7r8—>0 '[x + &’
Y
=@1img 2& —lime I(p( )—J +J,.

T e S xT+e e o x + &

Toplanan integrallar ayriligda hesablayaq.
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i 1)
J, = (p(o)hmg £/ - 2(o(o)hm arctg = qo(O)

;z'g—>0_ x2 T &0
S I
&

indi 2-ci toplanam giymotlondirak, gostorak ki, hamin toplanan sifra
borabardir. Dogrudan da, Laqranj diisturuna asasan,

[0(x) - (0) < x{max|p'(€)| = |- M

burada
M =max '(5}.
Onda
1 0
L L
—A -4

A A4 2 2 2
=M—-g-2j' zxdxzzMg jd); +82 )=M8 ~ln(1+A—2j—>0, e—>0
JxT+e To5 X +e pa £

Belolikls, aldiq ki, Ve D

lim £, >= 5.0),
<£—>0 fg 4 < ¢>
yani
Dl
f. (x)—>5(x), 0.
Teorem. Tutaq ki, miitlog inteqrallanan £, (x) funksiyalar ardicil-
hg1 agsagidaki iki sorti 6doyir:

a) V M > 0 adadi iigiin, [a|< M, lb’<M oldugda (a #0, b #0)

b
Ifn(x)dx <k<o

(miintozam moahduddur).
b) ixtiyari geyd olunmus a vo b adadlari iigiin

b 1, a<0<b oldugda
lim =< ’
00 J S {O, galan hallarda.
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Onda

v

f,—=8(x), n— .
Isbati. Belo bir funksiyalara baxagq:

F(5)= [1,(chh

F, (x)-miitlsq kosilmazdir vos.h.y. F, (x) =f, (x) Aydindir ki,

) I, x>0,
’El_r)?an(x)= 0, x<0

basqa sozls, F, (x) - Q(x), n — o, burada H(x)- Hevisayd funksiyasi-
dir. Onda buradan ¢ixir ki, bu yigilma hom do D’ fazasinda dogrudur:
DI
F,—0,n— x.
Buradan ¢ixir ki, hom da

I
Fi—>0'=6(x), nowo
Demoli
D
£, —)5(x), n—> 00
Misal 4.

1 - .
f,(x)=2\/_ﬂ;e 4. t>0.

Gostorok ki, D' -da

£(x)D6() 10,

Bu fakti bilavasito niimayis etdirok (basqa ciir f,(x)-nin & -vari oldu-
gunu gostarmakls lemmaya asaslanmagq olardi). V @ € D iigiin yaziriq:

68



olx)dx = T
(x)d rj “dt +

eho)=5 = Je

\}— I 2/[(0 P(0)ldx = J, + J3,

burada
0 = _x? 0 *© g2 0
JF%_{: 4fdt=2£(\/7)_£2\/7e g dg:%ﬁw(o)

indi gostorok ki, J, >0, t— 0.9slinds J,-do inteqralin sorhoddi

[— A,A] olur, ¢iinki suppgp € [— A,A]. Aling:

L e folo) - o0 < e 4lple)- pl0lic <
2\/;_;_/4 ® % _ZN/E_A 4 ) =
A 2 4 2
< 2\}5 max|p’(¢) - _{e_'% x|dx = 2\}% max\{p'(f ) 20 xe,")%’ dx <
S—lgmax|¢)’( X (;[xe /dx:\/% IZ«/_e§ 2\/7d§-
1 , Jr :
—ﬁmaxkp (5}-4\/7-——=2\ﬁ-max|(p (£)—>0, t—o0.
Demoli J, > 0,7 —>0.0Onda J, +J, = <5 (0>
yoni
L% 5 5(x) 1 -0
e “—olx) t—0.
2mt
L

1
Tapsing. —e & -—)5(x),£ — 0.
&
4.Umumilogmis funksiyanin sinqulyarhgq tartibi. Biz gordiik ki, & (x)
sinqulyar funksiyani adi H(X) Hevisayd funksiyasimin D' -ds 1-ci tortib

téromosi kimi yazmagq olar:

0'=5(x).
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Sifir tortibli téroma funksiyanin 6zii olur, O 6zii isa sinqulyar funksiya-
dir. Demali, & (x) adi funksiyanin 1-ci tortib toromosi kimi géstarilir. Bu
halda deyirlor ki, 5(x)-in sinqulyarhq tortibi =1. f € D'-nin
sinqulyarhq tartibini .S ( f ) kimi isars edirik. Demoli S (5 ) =1. Umumi-
logmis funksiyani adi funksiyanin téromosi kimi yazmagin ¢ox boyiik

shomiyyoti vardir. Biz sonralar timumilosmis funksiyanin struktur
quruluslan il otrafli tamg olacagiq.

Tutaq ki, f€D'.Ogor elo g(x)-adi funksiyasi varsa ki, D'
g

fozasinda f = DP g(x) olur, onda deyirlor ki, f -in sinqulyarlq tortibi
< p. Ogar heg bir g < piigiin belo adi funksiya yoxsa, onda deyirlor ki,
S -in sinqulyarliq tortibi p -ya borabardir. Daha timumi tarif beladir:

Torif. Tutaq ki, f € D'(G) -ixtiyari imumilogmis funksiyadir. Og
or ela f,(x), £,(x)... f, , (x) adi funksiyalar: varsa ki, f - i onlar vasitasila
bu gakilds yazmagq olur:

p
f= ZD “fi (x )
k=0
Onda deyirlor ki, f - in sinqulyarliq tartibi < p.
ogar elb g, (x), g (x),..., g (x) adi funksiyalan yoxsa ki,
q < pugin
q
f= ZD “g; (x )
k=0
soklinds yazmaq miimkiin olsun, onda G oblastinda S ( f ) = p.
Xiisusi halda, ogor f;(x)-adi funksiyadirsa va f=D"f,(x) iso
onda S(f)< p.Ogor elo adi g(x) yoxsa ki, f= D?'g(x) olsun,
onda S(f)=p.

1 N
Maisal. S(?f—j=1.Dogrudan da bilirik ki, (In}x) =2~ v
X X

1 1
ln}x' -adi  funksiyadir. Demoali, S (f/’—j <1. #—funksionah
X X

. . 1
sinqulyardir. Demali, S| #— |=1.
X
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Mbohdud G oblastinda har bir imumilagmis funksiyanin sonlu sin-
qulyarlq tortibi var, yani o, adi funksiyanin sonlu tortib téromosi soklin-
ds yazla bilir. Eloca da, har bir finit @imumilosmis funksiya biitiin foza-
da sonlu sinqulyarhq tortibino malik olur. Askardir ki, S(f')<S(f)+1.

" d .
Umumi halda, agor P(d—j operatorunun tartibi m — dirss, onda
x

S[P(gx—) f) <S(f)+m

yoni diferensialladiqda sinqulyarliq tortibi artir. Hom do ogor

S(f)_—_pl, S(g)=p2 - is9, onda

S(f + g)<max{p,, p,}
Sinqulyarliq tortibi sonsuz olan umumllasmls funksiya var. Masalon,
V@ e D igiin

(f,0)=p(0)+ p'(1)+ ")+ ...+ oW (k) + . Zco (k)

olduqda

fip—> i(P(k)(k)e R
k=0

funksionalim he¢ bir adi funksiyanin sonlu téromasi kimi gostormok
miimkiin deyil. Bu halda S(f)= oo hesab edilir.

§ 5. Koasilon adi funksiyamn D’-da diferensiallanmasn.

1.Adi toroms ilo iimumilosmis téroms arasinda Jslaqs diisturlar.Bir
noqtada kasilon funksiyalar. Klassik analizda noikni kasilon, hatta kasil-

moz funksiyanin toremosi olmaya bilor. Lakin D' fozasinda hor bir
lokal inteqrallanan funksiyanin vs har bir imumilosmis funksiyanin iste-
nilon gadar téromasi var.

Tutaq ki, f{t ( ) t =1, noqtasindon basqa har yerds sonsuz dife-

rensiallanan funksiyadir, #, néqtasinda iss kosilmays malikdir va

Af (ty)= £ty +0)— £z, — 0).

Maosalon, forz edok ki, f (t) bels ifado vasitasilo verilir:
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(D
Bels oldugqda

Af(t0)=f2(t0)—f1(t0)

olur. f(¢) vo f'(t) -adi (lokal inteqrallanan) funksiyalardir. Onda f (¢)
vo f '(t)- requlyar funksionallar dogururlar. Homin funksionallar1 f

Vo { f '(x)} kimi isars edok. Indi f'-in D'-do (iimumilogmis) téromasini

) , bf ..
hesablayaq. Umumilogmis téramoni f' vo yaxud _dl kimi, adi
4

térameoni is9 ? vo yaxud f '(t) kimi isars edirik. Onda aliriq:
t

<Df > (f.0)= ff (e)dr =

dt
(2)
Iﬁ (8 Ifz ke =y +.75,
burada
J, =- I filty =—fi(to o .[
Analop qayda ila,
“d
1= o olee )+ [ Lol
fo
dj;gt) adi téromoni belo basa diisiiriik ki,
if@_ dfl(), —0 <<, )
dt df2(), t0<t<oo
dt
Onda aliriq ki,
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Ji+Jy= [fz(to)‘fl( ele I_¢ (t)dt = A1 (e, Jo (1) + jf
Belolikls (2) bu sokli alir:

(f0)=(8f (t)0(t =1, )+ 11" ()} 0),
f1={7"t)}+ A (e, )60t 1) @)

Adoston f '(t) adi téromosininin dogurdugu requlyar funksional { f ’(z‘ )}

sadaca, f '(t) ilo isaro etmak monali olur. Bels olduqda (4) yekun
naticada bu sakli alir:

f'= 110+ (65t —15). 5)
Belalikls, f (t) adi funksiyasimn D' -do timumilogmis téromesi [~
onun adi f'(¢) téromasi ilo kesilmo noqtesinds Af (t,)5(t —12,) &-

funksiyast comins barabordir. Ogar #, =0 olarsa, onda (5) bels olar:

buradan

f'= 1)+ 47(0)- 5(e). ©)
Bgor Af(0)=1 iso, onda
S =1)+ () ™
Misal 1. -
I, >0,
OROS
Onda f;(¢)

t)=1, £,(1)=0, AF(0)=1, f'(t)=0'(r)=0 shy.
Demoali { (¢ )= { t)}=0.0nda alirq ki, »
0'=5(t)

indi forz edok ki, f(¢), £/ ()., f (p )(t)-adi toromolori do 7,
noqtasinda kasﬂan funks1yalard1r Bu halda

AF®(t)= £ 9, +0)= f¥(t, —0), k=0,L,..,p
{f(k)(t)}=f(k)(t)

olar. Masalon, /" iimumilogmis toramasini hesablayaq.
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1 [ee]

(7".8)={f.0")= j = |+ -

-0 t

If O+ £ ) -
- If’ Y (Odi= 1ty ~0)'ty)- (Ople) e+
If = 1l + 0l )~ 1 (Dhole) 2+
If Yolekit = £, ~0)' () £ty ~Olole,) -

o

A +0)¢I(’0)_f’(to +0)plt, )+ J‘f”(t)¢(’)dt :Af(to)(”’(to)'*'

—oC

+Af’(’0 )¢(t0)+ O].f”(t)("(t)d’ :<f"(t)+Af(to)5’(t_t0)+Afl(to)5(t_to )a(ﬂ>s

yani

L= 1)+ AF ()0 — 1)+ AF'(1,)5( — 1,). ®

to =0 olduqda

S7= ")+ AF(0)5" + Af(0)5 . 9)

Induksiya metodu vasitasilo asagidaki disturlar alinir:

£ = 7()+ 6106 + AF(0) ) + .+ AFD(0)s

Belalikla, bels bir toklif isbat edilmis olur:
Taklif 1.
f'=1(t)+Ar(0)- 5,

f"= 1)+ a7 (0)5" + AF(0)- 5,
"= 1)+ AF(0)8" + AF(0)- 8+ AF"(0)S,

va yaxud
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70 = {0+ S ar9(o)s ), (10)

burada {f (m)(t)} il f (m)(t) adi funksiyasinin dogurdugu requlyar
funksonal isars olunur.

2.Kasilma noqtalori cox olan hal. indi forz edok ki, hom f (t), hom
do onun biitin adi téromolori #,f,,...,f, noqtalorindon bagqa har

yerdo sonsuz diferensiallamir vo onlar yalmz #,%,,...,f) noqtolorinds

kasilondir.
Taklif 2. Asagidaki diisturlar dogrudur:

f’(t)+iZ:: Af(t)-8(t-1,)

Belaliklo, V m ug:un

£ = 70+ 33 A6 )8 e -1,). (an

i=l k=0
Bu toklifi f/ —in iki dono kasilma noqtesi olan halda isbat edirik.

Tutaq ki, N=2 vo f (t) va onun biitiin téromoalori a va b néqtalorinda
kasilir. Onda

[ = 1)+ f(a)-6(t—a)+ Af(b)-6
f"= ")+ Af (a)- 5'(t — a)+ A (b)-
+Af"(a)-8(t - a)+ Af'(b)- 5t - b),
£+ Af(a)- 8" (e —a)+ AF(B)-8 (1= b)+
+Af(a) 8" (t—a)+ AF'(B)-8 (1= b)+ AF"(B)-6 (1—a)+
5"t =b)+ ...+ AF"(a)- 5(t —a)+ A" (b)S(: - b).
75
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Belalikls,

+30 AFO(B)- 8¢~ b),

Vacib bir xiisusi hal. Tutaq ki, f (x) funksiyast x=0 vo x=1
sonsuz diferensiallanandir, f (x) 0zii vo biitiin téromolori x=0 va
x=1 noqtolorinde kesilendirlor. 4, ilo m-ci téromonin x=0

néqtasinda sigrayisini, o, ilo onun x =1 néqtasinds sigrayisimi isaro
edok:

=1 0)- £ 0),
= £ 1 0)- 7ma_g)
f (") {1 7(z) -nin ﬁmumilasmis toromasini, {f (m)(t)} ilo adi f (m) (¢)

toromasinin yaratdigi requlyar funksionali isars edok. Onda asagidaki
diisturlar dogrudur:

£ =)+ 5 s 0(0)4 5 6,500 1)

Bir xiisusi hali ayrica qeyd edok. Tutaq ki, f (t) ava b néqtalarinds
kasilondir, qalan her yerds miitloq kasilmozdir. Onda bilirik ki, (*)
disturlart  dogrudur. Forz edok ki, f(¢)=0, t¢[a,b].Onda
f(6+0)= 0,/(a—0)=0. Buhalda (*)-dan alnir ki,

f'=11()+ fla+0)5(t—a)- f(b-0)5(t - b).

Xiisusi halda (a =0,b= 1),
F =)+ £+ 0)5 - f(1-0)5( -1).
f” U0+ f(+0)8" - f(1-0)5"(r —1)+
f1(1-0)s(t - 1)+ f(0)s.

Misal 2. f (t) bels verilir:
104

kt—b, —w0<t<0,

kt+b, 0<t<oo.
Bu halda
fi(e)=kt = b, f,(e)=kt +b,
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47 (0)= 12(0)- £1(0)=25.

Adi téromoni yazsaq,

f'(t):g{d—gt) =k=const; f"(t)=0,.., f(m)(t):

Indi imumilosmis téramalari hesablayagq.
1= 1)+ A (0)5(e) =k +2b5(2),

1" =1"0)+ a1 (0)5°(e)+ Ar(0)5(e) = 265°(e),

fr=2b5",...,f" =2p.50,
Misal 3.

cosx, x>0
f(x)zcosxﬁ(x)={ 0. x<0
Aydmndir ki, Af(0)=1.0nda

/=G + 8(x),

burada
(o) = [/ (Ml == fsin xplx)de =
=— Oj‘ 6(x)sin xp(x )dx = <— 0(x)sin x,(o>.
Belaliklo, N
(cosx-8(x)) =—6(x)sin x+&(x)
Analoji qayda ilo
(sian(x)), =cosx-O(x).
Misal 4.
0, <0,
fle)=1t, 0<t<l,
0 >1.
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Af(0)=0, Ar(1)=-1,
AF'(0)=1, Af'(1)=-1.
G NN B

I, O0<r<«],

Onda alingq:

f'=110)-s(-1)
f"==6"e=1)+ Ar(0)5() + AW - 1)=

=5t -1)+5(t)- (¢ -1)
Misal 5. Bels bir triqgonometrik siraya baxaq:

X sin2x sin3x sin nx
f(x)=sinx + + .t

@

n
T—X

Molumdur ki, 0<x<27  parcasinda bu siranin comi

T—X
funksiyasina borabordir. Demoli f (x)= T Bu funksiyam biitiin
adod oxuna 27 -periodlu funksiya olarag davam etdirok. Onda,

i T—X
masalon 27 £ x <47 pargasinda bu funksiya

olar. Belaliklo,

bu funksiya har yerds kesilmozdir, yalmz x ==x2kx néqtalarinds 1-ci
név kosilmays malikdir, bels ki, Af (i 2k7r)= zolur. Onda D'-ds f -
in toéromasi bels olar:

o0
=+ D A Qkr)p(x-2kr)=
k=—o0

1 [o.0]
=——t7 Z§(x—2kﬂ)

2 e

=—0
Basqa sozlo, biitiin adad oxunda baxdiqda 27 -periodlu f (x)= i ; a

funksiyasinin téromasi bels diisturla tayin edilir:
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f’:——;—+7r 3 5(x —2kn).

k=

Ogor (4) sirasin1 formal olaraq diferensiallasaq, onda

0
cosx+cos2x+...+cosnx+...=—l+7z Zé(x—Zk;z) (*)

k=—c0

Analoji qaydada sonraki toramolor tigiin aliriq ki,

0

sinx +2sin2x +3sin3x+...+nsinnx+...= -z Y. 8'(x - 2kx),
k=—c0
cosx +4cos2x +...+n’ cosnx+..= — 7z ».8"(x - 2kr),
k=—0

Misal 6. ie”“ =2 ié‘(x —2kn).

— =
Isbati.Tutaq ki,
f(x)zl—i, xe[0,27), (1)

2 2z

Bu funksiyam 27 -periodlu davam etdirok. Onda onu Furye sirasina
ayirmag olar:

flx)= icke""” . 2

k=—0
Furye omsallar bels tapilir:
1 2z
—ikx
¢ == [flx)™dx. 3)
2z .

Masalan,
1 2z 1 2z 1 X
Cop=— xpx=— || =—— dx =0,
Y Jf()d 271(!(2 2”}&
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2z 2z 2z
e =o= (l—ije‘”“dxz—l J e de—— [x-e™d=
2r \2 2x 4

Ty 4z
2z
—_ .l e—ilor (2)7[_ 1 - {__.l—'xe—ikx /(2)II+_.1_ J‘e—lk'xdx} —
4ikr 4r ik ik ;
1 i ik i
= - e —l|=———.
2ikr  4k’n’ [ ] 2k
Belalikla,
flx)= S oL gL 1 i (4)
v 2km 2wk
k=0 k#0
Demali
i 1,
— E %e —> f(X), n — oo,
k=—n

Onda bu ardicilliq D' -do yagilir vo

1 "1 o D
—— ) —e“o5f, noow
2r =k

k=0
Onda bu ardicilig D' - do diferensiallamagq olar:

n
— e 51, n — .
27 k=—n

k=0
Lakin f (x) x =2k noqtasinds kasilir va

Af(2kr)=1,
=)+ ; Af (k7 )5(x — 2kx).

Digor torofdon, f '(x): L oldugundan

2

()

1 < |
'=——+ ) Olx-2k
f1=gt 20l 2k)
Bunlari (5)-ds nazars aldiqda alinq ki,

1 0 [e0)
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Qeyd. Klassik manada zeikx siras1 dagilan siradir.

k=~

Bu sira D’ — da yigilir vo onun comi

27 Y 8(x—2kr)
k=—c0
olur.
Qeyd. f,ge€ D' oldugda f-g hasili korrekt deyil. Bir misalda

gostorak ki, burada

() =sg+ /& ©)
diisturu 6z giiciinda qalmir, ya sol toraf monasizdir, ya sag torof, ya da
haor ikisi. ,

Mosolon, tutaq ki, f (t), g(t) vo f (t) g(t) hasili  adi
funksiyalardir, f (t) Vo g(t) t =0 noqtesindo kosilir. Onda kasilon

funksiyanmn D' — do téramasi diisturuna gora

= ['(e)+ AF(0)s(),
= g'(e)+ ag(0)5(2),
(f-g) = (£()g () +A( - £X0)5(0)

Burada
A(%2X0)= f(+ 0)g(+0)- f(-0)g(-0)
Masalon, a(?)5(z)= a(0)5(z) nozors alsag, |
/&' = £0)-[g'(t)+ 22(0)5(0)]= 1 (1)g(e) + 2g (0)- £ (1o (r) =
= f(1)g'(e) + ag(0)- £(0)5(¢)
olmalidir. Bu iso miimkiin deyil, ¢iinki f (t) t =0 noqtasindo kasilon

funksiyadir, £(0) yoxdur.
Bunun kimi da
S g=1"0)g(t)+ 47(0)- 2(0)(7)
monasizdir. Demali hatta f - g hasili monali olsa belo fg've fg mona-

siz olur, demali (6) diisturu D' — do 6danilmir.

Misal 7.
0, <0
f(6)=41, 0<e<y, Af(0)=1.
t, t>1.
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Onda adi monada toroms ¢ =1 noqtasinda kasilondir:

, 0, —o<r<l, ,
f(t)={1’ o =L
Belaliklo aldiq ki,

/= 1(e)+5),

fr=8"+5(-1),

[ =8"+8t =1).., M =5 4 5D 1),
Tapsiriq: ¢ =0,1,2 ndqtalorinds kasilon f (t) verilir:

0, <0,
I, O<r<l,

)=
f() t, l<t<2,
2, 1>2.

D' fazasinda f', ", f™ hesablaym.
Cavab: f(t)+3(t)+28(e-2) f"(t)+8" +28"(c-2)+(—1)+26(t-2),
5" +28"(t-2)+ 5t -1)+26"(t-2).

] 3. Calismalar.
1.Isbat edin:
1 1
P—| =—P—.
(73] 5
' 1
2.[ L ) _Fins'(x) — P,
xxi-0 x2
burada

<:?x—12’¢> - C]‘ (D(X)x—zfﬂ(o) "

Ju=c, +¢,0(x)+c,0(x)- 7+ funksiyast x’w'=1 tonliyinin holli
X

oldugunu yoxlayin.

g (5; _ ﬂj@(x)e’k = 5(x),

2 .
4.Isbat edin:  2° L% -’ Je(x) Smwwx =6(x),
dm xm~l
3% ] =6(x), m=>1
oIy = o m
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5.Limitlori tapin (D' -do):

. ax
10.11m2*2, a>0
noe Xt +a

50 1im S(x—h)+6(x+h)
n—o 2h
39 tim S(x—2h)+ 54(;; 2h)-268(x)

n n?

\/_e_ < i5(x), n—> 0
7T

7.Funksiyalarin téromolorini hesablayin.

A
1°, f(x):{x’ x>g, ~1<A<0
<

6.Gostarin ki,

0,
Inx, x>0

2° flx)=1" 7
1) {o, x <0,

8.Hesablayin:
(lx’ sin x) , Qxl cos x) )

9.Hesablayin:
(exsign x) , (xsign x),, (% + l)@(x)e_)‘x )

10.Géstorin ki, D' —ds  x"f =0 tanliyinin hallidir:

m-1
f= ché(k)(x), ¢, =const.
k=0

11.Hesablayin: (x-g’l]

X

0, —w<t<0,
1, 0<t<l,
12. f(x)=11, 1<r<2,
2, 2<t<3,
e, t>3.

f', f", /" -hesablayin.



FOSIL-2

UMUMILOSMIS FUNKSIYALARDA
ADi DIFERENSIAL
TONLIKLOR

1.Bircins tonliklor. Tutaq ki, ag; (x)e Cc” (R) Bels adi diferensial
tonlik verilir:

ay(xe)y? +a () +.+a, (x)y = £ (x), (*)
burada f € D' -verilon, y € D' machul iimumilogmis funksiyadir.

P(ij = P(D)= i dr”

a —
dx =k ek
isars etsak, (*) tonliyini belo yazmagq olar:

P(D)y=7f.
Bu fasilds bu kimi adi diferensial tonliklorin D' fozasinda hall olunmasi
masalolori dyranilir.
On sads diferensial tonliys baxaq:

y'=0. (1)
Gostarak ki, bu tonliyin D' fazasinda holli yalmz y = ¢ = const olur,

basqa holli yoxdur, yoni D’ fazasinda onun halli ancaq klassik hall olur.
D' fazasinda (1) tenliyi asagidaki tonliys ekvivalentdir: V@ € D iigiin

<y,, ¢> = _<y9 ¢'> = Oa (2)
yoni < y,(o'> =0. Demoli < y',(p> =0 oldugda y funksional biitiin
@, = @' € D kimi elementlards verilmis olur va ¢'-ds onun giymati =0

olur: < y,¢'> =0.¢p,eD. @Dy ilo D-ninelo ¢y € D elementlori gox-
lugunu isars edok ki, milayyon @ € D var ki, ¢g = @’ olur:

Dy={po € D, ¢y = ¢',¢ € D}.
Aydindir ki, @y < D.Demoli (1) tonliyi verildikde y holli @y ¢oxlu-
gunda verilmig olur.
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indi homin holli biitin D fozasina davam etdirmok lazimdir ki,
ye D' olsun. Demoli, @y fozasmnda y =0 olur, cinki Vo € Py

ugiin
<ya¢o> = <y,¢,> = —<y',q)> =0.

Lemma 1. ¢y € D funksiyasi misyysn @ € D elementinin tors-
mosina barabar olmasi iigiin zoruri va kafi sart beladir:

Jo,(x)dx=0. 3)
Dogrudan da, ¢y = @', @ € D oldugda |
fo,= o' =p/”, =0,
torsing, ogar (3) varsa, onda bels bir funksiya daxil etsok

= _1(00 (¢)at,

onda ¢ € D olar, ¢iinki peC”® (R ) va ¢ — finitdir. Buradan ¢uxir ki,
@' =g, yoni g € Dyy.

Lemma 2. Istonilon ¢ € D elementini belo yazmag olar:
0=0,(x) fplx)dx + 9,(x), @
burada @) € Delo seg:ii; ki,
1@ (x)dx=1.

Aydindir ki, (4) diisturunda @g € @ olar, giinki:

_1(/’0 =j[¢ —i[cf)- [o.=]o- [p=0.

Onda 1-ci lemmaya asason, @ € @y. Burada ¢ elementini bels segirik:

0,(x)= p(x)o,(x I(p x)dx.

(1) tonliyinin halli olan y € D' funksional oldugu ii¢iin onun geyd olun-
mus @) € D elementinds aldig1 giymat geyd olunmus bir adad olur, ha-

min giymoti ¢ il isaro edok: < ¥, ¢1> = ¢ = const. Bunu nazers aldigda

(4)-don aling:
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(10)=(.00)- Jode+(1.0).

@y-da y = 0oldugunu nozors aldigda (¢70 € @0), buradan ¢ixir ki,
V@ € Diigiin

(v.9)=c- pds=(c.0)

yani y =c.
Belolikls, (1) tonliyinin D' fazasinda yegans halli Yy =c olur, yani

klassik hall ila ist-iisto diisiir. D’ fazasinda (1) tonliyinin basqa halli
meydana ¢ixmur.

Notico.  f,geD'igin  f'=g'olduqda f—g=c,yoni
Jf =g+colur.

Torif. g'= foldugda g imumilogmis funksiyasi f -in ibtidaisi
adlamir. Iki ibtidai funksiya biri digorindon sabitlo farglonir:
g1 = /.82 = f oldugda

g =g,
yoni (g — 27 )’ =0, demali g1 — g9 =c = const.

Qeyd. Tutaq ki, f €D’ funksiyasimn tdromoasi adi funksiya
olur: f'= f'(x)Onda f 6zii do adi funksiya olur va onun D'-ds
toromasi f”(x) ilo tist-iisto disiir.

Dogrudan da, bels bir g funksiyas: quraq:

o) = [(ene
0

Onda g(x)- miitloq kosilmazdir va sanki hor yerds g'(x)= f (x). Demoli
g € D’'voonun D' -do téromasi var:

(829)= Jg (el = [/ (x)plx)a,

demoli g'= f"(x), buradan ¢ar ki, f = g(x)+c, yoni f- adi funk-

siyadir.
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2.Bircins tonliklor sistemi. Bels bir sistema baxaq:
(.0
Vo= aoo(x)yo + aox(x)J’1 Fot o,V

) Y= alo(x)J’o +a11(x)y1 tot @, Y

&)

!

Ypa1 =850 (x)yo +a,,; (x)yl to.ta, 1 Vp

L
burada agg(x),...,a -1, p_l(‘x)e C®(R). Gostorak ki, bu sistemin
D' fazasinda klassik holdon basqa yeni halleri yoxdur.

Molumdur ki, (5) sisteminin hallari ¢oxlugu p -olgiilii xatti foza
smolo gatirir vo har bir xatti asili olmayan p sayda hollor sistemi hamin
fazanin bazisi olur. Xotti asth olmayan p sayda hollori ayri-ayr siitun

soklinda yazdigda klassik hallorin bazis sisteminin matrisini belo yazmaq
olar: :

Up-1,0 (x)a-"aup—l,p—l (x
(burada hor siitun (5) sisteminin hallidir). V(x) matrisinin determinant
(vronskian) sifirdan forqli olur. (5) sistemini matris goklindo yazag:
y' =4y, (6)

burada

y=00:V1rmyp-1) €D} 4= ”ajk (XX

, 0<j, k<p-1

,V(x) matrisinin hor siitunu (5) sisteminin halli oldugundan
V(x) matrisi 6zii da belo bir diferensial tanliyi 6doyir:

V'i=AV
indi z € D' olduqda y =¥z avazlomasini daxil edok. Buradan
Y =Ve+Vz' =AVz+VzZ'
Onda (6)-dan aling ki,
: AVz +Vz' = AVz,

yani
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buradan, det} # 0 oldugundan,

zZ'=0
aling.Bu tenliyin D’ fozasinda yalmiz z =c¢ = consthalli var. Belo
oldugda y=Vz= cV(x) holli  alinar. V(x)-in elementlori- adi

funksiyalar oldugu ii¢iin y = ¢V halli adi funksiya olur. Demali, bircins

sistemin D' fazasinda halli ancaq klassik haldir, basqa halli yoxdur.

3.Qeyri-bircins tanliklor. On sado geyri-bircins tonliys baxaq:
' g'=71, (7)
burada f € D’-verilon, g € D'-machul iimumilosmis funksiyadir.
Taklif. (7) tonliyinin Vf € D'"iigiin D’ fozasinda helli var.

Homin holl verilon f € D'iimumilosmis funksiyasinin ibtidaisi
(geyri-miiayyan inteqrali) adlanir va bu halli

g=|fdx

kimi yaziriq. Verilon (7) tonliyini D' fazasinda ekvivalent sokildo bela
yazmagq olar: V¢ € D' iiciin

(g'.0)=(g.~¢")=(1.0). ®
Buradan ¢uxir ki, fmolum oldugda g funksionali artiq @' kimi
elementlords verilmis olur, yoni ghalli @, ¢oxlugunda verilmis olur.
Indi onu biitin D fozasima davam etdirmok lazim golir. VpeD
elementini bels yazmagq olur:

0=\ [p+po, | (*
burada ¢, € D -qeyd olunub, belo ki, I¢1 =1.

Qeyd edsk ki, (*)diistiirii @, coxlugu ilo D fozasi arasinda

qarsthqh  birgiymatli vo kosilmez uygunluq yaradir. Mosalon,
@, = 0(D -do) oldugda uygun diistiirda

%V(xm(x)—q)l(x>_°}q)v<x)dx

oldugundan @;-da (pol; — 0 olur va torsins
Belo bir g, funksionalini quraq: V@ € D iigiin

(20:0)=(g.0,). | (*%)
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Asan yoxlamagq olar ki, g, € D".

Molumdur ki, (7) tonliyinin halli onun bircins tonliyinin imumi
halli ila geyri-bircins tonliyin bir xisusi hoallinin comino barabar olur.

Bircins tonliyin holli g =c=constolur. Indi gdstorak ki, gg
iimumilagmis funksiyasi (7)-in xiisusi hallidir. Onda (7)-in imumi halli
g=8pt¢

olur. g,funksionali g-nin @;-dan D -ys davamdir, yoni g, @,-da
gilo ust-iista disiir, ¢iinki @ € @, oldugda ¢ = @ olur va bu halda
(**) -dan ¢ixir ki,

<g07¢> = <g’¢0> = <g’¢>
Bunu nazars aldiqda aling: V¢ € D igiin (¢’ € @)

(g0,0)=—{(g,,9") =—(g.0") =(g"0)=(/.90),

g =/
Beloliklo (*%*)diisturu ilo toyin olunan g, € D’ iimumilosmis funksiyas

(7) tanliyinin xiisusi bir hallidir. Onda hamin tenliyin iimumi halli

g8=8p*C

buradan

olur.
Qeyd. Ogor f=f (x)-adi funksiyadlréa, onda onun ibtidaisi

F (x) (7) tonliyinin holli olur vo bu halda (7)-in @imumi holh
y = F(x)+ c olur v bu hall-adi funksiya olur. Basqa sézlo f = f (x) -
adi funksiya oldugda (1) tonliyinin D'-ds halli klassik hallidir.

Misal 1. y' =6(x).
Klassik analizds belo diferensial tonlik yoxdur. Bircins tonlik
y'=0;y=colur. Lakin y= Q(x) funksiyas1 verilon geyri-bircins
tonliyin xiisusi holli olur. Demali tonliyin D’ fazasinda iimumi halli
y =_9(x)+ ¢ olur. Bu funksiya adi funksiya olub, kasilon funksiyadir
vo x =0 noqtesinds adi toromosi yoxdur. Lakin D’ fozasinda y'var va
y'=38(x)eD.

Misal 2. y' = 9’% tonliyinin klassik holli yoxdur. Umumilogmis
D' fozasinda onun halli y=c+ ln‘x’ olur. Bu funksiya adi funksiya

olsa da, onun klassik téramasi yoxdur.
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4.Qeyri-bircins sistem. Belo bir qeyri-bircins tonliklor sistemino
baxaq:

y(')_aoo( )yo ( ) | T T Qypi Y pa =Jfos
<y1' _alo(x)yo _all(x)yl TG0 =fis

©®

!

\yp—l plO( )yO pll( )yl M plplypl fp—l’
burada a; (x)eC>, f . € D' -verilon iimumilogmis funksiyalardir. Baxi-

lan sistenm gevirms vasitasilo y' = f kimi bir tonliys gatirilir.
ogor V(x) (8) sisteminin bircins sisteminin fundamental hallori-
nin matrisidirss, onda y =¥z avozlomasini edib (z € D'),

Vz'= f

tonliyi alinir. Buradan

agor yl J = f] isara etsok,

tonliyini aliriq. 1-ci hissads goérdiik ki, onun D’-de halli var va bu hall
z=c+ g, kimi tapilir. Bu ifadeni y =}z ovozlomoasinds yazdiqda (8)
sisteminin hallini alinq:

y= V(c+g0) Ve+Vgy
1-ci toplanan adi funksiya, 2-ci iss imumilogmis funksiya olur va demeh
Ve +Vgy € D'olur.

5. Yiiksok tortibli adi diferensial tonlik. p -tortibli adi diferensial
tonlik verilir:

A 1 C) e )
burada a; (x)eC®, fe D'-verilir, ye D'-mochuldur. Bvazloms

vasitasilo bu tanliyi (8) sistemi goklindo yazmaq olar.Dogrudan da, bels
avazlomo edak:

Yo=Y =Yy =P,

Onda belo sistem alinir:;
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Bu sistem (8)-in xiisusi hali olur, onun halli analoji gaydada tapilir.
Notica. Biitiin hallarda geyri-bircins tonliklorin sag torofi adi funk-

siya oldugda tanliyin (sistemin) halli klassik holl olur va D’ -da yeni hall
alinmur,

Misal. ¥(") = 0.Aydindir ki, k<m —1 tortibli har bir polinom
D' -da bu tonliyin halli olur (onun basqa hallari yoxdur). Dogrudan da,

tutaq ki,
m—1
P (x ) = Z a,x g
k=0
onda alinq:

(Y™ )= (1Y (™) = (- 1)<z akxk,¢<m>> _
= (— l)mgak <xk,(/)('")> = <(x" )(m),¢> = <O, ¢> =0.

Qeyd. Omsallarinda maxsusiyyst olan diferensial tonliklorin hollori
daha mirokkab xarakterli ola bilir. Belo hallarda tonliyin xstti asili
olmayan hallori say1 onun tartibindan ¢ox va az ola bilor, masslon,

xy'=0
tonliyinin D’-do iki dons xatti asili olmayan halli var: y, =1, y, = 8(x),-
bu hallar xatti asili deyillor. Bunun kimi do

__1_x3 r_
5 y =Y

tonliyinin D' fazasinda yalmz sifir holli var. Onun klassik halli
1

2
y=ce*

D' fazasinda holl olmur.

6. D’ fazasinda hallin yeganaliyi problemi. Torif.
f € D' imumilagmis funksiyasi o zaman x < 0 oblastinda sifra baraber

hesab olunur ki, x>0 olduqda sifra barabar olan (x <0 oldugda iso
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sifirdan forgli ola bilor) biitiin @ € D assas funksiyalari ligiin < f ,(p> =0

olsun.
Bu torif adi funksiyanin x <O oblastinda sifra barabar olmasi
anlayisinin davamudir. Ciinki ogor f (x)-adi funksiyas1 x < 0olduqda

sifra barabar olursa, onda Vg € D (x < 0) liciin aling:

(f.0)= [rplaks= [+ J-o.

(l-ci inteqral f (x)-in, 2-ci 159 @-nin hesabina sifra borabar olur).
Demoli f iimumilogmis funksiya monada da x < 0 oblastinda sifra bo-
rabar olur. Dirakin ¢ —funksiyas1 da bu xassoys malikdir. Dogrudan
da, VpoeD (x < O) liglin
<5’ ¢> = ¢(O): 0

olur (¢iinki x > 0oldugda @ =0).

Lemma. 9gor f =0,x <0 iso onda f iimumilogmis funksiyasmin
x < 0 olduqda sifra barabar olan yegans g € D' ibtidaisi var.

isbati. Tutag ki, f € D', f =0,x <0.Yeganalik agkardir. Dogru-
dan da, ogor g =f,gy,=f olursa, belo ki, x<Oolduqda
g =0, g,=0, onda

g -2:=0,(g,-8) =0, g-g=c
Lakin x<Ooldugda g,-g,=0 oldugundan c=0olur, yoni
81 =82
Indi goéstorak ki, f-in elo gq ibtidaisi var ki, x<0oldugda
go =0 olur. g olaraq g’ = f tonliyini hall edon zaman qurdugumuz
<g03¢> = <g,¢0>

g0 funksionahm gétiirak, burada

¢o<x)=¢<x>—¢l<x)-j¢<x>dx,» _?%(x)dx:l,

o, (x) -qeyd olunmus asas funksiyadir, bels ki, x <0olduqda ¢, (x)=0
olur. Indi elo @ € D funksiyalarina baxaq ki, x>0 olanda (p(x)= 0
olur. Belo oldugda (*)-dan cxir ki, x > 0 oblastinda @,(x)=0 olur.
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Onda <g09¢>:<g=¢0>=<ga¢'>=_<g'7¢>:_<fa¢>' x>0
oldugda ¢ = 0. Demali <f,¢> =0,yoni g =0, x<0.
Moalumdur ki, imumilosmis funksiyanin néqteds giymsati yoxdur.
Ona gora klassik Kosi masalasi D' fozasinda aydin deyil.
D’ fazasinda belo bir sistems baxaq:

y—dy=1, | (*)
burada Deyak ki, x < Ooblastinda f =0.
Toklif. (*) sisteminin x <0 oldugda y(x)= 0 olan halli var va o

hall yeganadir.
isbatr. y =¥z avozlomssi ilo (*) sistemi

' -1
=V f=1; (**)
soklins diisiir, burada aydindir ki, f; =0, x<0.

Onda lemmaya goro (* *) sisteminin x <0 oldugda sifra berabar
olan holli var vo o, yeganadir. Belo oldugda iss y = Vzhalli da x<0

olanda sifra baraboar olur va belo hall bir dons ola bilar.

7.D'-do Kosi moasalosinin qoyulusu.dvvalca sag toraflari adi
funksiyalar olan sistems baxaq: (x > 0),

Yo —aoolyo —ao il .~ dop1yp1 =olx)
A —aydxo —a (= —ay p1yp1 = Al (10)

burada fy(x), £, (x)-rs S -1 (x)-adi funksiyalardir. Molumdur ki, bu
sistemin halli y(x)z (yo (x),..., Y p (x)) -vektoru x=0 olan halda

verilan

y(x)/x=o = Y(O)z (J’O (0), N (O)""’yp—l (0)) (1D)
baslangic molumlari vasitasilo birqiymsatli olaraq miioyyan olunur.
Umumilogmis funksiyamin néqtads qiymoti monasiz ola bilar.

Buna baxmayaraq istayirik ki, uygun Kosi masalesinin analoqunu D'
fazasinda qoyaq.

Tutaq ki, y(x)-adi funksiyas: (10)-(11) masalesinin adi hallidir.

Y (x) ilo elo iimumilosmis vektor-funksiyani isaro edirik ki, o,
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x <0oldugda Y =0olur, x>0 oldugda iso (10)-(11) masalasinin halli
olan y(x) vektor-funksiyasina barabor olur:

Y( ) 0, x<0, 12)
X )=

y(x), x>0
Yl(x) ilo elo iimumilosmis vektor-funksiyam isars edirik ki, 0,

x <O oblastinda sifra barabor, x >0 olduqda iss adi y'(x) téromasina
barabar olsun: '

1 (x) 0, x<0, a3
X)=
! y(x), x>o0.
Belo oldugda D' fazasinda (1) tonliyi bu sokli alar:
YY-AY=F : (14)

burada

F= 0, x<0 A= Hajk (xj‘
f (x), x>0,

Qeyd edok ki, imumiyyatls, Y] # Y'.Kosilon funksiyamin toromosi

diisturuna ssasan :

Y'=Y, + 3(0)5(x), (15)

Y=Y~ y(0)5(x)

Bunu nozors aldiqda (14)-den Y iigun belo bir diferensial tonliklor
sistemi alinmis olur:

Y'—4Y=F + y(0)5(x) . (16)

Belalikls, (16) tonliyi (10)-(11) Kosi masslosinin D’ fazasinda analoqu
olur.
(16) tonliyinin imumi holli onun bircins tanliyinin timumi halli il

(16)-nin bir xiisusi halli comino baraber olur. Y’ — AY = 0 tonliyinin
D' -ds hallori ancaq klassik haldan ibarat olur. (16) tonliyinin yegana
olan halli ¥ =0, x <0 sorti daxilindo alnur.
Deyilonlori asagidaki toklif kimi ifada etmoak olar.
Taklif. Tutaq ki, D' -da belo bir tonliklor sistemi verilib:
Y'~AY =F +y(0)5(x)=F,,

burada y(O)-verilan adi vektordur. Bu sistemin x<0 oldugda

buradan

Y =0olan yegans Y € D'halli var. Ogor Fl(x) -adi funksiya olarsa,

onda Y € D' halli bels bir Kosi masalosinin hallina uygun golir:
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Y(x)-Ay(x)=F(x)  (x20)
(x)/ x=0 = ¥(0).

8.Yiiksok tortibli bir tanlik. Yuxarida baxilan Kosi masolasini bir
tonlik iigiin sorh edok. Tutaq ki, p tortibli bir tonlik verilir:

-1
o) =y () - —agy = 7). an)
¥, f € D'.Yeni machul funksiyalar daxil edok:

Vo=V =Ys V=Y s Vpa =Y
Onda (17) tonliyi belo sistema galir:

(p-1)

yO - yl - O,
yl - y2 ] (18)
(Vp-1790Y0 —@1Y1 ~--~Adp-1Yp-17 flx)
Sistemin matrisi:
0 -1 0 o0 . . . 0 0 Yo
0 0O -1 0 0 0
A=) - - - = === = | A=) s
0 0 -1 .
—a, —4 a4, f(xj Yo
Onda sistem bels olar:
Y —Ay=f(x) . (19)

indi (18) sistemini D’ -ds yazaq:
Mosalon, yo — ¥, =0 tonliyi D' -do

-4 = J’O(O)d(x)
tanliyino kegir, burada

v wlx) x20 yp(x) x>0
°“1 0, x<0, '] 0 x<o0.
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Onda

(Y, 0)=~(Y,,0")= —:Iyo () (x)dx = =y, (x)px) /2 +
+ jyg (Wl ) = 1, (0)p(0)+ (¥,,0) = (1, (0)5(x)+ ¥, ).

yani

Yo=Y, + y(0)5(x)
Indi 2-ci tonliyi D'-ds yazaq. Analoji gayda ilo tapiriq ki, ¥ —y2=0

=Y, = 3,(0)5(x)

Bu qayda ils (18)-in sonuncu tonliyi bels olar:
Yo o-aty-a ¥, —..- ap—lYp—l = F(x)+ Yoa (O)d(x),

0, x<0,
burada F(x)= {f(x) Iy

Alman sistemi yazaq:

Y5 =11 = yo(0)5(x),
Y -1, =y (0)5(x)

Yo=Y, 1 =yp2(0)5(x),
-1
=Sty = Fs)+ 1 (0()
Jj=0

Indi bu sistemdan Y,Y,,...,Yp_, mochullarim aradan ¢ixaraq.

(20)

Mosalan, 1-ci tonlikdan Y -i tapaq.

Y=Y~ y0(0)5( )

Bu ifadoni 2-ci tonlikds yerino yazdlqda aling:

Y, == 3 (0)6(x)=X¢'~ ,(0)6"(x) - 1 (0)5(x)

Bu qayda ils tapinq ki,

N

P

Y, =Y, ,-y,,00)05(x)=7, y,(0)5*)(x),

j=0
buradan

v, =1 Z ;0)5%(x) @1
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Digar torofdon, (20) sisteminin sonuncu tonliyinds Y, »_,- in ifadssini
(21)-d> yerinoa yazdigda alinq:

p-1 N -l
-3 5,067 )= 3a Y, 47,1 0)5(0x)+ F
j=0 /=0

vayaxud 1},Y,,...,Yp_; -lorin ifadolorini burada yerins yazdiqda

Al B
- pZO 7,087 (x)-a,, {YJ“)FZ ¥, (0)5(P’2‘f>(x)} —ay,=F,
Jj= j=0

Va naticads aling:

| Za[ Zy() ’”’(x)}F- (22)

Noticads bels bir teorem 1sbat olundu.
Teorem. D’ fozasinda (22) tenliyinin x <0 oblastinda .sifra
¢evrilon yegano halli var. 9gor F (x)-adi funksiya olarsa, onda homin

holl Y € D' (17) tonliyinin x =0 oldugda y(0)={yo(0).....y ,-1(0))

baslangic sartini 6doyan adi hallins uygun golir.
Mbsala. Adi diferensial tanlik verilir:

v+ plx)y +qx)y=f(x), a<x<b 23)

Klassik sorhad masslosine baxaq:

wa)=y., ¥b)=y,

Bu mosolonin D' fozasinda analoqunu ifads etmok tolob olunur.
pAS [a,b] oldugda y(x)-adi halldir. Bels funksiya daxil edak.

Y(x): y(x), xe[a,b],
0, X¢ [a,b}
Onda a va b néqtolorindo Y (x) kosilon funksiyadir. Lakin

Y € D' olur. indi Y’ vo Y" hesablayaq. Mslum diistura ssasan,
Y = y'(x)+AY(a)S(x —a)+ AY(b)- 5(x - b),

Y" = y"(x)+AY(a)5"(x —a)+ AY(b)- 5'(x - b)+ (24)
| +AY'(a)5(x—a)+AY'(b)-S(x ~b).
Askardir ki,
)=Y(a+0)-Y(a-0)=yla)=y,
)=Y(b+0)-Y(b—0)=-y(b)=-ys.

B>

Y(
AY(b

a
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Bunun kimi ds,
AY'(a) = Y'(a +0)- Y'(a - O) = y'(a),
AY'(6)=Y'(b+0)~Y'(b—0)=-y'(b).
Bunlar noazors aldiqda (24)-don tapiriq ki,
Y'=y'(x)+ ya8(x —a)- ypS(x - b),
Y"=y(x)+ 948" (x —a)= yp6'(x ~b)+ yy(x — a) - yjS(x - b).
Sonuncu iki barabarlikdon y'(x) va y"(x) tigiin tapilan ifadoleri verilon

tonlikda yerlarins yazdigda verilon sorhad masalasi D' fazasinda belo bir
tonliyin hall olunmasina ekvivalent olur:
Y- y,8(x- a)+ y,08'(x - b)- yio(x —a)+ ypo(x —b)+

+ P(xIY' -y,0(x - a)+ y,6(x - b)] +q(x)Y =F,

burada
F(x): f(x), xe[a,b],
0, xeg [a,b}
Qeyd.y., va y, sabitlori xe[a,b] oldugda Y (x)=0 olmasi
sortindan toyin olunurlar.

R 9. Masalalor.
Isbat edin:
l. u=c + 026")6’ +ln‘x{ funksiyas: xu' =1 tenliyinin hollidir.

l 1
2. u=¢y+cyfix — funksiyas1 xu' = 2 — tonliyinin hallidir.
12 x X

1
3. u=c5( )+ J’|—‘ funksiyast xu =sign x tonliyinin hsllidir,
X

burada

<fi,¢> I o(x)-¢ <>!+I ol

'x [x| Jx>1 x’

4. Isbat edin: ,
a) ue D' oldugda xu=0 yalniz vo yalniz o zaman olur ki,
u = cd(x) olsun.

b) u= ické'(k)(x) comi x"u = &(x) tonliyinin holli olur.
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FOSIL3.

COXDOYIiSONLi UMUMILOSMIS FUNKSIYALAR
81. D( ”), D'( ”)va D'(G) fozalan
1.Requlyar vo sinqulyar funksiyalar.D =D R") ilo R"-do toyin
olunan sonsuz tortibden diferensiallanan biitiin finit ¢(x) funksiyalar

fozasini isars edirik. Ogar G < R" -oblastdirsa, onda D(G) ilo dastyict
coxluglari G -ds yerlogon biitin @ € D(R") funksiyalarnn g¢oxlugunu
isars edirik. D(G) c D(R 4 ) Hor bir @ € D -asas funksiya, D iso asas

foza adlanir. R” fazasinda an kigik gapali K ¢oxlugu, bels ki, K -dan
kanarda @ = 0 olur, @-nin dastyict ¢oxlugu adlanir vo supp (p(x) kimi
isara olunur. Demoali qo(x);t 0 olan noqtalor goxlugunun qapanmast ¢ -

nin dasiyicis1 adlanir.
Misal.

aZ

so(x,a)=1e

a'~pf ‘x‘ <a, a>0,

0, |x| > a,

burada )x| = \/xlz +...+ x,2,; suppw(x,a)= {]x] < a} ¢oxlugu R"

fazasinda radiusu aolan kiironi verir. @, € D(R ") ardicilhginin D -da
sifra yigilmast o demokdir ki:
1) elo mohdud ¢oxluq var ki, ondan konarda ¢, (x)
ardicilhiginin biitiin hadlari sifra baraboardir,
2) Va igin D” @, (x) = 0, (miintozom olaraq),
Vv — o, burada
e n
_o a=>0a;.
ox(..0x," =

Torif. D(R") fazasinda toyin olunan hor bir xatti vo kasilmoaz f
funksionali  iimumilosmis funksiya adlanir.Biitin  imumilosmis

3

a=(a,..a,),D* =

funksiyalar coxlugunu D' vaya D'\R" )ils isars edirik. D’ xatti fozadir:
/,g € D' oldugda
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(of + Be.0)=a(f.0)+ f(g.0)
Bu halda of + fg € D' olur.

Misal 1. 6 (xl R )-Dirak funksiyasi. Torifa gora, V@ € D(R")

ugun
<5(x1,...,xn yo(x,,....x, )> =(0).
Onda §ED( ").

Misal 2. Tutaq ki, f (x), x € R"-adi funksiyadir. Onda f (x)

funksiyas1 asagidaki diistur vasitosilo xotti va kasilmoz funksional
dogurur:

(T7.0)= [[-.[fap(dr= [f(pkx, peDR") @
K -

Buradaki inteqral yigilir (@-finitdir). T f kasilmazdir, ¢iinki
@, >0 (D -dos) oldugda <Tf ,(0V> — 0, v — o0.Dogrudan da, f(x)-

lokal inteqrallanan oldugundan vo supp@, c K mohdud ¢oxluq
oldugundan ¢ixir ki,

‘<Tf,govv> < m;lx|¢)v (x} ” _ﬂf(x}dx —0, v—>oo

T, e D' funksionali (1) soklinda yazila bilirsa, onda T + requlyar funksi-

onal adlanir. 9ks halda T sinqulyar adlamir. Masalon, o (x)-sinqulyar
funksionaldir. Requlyar funksionallarla onlar1 doguran adi funksiyalarn
eynilosdirmok olar. Xiisusi halda, V¢ € D(R") ligiin

<Tf,q0> = HI (o(x)dx oldugda 7, =1 olur.
It
Gostormoak olar ki, masalan,

0
(T.o)= [F(x)22 dx
R" 0 1
funksionali sinqulyardir. Umumi halda P(D)-diferensial operator

oldugda Vo € D(R") ﬁ(;iin

Jf D)p(x)dx

funksionali sinqulyardir va T € D'(R )
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2.Sinqulyarhq tortibi. Tutaq ki, elo fl(x),..., fp (x) adi funksiya-

lari var ki, T € D' funksionalim belo yazmagq olur:

Z If x)D® p(x )dx, goeD(R”) (2)
a <p Rn
Bu halda deyirlor ki, 7 —nin sinqulyarhq tortibi < p. 9gor T —ni heg
bir adi funksiyalar vasitasilo p -don kigik g tortib iigiin (1) soklinds yaz-
maq olmursa, onda S (T ): p hesab olunur. Formal olaraq hissa-hissa
inteqrallamagla (2)-ni belo yazmagq olar:

(T,p)=<Y. Df,(x).0>,

lal<p

a
7= 2. D*f,(x). 3)
jal<p
Demoli adi funksiyalarin p tortibdon toromosi kimi gdstorilo bilon T

yani

funksionalinin sinqulyarliq tortibi < p olur. Sonralar goracayik ki, har

bir imumilosmis funksiyan (3) soklinde yazmaq olur. Ogor T € D'
imumilosmis funksiyasim adi funksiyalarin heg bir sonlu tartib térame-
Jori soklindo gostermok miimkiin deyilss, deyirik ki, 7 - nin sinqulyarlq
rortibi S (T ):

Mosalon, V¢ € D iigiin

(T.0) = . 9"k)

k=0
funksionah iigiin S (T )= oo olur.
Umumilagmis funksiya T € D' ndqtads tayin olunmayib. Ona goro
iimumiyyatle noqtads T(x)z 0 yazihis1 korrekt deyil. Lakin onun ob-
Jastda (atrafda) sifra borabor olmasini korrekt torif etmak olar.

Tutaq ki, G < R"oblasti verilir. Ogar Ve D(G) liglin
<T,(p> =0 olursa, onda deyirlor ki, G—do T =0.9gor Vg e D(G)
iigiin <T1 ,¢> = <T 5 ,¢> olarsa, onda deyirik ki, G oblastinda 7} =T, .

Xiisusi halda, ogor f (x) G -do adi funksiyadirsa voa G —ds

T = f(x) olursa, onda T G —da requlyar funksional olur. Masalon,
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1) (x1 ,...,xn) -Dirak funksiyast R”-ds x # 0 olan har yerds requlyardir
(va 0-ra barabardir).

Tutaq ki, G < R" oblast1 elo on genis oblastdir ki, orada T =0.
Onda R"/G=F  R"-doon kigik qapali coxlugdur ki, orada T # 0.
Bels olduqda F ¢oxlugu 7 -nin dasiyic ¢oxlugu adlanir vo suppT -
kimi igars edilir. Beloliklo, yalniz vo yalmz o zaman x, € sup pT olur
ki, x;-in heg bir strafinda 7 = ( olmasin.

Misal. sup p5(x;,...,x, )= {0}.

Dogrudan da, G=R"/0 isaro etsok, Vgpe D(G) liglin
<5, (0> = ¢(O) =0. Lakin gp(O)# 0 olduqda <5,¢)> #(0. Demoali
F=R"/G={0}=suppé olur.

Taklif. a € C* (Rn ) oldugda VT e D'( " ) iicin aT e D'(R”)

Dogrudan da, V¢ € D(R" )'ﬁgﬁn ag e D(R")Onda

(aT,p)=(T,ap)

barabarliyindan ¢ixir ki, a7l D(R")-da xatti vo kosilmoaz funksional
olur. Masalan, a(x)-kssilmsz funksiya oldugda

a(x)5(x)=a(0)5(x).

Tutaq ki, f (x1 yeees X, ) adi funksiyas1 R" -ds x =0 néqtosindon bas-
qa har yerds lokal integrallanandir. Tutaq ki, x = 0 néqtasi strafinda mii-
ayyan m > 0 iigiin (x) funksiyas: asagidaki barabarsizliyi 8dayir:

|f(stri,,,, r=lx= i + ot 22,

Bu haldaelo F e D'(R") iimumilosmis funksiyasi var ki, o, x =0 néq-

tosinin atrafinda 0-ra barabar olan biitiin ¢ € D(R ") asas funksiyalari-
na belos bir diistur soklinda tasir edir:

(F.p)= [f (x o (ox ). 4)

Dogrudan da, F' olaraq bels bir funksionali gétiirok:
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(F.p)= [f (x)[(p(x)— ZDk¢(O)xf‘--.X§" h(x)}dx )

Burada

k=(kysk,), K=k k), X x == X2+ 22, h(x)=1,

oldugda, 4(x)=0,

Bu ciir qurulan F funksional sinqulyar f (x) funksiyasinin (va

=

N
3
~

xlSl

x’ > 1 oldugda.

yaxud dagilan (4) inteqralinin) requlyarizasiyas: adlanir. Askardir ki, (5)
diisturu ils verilon F € D' (yoxlaym).

Qeyd. Tutaq ki, r=‘x‘=1/2xi2 vo F (r) funksiyasi

| ' .
r — 0oldugda —-in istanilon daracesindon daha tez sonsuzluga yaxin-
r

lasir. Ogor x =0 atrafinda

f(x)=F(r)
olursa, onda f (x)-in requlyarizasiyasi yoxdur.

Misal iiciin, x — 0 oldugda
I

fx)zer

oldugda f (x)-in requlyarizasiyasi yoxdur.

§2. Coxdoyisonli iimumilosmis funksiyalarin
xiisusi toramalori.

1.Xiisusi toromo va xassalari. 7 =1 olan halda avvallords deyilon bii-
tiin xassalor ¢oxdayisenli halda da 6z giiciinds qalir. Ona gora bozi xasso-
lori sadaco yada salirg.

19 D'\R" )-da odada vurma va toplama bels daxil edilir:

<a1f1 + a2f2a¢> =a1<f1a(ﬂ> + a2<f2,(ﬂ>-

20.a(x) eC”® (Rn) oldugda Vf e D'( "') iiciin af € D'(R" )
Dogrudan da,
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(a2)f.0)=(7.ap), ape DIR").

30 7¢ D'( n) olsun. Indi 7 -nin xiisusi téromalorini tayin edok.

Moasalon, ——— toromosini toyin edok. Bu téromos elo olmaldir ki,
X
1

T=f (x) adi funksiya olduqda klassik téroma anlayis1 alinmis olsun.
Tutaq ki, f (x) R"-ds kosilmaz diferensiallanan funksiyadir.

0 " ,
Onda Gl toromasi kasilmazdir, yani o, D(R )-dg requlyar funksional
X1
dogurur:

<§f7 ¢> II---I%X—)«)(WL penlE).

Oslinds bu inteqral mehdud coxluq iizro aparilir, yani sag torafdoki
inteqral y1g1lir. Bu inteqral belo yazmaq olar:

o &f T o
" »‘P:Hf ag)dxzdxn{:[o axl(P(x)ixl},

X3 ,X] s

burada daxili birqat 1nteqra1da hissa-hisso inteqrallama diisturunu tat-
biq etdikds hamin inteqral bels alinir:

(0
foli_, - jf b,
Xy
Inteqraldan xaricdoki hadd 0-ra barabar olur ((p -finitdir). Onda alirq:

a \_ I _ Op
<a—x],(p> =— H...Ia—)qul,...,dxn = —<f,5g>
&

Noticads aldiq ki, hor bir adi f (x) uiglin belo barabarlik homisa 6danilir:
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S N__[;%
<0x1 ,(p> - <f’ 8xl> '
oT

Bu baraborliyi ixtiyari T € D'(R") fimumilosmis funksiyasinin éx—xﬁsusi
1

téromosinin torifi kimi gobul edirik:

oT op
= p)=—(T,=2). 2
o)) >

oT
Sag torof mslumdur, ¢iinki gge D(R") vo Te D'(R")_ Onda 6— €-
X X1

. oT oT
e D (R )olar. Dogrudan da, V@ iiiin <—,¢> odaddir, —— -xatti-
ox, ox,

op, 0

—— (miintozom ol-

=
ox,  Ox;

dir vo @, = @ (D -ds) olduqda,torifs gor,

araq). Onda, T -kasilmaz oldugundan,

T,a(p" —— T,a—¢, vV — o,
Ox, ox,
Demoli, (2)-dan ¢ixir ki,

—aT,qov - - T,—a(p , Vo,
Ox, ox,

oar .\ [oT V> o0
ox, P ox, s ’

oT
Demali, — -kosilmaz funksionaldir va belalikla, VT e D'(Rn) lglin

yani

ox,
oT oT of o
P Varve——GD(R )
Ox, ox,

2

Indi 2-ci tortib toromoni hesablayaq:

Ox,0x ;
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o°T or o o’
P )=— _3_¢ = Ta ‘ 4 (3)
Ox,0x Ox; Ox, Ox 0%,

o°T oT o 0’
P ) ==\ > _¢ = T’ e (4)
Ox ,0x; Ox, Ox, Ox,0x;

@ —sonsuz diferensiallanan oldugu iigiin

g _ D¢

Ox,0x axjax,.'
Bunu nazars aldigda (3) va (4)-dan alinir ki,

o°T 8T

Ox;0x ; 8xj6x,.'
Induksiya metodu ilo géstormok olar ki, belo bir @imumi diistur
dogrudur:

Bunun kimi da,

Pl
. ox

Hor bir Te D'(R" )—sonsuz tortibdon  diferensiallanandir.
Toromslarin névbasini dayismok olar v asagidaki diisturlar dogrudur.

(D°T.,p)= (—1)“'<T,D“¢>, D* (5)

p*+A1 = p?(pAT)= D#(DoT)
Xiisusi halda, hor bir kesilmoz f(x)e C (R ") funksiyasinin, lokal

inteqrallanan funksiyanin D' fazasinda istanilen tortibdan xiisusi tére-
molari var. Lakin onlarin téramslori adi funksiya olmaya bilor.

Tutaq ki, P(D)- sabit omsalli diferensial operatordur,
P(D)=>4,D%.
a
Onda VT e D'(R" ) ficiin
P(D)T =3 4,D°T.

Bels