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Redaktorun
diirdiincii паýrе miiqeddimasi

''Nauka" пэýriууаtr bu cildlэ L.D.Landau чэ E.M.Lifýisin "Nэzэri fizika" kur_

sunu уепidэп пэýг еfirrауэ Ьа9lауrr,
ъч to- ilk dэfэ oluruq B,M.liГ;isin OliimЦпdэп sonra пэ9r оluпur. Manim

i.izаrimЭ kursu miiallifsiz 9ар еtdirmэk kimi kэdэrli чэ mэsuliууэtli vэzifa dЁýmiiý-

diir.
''Mexanika"nrn indiki пэgriпdэ tigtincii пэgrdоп sonra aýkar olan mexaniki

sэhчlэr diizэldilmig чэ izalrlarrn dэqiqlэ9dirilmэsi tigi.in kigik dayiýikliklэr edilmig-

dir. Bu dtйэli;lэr E.M.Lifgis tэrэfiпdэп hazrrlanmr; чэ mэпim tэrаfimdэп iпgilisсэ

па;riпdэ qisman паzэrэ alrnmr;drr.

Мау 1987-ci il L,P,PitayevsН

Ugiincii паýrе miiqaddima

Bu kitab ikinci nagrinda birinci пэgriпdэп tэхmiпэп fаrqlэпmirdi, Yeni пэgri

hazrrlayarkan hэr hanst g0za 9аrрап yenidan i;lэmэуэ ehtiyac yaranmadt, Опа gёrэ

кitаыП btipk hissэsi olluýu i<imi yazrlmrgdrr (bir пе9э пэ9riууаt sэhvlэriпi dtizalt--

mэk ;эrtilэ). Дdiabatik ьйiапttаrа hэsr olunmug axlrmcl paraqraf L,P,Pitayevski

tta ыilikdэ mэпim tэrэfimdэп iglэпmig чэ эlачэlаr edilmi9dir.

iyun 1972 ci il Е. М. Lifgts
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Вiriпсi паýrа miiqeddima

Вu kitabla bizim "Nаzэгi Гtzikd'tomlaпmtzm hamrsrnm ardtctl оlаrаq уе-
пidэп пэ9riпа baqlamaq ozmindэyik. Опчп уеkuп plarrr agaýrdakr kimi tаsэччЁr
оluпur.

1.Mexanika
2.Saha пэzэriууэsi...
3.Кчапt mexanikast
4. Relyativistik kvant пэzаriууеsi
5.Statistik fizika
6.Hidrodinamika
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9. Fiziki kinetika
Biz i.J.Dzyalogmski чэ L.P.Pitayevskiyэ kitabrn konekturasmt oxumaqda

kёmэklаriпа gбrа minnэtdarlrq edirik.

Moskva iyul 1957 ci il L.D.Landau, E.M.Lif;ls

SепýаЬr 19б4 cii il
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I FэSiL

HaRaKaT TaNLIKLaRI

ý 1 timumila;mig koordinatlar

Mexanikanln asas anlayrqlarrndan biri maddi пёqtэ anlayrgrdrr'. Bu anlayr;
altrnda hэrэkэtiпi tэsчir etdikdo ёlgiilrrini \ezete almamaq miimkЁn оlап сisimlэr
baqa dtigtiltir. Aydrndrr ki, cismin ёlgtilэriпiп пэzэrа almmamasr konkret mэsэlэпiп

;эrtiпdэп asrltdш. Мэsаlэп, planetlэrin GЁпэ9 atrafinda hэrэkэtiпi ёуrапэrэk
onlara maddi пёqtэ kimi baxmaq olar. Lakin опlапп sutka эrziпdэ firlanmalarrna
bm<drqda опlап maddi пёqtэ hesab еtmэk olmaz. Maddi пёqtэпiп fэzadakr
чэziууэti опчп x,y,z dekart koordinatlarl vэ уа i radius vektoru ilэ tэуiп оluпчr. r-

vektorunun t zamanrna gёrа tёrэmэsi

-йу --dt

maddi nёqtanin stirэti, ikinci tэrtiЬdэп tёrэmэsi ff ir"tэcili adlarrrr. Gэlосэkdэ,

qэЬul olunduýu kimi, zamana gбrэ diferensiallamant harifin iisttindэ qoyulmu;
пёqtэ ilэ i;аrэ еdэсэуik i = i .

i/ dэпа maddi rrёqtэlэrdэп tэ;gil'olunmug sistemin fэzadakr чэziууэtiпi tэуiп
еtmэk t/ dэпэ radius-vektoru yani, 3N dапэ koordinatr Ьilmэk lмrmdrr.
Umumiууэtlа sistemin чэziууэtiпi Ьirqiуmэtli tayin еtmэk iigtin zэruri olan, bir-
birindan asrlr оlmауап kэmiууэtlэrэ sistemin sarbэstlik dэrэсэlэriпiп sayr deyilir.
Baxdrýrmrz halda bu эdэd зN-э ЬэrаЬэrdir. Нэmiп kаmiууэtlэriп dekart

koordinatlart olmast vacib deyil, Мэsэlапiп рэrtiпdэп astlt olaraq baýqa

koordinatlarrn sistemi daha эlчеrigli ola Ьilэr. Sistemin vэziyyatini tam хаrаktеrizэ
istэnilan .ý dэпэ Qt,Qz..,,Qs dэуigэпlэri sistemin timumilэ;mig koordinatlart, опlапп

tёrэmэlэri 4, iso iimumila;mi; stiratlэri adlanrr.

Umчmilэgmig koordinatlarrn zаmапm mЁэууэп antnda чеrilmэsi sistemin

"Mexaniki halmt" zamanln sonrakt anlarrndakr qiуmэtlэriпi Ьilmэk mэпаsmdа
tэуiп etmir. Sistemin koordinatlarrnda verilmig qiуmэtlэriпdа опuП stiratlari
ixtiyari qiуmаtlэrэ malik ola Ьilэr чэ buna uyýun оlаrаq sonrakt zаrпал апlаппdа
sistemin vaziyyati mi.ixtalif оlа Ьilэr (yani zamanln sonsuz kigik dt

intervallarrnda).
Кооrdiпаtlаrш чэ siirэtlэriп eyni zamanda mэlum olmast, tэсrЁЬэ gёstэrildiyi

kimi, sistemin halrnr tamamila tэуiп edir чэ sistemin gэlэсэk hэrэkэtiпi tayin
еtmауэ imkan verir. Riyazi nciqteyi пэzаrdап bu о demekdir ki, q koordinatlarmtn

' Biz bir gox hallmda "maddi пёqtэ" anlaytgtntn эчэziпэ "zaпacik" anlayrqIndmr istifadэ edacoyik.
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уе q stiтэtlэriпiп чеrilmэsi q tэсiliпi zаmашп hэmiп anrnda Ьirqiуmэtli tэуiп
еtmэуэ imkmr verirt.

Tecili koordinat чэ si,irэtlэrdэ эlаqаlопdirэп ifаdаlэrэ hэrаkэt tэпliуi deyilir.
Вu ifаdэlэr q(t) dэуi;эпlэriпэ пэzаrэп ikinci tэrtiЬdэп difeгensial tэпliklэrdir.
Нэmiп tэrrliklэri inteqrallamaqla qlr1 astltltýrnt, уэпi mexaniki sistemin hэrаkэt

trayektoriyasrnt tapmaýa imkan verir,

ý 2 Оп kiqik tasir prinsipi

Mexaniki sistemin hэrаkаt qапuпчп эп tirпчmi ifadэsi эп kigik tasir (чэ уа
Hamilton) prinsipi чаsitэsilэ verilir. Bu рriпsiрэ gбrа hэr Ьir mexaniki sistem
mtiэууэп

L(q,, q r..,.q * q r, 4 
",..,q 

rt)

чэ уа qrsa ;эkildе L(q,Q,t) funksiyasr ilэ xarakterizo оluпur. Sistemin hэrэkаti isэ
a;aýtdakt ;эrti бdэуir.

Tutaq ki, zаmапm , - 4 чэ l = lz anlarmda sistem koordinatlann ?(') чэ u(z)

qiуmэtlэri ilэ хаrаktеrizэ olunan mtiэууэп чаziууэtdэ оlur. Вч zaman sistem Ьu iki
_пёqtэ arasurda еlэ hэrэkэt edir ki,

(2.1)

inteqralr эп kigik mtimktin оlап qiymэt alstn2. r funksiyasr Lаqrапj funksiyasr
(2.1) isa tэsir inteqralr adlmrrr.

Laqranj funksiyasrnrn уаlшz q уg Е dэуigэпlаriпdэп astlt olmasr чэ q, ii' чэ
s. уiiksэk tэrtiЬdэп tёrаmэlэrdэп astlt olmamast yuxarrda qeyd etdiyimiz mexaniki
sistemin hаlmm q koordinatlart чэ r} stirэtlэri vasitэsilэ birqiymэtli tэуiп edilmэsi
faktrnm ifadasidir.

(2.1) inteqralrnrn minimumluq mаsэlэпi hэll еdэп diferensial tэпliklаriп
gжапlцmа kegak. Fоrmulаlапп yazrlrgmr sаdэlэ;dirmэk mэqsэdilэ fэrz еdэk ki,
sistem bir sarbэstlik dэrэсэsiпэ malikdir, уэпi yalnrz Ьir dэпа q(t) funksiyasr tэуiп
edilmalidir.

TuИq ki, q:qФ) ftmksiyasr S-inteqralrnr minimumla;drran funksiyasrdrr.
Demali q(t) trayektoriyasrndan hэr hanst

q(t)+ ф(t) (2.2)

l lgшэlэmэпiп qtsa olmasl 09{lп gox hаllагdа q iЕагэsi altnda Q,Q2,,. . q, kооrdiпаtlаrr goxtuýunu чуýчп оlаrаq

Q(Qr,Чr,... 8 s) 9oxluýunu Ьа5а dШэсэуik.
2 Lаkiц qeyd еtmэk lмrmdlr ki, эп kigik Ъsir ргiпsiрiпiп Ьч Гоrmаdа ifadэsi, hеrэkэtiп tam tгауеktогч tizrа hэmiр
doýru оlmчг. YаIпи tауеktоriушrrп аугr-ауrt sonsuz kigik hissэlэгi tlgtin doýru оlчг. Таm trауеktогiуа iigtп (2.1)
iпtеqгаlr miпimчm qiуmэt уох ekstremal qiymat dэ ola Ьilаr. Lakin bu чаz,iууэt hэrэkэt tэпliуi аlаrkэп gox
эhаmiууэt kasb edir, gilnki hэrэkэt tanliyini аlагkэп уdпи ekstremalhq ;агtiпdэп istifada оlчпчr.
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trayektoriyasma kegdikdэ S inteqralr агtrr. Burada ф(r)fuпksiуаsl rl-dэп rr-уэ
qэdаr intervalda sonsuz kigik funksiyadrr. (onu q0 funksiyasrnrn variasiyasr
adlandrrrrlar ) t=t, vе f =r, апlаrmdа mi,iqayisa оlчпап (2.2) ttayektoriyalarrnrn
hamtst e)mi q(') ve q(z) qiуmэtlаri aldrqlarma g0rэ

ф(,,)= ф(t)= о (2.з)

olmalrdrr. q(l)-dan q + ф(r)-уе kegdikdэ d -iп dэyigmasi

L(q + ф,q+ ф,tW - t(q q Pt

fэrqi ilэ tэуiп olunur. Bu fэrqi ф чо ф -nin iistlэriпэ gбrэ aynlr;r (inteqralaltr ifadэ

da) biTinci tэrtiЬdэп hаddlэrlэ ba;layrr. sl inteqralrnda minimumluýunun zaruri
gэrti hэmiп hэddlэr goxluýunun srflra ЬэrаЬэr olmasrdrг; Ьuпа inteqralrn birinci
variasiyasr (va уа аdэtэп sаdэсэ variasiya) deyilir. Веlэliklэ эп kigik tэsiг
prinsipini Ьеlэ

ДS=d
l2

J L(q,q,tPt =g

lz

I
,l

l2

J
lI

(2.4)
,t

чэ уа variasiya alsaq

gэkliпdэ yazmaq оlаr.

ц=*ц olduýunu yada salsaq чэ ikinci hэddэ hissэ-hissэ inteqrallama'0t'
apEгsaq аlшq ki,

'ir(*ц**uаЪ=о
i\oq oq )

* = 
# *ll,,,, - 

|,(u* *(#)F- =, (2.5)

Alrnan ifаdэdэ (2.3) 9эrtiпэ gёrо birinci hэdd srflr оlur. Qalan inteqral &-пчп
ixtiyari qiуmэtiпdэ srfira ЬеrаЬэr olmalrdlr. Вч isэ yalnrz inteqral altr ifadonin
еупiууэtlэ stfira ЬэrаЬэr olduýu halda mЁmktindtir.

ВеlэliНэ
d aL _aL =0
dt аЕ 0q

tэпliуiпi almr; oluruq.

9
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Bir пе9э sэrЬэstlik dэrэсэsi olduqda эп Hgik tэsir рriпsiрiпdэ S dэпэ 4,1r;

fuпksiуаlапшп hэr biri asrlr оlmауаrаq variasiyaya uýramalrdrr. Aydmdtr ki, bu
halda biz s dэпэ

g( щ\ - aL 
=0 (; = 1,z, . . , .ý) (2.6)

a|a4 ) an,

tэпlikkэriпi almr; olardrq.
Bu tэпliklэr axtardrýrmrz tonliklэrdir. Bu tэпliklэr mexanikada Laqranjl

tэпliНэri аdlапrrlаr.
Laqranj funksiyasr mаlчm olarsa (2.6) tапliklэri tэсillэ, koordinat чэ stirаtlэr

arasmda mtinasibet yaradtr, уэпi sistemin hэrоkэt tэпliklэriпi чеrir.
Kyazi пёqtеуi-пэzэrdэп (2.6) tэnliklari а,() koordinatlarr tigtin S sayda ikinci

tаrtiьdэп diferensial tэпliklэr sistemidir. Belo sistemin timumi hэlliпа 2s dэпэ
ixtiyarr sabitlэr da,xil оlur. Опlаrr tэуiп еtmэk чэ belalikla mexaniki sistemin
hаrэkэtiпi tapmaq tigtin, sistemin verilmig andakr halrnr хаrаktеrizэ еdэп baqlanýrc

;artlarini, mэsэlэп, koordinat чэ siirаtlэriп baglanýrc qiуmэtlэriпi Ьilmэk laztmdtr.
Fэrz еdэk ki, mexaniki sistem iki А чэ В hissэsiпdэп iьаrэtdir А чэ В

sistemlэrinin hэr biri qapalr olduqlarr halda LA чэ La Laqranj funksiyasrna
malikdir. Оgэr hэmiп hissэlэri Ьir Ьiriпdэп о qэdэr aralasaq ki, опlаг aralarrndakr
qargrlrqlr tэsiri паzэrэ almamaq miimktin olsun, onda iimumi sistemin Laqranj
funksiyasr

limZ = Ln+ Lu Q,7)

limitina уахtпlщасаqdrr.
Laqranj funksiyasrnrn bu additivlik хаssэsi, qar;rlrqlr tэsirdэ оlmауап

hissаlэriп hаrеkэt tэпliklэri digэr hissэlоrэ aid olan dэуigапlэrdэп asth olmamasr
faktrnr gёstэrir.

Aydrndrr ki, mexaniki sistemin Laqranj funksiyasrnr ixtiyarr sаЬitэ vurduqda,
bu Laqranj tэпliklэriпdэ cizЁnti gёstэгmir. Dii;tinmak olardr ki, Ьчrаdап ciddi bir
qеуri-miiэlуэпlik meydana сжtr: mtixtэlif izole edilmi; mexaniki sistemlarin
Laqranj funksiyalarrnr mtiхtэlif ixtiyarr sаЬitlэrэ \rurmаq оlаr. Additivlik хаssэsi bu
qеуrimi.iэууэпliуi aradan qaldrrrr. Additivlik хаssэsi biittin sistеmlэriп Laqranj
funksiyalannr eyni zamanda eyni sаЬitlэrэ vuпnaqa ioaza чеrir. Bu isэ oz
пёчЬэsiпdэ fiziki sistemin ёlgii vahidlэrinin ixtiyari sеgilmэsiпэ gэtirir. Bu
mаsэlэуэ biz ý4-dэ qayrdacaýlq.

Bundan sопrа a;aqrdakr iimumi qeydi еtmэk laztmdr. Вir-Ьiriпdэп koordinat
чэ zamandan asllr f(q,t) funksiyasrnln zamana gёrэ tam diferensialr qаdэr

fаrqlэпап L'(q,q,t) чэ L(q,Q,t) Laqranj funksiyalarrna baxaq.

L'(q,ф,t)-- L(q,Q,t)*$rG,t) (2.8)

l Vшiаsiуа hesabr kursunda (2.1) fоrmаsrпdа оlшr iпtеqrаllагtпlп eksteremumunu hesablayan halda bu tапliklэr
Еуlеr Ъпliklаri аdlапrгlаг

l0



Bu funksiyalar чаsitэsilэ hеsаЬlаrrmц (2.1) tэsir inteqrallarr aqaýrdakr kimi
эlаqэlidirlэr.

baýqa s0zla dеsэk, bir Ьiriпdэп variasiyasr stfira ЬэrаЬэr olan alava hэddlэ
fэrqlэпirlэr. Веlэliklэ бS'= 0 ifadasi бS = 0 ifаdэsilэ iist-Ёstэ dtigtir чэ Ьu zamart
hаrэkаt tanliyinin formast dayigmaz qalrr.

ВеlаliНэ Laqrarrj fbnksiyasr hэr hansr f(q,t) funksiyasurm zamana gёrэ tam
diferensialr daqiqliyi ilэ tэуiп оlчпчr.

ý 3 Qalileyin nisbilik prinsipi

Mexaniki hadisэlari ёуrэпmэk tigifur hэr hanst hesablama sistemi laztmdrr.
Mtixtэlif hesablama sistеmlэriпdа hэrэkэt qапuпlап, timumiууэtlэ, mi.ixtэlif
formada оlчr. Оgэr ixtiyarr hesablama sistеmэ kеgsэk ola Ьilэr ki, hatta эп sada
hаdisэlэriп qапuпlап 9ох mtirоkkэЬ gэkil alsrn. Tэbiidirki, еlэ hesablama sistemi
sеgmэk lazrmdrr ki, bu hesablama sistemindэ mexшikanrn qanunlarr эп sаdэ ;эkil
alsrn. ixtiyari hesablama sisteminэ пэzаrэп fэzа qeyri bircins чэ qeyri izotrop olur.
Bu о demэkdir ki, heg bir baýqa cisimlэ qargrlrqlr tэsirdэ olmayan cisim i.igtin onun
fazadakr miiхtэlif vэziyyatlari чэ опuп fэzadakr ixtiyarr istiqamэti mexaniki
поqtеу-пэzэrdэп ekvivalent deyildir. Bu miiddэа hэm dэ zaman апlауrgша aiddir,
iimumi halda zaman bircins deyil, yani zamanrn miiхtэlif апlаrr ekvivalent dеуillэr.
Fэzа чэ zаmапm Ьч хаssэlэriпiп mexaniki hаdisэlэriп tэsчiriпdэ эmэlэ gэtirdiklэri
gatinliklar aydrndrr, Мэsэlэп, bu halda sэrЬэst (уэпi xarici tasiTo mэruz qalmayan)
maddi пёqtэ stikчпэtdэ qala Ьilmэz: zэгrэсiуiп miiэууэп andakr siiroti sfir
olduqda, пёчЬэti anda maddi пёqtэ siirэt alrb mЁэууап istiqаmэtdэ hэrэkэt еdэ
Ьilэr.

Lakin еlэ hesablama sistemi segmak olar ki, hэmiп hesablama sisteminэ
пэzэrэп faza bircinslilik чэ izotropluq, zarnжl isэ bircinslilik хаssэsiпэ malik
оlsчп. Веlэ sistem inersial (эtаlэt) hesablama sistemi adlarrrr. Вч sistеmэ пэzаrап
sэгЬэst cism miiэууэп anda stikчпэtdэdirsэ о hаmigэ stikчпэtdэ qalacaqdrr.

Biz indi эtalot hesablama sistemindэ hэrэkэt edan sэrЬэst maddi пёqtэпiп
Laqrmrj funksiyasr Ьаrэdэ bazi mtilalrize|er ytiriida Ьilэrik. Foza чэ ziuпашп
bircinslilik хаssэlэri g0stэrir ki, hэmiп funksiya maddi n0qtэnin i
radius чеktоrчпdап чэ , zаmtшmdап аýgаr gэНldа asrlr ola bilmaz, уэпi yalnrz i
stirэtiпdэп asrlr ola Ьilэr. Fаzапш izotropluq xassasi isэ gёstэrir ki, Laqranj
funksiyasr stirэtiп istiqаmэtiпdэп da asrlr ola bilmaz. Dеmэli о уаlпи stirэtiп эdэdi
qiymatindэn, уэпi опuп kvadraturdan i' =ч2 asrlr ola Ьilэr.

L= LQ,) (3.1)

i!,fu,= s *.f(q('), ,,)- f(q',,,)tYt
l2

= t'@д
,l

Yl
l7

5, = t L'lq,q,i
,l
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Laqranj funksiyasr i -dэП astlr olmadrýrna girrэ $ = 0 оlur чэ Laqranj tanliyi
ач

d q!, 
=0 sэklini altrl чэ Ьurаdап аlrшr ki, * = ronr, { yahtz stirэtiп funksiyasr

dt ffi - у----..-- ---- 0n ы
olduýundan alrrrq ki' 

n = сопst (з.2)

Веlэliklэ biz эtаlэt hesablama sisteminda istэпilэп sэrЬэst hэrэkаtiп qiуmэt vэ
istiqamatcэ sabit sЁrаtlэ Ьа9 verdiyi пэtiсэsiпэ gэldik. Bu miiddэа эtаlаt qапuпuп

mэýziпi tэggil edir.
эgэr baxdtýtmrz эtаlэt sistemi ilэ yana;r опа пisьаtэп Ьэrаьэrstirэtli d0апэttli

hаrаkэt еdэп ikinci Ьir sistemэ baxsaq, onda sэrьэst hаrэkэt qanunlrn bu sistemindэ

da эччэlki sistemdэki kimi olacaq: sэrЬэst hэrэkэt уепэdэ sabit si.iratlэ Ьаб

чеrэсэk. ТэсriiЬэ gёstэrir ki, Ьu sistеmlагdэ уа|пtz sаrЬэst hэrаkэt qапtшlаrr eyni

оlmur. Нэmiп sistеmlэr btitiiцl baýqa mexaniki mi,iqауisэdэ Ьir-Ьiriпа tamamila

ekvivalent оlчrlаr. Веlаliklэ, gёriirtik ki, yalnrz bir dэпэ уох, Sonsuz sayda Ьir-

ьiriпэ пisьаtэп Ьэrаьэrsiirэtli va dtiz<эttli еdэп эtаlаt sistemlэri vаrdш. Bu
sistеmlэriп hamtstnda fэzа чэ zamanm хаssэlэri чэ mexanika qапuпlаrr eynidir. Bu
mtiddэa Qalileyin nisbilik prinsipidir. Вu prinsip mехапikапш an vacib

рriпsiрlэriпdэп biridir. Dеуilэпlэгiп hamtst эtаlэt hesablama sistemlarinin
iаssэlэгiпiп nadirliyini aydrn gёstarir. Вu хаssэlэriпэ gбrэ mэhz Ьеlэ sistеmlэrdэп
mexaniki hаdisэlэri ёуrапэrkэп istifada editmalidir. Oks hаllаr xiisusi qeyd

olunmazsa gэlэсэkdэ hэr уеrdэ ya|nlz эtаlэt hesablama sistеmlэriпэ baxacaýrq.

Sonsuz sayda Ьеlэ sistemlarin Ьir-Ьiriпэ ekvivalentliklэri hэm dэ g0stЭrir ki,
bagqalanna пэzэrэп segila bilan he9 Ьir "mtitlэq" hesablama sistemi mёvСud deyil.

вir-ьiriпэ пisьэtэп f siirэti ilэ hаrаkэt еdэп к' чэ К' hesablama sistemlэrino

пэzэrэп eyni bir maddi noqtanin У чэ i' koordinatlarr Ьir-Ьirilэ
(3.з)

mtiпаsiЬэtilэ эlаqэlidirlэr.
Bu zaman hэr iki hesablama sistemindэ zаmапlп ахmmm eyni olduýu Ьа9а

OUýUlUr' 
t =t' (3,4)

ZаmжппmЁtlэqliуi klassik mexanika anlayr;larrnm esaslnl tэggil edil. (З.З)

чэ (3.4) dtistцrlarr Qaliley gечirmэlэri adlanrr. Qalileyin nisbilik prinsipini

mexanikarrtn hэгэkэt tonliklэrinin bu gечimэlэrа пэzэrэп invariantlrq tэlаьi kimi da

ifаdэ еtmэk оlаr.

ý 4 SаrЬеst maddi niiqtanin Laqranj funksiyasl

Laqranj funksiyasrnrn tэуiпiпа эп sada haldan maddi пёqtэпiп эtаlэt

hesablama iirt.-ind, sэrЬэst hаrэkэtiпdап ba;layaq. Yuxarrda g0stэrdik ki, bu

' skаlуаг kэmiууаtiп чеktога gбrа tOгэmаsi, kоmропепtlэri, hamin funksiyanln vеktогuп uyýun kоmропепtlэriпа

яOrа ttiгэmэlэriпа ЬаrаЬэr оlап vektor Ьа5а diigtlltlг.
7Zur*rn mЦtlэqliуi nisbilik пэzэriууаsi mexanikasrnda do$u deyil,
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halda Laqranj funksiyast yalnrz stirэt vektonmtrn kvaфatrndan asilt оlчr. Вu
asrlrlrým Фgаr gaklini Иpmaq tigiirr Qalileyin nisbilik рriпsiрiпdэп istifadэ еdэk.
Оgэr к эtalat hesablama sisterni к' эtаlаt hesablama sisteminэ пэzэrэп sonsuz
kigik sЁrэtilа hэrэkэt еdirsэ, onda f' = й + Ё. Наrаkэt tэпliklэri bttiin hesablama
sistеmlэriпэ паzэrэп eyni formada olduýundan, Ьеlэ gечirmэlэr zaman, .L("')

Laqranj funksiyasr, ondan f(q,t) funksiyasrnm zamana gёrэ tam diferensialr qэdэr

fэrqlэпэп z' funksiyasma gечrilmэlidir (ý2 o<rrrna Ьах).

L' = LQ'')= tQ' *z(la)+ е')

Вu ifаdэпi Е -пчп iistlэriпэ gёrэ srraya ауrпЬ уЁksэk tаrtiЬdэп sonsuz kigik
kэmiууаtlэri пэzэrа almasaq tapanq ki,

tQ'')= ф,')*ffzQа)

Bu ЬэrаЬаrliуiп saý tэrэfiпdэki ikinci hэdd f sЁrэtiпiп хэtti funksiyasr olduýu

halda zamanrn tam diferensialr olacaqdrr. Опа gёrэ dэ $ iГuа.ri stirаtdэп asrlr
ы,

deyil, yani Laqranj funksiyasr baxdrýrmrz halda stiтэtiп kvadratr ilэ mЁtэпаsiЬdir.
Bu fоrmаdа olan Laqranj funksiyasr si.iratin sonsuz kigik gечrilmэlэri zamanl

Qaliley nisbilik prinsipini ёdэdiуiпdэп birbaqa аlmtr ki, Laqranj funksiyasr sonlu i
si,irэtilэ к hesablama sisteminin к' sistemina пэzэrэп hэrаkэti zamant invarimrt
qalrr. Doýrudan da

L' = ау'2 = а(ч +V)' = ач' +2ачV + aVz

чэ уа
L'=L+ftQ*n+all't)

Вurаdа iКnci hэdd tmTr diferensial olduýu iigЁn atrla Ьilэr. а sabitini аdаtэп i itэ

эчоz еdirlэr чэ Ьеlэliklэ sэrЬэst hэrэkэt еdэп пбqtэпiп Laqranj funksiyasr

, ПУ2

2
(4.1)

(4.2)

;эkliпdэ yazlnq. m kаmiууэti maddi пёqtопiп ktitlэsi adlanrr. Laqranj
funksiyasrnm additivlik хаssэsiпэ gбrэ qargrlrqlr tэsirdа оlmауаrr пёqtэlэr
sisteminin Laqrmrj funksiyast

d
2

t=Z

gэkildэ olurl. Qeyd eftrrak laermdrr Н, yalлrz bu хаssэdап istifadэ еtdikdэ ktitlэnin

l Zэrвсiklаriп пёmгэlэriпiп gёstэгап iпdеkslэr оlаrаq latln эIifbaslnrn Ьiгiпсi hаriflэгiпdап kооrdiпаtlагt g0stэгэп

iпdеkslэr 090п isэ i, h l... hэriflагiпdэп istifada еdасэуik,
lз



Ьu сiiг tэyini fiziki (rеаl) mэпа kэsЬ edir. it<Иci рагаqrаfdа qeyd edildiyi kimi
Laqranj funksiyasrnr ixtiyarr sаЬitэ vrrгmаq оlаr; Ьu hэrаkэt tапliуiпdэ ёztinti
gёstэrmir. (4.2) funksiyasrnda bu ctir иlrmа ki.itlэпiп бl9Ё valridini dэуi;mэуэ
gэtirir; hэqiqi Гrziki mэпауа malik оlап ауrr-ауrt zаrrесiklэriп ktitlэlэri nisbэti isэ
bu ciir gечirmэ zarflaш dэуigmэz qalrr.

Asanlrqla gёrmэk olar ki, ki,itlэ mапfi ola bilmaz. Doýrudan da ап ki9ik tэsir
рriпsiрiпэ gбга maddi пёqtэпiп fazanm 1 пOqtэsiпdап 2 nёqtasina hэqiqi hоrэkэti
zaman1

s=I mу'
-_-4t

а

)

inteqralr minimum olur. Кiitlэ mэпfi olsa idi onda zэrrэсiуrп 1 nёqtasindэn эwоlсэ
tez-tez uzaqlagdrýl чэ sопrа tez-tez uzaqlagdrýl чэ sonra tez-tez 2 пёqtэsiпа
yaxrnla;drýr trayektoriya tizrэ tasir inteqralr miitlэq qiymatca istэпilэп qаdэr
bёytik mэпfi qiуmэt оlа Ьilэrdi, yani minimum qiуmэt ala bilmэzdi

, (at\' dl'u =la)=T (4.3)

(4.5)

olduýunu qeyd etmak daha faydalr olardr. Вuпа gёrа Laqranj funksiyasrnlyazmaq
iigtin uуýuп koordinat sistemindэ d/ qёvs elementini tapmaq kifayэtdir. Мэsоlэп,
dеkаrt koordinatlarnda dlт = dx2 + dyz + dzz чэ ona gёrэ dэ

L =+Ь' + у' + z') (4.4)
2

silindrik koordinatlarda dl2 =dr2 +rdcp' +dz'. Buradan

,=;Q' +rф' + 2')

sferik koordinatlarda dl2 = drz + rd02 + r2 siп' Иrр'

'=:V' 
+ r'ё" + r'sin' 0сР') (4.6)

ý 5 Maddi niiqtalar sisteminin Laqranj funksiyasl

indi isa Ьir-Ьirilэ qar;rlrqlr tэsirdэ olan чэ bagqa сisimlэrdэ qar;rlrqlr tэsirdэ
оlmауап maddi пёqtэlэr sisteminэ baxaq. Веlэ sistеmlэrэ qapah sistem deyilir.
Мэlum olur ki, maddi пёqtаlэr arasrndakt qar;rlrqlr tэsiri, qargrlrqlr tэsirdэ olmayan
пёqtэlэriп (4.2) Laqranj funksiyasrna koordinatm mtiэууап (qar;rlrqlt tэsirin
хаrаktеriпdэп astlt olaraq) funksiyasrnt эlачэ еtmаklэ tosvir еtmэk olar. Hamin
funksiyanrn U ilo igаrэ etsak alrrrq ki,

,=T+-:JG,,,,.,.) (5.1)

l4



е- а-с1 пёqtэпiп radius vektorudur). Вч ifadэ qapalr sistemin Laqranj

funksiyasmm timumi formasrdrr.

Т =T*,U1а2

саmiпэ sistemin kinetik enerjisi, U -funksiyasma sistemin potensial enerjisi deyilir.
Bu ifаdэlэriп mэпаst ýб-dа aydrnlagdrrrlacaqdrr.

Potensial enerjisinin maddi пOqtаlэriп чэziууэtlэriпiп zamanln e]mi bir andakr

qiуmаtlэriпdэп asrlr olmast gёstэrir ki, zarraciklэrin'hэr-hansr birinin vэziУУэtiпdэ
Ьа9 чеrэп dэyiqirikli qalan zагrэсiklаriп чэziууэtlэriпdэ ani olaraq ёztinti Ьiruzэ
чеrir; bu isэ qm;rlrqlr tэsiriп ani "yaztldtýt"nt gёstэrir. Klassik mexanikada
qargrlrqlr tasirin Ьеlэ хаrаktеrdэ olmasrnrn qagrlmamмlrýr, klassik mехапikашп
эsаs mtiddalan zamanrn mtitlэqliyi чэ Qalileyin nisbilik prinsipi ilэ 9ох srx
alaqэlidir. Qar;rlrqlr tэsir ani yayrlmasaýdr, уэпi qar;rlrqlr tэsir sonlu siirэtlэ
yayrlsaydr, onda bu stirэt (bir Ьiriпэ пisЬэtэп hэrэkаt еdэп) miixtэlif hesablama

sistеmlэriпdэ mЁхtэlif olardr, giinki zаmашп mtitlэqliyi btitiin hаdisэlэr iigifur

silrэtlэriп toplanmasr qantrnu tэtЬiq еtmэуэ imkan чеrir. Веlэ olan halda qar;rlrqlr

tэsirdэ olan sistemlэrin hэrэkэt qапчпlаrr mtixtэlif (эtаlаt ) sistemlэrinda mi.ixtЭlif

olardr. Bu isэ Qalileyin nisbilik рriпsiрiпэ zidd olardr.
Biz ý3-da yalrпz zаmашп bircinsliliyindэn danr;drq. Laqranj funksiyasrnrn

(5.1) formasr gёstэrir ki, zaman hэm dэ izotropdur, yani опuп xzшsasi hэr iki
istiqamэt iigiin eynidir. Doýrudan da t-dэп t-уэ kegid gечirmэsi Laqranj
funksiyasrnr va belэlikla dэ Laqranj tэпliklэriпi dэyi9maz saxlayrr. Baýqa sёzla,
эgэr sistemdэ hэr hanst hэrэkэt mЁmkЁпdtirsэ, onda mtitlaq эksiпэ hэrЭkЭt dэ

miimkiindiir, yani sistemi эччэlki hallardan эks qaydada kеgэrэk hэrэkэt еtmэsi

mtimktindiir. Bu manada klassik mexmrika qanunlarrna g0rэ Ьа9 чеrэп hэrэkэtlэr -

hamtst dёпэпdir.
Laqrarrj funksiyasrnr bildikdan sonra bir

daL aL (5.2)
dt }vo aro

hэrэkэt tэпliklэriпi yaza Ьilэrik. Вu tэпlikdэ (5,1) ifadэsini уеriпэ yazsaq

mа
dvo

dt
0U
aro

(5.3)

tanliyini аlаrrq. Bu ;аkildэ yмrlmrg hаrэkэt tэпliklэri Nyuton tэпliklэri adlanrrlar.

Нэmiп tапliklэr qarqrlrqlr tэsirdэ olan zэrrэсiklаriп mexanikasmn эsаsmr tэgkil
edir. (5.3) tэпliуiпiп saý tаrэfiпdэki

r" = -Р (5.4)
оГо

vektoru, a_cr пёqtэуо tэsir edan qi.ivvэ adlanrr. U-funksiyasr kimi о da yalnrz
zэrrэсiklэriп koordinatlarrndan asrlr оluг. onlarrn sЁrэtlаriпdэп asth оlmurlаr.
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Btma gёrэ dэ (5.3) tэпliуi gбstdrirki zэrrэсiklэriп tэсillаridэ yalnrz koordinatdan
asrh оlчrlш.

Potensial enerji ixtiyarr sabiti эlача еtпэk dэqiqliyi ilэ tэуiп olunmu;
kэmiyyatdir, Ьеlэ sabitin эlачэ olunmast hаrэkэt tэnliyini dэуigdirmir фu ý2-ci
Laqranj funksiyasrnrn birqiymэtsizliyin xi,isusi halrdrr). Нэmiп sabitin segilmэsinin
эп tэЬii чэ timчmiууэtlэ qэЬul olunmu; tisulu Ьеlэdir: zэrrэсiklэr arasrndakr

mэs afa goxaldrqca potensial епеrj i stftra yaxurlagmalrdrr.
Нэrэkэti tэsчir еtmэk tigtin dekart koordinatlart эчэziпэ Qt timчmilэ9miq

koordinatlardan istifadэ etdikdэ uyýun gечirmэlэr aparmaq lazrmdtr.

хо = fо(Qt,Q2,..,,Ч,), r. =Т# ,

вu ifаdэlэri

funksiyasrnda уегiпэ yazsaq

, =*1,.е + jt + 2:)-u

r =f, 
,rZo,r{q)q,qr 

-U(q) (5.5)

ifadasini alrTrq. Вчrаdа а,rkэmiууаtlэri yalnrz g, koordinatlanmn funksiyalandrr.

Umчmilэ;mig koordinatlarda yMrlmrg kinetik enerji эччэldэ olduýu kimi уепэdэ
siirэtlэriп kvaфatrn funksiyasrdrr. Lakin indi о hэmdэ koordinatrn funksiyasr ola
bilar.

indiye kimi biz уаlшz qapalr sistеmlэrdэп danr9drq. indi isa mtiаууэп qarrunla

hэrэkэt еdэп В sistemi ilэ qargrlrqlr tэsirdэ olan qeyri qapalr А sisteminэ Ьш<аq. Bu
halda deyirlэrki, А sistemi чегilmi; xarici sаhэdэ @ sistemi чаsitэsilэ yaradrlan)

harakat edir. Нэrэkэt tэпliklэri hэr Ьir koordinatm astlt оlmауаrаq variasiyasr
пэfiсэsiпdэ эп ki9ik tэsir рriпsiрiпdэп almdrýrna gёrэ, А sisteminin Ln Laqtanj
funksiyasmr almaq tigtin biitёv l+.Bsisteminin Z, Laqranj funksiyasrndan istifadэ
еdэ bilarik. Bu zaman q, koordinatlarini zаmашп mэlчm аýgаr funksiyasr hesab

etmэliyik.
l + Д sistemini qapalr sistem hesab еdаrэk ума Ьilэrik ki,

L = Tn(q 
^,q ^) 

* To(q r,Q ) - U(q n,q u)

Ьurаdа birinci iH hэdd А чэ.В sistemlэrinin kinetik епеrjilагi, tigtfurcii hэdd isa

опlаrш Ьirgэ potensial enerjisidir. Bu ifаdэ da Qв ачэziпэ zаmапш аýgш

funksiyasmr yazrb чэ 7 (qr(r),,ir(r)) kinetik enerjisini zаmапш аýgаr frrrrksiyast

olduýuna gбrэ паzэrэ almasaq, onda
L = Т n(q,a, Q,ч) - u (q 

^, 

q rV))

olduýrrnu gёrэrik.
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ВеlэliНэ alrrrq ki, sistemin xatici sаhаdэ hэrэkэti adi fоrmаdа Laqranj

funksiyasr чаsitэsilэ tэsэчir оlчпчr. Lakin эччэlкпdэп Ьiг fэrq yalnrz ondan

iЬаrэtjir ki, indi potensial enerji zamandan а9gаr ýэkildэ_аsrlr ola Ьilэr.

Веlэliklэ bir zэrrэсiуiп xmici sаhэdэ hэrэkэti iigiin Laqranj funksiyast

L=mYz -u|.t\ (5,6)
2 '"

hэrэkэt tэпliуi isa .aU
lпч = --

0r

9эkliпdэdirlэr.
Sаhэпiп buti.in пOqtэlэriпdэ zаrrэсiуэ eyni ,Ё qtivvasi tэsir

bircins sаhэ adlanrr. Дуdrпdrr ki, Ьеlэ sаhэпiп potensial enerjisi
U =-Fr

(5.7)

еdirsэ bela sаhэ

(5.8)

ifаdэsiпэ Ьаrаьэrdir.
вч paragrafrn ш<trurdа Laqranj tэпliklэriпiп konkret mэsэlэlэrэ tatbiqi Ьаrэdэ

а'фrdаkr q.fOi еdэk. оksэr haliarda сisimlэr (maddi пёqtэlэr) arasrndakr qar'rlrqlr

tэsiiin эtаqэtаr xarakterli, уэпi zэrrасiklэriп qargrlrqlr чэziууаtlэriпэ qoplmuq

'nrйсuоiууrtlэr 
gаkliпdэ vёrildiyi mexaniki siъtеmlэrэ baxmalr oluruq, Faktiki

btruq Ьеiэ эlаqаlэr cisimlэri miixtэlif gubuqlar (stфеп), iрlэr va баrпirlэ1 чэ s,

vasitэsilэ Ьэrkitmэklэ yaradrlrr. Bu vэziyyat cisimlэrin hэrэkэtiпdэ yeni faktor

,mэlэ gэtirir. Belaki, cismin hэrэkэti Ьirlэgmэ пёqtэlаriпdэ si.irti.inma ilэ mtiýayat

оlчпur. Вuпuп пэtiсэsiпdэ dэ mэsэlэ tэmiz mexaniki mэsэlа gэrgiчэsiпdэп.kэпаrа

grxrr (ЬаХ ý25). Lakin biz 9ох mэsэlэlэrdэ stirttiпmэ о qэdэr zayif olur.ki, опuп

hэrэkаtа tэsirini tаmаmilэ i"r"r" almamaq mtimktin оlur. Сisimlэгi "Ьirlэ9dirэп

еlеmепtlэriп" kЁtlэlarini пэzэrэ almamaq mtimkiin olduф halda isэ опlаrm

oynadrýr rо1 sistemin s sэrЬэstlik dэrэсэlаriпiп Sауml (3N-э пisЬэtэп) azaltmaqdan

iЬаrэt оlur. Вu halda hаrэkэti tэуiп etmak iigtin уепэ dэ (5.5) dtisturundakr L.aqranj

funksiyasrndan istifadэ еtmэk laztmdrr. Bu zaman asrlr оlmауап iimumilэýmig

koordinatlarm Sayl faktiki sarbastlik dэrэсаlаriпiп sayma ЬэrаЬаr gёtirЁliir,

Мэsэlаlэr.
Bircins aýrrlrq sаhэsiпdэ (aýrrlrq qtivvэsinin tэсili-g) olan aýaýrdakt

sistеmlэriп Laqranj funksiyalartnt taptn,

1. ikiqat riyazirэqqas (9эki1 l).

11



fп|х
lI

Qt: р

Pz

mz

ýakil 1. ýэkil2.

Нэlli. Koordinatlar оlаrаq l, ve l, iрlэriпiп ýaquli istiqamatdэ аmэlа gэtirdiklэri р,
чэ р, bucaqlaгrnr sеgэk, Onda и, ktitlэli zoпocik tigtin alrrrq ki,

\ =*-,'ioi U =-rцglсоsQt

ikinci zэrrэсiуiп kinetik enerjisini tapmaq tigiin onrrn x2,yzkoordinatlaпnr
(koordinat ba;langrcr asqr пёqtэsiпdэ segilmi;, у охu isэ gaquli istiqamэtdэ a;aýr
уёпэlmi;dir) р, чэ р, bucaqlarr vasitэsilэ ifadэ еdэk:

х, =/,sinp, +lrsincp, уr=lrсоstрr+lrсоstр,

Btrndan sonra alrrrq ki,

т, = ? (*i + i:) = \Vr or + $ ci| + 21,1, cos(9, -,р,h,Ф,l

чэ пэhауэt

Т, = 
Щ+ t Ф? * ?': r: + m"t J rф,фrсоs(р, - qл, ) + (п, + m r) gl,cos и + mrgl, cos ср,

2. Asqr пOqtэsi (kiitlэsi rq) iifiiqt istiqаmэtdэ (;эkil2) hэrэkэt eda Ьilэп
и, kiitlэli mЁstэvi rэqqаý.

Halli. zz, пёqtэsi ii9Ёn х koordinatrnl, rэqqiým ipinin ;аqqчlэ эmаlэ gэtiTdiyi

р bucaqrm sеgэrэk alrrrq ki

' 
='+ *' * )Q' Ф' + 2liф cos ср)+ m,gl cos ср

3. Asqr nёqtasi a;aýrdakr kimi harokot еdэ Ьilэп miЬtэчi rэqqasrn:
а. gaquli 9ечrэ Ьоучпса sabit 2, tezliyi ilэ (gэkil 3.),
Ь. acosgt qапчпч ilэ tifiiqi istiqamatdэ,
с. acosц qапuпч ilэ gaquli istiqamэtdэ

l2

18
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а а

х

m1 m1

а а

ýэkil2,

Нэlli: а. m nёtэsinin koordinatlarr
х = aaosft + lsiпtр ,

mз

ýэkil4

y=-asinц+/cosp

Laqrmrj funksiyast

' 
: Ч r' + mlatsin(p - у) + mgl costp

burada yalnrz zamandan astlr оlап hэdd чэ mаlсоs(rр- р) ifadэsinin zamana gбrа

tam diferensialr atrlmrglar.

ь. m пёtэsiпiп koordinatlart
x=acosft+/sinp, y=/cosp

?

m

у

Laqranj funksiyasr (tam diferensiallarr atdrqdan sопrа)

rпl2 , 
", : ТФ' + mlayz sin lsin р + mgl соstр

с. Analoji olaraq 
mlz .., = Ъ Ф' + mlау' cos z/ cos р + mgl соsrр

4. ýэkil 4-dэ gёstэrilэп sistem и, пёqtэsi ýaquli ох Ьоучпса hэгэkэt edir,

sistem ýaquli ох эtrafinda sabit Q bucaq stirэtilэ flrlarrrr.

нэlli: а хэttiпiп ýaquli oxla эmэlэ gэtirdiуi bucaýr d, sistemin firlanma

bucaýrnr р ilэ iýаrэ еdэk: ф=о; m пбqtэiэriпiп hэг birinin уеrdэуiýmэ element

dl| =-o'dr'+а'stп'Иtр' и, nёqtэsinin Д asqr пбqtэsiпdап olan mэsаfэsi 2acoso-

drr. Ona gбrэ dэ dl| = -2o,inИ0 ,Laqrж$ funksiyast

L=прz(ё'+о2siп20)+2m,а2siп'Oё,+2gа(m,+и,)соs9

19



II FэSIL

SAXLANMA QAГIUNLARI

ý б Епеrji

Mexaniki sistemin hэrэkэti zamant опчп halmr tэуiп еdэп 25 sayda Q, уе 8,

kэmiууэtlэri zaman kеgdikсэ dэуi;irlэr. Lakin, hamin kэmiууэtlаrdэп astlr ela
funksiyalar чаrdш ki, опlаr hэrэkэt zаmапl sabit qalrrlar. Опlапп qiуmэtlэri yalnrz
ba;lanýrc аэrtlаriпdэп astlt olurlar. Bu funksiyalar hэrэkэt inteqrallarr adlanrrlar.

S dапэ sэrЬэstlik dаrэсэsiпэ malik оlап qapalt sistem iigtin asrlr оlmауап
hэrэkэt inteqrallanmn sayl 2S-l-dir. Мtiddэа a;aýrdakr sаdэ mtilahizэdэn aydrn
оlur. Нэrоkоt tэnliklarinin iimumi hэllэriпiп 2S dэпэ ixtiyarr sаЬitlэrdэп astlt olur.
(Ьшr sэh. 12). Qapalr sistemin hэrэkэt tэпliklэri zamandan аýgаr gakildэ asrh
olmadrýшrdan zamanrn ba;lanýtc ani ixtiyarr оlаrаq sеgilэ Ьilаr. Опа g0rэdа
tэпliуiп hэlliпdэki inteqrallama sаЬitlэriпdэп biri ro ani kimi gбti,irЁlэ Ьilэr.

q,(t) = q,(t + t о,сr, с r.. . crs_, )

q,(t) = q i(t + t о, с р с2.. . crs_, )

9эkliпdэ yмrlmrg 2S dэпэ funksiyalardan r+ro апtш kэпаr еtmэklэ с, sabitlэrini q,

уЭ Qi dэУi;эпlэriпiп funksiyalarr kimi tapa Ьilэrik. Опlаrdа hэrаkаt inteqrallan
olacaqlar.

Lakin hаrэkаt inteqrallarmtn hamtst mexanikada eyni rоl оупаmtrlаr. Onlarrn
igэrisiпdэ bir пеgаlэriпiп sa>rlanmml zaman чэ fэzапm хаssэlаriпdэп опlапп
bircinslilik vэ izotropluq хаssэlэгiпdэп irali gэlir. Вu sа<lаlаl kэmiууэtlэriп hamrst
9ох vacib olan timumi хаssэуэ -additivlik хаssэsiпэ malikdirlэr.Onlann timumi
sistem qiymэtlari bir-biri ilэ qargrlrqlr tаsirdэ оlmауап ауп-ауrl hissэlаriп
qiуmаtlэri сэmiпэ ЬэrаЬоr оlur.

Вu пёv smrlanan kэmiууэtlэriп additivlik хаssэlэri опlаrа 9ох vacib mexarriki
rol vеrir. Fеrz еdэk ki, mаsэlа, iki cisim mtiэууап zaman mtiddэtiпlэ qargrlrqlr
tэsirdэ olublar. Нэm qargrlrqlr tasirdon эwэl hэm dэ qarqrlrqlr tэsirdan sonra tam
sistemin additivlik inteqrallama sabiti ауrl-ауп hissэlэriпi inteqrallama sаЬitlэriпiп
СЭmiПэ ЬэrаЬэr olduýundan, sm<lanma qшrчпlаrr sistemin qaг;rlrqlr tэsirdэп эччэlki
halmr Ьilэrэk ontrn tэsirdэп sопгаkr halr Ьаrэdэ mЁэууэп mЁlatrizэ уtirЁtmэуэ
imkan чеrir.

indi zаmапш bircinsliliyixassэsindэn irэli gэlэп sa<lanma qапшlа baxaq.
Zаmапm bircinsliliyi хаssаsiпdэп almtr ki, qapalr sistemin Laqranj firnksiyasr

zamaTrdШ аýgаr ;эkildэ asrlr ola bilmaz. Опа g0rэ da qapalr sistemin Laqrarrj
funksiyasrnm zamana gбrэ tam tёrэmаsi

4L _-aL _AL
dt 4йu,* + ui:,

gЭkliПdэ olacaqdrr. (Laqranj funksiyasr zamandan аýgаr ;эНiпdэ asrlr olsaydr

20
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ЬэrаЬаrliуiп saý tаrэfiпэ ff п"ааi эlачэ olunardr). Burada # hэddini Laqrmrj

tэпliуiпdэп istifadэ еdэrэk *(#)ila эчэz etsak

*=z(*(#), -#n,)=*(+#)

vЭУа 
*Е#-,)=о

Вчrаdап gбrЁпiir ki,

ZE,
aL

--L=coпSt'aq,

Вuпu (6.1) dtisturunda паzэrэ alsaq taprrrq ki,
Е =T(q,Q)+U(q)

Dekart koordinatlarrnda

u =1++[J(r"r,",) (6,з)

веlэliklэ sistemin enerjisi iki mtixtэlif hэddlэriп сэmi gэkliпdэ - kinetik vo

potensial епеrjilэriп сэmi ;эkliпdэ ifаdэ oluna Ьilэr. kinetik епеrji yalnrz stirэtdan,

р otens ial en erj i у a|пz koordinatdan as tlt о lurl аr.

(6.1)

kamilyati sistemin hэrэkэti zamanl dауi;mэz qalrr чэ inteqrallama sabitlэrindan

biridir: Вu kэmiууэt sistemin enerjisi аdlапш. Enerjinin additivliyi (6.1)

dtisfurundan Laqrф funksiyasrndan хэtti asrlr olduýuna gоrэ опuп additivliyindэn

пэtiсо olaraq gжtr.
Enerjinin saxlanmast qanunu yalrпtz qapalr sistemlэr iigtin deyil, hэm dэ sabit

xarici sайэdэ (уэпi zamandan asrlr оlmауап) olan sistemlэr iigtin dэ ёdэпilir.

Enerjinin sаflйmаsr qanunu аlаrkэп 'istifadэ etdiyimiz Laqranj funksiyasrnrn

zamandan аýgаr astlr olmamast bu halda da Odanilir, Enerjisi saxlanrlan sistemlэri

Ьэzi hallardakonservativ sistem dэ adlarrdrrrrlar. ý5-da gбrdtiytimiiz kimi qapalt

sistemin (vэ уа sabit xarici sаtrэdэ olan) Т,aqlarrj funksiyasr
t =T(q,q)-ulq1

dtisturu ilэ ifаdэ olunur. Burada Т siirэtlэriп kvadratik funksiyasrdrr. Вu halda

bircins funksiyalar haqqrnda Eyler teoremini tatbiq etsok alrrrq ki

,,a,*=I4, {=r,а'' а4, 1'' 04,

(6.2)
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ý 7 impuls

Digэr Ьir saxlanma qапuпч fэzашп bircinsliliyindan meydana 9rхш.
Bu bircinsliliyэ gёrа qapalr sistemin mexmriki хаssэlэri sistemi fэzada ёzЁпа

paralel оlаrач kбgЁrdiikdэ dэуigmiг. Bu deyilэna uyýun olaraq sonsuz kigik Ё
qэdэr paralel k69iirmэуа bacaq чэ bu zаmжl Laqranj funksiyasrnrn dэуi;mэdiуiпi
tэlэЬ еdэk.

Paralel k69iirmэ dedikdэ sistemin biittin пёqtэlэriпiп eyni mэsаfэ qэdэr
dэуigmэsiпi ifada еdэп gечirmэ baqa diigi.ilЁr, yani опlапп radius vektorlarr
V.+7 +Ё оlur. Laqranj fimksiyasrnm zэrrэсiklэriп koordinatlarmtn sonsuz kigik
dэуigmэlаri, stirэtlэriп isэ dэуi;mэz qaldrýr halda dэуigmаsi

аr=ТЩы =;'Уg10r, " aaV"

kimi olacaq, Вurаdа сэmlэmа эmэliууаtr maddi пёqtэlэriп hamtst iizrэ aparrltr. а- -
пчп ixtiyart olmasmdжl бL = 0 olmast

Iл=о
а ai"

(7.1)

- olmast tэlэЬiпа ekvivalentdir.
Burada (5.2) Laqranj tэпliуiпdэп istifadэ еtsэk alrrrq ki,

т4[аz'1=4[ул]= о| аt|ы, )- а,l1ы. )-

Веlэliklа, bir qapalr mexaniki sistem tigtinu=T# (7.2)

vektoru kэmiууэt hэrэkэt zamanl dэуi;mаz qаlrr. F vektoru sistem impulsu
аdlашrl. (5.1) diisfuru ila ifаdэ оluпап LaqranJ funksiyasrnr diferensialladiqdan
sопrа alrrrq ki, impuls stirэtlэrlэ

F =|п.i. (7.3)
q

gэkliпdэ ifada оlчпчr. impulsun additivliyi aydrndrr. Bundan эlачэ епеrjidэп farqli
olaraq, mexaniki sistemin impplsu hissolar arasrndakr qargrlrqlr tэsir olduýu halda
da аУrr-аУп zэrrасiklэriп 

1= поiо

impulslarr сэmiпэ ЬэrаЬаr оlur.

| Кёhпэtmi; adl - hаrэkэt miqdап
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impuls vektorunun hэr ti9 komponentini xarici sаhэ olmadrqda sшсlашlrr.

Lakin xarici sаhэ olduýu halda da impulsun ауrl-ауп kоmропепtlэri saxlana Ьilэr.
Вuпuп tigtin xarici sаhэпiп potensialr dekart kооrdiпаtlаrшш hэr-hапsr birindan
astlt olmamalrdrq. Aydrndrr ki, hэmiп koordinata раrlеl оlаrаq kёgtirmа zamanl
sistemin xassэsi dэуigmэуэсэk чэ Ьuпdап istifadэ еdэrэk gбstэrmаk оlаr ki,
impulsun hamin оха proyeksiyasr dэуigmэz qalacaq. Веlэ ki, z oxu boyunca

уёпэlmig bircins xarici sаhэdэ impulsun х чэ у kоmропепtlэri saxlanrrlar.
Оччэkli (7.1) ЬэrаЬэrliуi sаdэ fiziki mэпауа malikdir.

aL 0U
aio 0v"

tёrэmэsi qapalr sistemin а-с1 zэIтэсiуiпэ tэsir еdэп qtiwadir. Веlэliklэ (7.1) ifadasi
gostэrir ki, qapalr sistemin biittin zэrrэсiklэriпэ tэsir еdэп qiiwэlarin cami stfira

ьэrаьэrdir.

Т4 =о (7.4)

(7.6)

xiisusi halda iki maddi пёqtэdэп ibarat оlап sistem tigtin ц n ц = 0 : birinci

zэrrасiуэ tэsir еdэп qiivvэ эdэdi qiуmэtса ikinci zэrrэсiуэ tэsir еdэП qiivvЭУЭ

ьаrаьэr olub istiqamэtca ikinci maddi поqtауэ tasir еdэп qiivvэnin эksiпэ

укlпэlmi;dir. Bu mtiddэа tэsiriп эks tasira ЬэrаЬэrliуi miiddэаsr adlanrr. ОgЭr

hэrаkэt Qi iimumilэqmi; koordinatlarr ilэ tэsчir olunursa, onda Laqranj

funks iyas rnrn iimчпilэgmi; si.irэtlаrэ gёrэ tёrаmэ lэri

р, = 
0L (7.5)' 0Q,

timчmilэ9mig impulslar,

лаL
оQi

tёrаmаlаri iso Ёmumilэgmiq qtiччэlэr adlanrrlar. Вu пёv igаrэlаmэlаrdэ Laqranj

tэпliklэri
(7,7)

ýaklini alrrlar'oodinatlarrnda 
iimumilэgmig impulslar л" vektorunun kоmропепtlэri

ilэ iist-tistэ dii;tirlar. Ёmumi halda 1 kэmiууэtlэri Qi iimчmilэgmi9

koordinatlarrnrn хэtli bircins funksiyalarr оlurlаr. Вч хэtti bircins funksiyalar

hэmi;э kiitlэ ilэ stirэtiп hasili ilэ tist-i.istэ dЁgmtirlоr,

Мэsэlа,
KЁtlasi m olan zэrrэсik i, si.irэtilэ sabit U, potensialrna malik olan sаtrэdэп,

sabit (Jx potensialrna malik оlап sаhэуэ kegir. Zэrrэсiуiп sЁrэtiпiп dауiqmэ

istiqamэtini tэуiп edir.

2з

1= F,



Нэlli. SаhэIэriп potensial 'епеrjilэrilэri sаtrэlаri ауlrап mtistэчilэrэ paralel
istiqamэtdэki koordinatlardan asrlr deyil. Ona g0rэ dэ zэrrэсiуiп impulsunun
hэmiп mi.istэvi proyeksiyasr sахlашlr. Zэrrэсiуiп эччэlki чэ ikinci sйэdaki
i, stirэtlэriпiп sаhэlэri aylran miistaviyэ поrmаl istiqamэti ilэ эmэlэ gэtiгdiklэri

bucaqlarruyýunolaraq 0rve 0, ilэigаrэеtsаkаlаrrqki, qsina, =йrsiп4. й, чэ il,

stirэtlэri arasrndakr эlаqэ enerjinin saxlanmast qanunundan аlmtr. Nэtiсаdэ alrnq
ki

sin4 _
sin ф

ý 8 Otalat markazi

Miixtэlif (эtаlэt) hesablama sistеmlэriпdэ qapalr mexaniki sistemin impulsu
miixtэlif qiуmэtэ malik olur. Эgэr К' sistemi Ksisteminэ пэzэrеп t stirэtilэ
hаrэkэt еdirsэ, onda zэrrасiklэriп hэmiп sistemlarэ паzэrэп frj чэ i srirэtlэri

i"=i'"+t ifаdэsilэ эlаqэlэпirlаr. Ona gёrэ mexaniki sistemin hэmiп hesablama

sistemlarinэ пэzэrэп F чэ Р' impulslarr
Р =|m"ч, +|п.ч'" +V|m"

чэ уа
Р = Р'+V|m" (8. 1)

dtisturu ilэ ifаdэ оluпur.
Xtisusi halda, еlэ К' hesablama sistemlэri var ki, hamin hesablama sistem-

impuls slfira ЬэrаЬэr olsun. (8.1) dtisturunda F' = 0 уаzsач

v =:-=Ц,ч" (8.2)' 
|m" |-"

alrrrq.
Mexaniki sistemi tam impulsu stflra ЬэrаЬэrdirsа onda dеуirlэr ki, mexaniki

sistem uyýun hesablama sistemina пэzэrэп stikчпэtdэdir, Вч miiddэа maddi
пOqtэпiп stikчпэt halrnrn tаmаmilэ tэЬii timчmilэ;mэsidir. Buna чуЕuп olaraq (8.2)
diisturu ila tэуiп оlчпап Й stiroti mexaniki sistemin tam bir cisim kimi irэlilэmэ
hэrэkаtiпiп sЁrati fiziki mэпа kэsЬ edir, Веlэliklэ gёrЁrЁk ki, imрчlstшr sa<lanmast
qanunu, mexaniki sistemin tam bir cisim kimi si.ikunat чэ hэrэkэt halr mэчhчmuпч
tэуiп еdэk.

(8.2) diisturu gёstэrir ki, mexaniki sistemin F impulsu ilэ й siireti arasrndakr
эlаqа ktitlэsi р=|m. ktitlэsiпэ malik olan maddi пёqtэпiп impulsu ilэ stirati
arasmdakr эlаqэ diisfuru ilэ eynidir. Bu чэziууэti kiitlэnin additivliyi mtiddэasr
kimi dэ Ьа9а dtiqmэk оlаr.

(8.2) dtisfuruпuп saý tэrоfiпi Л чеktогцпuп zamana gёrэ tam tёгаmаsi kimi
ifаdэ еtmэk olar
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R- (8.3)

sistemin tam bir cisim kimi fэzаdа уеrdауiýmэsiпэ radius vektoru (8.3) diisturu ila
tэуiп olunan maddi пёqtэпiп уеrdэуi;mэsi kimi baxmaq olar. Bu пёqtэуа sistemin

эtаlэt mаrkэzi dеуirlэr. impulsun saxlanmast qanunu, sistemi эtаlэt mэrkэziпi

ьэrаьаrsiitэtli dtiarэttli hэrэkэti qantrnu kimi dэ ifada еtrпэk оlur. Bu fоrmаdа

ifаdэ edilmig qапuп ý3 {э maddi nёqta Ё9tiп verilmig эtаlаt qanuntrn

timumilэ9masidir.
Qaplr sistemin mexaniki xassalarini ёуrапэrkэп эtаlэt mаrkэziпiп siikuпэtdэ

olan sistemэ пэzэrэп ёуrэпilmэsi datra эlveriqlidir. Вч halda mexaniki sistemin

эtаlэt mэrkаziпiп ЬэrаЬэrstlrэtli dtizсэttli hэrэkэti mэsэlэпiп hэllindan ауrrlrr.

Bir tam kimi siikuпэtdэ оlап mexaniki sistemin епеrjisiпэ аdэtэп daxili enerji

rо* deyilir.
Daxili enerji maddi пOqtэlаriп nisbi hэrэkаtlэriпiп kinetik enerjisi va onlarrn

qargrlrqlr tэsiriпiп potensial enerjisi сэmiпdап iьаrэtdir. Й si.irэtilэ hэrэkэt еdэп

sistemin tam enerjisi
pl/'

2
Е_ * Еа-

gэkliпdэ ifadэ оluпur.
Bu dtistur kifayat qэdэr aydrn оlmаsmа Ьаtmауаrаq опuп grxanltýmt vеrэk.

Mexaniki sistemin К чg К' sistеmlэriпdэki Д чэ Д' епеrjilэri aqaýrdakr kimi

alaqolidirlэr

Z'o'"
|m"

п =f,|*""i *" =f,Й"Q:*t| +u)=++t|m"ni-2{-u

(8.4)

чэ уа

Е = E,-TrF *{ (8.5)

Bu diistur чаsitэsilЭ bfu hesablama sistemindэn digэгiпе kegdikdэ enerjinin

9ечrilmэsi qшunu verilir. impulsun bu сi.ir ke9id zamanl gеvrilmэsi diistцru (8.1)-

dэ verilmi;dir.
К' sisteminda эtаlэt mэrkэzi stikчпэtdэdirsэ onda F' = о Е'= Да* оlчr чэ

уепаdэ (8,4) atisturunu alrrrq.

Мэsэlэ
Bir аtаlэt hesablama sistemindэn digэriпа kеgdikdэ tэsir funksiyasrnrn

gevrilmэsi qапuпчпч tapm.
Halli: iаqrапj funksiyasr sistemin kinetik va potensial enerjilari fаrqiпэ

ЬэrаЬэr olduýrrndan (8.5) dЁsturuna analoji olan di.isturla gevrilir.

L= L,+frTF,)*f,HT"
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Bu ifadani zamana gёrэ inteqralladrqdan sопrа lazrm olan gечrilmэ qanunu alrrrq

лý=лs,+ pfr7{,)*f,Hlr't

ьurаdа Л' эtalat mэrkэziпiп k'sistemindэki radius vektorudur.

ý 9 impuls mоmепti

Saxlanma qanunun fэzапm izotropluýundan irэli gэlэп saxlanma qапuпuп
altnmasrna kеgэk. izotropluq, koordinat охlаrmm istiqamэtinin fэzаdа firlanmasr
zu}mam qapalr sistemin mexaniki хаssэlэriпiп dэуiqmэdiуiпi ifаdэ edir. Вчпuпlа

эlаqэdаr olaraq sonsuz kigik firlапmаlаrа baxaq
ча bu zаmап sistemin Laqranj funksiyasrnrn
dэуigmэdiуiпi tэlэЬ еdэk.

Мtitlэq qiуmэti бср bucaýrna ЬэrаЬэr ча

istiqamэti isэ firlшrmа oxunun istiqamэti ila tist-
tistэ dti;an бФ vektorunu daxil edak фэm da

firlanmarrrn istiqamэtini бФ vektoruna пэzэrэп
vint istiqamэti kimi sеgэk),

Нэr qеуdэп эччэI bu сtir firlanma zamanl
ixtiyarr maddi пёqtэпiп radius vektorunun
аrtrmrш tapaq. Koordinat sisteminin ba;lanýrcr
firlanma oкlnun tizarinda segilmiqdir. Radius
vektorun ucunun хэtti уеrdэуigmэsi firlanma
bucaýr ilэ

ltrl=, siпоаср

бср

бср бr

r

о
diisturu чаsitэsilэ ifаdэ оluпur (9akil 5), Вч
vektorun istiqamati isэ У чэ бФ чеktоrlапшп
olduýu mtistэviya регрепdikulуаrdrr. Опа gёrэ dэ
aydrndrr ki,

м =la@] (9,1)

ýэkil5

Koordinat sisteminin ftrlanmasr zаmжлуаlпlz zэrrасiklэriп radius vektorlan deyil
hэm dэ zаrrэсiklоriп stirэtlаri dэ gечrilirlэr Btiti.in zэгrэсiklэriп si.irэtlэri eyni
gэkildэ dэуi;irlэr. Опа gбrэ dэ tэrрэпmэz koordinat sisteminэ пэzэrэп si.irэtiп
arttmt

ы =lаф] (9.2)

Вu ifаdэlэri Laqranj funksiyasrnrn dэуigmэzliуi ;эrtiпdэ уеriпэ yazsaq

zб



q

aL aL
ffo ffiо =0at=Z +-

ffо ыо

Вurаdа + = i", + =Р. ачэzlэпmэlэriпi etdikdэn sonra alrnq ki,
Фо оуd

IF"t ac]- F"[rФ.il= о

Burada vuruqlartn yerini d0чrЦ olaraq dэуigэk чэ bu zаmап qanýlq hasilin
dэуigmэdiуiпi пэzэrа а|Ь бф vektorunu mёhtэrizа xaTicina gжаrsаq alrrrq ki,

бФZьп

6@ vektorunun ixtiyarr olduýundan alrrrq ki,

*ZV"z]=o

уэпi buradan almtr ki, qapalr sistemin hэrэkэti zamanl vektoru kэmiууэt

*цр")= 66!т'dta [еа]: о
а

м =Zh"пl (9.3)
а

saxlamltr. Bu kэmiууаt sistemin impuls momentin (чэ уа sаdэсэ imputs) adlanrrl,
Bu kamiyyэtin additivliyi аggаrdш. Нэm da impuls halrnda olduýu kimi hэmiп
хаssэ hissэciklar arastnda qar;rlrqlr tэsiriп olub оlmаmаsmmdап asrlr deyil.

Bunlarla additiv hэrэkэt inteqrallarr tаmаmlашr. Веlэliklэ ixtiyarr qapalr
sistem yalntz yeddi dэпэ bela inteqrallama sаЬitlэriпэ malik оlчrlаr: епеrji,
impulsun чэ impuls momentinin Ё9 kоmропепtlэri.

impuls momentinin tэуiпi dtisturuna zэrrасiуiп radius vektoru da,xil

olduýundan опuп qiymoti iimчmiууэtlэ koordinat baglanýtctntn sеgilmэsiпdэп astt

оlur. Koordinat ba;lanýrclarr 7 qэdэr mэsаfэdэ olan iki koordinat sistеmiпэ
пэzэгэп eyni Ьir пёqtэпiп radius vektorlarrnr uyýun оlаrаq 7, че Vj i;аrэ еtsэk onda

V, =7l + й . опа gёrэ dэ

й =ZF."F"]= 

'[r;Р,]* 

[urP"]
о

чэ уа
й = й, - [up] (9.4)

Bu diisturdan gёrtiпiir ki, sistem btitбvltikdэ siikuпэtlа isэ (F = о) onda опuп

momenti koordinat baýlanýrcrnrn sеgilmэsiпdэп asrlr оlmur. impuls momenti

qiЙrtbi bu qеуri-mtiэууэriliуi опuп sш<lапmа qanununa tэsir etmir, g1inki qapalr

,irt.rin i-puisu da sйшrrlrr. Bi.-birirrэ пэZаrэп Й si.irэtilэ hэrэkэt еdэп iki эtаlэt

К чэ к, iistemlэrina пэzэrэп impuls mоmепtlэri arasrndakr эlаqа dtisfurunu

l Frrlапmа momenti, чэ уа bucaq momenti аdlап da istifadэ оluпur

2,|

а

а



9lxaraq. verilmi; anda к чэ К, hesablama sistemlэrinin Ьа5lапýtсlапшп iist-tistэ

dti;dtiytrnii qobul еБэk onda i" =i'"+ й оlаr, Onda alrrtq ki,

О = 
|*.O"i "! 

= Z. "V.l;l+ Т 
л "|,t.l

дlrпап ifаdаlэriп SaE tэrэfiпdэki birinci hadd к' sistemindэki й' impuls

momentidir. ikinci hэddэ (8.3) dtisturuna эsаsэп аtаlэt mэrkэziпiп radius

vektorunu daxil еtsэk аlшq ki,
й : й,+ р|Rv] (9.5)

вч dtistur bir эtаlэt hesablama sistemindэn diýэriпэ kegdikcэ impuls momentinin

gечrilmэ qanununu ifаdэ edir. Bu dtistur (8.1) чэ (8.5) dtisturlаrr ilэ ifаdэ olunarr

impulsun чэ enerjinin gечrilmэsi qanunlarma ox;ardtr.
оgэr к' sistemi mexaniki sistemin biitovliikdэ stikuпэtdэ olduýu sistem

olarsa, onda Й эtаlаt mэrkэziпiп siirэti o|acaq, рil isэ sistemin ( к sisteminэ

пэzоrэп ) tam impulsu F оlаr. Onda _ r_*.lй =й' -[RPl (9,6)

Bapqa sбzlэ dеsэk mexaniki sistemin Й impulsu опuп btittin Ьir cisim kimi

stikuпэtdэ olduýu sistemэ пэzэrэп "mэхsusi momenti" ilэ опuп bi.itov bir cisim
kimi hаrэkэtiпiп [ЛF] -orn.nti сэmiпа ЬэrаЬэrdir,

impuls momentinin btiti.in kоmропеПtlэriпiП saxlanmast qanunu (ixtiyarr

koordinat baplanýrcrna пэzэrэп) ya]lnlz qapalr sistem йgi.in dоЕrч olmasma

baxmayaraq, bu qanun mэhdudla;drrrlmtg gэkildo xarici sаhоdэ olan sistemlэr tigiin

dэ бdonilir. yuxartda араrrlап grxarrlrgdan aydrndrr ki, impuls momentinin sаhэпiп

simmetrik olduýu оха gёrэ proyeksiyast saxlantltr. Веlэ simmetriya oxu эtrаfiпdа

sistemi firlatdrqda onun mexaniki хаssэsi dэуigmir. оlьаtdэ bu zaman hesablama

sisteminin baglanýrcr simmetriya oxu tizэriпdэ gottiri.ilmэlidir vэ impuls momenti

hэmiп пёqtэуэ пэzэrэп tayin olunmalrdrr.
Веlэ hallaTrn эп vacibi mэrkэzi simmetrik sahadir. Bu sаhаdэ potensial епеrji

yalnrz mэrkэzlэ fэzadakr пёqtэпiп arastndakt mэsаfаdэп asrlr оlur. Aydrndrr ki, bu

halda impuls momentinin mэrkэzdэп kе9эп ixtiyarr хэtt tizra proyeksiyasr

saxlantltr. Bagqa sёzlэ ixtiyarr поqtэуэ gёrэ tэуiп olunmu; impuls momenti deyil,
yalnrz sаhэпiп mэrkэziпэ gёrэ tэуiп оluпmug moment Й saxlanrlrr.

Baqqa misal: z охuпа пэzоrэп bircins sаhэ. Bu halda momentin z охtша
пэzэrэп proyeksiyasr М" saxlanrltr.

Qeyd еdэk ki, impuls momentinin hэr hansr ох (onu z oxu adlandrraq) tizra
proyeks iyas r L aqrarrj funks iyas rnr diferens ial l аm aql а almaq о lur.

м":т+ (9.7)
а аф"

Вurаdа р bucaýr z oxu эtrаfiпdа firlanma bucaýrdrr
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Bu, yuxartda чеrilэп impuls momentinin sarlanmast qanunlrn grxarrlr;rndanda
aydrndrг. Вuпа Ьir baga hesablama чаsitэsilэ amin olmaq mtimkiindtir г,9,z
silindrik koordinatlarda (х, -rocospa,yo = rosinrpo ifаdаlэriпdэп istifada еdэrэk)
taprnq ki,

М,=|m.(х"!.- уо*о)=Z."r"'ф" (9.S)
о а

Digэr tэrэfdэп Laqranj funksiyasr hэmiп koordinatlarda

, =*1*"Q: + r:й * 4)-u

;эkliпdэ olduýunu Ьilэrэk, опu (9.7) diisturunda уеriпэ yaztb tёrэmэ aldrqdarr
sonтa (9.8) dtisturunu altnq.

Маsэlэlэr.
1. impuls momentinin dekart komponentlarini va mtitlэq qiymэtini silindrik

(., р, r) koordinatlarda taprn.

Cavab: М, = msiпсрQ2 _ zi)-mrzфсоsср

М, = mсоstр(zi - r2)- mrzфsiпср

М, = пr'ф
М2 = rп'r2фQ' + 

"')+ 
m'7r2 - zi1'

2. Нэmiп ifаdэlэri (r,O,р) sferik koordinatlarda Ирrп.

Cavab: М, = -mr' (ё siпр+ фsiп dcosdcosp)

М, = mrz (ёсоsр - фsiп 9cosdsin р)

М, = mr' siпz 0ф

м2 = m2ro (ё' +siп' 0rPz1

3. A;aýrdakr sаhаlаrdэ hэrэkаt zamanl лF impulsun чэ Й momentin hansr
kоmропепtlэri sarclanrltrlar :

а) sonsuz bircins mi.istavinin sаhэsi
Cavab: Р,,Р|,М" (sonsuz mtistэvi, ху mtistэvisidir)

Ь) sonsuz bircins silindrin sahэsi
Cavab: М,,Р, (silindrin oxu -z охuduг)

с) sonsuz bircins prizmanrn sa}rэsi

Cavab: Р, Фrizmапrп tillэri z oкrna paraleldir)

d) iki maddi nёqtanin satrэsi

Cavab: М, (пёqtэlэr z oxuntrn tizеriпdэdir)

е) sonsuz Ьiгсiпs ушrmmtistэчiпiп sфэsi
Cavab: Р, (sonsuz ymtmmtistэvi, ху mЁstэvisinin у oxu ilэ mэhdudlаqап hissosi)

f; Bircins konusun satrэsi

Cavab: М, (konuslm oxu - z oxudur)

g) Bircins gечrэчi tоrшt satrэsi

Cavab: М" (torun oxu - z oxudur)

h) sonsuz bircins silindrik чiпtчап хэtti sаtrэsi
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Нэlli: Laqranj funksiyasr vintin oxu atrafinda бср bucaýr qэdэr firlandrqda vэ eyni

zammtda vintin oxu Ьоуuп 
"u !ач qэdэr kёgiirmэ etdikdэ dауigmэz qalrr (h-

vintin Ьir addrmrdrr) ona g0rэ do

ar = ff а * 
#u, 

=(r* * й,)а,l = о

buradan alrrrq ki,

М,*!r"=сопst

ý 10 МехапiН oxgarlrq

Laqranj funksiyasrnr ixtiyarr sabitr vurduqda Laqrarrj tэnliklarinin
dэуiqmэdiуiпi a;gar qэkildэ gёrtiгiik.- 

оччэldэ (ý2-dэ qeyd оluпап) bela чаziууэt konkret hэrэkэt tэпliklэriпi
inteqrallamadan bir gox mtihtim hallarda hэrэkаtiп хаrаktеri Ьаrэdа 9ох lazrmlr

mЁlаhizэlэr уtirtitmауэ imkan verir. Веlэ hallardan biri potensial enerjinin

koordinatrnbircins }Ё:}:]:#j::#Ё:,}1;у*'" (10.1)

sartini бdadiyi haldrr. Burada а ixtiyarr sabit, к isэ bincinslilik dэrэсэsidir
Biittin koordinatlart а dаfэ va zamanl isa Р dэfэ dэуi9dirап

io -+ йо, t -+ Bt

gечirmэsiпi еdэk, Вч zaman siirэtlэriп hamtst i"=* /о aete kinetik enerji isэ

%, dэfэ dэуigэrlэr. potensial enerji isэ с* -уа vurulacaqdrr. ogar с ilэ в
araslnda 

а,
y=or уепi в:о'-%

эlаqэsiпiп yaratsaq, onda Ьеlэ gечiгmэ паtiсэsiпdэ Laqranj funksiyasr а' эmsаlmа
vurulacaq чэ Ьеlэliklа Laqrarrj tэпliklэгi dэуiqmэz qalacaqlar.

Zэrrэсiklаrlэriп koordinatlaxlnm eyni эdэd dэfэ dэуi;diгilmэsi Ьir
trayektoriyadan ona hэпdэsi сэhэtdэп охýаr olan va ondan уа|пz ёziintin хэtti
ёlgtilэri ila fэrqlэпэп trayektoriyaya kegid demokdir. Belaliklэ Ьеlэ пэtiсэуэ gэlirik
ki, potensial епеrji koordinatrn (dekart) к tэrtiЬdэп bircins funksiyasr olduýu
halda hэrэkэt tэпliklэri biribirinэ hэпdэsi охýаr olan trayektoriyalarrn olmasma
imkan чеrir. Bu halda hэrэkэtэ sэrf olunan zаmапlаr (trауеktоriуапш mtiэууэп
пёqtэlэri arasmda ) arasrnda

,k

:=(+)'' (10.2)
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miinasibэti ёdэпilir. Вuгаdа /,, nisbetitгayektoriyalarm xэtti ёlgtilэriпiп пisьэtidir.

zаrпап|аr nisbэti ilэ Ьаrаьэr, sistemin ixtiyarr kэmiууэtiпi dэ t/, пisьэti ilэ ifadэ
eda bilirik. Мэsэlэ, stirэtlэr, enerji чэ mоmепtlэr tigЁп

!__(L\: L-|+)-, #=(+)'-: (10.з)u (;J' д-l

пisЬэtlэriпi alrrrq.
Dediklэrimizi numayiý еtdirmэk ti9цn bir пеgэ misal gёstэrэk.
Gэlэсэkdэ gёrэ Ьilэсэуimiz kimi, kigik rаqslаr adlandrrdrýrmrz halda

potensial enerji koordinatrn kvadratik (k:2) funksiyasr оlчr. Вu йдсu (10.2)
dЁsturundan аltшr ki, Ьеlэ rэqslэriп реriоdlаrr опlаrm amplifudasmdarr asrlr deyil.
Bircins qtivvэ sahasindэ potensial enerji koordinatrn хэtti funksiyasr olur (Ьах S.8;,
уэпi k:l. Onda (10.2) dэп altrtq и,

,:= Еt \t

вurаdап аIпш ki, mаsэlэ, aýrrlrq sahasindэ dЁýmэ zаmапlапп kvadratlarr nisbэti
опlапп Ь а5 lanýr с htindiirltiklэri пisЬэtiпа ЬэrаЬаrdir.

iki ktitlanin Nyuton смiЬэsiпdэ va уа iki yЁktu zэrrэсiуiп Kulon qargrlrqh
tэsiri zamanr potensial епеrji zэrrэсiklаr arasrndakt mаsаfэ ilэ tэrs mtitэпаsiьdir,
yani k=-] tагtiЬdэп bircins funksiyasrdш. Bu halda

L -( !:\%t -[lJ
vЭ biz dеуЭ bilarik ki, mэsэlэ, trауеktоriуаlаr tizrэ firlanma zаmапlаrrшп
kvadratlarr пisЬэti опlапп orbitalarrnrn Olgtilэrinin kublarr пisЬэti kimidir (Керlеriп
tigtincti qanunu).

Sistemin hэrаkэti potensial епеrjiпiп koordinatrn bircins funksiyasr olan
fэzашП mэhdud oblastrnda Ьа9 чеrirsэ, Ьu halda kinetik va potensial епеrjilэriп
zаmаПа gёrЭ Оrtа qiуmэtlэri аrаsmdа 9ох sаdэ mtiпаsiЬэt mёчсчd оlчr. Bu
mi.iпаsiЬэt virial teoremi adi ilэ mэ;hчrdur.

Kinetik enerjinin siirэtlэriп kvadratik funksiyasr olduýunu Ьilэrэk, bircins
funksiyalar haqqrndakr Еуlеr tеоrеmiпdэп 

':r;Тa. 
еdэrэk

+ф:"="

27 = | p.i 
" 

= *(Z u.r.) - } ru

Aldrýrmrz Ьч ifadэki zаmапа gбrэ огtаlауаq. Наr hanst bi, /Cl funksiyasmm orta

qiуmэti

(10.4)
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0

1
t f (tvtlim

rэФI

kimi tэуiп edilir. Asanlrqla gёrmэk оlаr ki, эgэr fk)=+ mэhdud F(/)

funksiyasrnln zzrmana gorэ 1аm diferensialtdtrsa onda опuп zаrпжlа gёrэ orta

qiуmэti

,f = lim 1
т J

0

!!41=,,,n Л(r)- Л(О) 
= оdt гэф т

Т= k Е
k+2

olur. ,

Tutaq ki, sistem fэzапш mэhdud hissasindэ sonsuz olmayan siirэtlэ hэrэkэt edir.

Onda 
ry,П 

hэddi mэhdud olacaq, buna gёrэ dэ (10.4) diisturunun saý tэгэfiпdэki

birinci hэddin оrtа qiymэti srfir olacaq. iНnci hэddэ isэ Ц Nyutonun ikinci

qапuпuпа эsаsэп -! y*ruq altrtq kil,
drо

zT =|;""{ (10,5)
7"0r"

Baxdrýrmrz halda potensial епеrji k-ci dэrэсаdэ bircins funksiya olarsa, onda Еуlеr
tеоrеmiпэ эsсБэп (10,5) diisturu 

2т =kU (10.6)

axtardrýrmrz ifаdэпi чеrir.
g=V=Т+о olduýundan (10.6) dtisturunu aqaýrdakr ekvivalent fоrmаdа da

yazmaq olar.
(10.7)

Bu ifаdэ й va Г -nr sistemin tam enerjisi ilэ ifаdэ edir
Xtisusi halda kigik rэqslэr (k:2) tigtin

T=U

olduýunu, уэпi kinetik enerjinin orta qiуmэtiпiп potensial enerjinin оrtа qiуmэtiпэ
ЬаrаЬаr olduýunu alrrrq. Nyuton qargrlrqlПэsiri (k:-1) iigtin isэ

2Т =-U

olur. Bu halda Е: -т olduýundarr Ьеlэ qarqrlrqlr tэsir zжrranL hэrэkаt tam епеrjiпiп
yalnrz mапfi qiуmэt aldrýr halda fэzапm sonlu oblastrnda Ьа9 чеrir (Ьах ý 15).

' 1t0.51 ifadэsinin saý tэвfiпэ bazi hаllагdа sistemin чiгiаl dеуiгIэr
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мэsэlэlаr
1. Eyni potensial enerjili miixtэlif ktitlэli zаrrэсiklэriп eyni trayektoriya tizrэ

hэrэkэt zamanlart пisьэti песэdir?

Cavab ' = ^Еt |m

2. potensial епеrjiпi hэr hansr, sabit wruq dэfэ dayigdikdэ опlаrm hэгэkэt

zаmапlаrt песэ dэуiqэr?
t'

t
Cavab

тl-
1lu,

зз
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HaRaKaT TэNLiKLaMMN lгттвQкдr,LАг[мАsI

ý 11 BirбlgЁlii horakat

Bir sэrЬэstlik dэrэсэsiпэ malik sistemin harakэti bircilgtilЁ hэrэkэt adlanrr.
Sabit xarici sаlrэdэ olan Ьеlэ sistemin эп timumi Laqranj funksiyasr

L=!oQh. -u(q) (11.1)
2

gaklindэdir. a(q)-iimumilэ9mi9 q koordinatr dekart koordinatr olarsa (опu х
аdlапdrrасаф

.а
mх-

UG) (11.2)L
2

Bu Laqranj funksiyasrna uуýuп olan Laqranj trnliyi iimumi gэkildэ
inteqrallarrtr. Bu halda hэttа hаrэkаt tonliklэrini yazmaýa da ehtiyac qalmrr ча bir
baga опuп birinci inteqralrnda - enerjinin sarlanmast qanununu ifаdэ edan
tэпlikdэп istifada еtmэk kifayэtdir. Веlэliklэ (11.1) Laqranj funksiyasr tigtin alrrrq
ki,

+-u$)= в

Bu ifаdэ birinci tэrtiЬdэп чэ dэуi;эпlэriпэ ауrгmаqlа inteqrallanan diferensial
tэпliklэrdir. Alrnq ki,

dx Г;-
а= l;tu-uG)]

Ьurаdаrr

,--Et dx

.tE -U(x)
+ сопSt (1 1.3)

Aldrýrmrz bu hэlldэ iki dапэ inteqrallama sabitlэrinin rоluпч Е tam enerji чэ
inteqrallama sabiti const оупауш.

Kinetik enerji hэmi;а эdэd olduýundan hаrэkэt Zamanl tam enerji potensial
enerjidan ЬёуUk оlur: baýqa s0zlэ hэrэkэt fэzапm о oblastrnda Ьа9 veiir 

-ki, 
оrаdа

U(r). Е olsun.
ТutаqИ(х) ki, asrlrlrýr gэkil 6-da gёstэrilэп kimidir. Hamin qгаfikdо tam

91еrjiпiп verilmig qiуmэtiпэ чуЕuп olarr Ufiqi xatt ctzmaqla hаrаkэiiп Ьа9 чеrэ
ьilэсэуi oblastr tэуiп еdэ bilirik. Веlэliklэ, ;эkil 6-da gёъtэrilап halda hыэkэtya|mzAB oblastrnda, чэ уа С-dэп saýdakr oblastda bag чеrа Ьilэr.

Таm епеrjiпiп potensial епеrjiуэ ЬэrаЬэr
U(x)=g (11.4)

оlduф пёqtэlэr hэrэkэtiп sаrhэd пёqtэlаriпi tэуiп Ъdir. Нэmiп пбqtэlэr dayanma
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пбqtэlэri adlanrrlar. Bu пёqtаlэrdа stirэt sftr оlur. Ogar hэrаkэt oblastr iki пёqtэ ilэ
mэhdudla;rsa, onda hаrэkэt fэzашп mahdud oblastrnda bag verir чэ hаrэkаt fшit
hэrэkэу adlarrrr. Оgэr hэrэkэt mэhdudlagdrrrlmaytbsa чэ уа yalпtz Ьir tэrэfdэп
mэhdudla;drrrlrbsa onda hэrаkэt infinit adlanrr va zэrrэсik sonsuz uzaqla;mrg
пёqtэуэ gedir.

U

U=A
свА

хх2х1

ýэkil б

Birёlgtilti finit hэrэkэt rэqsi hэrэkэtdir-zэrrэсik iki sэrhэd пёqtэlэri arasmda
periodik olaraq tэkrаr olunan hэrэkэt edir (9эki1 6-da АВ potensial guхuruпdа х, vэ

х, пёqtаlэri arasrnda). Bu zaman hоrэkэtiп dёпэпliуi хаssэsiпэ (9эkil 18) эsаsэп

х,-dэп yэ J2-уэ qэdэr mэsаfэуэ sэrf olunan zаmап mЁddati хr-dэп х,-а qаdэr

mэsаfэуэ sэrf olunmr zaman mtiddэtiпа ЬэrаЬэr olur. Ona gбrэdэ hоrэkаtiп
periodu, zэrrэсiуiп х| чэ х, -dэп rl -э qayltma mtiddэti, х, -dэп va .r2 -уэ gеtmэ

miiddэtinin ikiya hasilinэ ЬаrаЬаr olacaqdrr чэ уа (1 1.3)-э эsаsэп
л, (Е)т(Е)=л{йI+ (11.5)
,,(E,l"J Е - U(x)

Bu halda ц ча х2 пёqtэlэri (11.4) tэnliyinin Е tam enerjinin veгilmig

qiуmаtlэriпdэki kёklэridir. Bu dtistur hэrэkэtiп periodunun Е,,. enerjidan asllr

olaraq tayin edir,
Мэsэlаlэr.
1. miistэvi iyazi raqqaslmn (l uzunluqda m kiitlэli maddi aýrrlrq qtiwasi

sаhэsiпdэ) periodunu tэуiп edir.

Нэlli. Rэqqаsrп enerjisi

u =ml|СР' - mgl соsrр = -mgl соsQо
2

burada р-rэqqаsш tarazlrq пбqtэsiпdэ meyl bucaýr, Qо isa meyl bucaýrnn

maksimum qiymэtidir. Нэrэkоtiп periodunu р bucaýrnrn O-dan Qо,d qэdэr

dэуigmэ mtiddэtinin 4-э hasili kimi hesablayaraq iaprrrq ki,
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. sin9
Bu ifаdэjа ffi = ,,n * эчэzlэпmэsiпi etsэk ineqral т -- +ff'! к(.r ?) qэklini

аlш. Burada к(&) = 
"(--!!:- birinci пOч elliptik inteqraldrr. Оgэr' ''. Jl - k2 sin2 {

"Л'Й 
o9n..r (kigik rэqslэr) olarsa K(r) funksiyasrnrn sшауа aynlt;r

,=r"E('-frr;- 
)

d,

sin'& -sin'922

Bu ayrrlrgrn birinci haddi mэlчm еlеmепtаr diisturu olur.
2. m kiitlэli cismin harэkotinin periodunu enerjidan astlt olaraq agaýrdakr

sahalarda hэrэkэti halrnda toyin edin.
а) rr = l|х|'

Cavab.
ll

2JГmв;а-------т7-
A/n

Нэrэkаt tапliklэriпiп inteqrallanmasr эчэzlэmэsi vasitesila inteqralr Еуlеriп
adlarran inteqrala gэtirmэk оlчг. B-inteqral Г-fuпksiуа ilэ agфrdakr kimi ifadэ
оlчпчr.

2пп
.Г_
f-

пА

йY, ,

т=2Jй [ __jI-=
'о 4Е- ,цr'

iay!й

T-nin Е-dэп asrlrlrýr (l0.2), (10.3) mexaniki oxýarlrq qanununa uуýчп gэlir.
Ь) u= -# -uо <Е<0

1
п

ll
-+-п2

Е

Cavab. r =
оJй
;м

с) v = volg2ъ

7T\l zm
a,tE+Uo

Cavab. 7 =

зб

lI



ý 12 Raqsin реriоduпа giira potensial enerjinin tayini

Zэrrэсiуiп U(x) sahasindэ rэqsi hэrэkэtiпiп Т periodunun Е,. enerjida

asrlrýrnr Ьilэrэk, potensial enerjinin formasmt пэ dаrэсэdэ Ьэrра еtmэk mэsэlэsiпэ
baxaq. Riyмi noqteyi пэzэrdэп bu (11.5) ineqral tэпliуiпiп Т@) asrlrlrýr mэlum

olarsa qeyri mэlum

U U(x) funksiyasrnrn ta-
ptlmast mэsэlэriпэ ek-
vivalentdir. Bu zаmап

U(x) funksiyaslшn
fэzашп ba,xdrýrmrz in-
tervalrnda уа|пz Ьir
minimuma malik oldu-

U=A

Х1 х2 еу" ?,чч?lсэdэп 
farz

ýэkil7 
, еdэсоуik. Inteqral tэп_

liyi bu qэrti <idэmэуэп
hэllэriпiп оlmаsmm

mtimkiinliiyti kэпаrа qoyacaýrq. Olveri;lilik п бqtеуi-пэzэrdэп koordinat
ba;lanýrcmr potensial enerjinin miпimчm пёqtоsiпdэ gёttirэk vэ hэmiп пёqtэdэ
potensial enerjinin qiуmэtiпi stfira ЬэrаЬэr segak.

Х koordinatma U-nun funksiyasr'kimi Ьахаrаq (11.5) inteqralrn 9ечiгmэуэ
uýradaq. xlu1 funksiyasr ikiqiymэtli funksiyadrr - potensial enerjinin hэr Ьir

qiуmэti х koordinatrnrn iki mtixtэlif qiуmэtiпdэ mеуdапа gtxtr. Buna uyýun olaraq
(11,5) inteqralr iki inteqralm сэmiпэ х=r,-dэп х=0 чэ x=O-dan x=xz kimi

ЬаrаЬэr olacaq. Bu zaman d;r-dэп #Оu-э kegirik. Bu iki oblasda х-iп U_dan

asrlrlrýrnr x=x,(U) чэ x=xr(U) 9эkliпdэ yazacaýtq. Aydrndrr ki, dU-ya gоrэ

inteqrallama sэrhаdlэri Е чэ 0 olacaqlar. Belэlikla alrrrq ki,

т(Е) = -i## - -i#h = -il* h1#
чо уа inteqrallama apaпnanrn ardrcrllrýrnr dауigэrэk

1с!
+t

iж=JйТil+#1=ffi
dE-ya gёrа inteqrallama sаdэdir уе п -уе ЬаrаЬэrdir, Bundan Sonra dU-ya gбrа

inteqrallama 9ох sаdэlэgir чэ аlmtr ki,
T(E)dE--_
,Ja- F-

=оJЙlr,(о)- ц(")]

( bu zaman 
"r(0) 

= ,,(0) = о olduýu пэzэrа alrnmrqdrr), дlrпап ifаdэdэ а -nln уеrlпэ

U yazsaq altntr ki,
з,|



_Д\Т@)аП (l2.1)ц(u\- ц(u) = оJй I Ju _ Е

Belaliнa г(д) mэlum olduqda ,,(u)-ц(u) fэrqini tapa bilfuik. ",(u) 
чэ ,,(u)

funksiyalrin isэ qeyri mtiэууэп qalrrlar. Bu isa ёz пёчЬэsiпdэ g0stэrir ki, регiоduп
enerjidan verilmig asrlrlrýma gэtirэп sonsrй sayda U =[](х) эуrilэri mёvcuddur.

Нэmiп эуrilэr еlэ dеfоrmаsiуаlаrlа fэrqlэпirlэr ki, U eyni qiymэtinda x-in iki
qiуmэtiпiп fэrqi dэуiqmiг.

Оgэr ulх; funksiyasrnrn ordinat охrша пэzэrэп simmetrik olmasrnt tэlаЬ

etsэk, уэпi talab etsэk ki,
x,(U)= -r,(U):,(U)

onda hэlliп goxqiymэtliliyi уох oltlr. Bu halda (12.1) ifаdэsi , (U) funksiyasr tigtin

birqiymatli

(|2.2)

ifadэsini чеrir.

ý 13 Getirilmig kiitla

Qar;rlrqlr tэsirdэ olan iki zэrrэсikdэп iЬаrэt sistemin hэrэkэti masalasi (iki
cisim mаsэlэsi) tam чэ iimumi ;еkildэ hэll оlчпап an vacib mэsэlаdir.

Bu mаsэlэпiп halli iigЦn atrlan birinci addrm olaraq, hamin hэrаkэtiп iki
hэrэkэtэ-аtаlаt mэrkэziпiп hэrэkэtiпэ чэ опа паzэrэп' zагrэсiklаriп hэrаkэti
mаsэlэsiпэ ayrrmaqla песа sаdэlэ;diуiпi gёstэrэk. iki zэrrасiуiп qargrlrqlr tэsirinin
potensial enerjisi ya|ntz опlаr arasmdakr mэsаfэdэп, уэпi опlаrm radius
vektorlarrnrn fэrqiпiп эdэdi qiуmэtiпdэп asilt оlur. Ona gсirэ dэ Ьеlэ sistemin
Laqranj frrnksiyasr

,kJ\= l-|T@)dE
\ / 2пrl2m J" 

"!u - ь

L- fi D ( 13.1)

fоrmаsmdа olur.
Zэпэсiklаr arasmdakr qargrlrqlr mэsаfэ

i =Vt-iz

Raduis vektorunun sеgэk чэ koordinat baglarrýrcmt sistemin atalat mэrkаziпdэ
sеgэk. Onda

пrir+ mr4, =0

olur. Bu uжlппсl iH tanlikdэn taprrrq ki,

:-, :,m|ц',m2r2' ff

--t
22 F2

mI+f
Шr * Ш, 

..-

(13.2)
_m.

I,

m, +fпl2
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Bu ifаdэlэгi (13.1) tэпliуiпdэ уеriпа y..yruqalrnq ki,

r=*'= -U(r)
2

Ьurаdа
ШlШz

m|+m2

(13.3)

m= (13.4)

igаrэlэmэlэri edilmigdir. М kэmiууэtiпэ gэtirilmi9 kiitlэ deyilir. (13.3) funksiyasr

fыmаl olaraq m kiitlэli maddi пёqtэпiп tаrрэпmэz mаrkэzэ пisьэtэп simmetrik m

xarici sаhэsiпdэ hаrэkэtiпiп Laqranj funksiyasr ilэ tist-iistэ dtigiir.

веlоliklэ iki qargrlrqlr tэsirdэ olan maddi пёqtэlэriп hэrэkэti mэsэlэri, bir
maddi noqtanin verilmi; U(r) xarici sаhаsiпdэ ki hэrэkэti mэsэlэsiпэ gэtiriliг. Вu
mэsэlапiп f =i(t)hэliпdэп m| уе и, kiitlэli zэrrэсiklэriп trayektoriyalan i =4(r)

чэ i, =vr111 (опlагrп эtаlэt mэrkаziпэ пэzэrэп) (13.2) tэпliklэri vаsitэsilэ аlшtr.

Маsэlэ
Sistem М kЁtlэli Ьir zэrrэсik чэ п dэпэ eyni m kЦtlэli zэrrэсiklэrdап tэ9gi1

olunmu;dur. оtаlэt markэzini aradan gжаrmаqlа, mэsэlэпi п dэпэ zэrrэсiуiп

hэrэkэti mэsэlэsiпэ gatirin.
нэlli: М ktitlэli zэrrэсiуiп radius-vektorunu Л, m kiitlэli zэrrэсiklэriп radius

vektorlarr Е. (а=1,2,З,..л) ilэ igаrэ еdэk. М kЁtlэli zэrrэсiklа m kiitlэli zэrrэсik

arasnda mэsаfэпi i" -- R'- frila iqаrэ edib, koordinat baglanýrcrnt эtаlэt mэrkаziпdэ

sеgэk. Onda
МR.+ m|R" =о

а

Bu iki tэпlikdэп taprrrq ki,

burada р= М +пm

Bu ifаdаlэri

7=_L|,r,, &=Л*л.р;

L=MR' *L' R_-u.| 1Ц "
LLa

Laqranj funksiyasr уеriпэ yazsaq alrrrq ki,

,=tто: #(т,,)
burada io =io

potensial enerji yalnrz zаrrэсiklэr arasmdakt mэsаfэdэп asrlr olduýundan

funksiyasr kimi ýёstэrilэ Ьilэr.

_U
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rdp
ý 14 Merkazi

sahada haraket
iki zэrrэсiуiп hэ-

rэkэti mэsэlэsiпi bir
zэrrэсiуiп hэrэkэti mэ-
sэlэsiпэ gэtiгэrkап, biz

r

о:
ýэНl Е zэrrэсiуiп potensial

enerjisi hэr hanst tэr-

рэпmэz пёqtоуэ qэdэr

olan r mэsаfэsiпdэп astlt olarr xarici sаtrэdэ hэrэkэtiпэ gэtirdik. Веlэ sаhэ mэrkэzi
satrэ adlantr. Веlэ sаtrэdэ zэпэсiуа tэsir edan qi.ivva

o' _ аU(r) _ _aU ,_

ai Orr

эdэdi qiуmэtса yalrmz r mэsаfэsiпdэп astlt olub, istiqamэtco radius vektor
istiqamэtindэ убпэlmig olur.

ý9-da gёstэrildiуi kimi sistemin sаhэsiпэ пэzэrап tэуiп olunmuq impuls
momenti sахlашr. Bir dапэ zапэсik tigtin

й =VB1

m пэ r vektorlarr Ьir-Ьiriпэ perpendikulyar olduqlarmdan, impuls momentinin
sa>clanan kэmiууаt olmast gбstэrir ki, zэrrэсiуiп r radius-vektoru hэmigэ Ьir
mtistэvi iizэriпdэ - m vektorunaperpendikulyar olan miistavi i.Иэriпdэ olacaqdrr.

Веlаliklэ maddi nёqtanin mаrkэzi sahada hэrаkэt trayektoriyasr bir mtistэvi
i,izаriпdэ olur. Bu mi.istэчidэ r,p роlуаr koordinatlarrnr dцil etdikdэ Laqranj

funksiyasrnl

,=:F +i'qf)-uy1 (14.1)

qэkliпdэ ума Ьilэrik (4.5) desturu ila miiqaisэ et).

Нэmiп funksiya dэуigапiпdап аýgаr gэkilda doril olmayan istэliпэп q,

timumilэ;mig koordinat dёчгЁ (siklik) koordinat adlanrr. Наmiп koordinat iigiin
yalпtz Laqranj tапliуiпdэп alrrrq ki,

d aL 
=0L =о

dt 0Q, 0q,

уэпi hэmiп koordinata uyýun Umчmilэqmig impuls е, =# hэгэkэt inteqralr olur,

Вu isэ dбvrЁ koordinatlar olduqda hаrэkэt tanliyini inteqrallamaq mэsэlэsiпi 9ох
asanla9drrrr.

В axdrýrmr z halda iimumilagmi; impuls

Ре = mrzф
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hэrэkаt miqdarr momentinin z komponenti М 
" 

= М ilэ tist-iista dtgiir ((9,6)-уа

ьах). Веlаliкэ biz impuls momentinin saclanmasl qапчпа qayrdrrrq.
М = mrzф = сопst (l4.2)

Qeyd еdэk ki, maddi пёqtапiП mаrkэzi sahada hэrэkэti tigi.in bu qanunun sada

hэпdэsi mэпаsl чаrdr. Lrra, ifadэsi iki Ьir-ьiriпэ уахm radius vеktогlаrlа
2

trayektoriYa qёvsi,intin эmаlЭ gэtirdiklэri sektorun sahэsidiT (qэkil 8). Onu df i|e
igаrэ еdэk. onda zэrrэсiуiп momenti 

м =2пj (14.3)

gaklinda yazmaqolar. Buradakr .f tёrэmаsiпа sektorial sЁrэt deyilir, Ona gбrэ dЭ

impuls momentinin smrlanmast sektorial stiratin sabitliyi dеmэkdir- hаrэkэt еdэп

radius-vektoru Ьэrаьэr zaman fаsilэsiпdэ Ьэrаьэr sа}rэlэr 9lхш (keplerin II

qanunu1.1- 
Maddi пOqtэпiп mэrkэzi salradэ hэrаkэti mэsэlэsiпi tam hэll еtmэk iigiin,

hэrэkоt tэпliklэriпi yazlb hэll еtmэk эчэziпэ, enerji vэ impuls momentinin

saxlanmast qanunlarrndmr istifadэ еtmэk daha alveriglidir. (|4.2) dtisturundan

istifadЭ еdэrоk ф -пi М-lэ ifada edib, enerjinin ifadэsinda уеriпэ yazdrqda alrrrq ki,

'=tt'+i'я')+(J(r)=+-ff*u<,l 
(14,4)

Вurаdшr
,dr

dt

ча уа dэуigэпlэrэ аушаrаq inteqrallasaq
dr

+ сопSt (14.6)
l-

'?[g-ulr)l-#

J

(14.5)

(14.7)

Fl;-uo:-#
Bundarr sоша (|4.2) ifadэsini

a,p=)at
mr-

gэkliпdэ y*rb,bu ifаdэуэ dr -nin уеriпэ (l4.5) ifadэsini inteqrallasaq alrrrq ki,
м

,p=l + сопSt

T.F-uФ1-#

l Маrkэzi sаtrаdэ impuls mоmепtiпiп sm<lanmast qапчпа Ьэzэп
4|

sаhэ inteqгalr deyiliг



(14.б) чэ (14.7) dЁsfurlarr qoyulmu; mэsэlэпi timumi formada hall еdir. Bu
di.isturlardan ikincisi r va 9 dayiganlari aTasmda аlаqэ уаrаdш, baqqa sбzlэ
trayektoriyanrn tэnliyidir. (14.6) dtisturu isэ hоrэkэt еdэп пбqtэпiп mэrkэzdэп olan
mэsаfэsi zаmашп qelTi-aggar funksiyasl kimi tэуiп edir. Qeyd еdэk ki, 9
dэуi;эпiп zamandan astlt olaraq mопоtоп dэуi;ir: (|4,2) diisfurundan gёri.intir ki,
Р funksiyast ёz igarэsini heg zaman dayigmir. (14,4) di.isturundan gortini.ir ki,
hэrэkэtiп radial hissэsiпэ

U"l =(](r)* -!', (14,8)' 2mr'

"effektiv" potensiaI enerjili sаhэdэ birёlgtilti hэrэkэt kimi baxmaq olar
м2;i kаmiууэtiпэ mezkozэ qagma enerjisi deyilir. r-iп

zmr

U(r)+ {'u = ,zmr
(14.9)

r

tэnliyini оdауэп
qiymati hэrэkэt

oblastmrn
mэrkаzdэп olan
sэrhэddiпi tэуiп
edir. (14,9)

ЬэrаЬэrliуi
ёdэпildikdэ radial
stirэt r stfir oluT.
Lakin bu zэгrэсiуiп

dayandrýrnr
gёstаrmir. (bir
бlgiilii hаrэkэtdэ
olduýu kimi) gtinki
bu halda bucaq
si,irэti ф srfrr olmur.
r = 0 ЬэrаЬэrliуi

trayektoriyanrn
"dёпmа пOqtэsi"
adlanrr. Bu пёqtаdэ
r(t) funksiyasr уа
artmadan aza|maýa
чэ уа эksiпэ dёпiir,

r-iп mtimktin

max

ýэkil 9

Ь9

olan qiymэti yalnrz bir r > r,," ýэrti ilэ mэhdudlaýarsa onda zэrrэсiуiп hэrэkаti
infinit hэrэkэt оlur: опuп trayektoriyasl Sonsuz uzaqla;mrg пёqtаdэп galir чэ уепаdэ sonsuz uzaqlagmrg пOqtэуэ gedir.
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Оgэr r-iп dэуigmэ oblastr iki r,, чэ r* sэrhаddiпэ malikdirsэ onda hаrаkэt

finit hэrэkэt olur чэ trayektoriya biittinlЁkla r = r.,n vэ l = г-о gеvrЭlэri аrаsmdа

qalan hэlqэ dаlrilindэ уегlэgiг. Bu heg dэ trауеktоriуапm qapalr эуridап ibmat

olmasmt gёstэrmir. Radius-vektoru r = r.,n ýlхlЬ г,* -& чэ эksiпа r,i" -а qayltmast

zаmап mi.iddэtiпdэ radius-vektortm dбпmэ bucaýr А р
м

J
zm(B -u)- м2

2r

dr
Ь9 =2 (14.10)

diisturu ilэ tэуiп оluпur. Др bucaýt 2п -tljiп rasional hissэsiпэ Ьэrаьэr olmast

bp=2lT- trayektoriyanrn qapalrlrq gэrtidir. Burada m vэ п tam эdэdlэrdir. Onda
п

bu zaman реriоdчпuп n dэfэ tekrarr zаtпжп пёqtэпiп radius-vektora m dэпа tam

dёчr edir чэ ёzi.iniin ovvэlki чаziууэtiпэ qaytdr, уэпi trayektoriya qарапrr.

Lakin Ьеlэ hallar 9ох nadirdir чэ U(r) funksiyasrnm ixtiyarr formasrnda Ар

bucaýr 2п -riп rasional hissэsina ЬэrаЬэr olmur. Вчпа gбrэ dэ timumi halda finit
hэrэliаtiп trayektoriyasr qapalr olmur. о sonsuz sayda minimal vэ maksimal
пOqtэlэrdэп kegir (gэkil 9 olduýu kimi) чэ Sonflrz b0yiik zаmап intervalrnda iki
sаrйэd gечrэlэri arasmda qalan hэlqаli doldurur. Мэrkэzi sаtrэпiп yalnrz iki
novtinda finit hэrэkаtiп trayektoriyasr qapah оlчr. Bu sаtrэlэr potensial епегjiпiп

У va уа 12 -1э mtitэnasib olduýu sаhэlэrdir. Bunlardan birincisinэ пбvЬэti

раrаqrаfdа baxrlacaq, ikinci hal isэ fэzачаri ossilyatora uyýundur (ьа,х ý23 mэsэlэ

3),
DOпmэ пёqtэlаriпdэ (14.5) kvadrat kбk (bununla birlikda (14.б) vЭ (14.7)

di.isturlanndakr inteqrallaltr ifada dэ) ёz i9arasini dэуi9iг, а bucaýrnr radius-

vektorun dбпmэ пёqtэsiпэ уёпэlmi; istiqапэtiпdэп hesablasaq onda

trayektoriyarrrn hamin пOqtэуа hэr iki tэrэfdэп qonýu olan пёqtэlаrdа

trayektoriyamn раr9аlаrr yalnrz i;аrэ ilэ bir-birindэn fэrqlэпэсэklэr. Вu isэ
trayektoriyanrn hэmiп istiqamatdэ пэzэrэп simmetrikliyi demakdir. Наr hansr

' 
' = r-^ пёqtаsiпэ qэdэr getsэk, onda ona паzаrап simmetrik olan eyni patgamn

olduýunu gёrэrik чэ s. Dеmэii trayektoriya dtiz чэ эks istiqamэtdэ tэkrш olunan

eyni раrgаьdап iЬаrэt olur. Вu hal infinit trауеktоriуаlаr iigtin dэ doýrudur. Bu

t uy.Ktoiiya r,," Пёqtэsiпdа ba;layaraq sonsuzluýa qэdэr davam еdэп simmetrik

budaqlardan iЬаrэtdiг.
Йэrkэzэqаgmа enerjisinin olmasl (м+о haldakr hэrаkэt zamam ) r-+0

ya<rnlagdrqda /r, qапчпч ilэ sonsuzluýa ya<rrrlaýdrýr zamal (hэmiп potensialrn

саzЬеtmэ potensialr olduýu halda Ьеlэ) zоrrэсiуiп sаhэпiп mэrkэziпэ dtigmэsinin

qаrýБmlп hrr. Zоrrэсiуirr mаrkэzа dЁ;mэsi potensial епеrjiпiп r + 0 kifayэt qэdэr

stirэtlэ - со -& ya>rrnlaбdrýr halda miimkifurdЁr.

'i' =E-(J0\- 
М'rr0

2 -' 2пr'
ЬэrаЬавizliуiпdэп 
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rz(J?)+Цl.Еr'

чэ уа ifаdэsiпdэп alntr ki, r sfira yaxrnlaqan qiуmэti yalntz
' э--, .l М2,'UlD|,_o . --

(14.11)

gэrti ёdэпildikdэ ala Ьilэr. Ba;qa sёzlэ U(r) -со_о yu -%, о, # qanunu ilэ

yaxlnlaýmalr yada -{-. mtitэnasib п > 2 olmaltdtr,
r

Мэsаlаlэr.
1. Sferik rэqqаsm - l radiuslu sfera tizra hаrэkаt еdэп m kiitlэli maddi

пёqtэпiп hэrэkаt tэnliyini inteqrallayrn.
Halli: kooгdinat ba;lanýrcr sfеrапm mэrkэziпdэ segilmig, роlуаr ОХ isэ ;aquli

istiqаmэtdэ a;aýrya уёпэlmig sferik koordinatlarda raqqasrn Lаqrапj funksiyasr

L =+@' + siп' fucil')+ mglcosl2'

p-koordinatr dёvrii olduýundan, impuls momentinin z komponenti ilэ tist-tistэ
dtigen а, i.imumilэgmig impuls saxlanan kоmiууэt оlчr.

mlz siпz 0ф = М ": сопst (1)

Епеrji isэ

Е=+(ёr+siпrdрr)- mglcosl -ml'ё' - mglcos|2 , -..- -Y ) ...ь. -,-- 2 2ml2 siпz 0
Bu ifаdэпiп а taprbr dэуi;mэklэ aylrsaq alrrrq ki,

(2)

t=l d0
(3)

r1.1*"Б

effektiv potensial enerji qэьчl olunmugdur. (1) tэпliуiпdэп istifadэ еdэrэk а
bucaýr tigЁn alrrrq ki,

М_r d0i-----+lъ 
t4,1' lJ2m J sin'dJд- Uq(0)

Вurаdа
мu,r(o)=

2ml2 siпz 0
- пglcosO

(3) va (4) inteqrallarr uyýun olaraq r чэ III пёч elliptik iшеqrаllаr sэrhэddi isэ
U=(JeI tЭПliУiПdЭп tэyin olunur. Axrrtnor tэпlik cosd gёrэ kub tэпlikdir. Hamin
tэпliуiп -1 vа +1 iпtегvаlrпdа iki kёki.i чаrdш. Нэmiп kёklэг sfera iizэriпdэ iki
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gечrэпiп vэziyyatini tэуiп еdirlаг. Нэrэkэtiп trayektoriyasr hэmiп 9ечrаlэr arastnda

уеrlэ9ir.
2. Тэрэ bucaýt 2а olan, tэрэsi iistэ gaquli уеrlэ9dirilir. Копus tizrэ maddi

пбqtэпiп aýrrlrq qtivvэsi sa}rэsindoki, hаrеkэt tэnliyini iпtеqrаlауш.
Halli: Koordinat ba;lanýrcr konusmr tэрэsiпdэ segilmig роlуаr ОХ isa ;aquli

istiqamэtda уuхап уёпэlmi g s ferik koordinatlarda L aqranj funksiyas r

L = +(i' + 12 sin2 
"ф')- 

rп8r cos d2'

p-koordinat dёчЁdiir, опа gёrа dэ М" saxlantlr.
М, = mr| s|п2 аф

t=*i'* У!, +mgrcOSl2 ' 2mr'siп2 а

Birinci mэsэlэdэ tatbiq оlчпап tisulla taprnq ki,

dr
|=

Enerji

I
)]?|r-u"rt,

m

M_rdr
'^-#' sin' alz. J .'J Е -U"r(r)

u"r(r)=
2mr'siп2 а

+ mgr cos9

Е=(Jqýэrti (м,*о olduqda) r-a пэzаrэп kub tanlikdir. опuп iki hэqiqi kcikti

vardtr. Нэmiп kбklэr konus iizэriпdо iki dэпэ paralel gечrэlеriп чэziууэtiпi tэуiп
edir. Нэrэkэtiп trayektoriyasr hamin 9ечrэlэг arasmda уеrlэgir.

3. ., ktitlayэ malik asqr пбqtэsi horizontal istiqаmэtdэ hэгэkэt еdэ bilan

mi,istэvi rэqqЕБm hэrэkэt tэnliyibi inteqrallaym
Нэlli: ý5 mэsэlэ 2-dэ alrnmrg Laqranj funksiyasrnda x-koordinatr dёvrtidtir.

Опа gёrэ dэ timumilagmig Р, impulsu sm<lanan kэmiууэtdir. Нэmiп impuls

sistemin tam imрчlsчпuп horizontal komponenti ila tist-iistэ dti9Ёr:

Р, = (п, + mr)* + mrlфсоsrр = сопst (1)

S istemi stikчпеtdэ gёttirmэk hэmiýэ mtimki.in olduýundan

olar va (1) tэnliyinin inteqralr
(m, + mr)х + mrl siпrр = сопst' '

gёtiirmэk

(2)

Miiпrasibatini verir. Bu isэ iи пёчьэsiпdа эtаlэt mэrkэziпiп horizontal

istiqamэtindэ stikunэt dэ olduýunu gёstэrir. (1) tэпliуiпdэп istifadэ еdэrэk enerji

Цgiin
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Е- ^rl'ф' - lпл
l - ' cos'p - mrgl costp

2 mI+m2
(3)

t =l
+

Е + mrglcoscp

m| ZЭrrЭСiУiП koordinatlarr xz=x+lsinp, yz=lcosp-ni (2) tanliklэri
vasitasilэ р-lэ ifаdэ еdэrэk tapшlq ki, hэmiп zэrrэсiуiп trayektoriyasr hогizопtаl

уаrlmохu lm,l(m,+mr)че ;aquli olu l olan ellips par9.Бlndan iЬаrэtdir. Оgэr
и, -+ ооlаrsа onda 9ечrэ iizrэ rэqs еdэп adi riyazi rэqqаsа qayrtmr; olur.

ý 15 Керlеr mesalasi

Мэrkэzi sаhэпiп эп vacib halr potensial enerjinin r -lэ tars mtitэnasib чэ
uyýun olaraq qtivvэnin r2-|a tэrs mtitэnasib olduýu haldrr, Вurауа Nyuton смiЬэ
sаhэsi чэ elektrostatik Kulon sаhэlэri daxildir. Malum olduýu kimi birinci yalпtz
смiьэ xarakterli, ikinci isэ hэm саziьэ hэmdэ itэlэmэ sahэsi ola Ьilэr.

оччэlсэ
(] =_L (15.1)

r

ifadэsini alrrrq. Buradan isэ

саziЬэ sаhэsiпэ baxaq. Burada
enerjinin

Uef

'm2f
й;aJ

sin2

mtisЬэt sabitdir. "Effektiv" potensial

U,t = +;-т (15.2)" r 'zmr-

qraf,rki ;эkil 10-da gёstэrilэп kimidir. О r+0 **-ol r-)co isэ mэпfi tэrэfdэп
stftra yaxtnla;tr. r = r7*n пёqtэsiпdэ

(%),,"=-# (15.3)

r

ЬэrаЬэr olan nrinimuma qiуmэt alrr.
Нэmiп qrаfikdэп g0rtintir ki, Д > 0

olduqda zэrrэсiуiп hэrаkэti infinit,
л < 0 olduqda isэ finit olacaqdrr,

Trayektpriyanln аýgаr fогmаst
(I4,7) diisfuru vasitэsilэ alrnrr, Bu
dЁsturdan UО = -| yaztb,

elementar inteqrallama apardrqdan
sопrа alrrrq ki,
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Мmа
р- + сопSt

2.Е *''о--'м,

Alrnan ifаdэdэ р bucaýrnrn baglanýrcmt еlэ sеgэk ki, consF0 olsun чэ

у
м2

Р =-,
mа

е=

2ь (15.4)

igаrаlэmэlэriпi еtsэk
trayektoriyanrn

! =| + ecosp
r

2а
(15.5)

ýэkil 11 tэnliyini alarrq. Bu
tэnlik fokus пёqtэsi
koordinat baqlanýrcr

segilmi; konusvart kэsiyin tэпliуidir. Р va е oгbitin раrаmеtri va eksentriteti
adlanrrlar. (15,1) tэпliуiпdэп gёri.iпtir ki, р-пiп ba;larrýrc qiуmэtiпi segilmasi р= О

пёqtэsiпiп mаrkэzэ эп уiжш пбqtа olduýuna dэlачэt еdiг фerihali пёqtэsi) (15.1)
qапuпч ilэ qargrlrqlr tэsirdэ olan ekvivalent iki cisim mаsаlэsiпdэ dэ hаr Ьir
zэrrэсiуiп orbiti fokustvarr fokuslarr опlапп аtаlэt mаrkэziпdэ оlап konusvari
kэsikdan iьаrэtdir.

(15.4) diisturundarr gёrtiпtir ki, Е < о olduqda eksentristet е <1 -dir, уэпi
orbita ellipsdir чэ paraqrafin эччэliпdэ deyitdiyi kimi, hэrэkаt finit hэrэkэtdir
(9эki1 11)_ Дnalitik hэпdэsэпiп mэlчm diisfurlarrna gёrэ ellipsin bёyiik vэ kigik

уаrtmохlагl
,а_р=:_.,рМ(15.6)=т:7=м, О=6=W|

Enerjinin mi1mktin olan qiymэti (15.3) ifadэsi ilэ_iisЁiistэ dtiýtir. Bu zаmап е:0

оlчr чЭ ellips 9ечrэуЭ Еёчrilir. Qeyd еdэk ki, ellipsin bёyiik yarlmoxtr ya1ruz

zэrrэсiуiп enerjisindэn (mоmепtiпdэп уох) asrlr olur,

Satrэnin mэrkэziпэ ап уахm чэ эп uzaq mэsаfа

,._=*=а(7-е), ,л*=*= а(l+е) (15,7)

. 2Ем2lt7
mа-

х
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Bu ifаdэlэri (a-nrn чэ e-nin (15.6) чэ (15.4) ifadalэrini шezere alaraq), (Ia?)=E

tэпliуiпiп kёklаri birbaga da almaq olardr.
Ellips tizrэ firlanma zammll, уэпi hэrэkэtiп Т periodunu, (14.3) gэkliпdо

yмrlmr; "sаhэ inteqralrndan ?1almaq daha эlveriglidir. Нэmiп ifadani zаmапа g0rэ
srfirdan Т-уэ qэdаr inteqrallasaq alrrrq ki,

2mf =774

burada / orbitin sahэsidir. Ellips :d'giп 7=7щб va (15.6) di.isfurlarr чаsitэsilэ
taprrrq ki, 1

(15.8)

Нэrаkэtiп periodunun kчаdrаtшm orbitin хэtti olgtilэrinin kubu ilэ miitэnasib
olduýu artrq ýlO-da gёstarilmiýdi. Qeyd еdэk ki, period уа|пz zэпасiуiп
епеrjisiпdэп asrltdrr.

Д > 0 olduqda hэrэkэt infinitdir. Д > oolduqda е > l оlur, yani trayektoriya
hiperboladrr. Trayektoriya sahэsinin mэrkэziпi (fokusu) 9эkil 12-dэ olduýu kimi
dolanrr, perihelinin mэrkэzdэп olan masafэsi

,л_ = 
,-!-л-_ 

а(е -1) (15.9)

у

Ьчrаdа
D а,,

r^^ =;+т= frhiperbo
lашп уапmохudчr,

Д = 0 olduqda
е =1, уэпi zэпэсik
parabola tizrэ hэrэkэt
edir. perehelindan olan

mаsаfэ ,л^=| .

Bu hal zэrгэсiуiп
sonsuz uzaqlagmr;
пбqtэdэп si.ikunэt
hэrаkэtэ baqladrýr
zamam Ьа9 verir.

Zэrrэсiуiп
koordinatrnrn

zamandan asrlrlrýr
(14.6) diisturu
vasitэsila almtr. Bu
asrlrlrq alverigli

р

х

ýэkil 12

parametrik fоrmаdа aqaýrdakr kimi ifаdэ oluna Ьilаr.

а(е-1
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Оччэlсэ elliptik orbitaya бшrаq. (14.6) inteqralrnr (15.4) чэ (16.6) dtisturlarr
чаsitэsilэ а уэ е -ni daril еtsэk alrrrq ki,

m rdr
I а

rdr

Mz а'е' -Q -"Y

olacaq. Ellips boyunca bir tam

firlanmaya f раrаmеtriпiп 0-

dan 2п -уе qэdэr dэуigmэsi
uyýun gэlir.

Таmаmilэ analoji
hesablamanr hiperbolik
trayektoriya tigiin aparsaq

aqaýrdakr пэtiсэпi alanq, 
_

r = а(есh€_ l),l = lЦ!-(еsh€ 
- Ц)

, = о(, - ch€),у = ol-" -1,1,,ц

=ff!|=
2r *и,-тй

Alrnan ifаdэdэ r-a=-accos{ эчэzlэпmэsiпi еtmэklэ inteqral aqaýrdakr kimi ifada

оlчпur.

,= E!l--ecos{P( = EIU-esin {)+сопst

Burada zаmапm ba;lanýrcrnt еlэ segsэk ki, const:O olsun. Onda r чэ t-nin

agaýrdakr parametrik ifаdэlаriп i almr 9 о' ч11,,

,=lTIl-ecos{P( = l+IG -esinf) (15.10)

(t:0 anrnda zэrrасik реrihеlidэ olub). Нэmiп { parametri vasitasilэ zэrrэсiУiп

х=rсоsQ vэ у= rsiпср koordinatlarrnda (х чэу oxlart uyýun olaraq ellipsin

ЬбуЁk чэ kigik уаrtmохlаrr istiqamэtindэ yёnolmigdir) ifаdэ еtmэk olur. (15.5) va

(15.10) ifаdоlэriпdап altnq ki,
ех= р -r = а(|- r')- а(1 - ecos{) = ae(cos€ - е)

у koordinatn, п[rГ4 kimi yMsaq пэhауаt
х=а(соs€-е),

у = аЛj siп€
(15.11)у

а(е-1) х

(1 5.12)

ýэkil 13
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burada f рагаmеtri -.odan +.о Qэdэr dэуi;ir.

ihdi isэ U(r) =9 itэlаmэ sаhэsiпdэ hэrэkэtэ baxaq ( о , 0 ).r
Bu halda effektiv potensial епеrji

U"I
аМ2--д-r ' 2mr2

r 0-dan .о-а qэdэr dэуiqdikdэ, monoton olaraq +.о -dan 0-а qэdэr dэуiýir.
Zэrrасiуiп enerjisi yalilz mtisbat, hэrаkэt isэ infinit оlur. Btitiin hesablamalar
yuxarrda aparrlanlarla analojidrr. Trayektoriya (раrаЬоlа Е:0 olduqda)
hiperboladrr.

!=-|+ecosp (15.14)
r

ф чэ е раrаmеtrlэri эwэlki (15.4) diisfuru ilэ tayin оlчпчrlаr).
Вu halda traektoriya sаhэпiп mеrkэziпiп gэkil 13-dэ gбstarildiyi kimi

yanrndan kеgiг.
perihelindan olan mэsаfэ

у:
' mlп = а(е +1) (15.15)р

е-|

zamandan asrlrlrq aýфrdakr parametrik tanliklar vasitэsila verilir

r = а(есhЁ+ l),l = Pt"rOC * С)

х = а(сhЁ + е),у = oJt -ьъ€
(15,16)

Paraqrafin осшпdа qeyd еdэk ki, ulr; =i r a-nin ixtiyarr i;аrэsiпdэ) hэrэkэt

zamalu yalnrz bu sаhэуЭ aid olarr mэхsаsi hэrэkэt inteqralr чаrdш. ВirЬаqа
hesablama ilэ gёstэrmоk olar ki,

[о,;,] (l5.17)
saxlanan kэmiyyatdir,

Doýrudan da buntrrr zаmапаgёrэ tam tёrаmаsi

[;MJ-+ +
ifаdэsiпэ Ьэrаьаrdir. Вurаdа й =.vlJifаdэsiпdэп istifadэ etsak

mFQi)-mnдi)*ai -аFr)r]rr-

Аlшап ifаdэ dэ я=$hэгаkаt tопliуiпdэп istifadэ еdэrэk hэmiп ifаdэпiп
doýTudan da stflra Ьаrаьаr olduýunu gёstаrэ Ьilэrik.

Ф
* -= = сопSt

r
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Saxlanan (15.17) vektoni bёyi.ik ох tИrэ fokusdan реruhеliуэ doýru

istiqamэtlэnmi;dir. опuп эdэdi qiуmэti isэ се -уэ ЬэrаЬэrdir. Вuпuп tigЁn hamin

vektorun perihelidэ qiymэtini hesablamaq kifayэtdir.
(15,17) hэrаkаt inteqralrnda й va Е inteqrallarr kimi zэгrэсiуiп halrnrn

(koordinat va stirэtiп) birqiymэtli funksiyasr olduýunu qeyd еdэk. Gэlэсэkdэ ý50-
ci gёrэсэуik ki, Ьеlэ эlача birqiymэtli inteqralr mеуdапа glxlnml hаrэkэtiп

cшla;mast isэ аlаqэdаrdrr.
Мэsэlэlэr.

1. Е=0 enerjili zэrrасiуiп U=_9 sаhэsiпdэ'hэrэkэti еdэrkэп koordinatrn

zamandan asrlrlrýrnr фаrаЬоlа tizrэ) taprn
Нэlli:

J
rdrt-

'2о м2;'- ,n

inteqralrnda

, =ff{r+q')=|I*п')
эчэzlэmэsiпi еtsэk, пэtiсаdэ axtardrýrmtz asrlrlrýrn aqaýdakr paTametrik fоrmаdа

olduýunu gбrэrik. Р раrаmеtri _ оо -da + Ь -а qэdэr dэуi9ir,

,=|1*п'\ ,=Е:('-+)
,=||-п'), у = pTt

2. Maddi пёqtэпiп U(r) = -fr " 
> 0 sаhэsiпdэ hэrэkэt tэnliyini inteqrallayrn,

Halli: (14.6), (14,7) tэпliklаriпdэп istifadэ еdэrэk уа Q,t kэmiууэtlэriпiп

uyýun ba;lanýrc qiymэtlarini sеgmэklа alrrrq ki,

a)E>0olduqda, *r, |=
- 2mа
l _-.-

м,
2mа

-_l
м2

1

Ь) Дrо olduqda,

с) Е<0 olduqda,

Btittin hallarda

2mЕ

-2па
2mЕ

r 2m;Т
1

-=r 2mа- М2

2m

м2 lа
2mа_--;-
м,

,=+ЕFт"
2rп
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а) чэ Ь) hallarrnda g -+ о Ya<rnla,gdrqda zэпэсik mэrkоziпэ dЁgiir. Нэr hanst

sonlu r mэsаfэsiпdэп mэrkэzэ diigmэ

1

Е{ о-'' + Er. -
2m

2mбUdr

2m@ +9l, м2-r,

2mЕ

3. U(r) = -9 potensial епеrjiуэ sonsuz kigik dcr(r) эlачэsi etdikdo finit
r

hэrэkаtiп trayektoriyasl qapah оlmur чэ hэr Ьir dбчrdэп sonra periheli dр bucaýr

qэdеr yerini dayi;ir. u) ба = % vэЬ) М =rf qiymэtlari iigtin бp-ni

hesablayrn.
Нэlli: r dэуi;апiп r.,n -dan г^о-d чэ sопrа r,," -а dэуiqmэsi zamanr р bucaýr

(14.10) di,isturu ilэ toyin olunan Ар_qэdаr dayiqir. Нэmiп dtisturu
al,*

b1=-zft l
rmiл

2m(Е -ul - Ча,

kimi ума Ьilэrik (gэlосэkdэ fiktiv olaraq doýulan inteqral almamaq tigtin). Bu
(/(r) = -L + 5а yaz:rb Л.r -пuп i.istlэriпа gоrэ slraya aylraq. Bu zaman srftnnrt

r, tartibdan olan hedd Zп -уэ ЬэrаЬэr olacaq. I tartibdэn olan hэdd isэ axtardrýrmrz
уеrdэуigmэпi чеrэсэkdir

а
0м I =*(#)|,aua,Ьр= (1)

r

burada dr-э gФa inteqrallamadan, "hayacanlanmamtg" trayektoriyast tizrэ dp-ye
gёrэ inteqrallamaya kegilmi9dir.

(1) dtisturunu а) halrnda inteqrallamaq 9ох asandT va

ар=_2пРу =_2оF
М2 ар

ifadasini чеrir ф- hэуасапlапmаmrq ellipsin (l5.4) ifadasilэ verilan parametridir.

Ь) halrnda r'6{J =У u" 1-1 (tS.S) ifadasindan g0tiiTsэk alrnq ki,

бр= _6тауrп' = _6оу
М4 apz
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Iv FaSiL

ZaRRaciKt aKh.l TOQQUýMASI

ý 1б Zarraciklorin pargalamgast

impuls чэ enerjinin saxlanmasr qanunlarr ёzti-оzl,liуtiпdэ bir 9ох hallarda

mtiхtэlif mexaniki hаdisэlэriп хаrаktеri Ьаrэdэ эhаmiууэtli пэtiсэlэr grхаrmаýа

imkan чеrir. Вu halda эп аhэmiууэtli olarr odur ki, hэmiп хаssэlэr рrоsеsdэ i9tirak

edon zэrrэсiklаr arasrndakr qar;rlrqlr tэsiriп почЁпdэп astlt оlmur.

Zэrrэсiуiп "ёz-ёztiпа" iki hissэya pargalanma, уэпi xarici qtiwэпiп tasiri

olmadan pargalanma рrоsеsiпэ baxaq, Pargalanmadan sonra аlmап hэг iki zэrrэСik

bir Ьiriпdэп astlr olmayaraq hэrаkэt еdirlэr.

Bu proses zэrrэсiуiп (pargalanmadan аччэl) siikunэtda olduýu hesablama

sistemindэ daha sаdэ ;эkil altr. impulsun saxlanmast qanununa gёrэ раr9а-
lanmadan sопrа аlшап zэгrэсiklэriп impulslartn сэmi stfir оlur, yani zэrrэсiklэr

ЬэrаЬэr va эks istiqamэtli impulslarla hэrэkэt еdirlэr. Опlаrrп д эdэdi qiуmэtlэri

enerjinin

Е,!* = ErUo, * р',
2m,

+ Еrо* +
2

Ро

й

saxlanmast qanunundarr tэуiп olunur. Вчrаdа m| уэ m, zxreciklarin ktitlэlеr|, Е,о*

уе E2d* onlann daxili епеrjilэri, До_ isэ эччэlki (раrgаlапап) zэпэсiуiп daxili

enerjisidir.
"Раrgаlапmа enerjisini" е -lэ igаrэ edak,

г=F -F -р. (16,1)о - D,]B u|dв "2dо,

(aydrndrr ki, раrgаlапmшIlп iimumiууэtlэ miimktin olmast tigiin bu kэmiууэt

mtisЬэt olmahdrr). Вurаdап аlrшr ki,
2

s_&-
2

-fu-. ,, = Ро
) '20m| m2

2
Ро

2.

Buradarr da ро tayin оluпur (m-gэtirilmig kЁtlэ olur), zэrrасiklэriп siirэtlэri isa

+
1 1 (16.2)
m,| m2

Ylo =

incli isa раrgаlшrап фiriпсi) zэrrэсiуiп раrgаlапmауа qэdэr Й stirэtla hэrэkэt

etdiyi hesablama sisteminэ kеgэk. Bu sistem timumi impulsun stfira Ьаrаьэr

olduýu "эtаlэt mэrkаzi sistem"-nin (s-sistemi) эksiпэ olaraq laboratoriya (l-

sistemi) sistemi adlandrrrrlar.
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Pargalanmadan аlmап zэrrасiklэrdэп Ьiriпэ ba>raq: опuп 1 чэ s-sistеmlэrdэki
si.iratlэrinin uуЕuп olaraq й чэ fо igаrэ еdэk. Мэlum i =t +io чэ уа i -t =io

ifаdэsiПdЭП almtr ki, 
ч2 +V2 _2уY cos , =ч2о (16.3)

Ьчrаdа d zэпэсiуiп stirэtinin Й stirэtilэ эmэlэ gэtirdiyi bucaqdrr (ugma bucaýr).
Вu dtistur чаsitэsilэ pargalanma zэrrэсiуiп stirэtiпiп onurr lаЬоrаtоriуа sistemindэ
ugmа bucaýrndan asrlrlrýr tэуiп olunur. Вч asrlrlrq gэНl 14-da gёstаrilэп

v v0

А
V

а) V<vo а) V>vo

ýэkil 14

diaqramma чаsitэsilэ ifаdэ olunmugdur. Diaqramdan i surati vo гadiuslu 9ечrэпiп
hэr hansr Ьir пбqtэsiпэ, mаrkэzdэп t mаsаfэdэ olan А пёqtаsiпdэп gаkilэп ilэ
tэуiп olunur. V<yo чэ И>чо hаllагша gэkil 14-dэ а) чэ Ь) diаqrаmlаrr uyýun
gэlir. Birinci halda zэrrэсik istэпilэп bucaýr altrndan grxa Ьilаr. ikinci halda isэ
zэrгэсik ya|ntz

sino.* =Ь (16.4)

dtisturu ilэ tayin оluпап g,* Ьчсаýmdап artrq olmayan bucaq altrnda iгэliуэ doýru
grxa bilar (А пOqtэsiпdэп 9ечrэуэ gakilan tохuпап istiqamэti).

l vЭ s-sistеmlэriпdэki 9rxma 0 чэ 0о bucaqlarr аrаsшdаkr эlаqа hэmiп
diqrаmlаппdап taprlan

ц0 = Yosin4o

vocoslo +V (16,5)

dЁsturu ilэ ifadэ oluntrr.
Вч ifаdэпi cosOo-a gёrа hэll etsэk

соsф =-(sin,dtcos
у0

с

А

t-)sin'0
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diistчrцпчаlаrrq. уо>V olduqdd 0o-1a 0 аrаsmdаэlаqа (1а,а) diaqramrndan gё-

Ёndtiyti kimi qarprsmda + igшэsiпi gёttiтmэk lмrmdrr (bu zaman 4=oolduqda
d = 0 аlmtr). uo . и olduqda isэ 9о -la arasndakr эlаqэ birqismэtli оlmur: 9 -пm hэr

bir qiymatina 0o-rn iki qiymati uyýun gаliг. Нэmiп hallar 14 Ь) ;aklindэ gеvrэпiп В

va С пёqtэlэriпа mаrkэzdэп gэkilmiq fro vektorlarrna uуýuп gэlir. Bu halda kvadrat

kёktin qargrsmda hэr iki i;аrэ uyýun gэlir.

Fiziki tэtЬiqlэr zamanl yalnrz bir zэrrэсiуiп deyil, goxlu zэrrэсiklаriП раr-
galanmasr рrоsеsiпэ baklmast zэruri оluг. Bu zаrrrап раrgаlапmа zаrrэсiklаriпiп

istiqаmэtэ (ьuсаqlага) чэ епеriуэ gёrэ paylanmast mэsэlэsi meydana 9жш.
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Веlэ halda эwэlki zэrrэсiklаriп fэzаdа xaotik уэпi orta hesabla izotrop
paylandrqlanm farz еdэсэуik.

S-sistemindэ qmýlya qoyulan suallarrn cavabt aydrndrr. Раrgаlапmа
zэrrэсiНэriпiп hamrst (еупi пёчdэп olan) eyni епеrjiуэ malik оlчrlаг чэ опlапп
istiqamathэ gёrэ paylanmalarr izotropdur. Ахrrmсr miiddaa awalki zэrrэсiklэriп
fszada izotrop gэkildэ paylanmasr haqqrnda etdiyimiz fэrziууэ ilэ эlаqэlidir. Bu isэ
doocisim bucaýr altrnda 9жап zэrrасiklаr sауmlп tэmiп elementin qiуmэtilэ

miitэпаsiЬ olmast, уэпi Р-уэ ЬэrаЬаr olmast dеmэkdir. Вчrаdап Q bucaqlarrna-4п'
gёrэ paylanmast doo =2rsiпOоdOо еtmоklэ alrrrq

1

1sinOodlo (16.7)

l-sistemdэ paylanmant (16.7) dtisturunu uуýuп gечirmэуэ uýratmaqla ala Ьilэrik.
Мэsаlэ l-sistemda kinetik епеrjiуэ g0rэ paylanmanr tapaq: i =iо+t ifаdэsiпi
kчаdrаtа уЁksэldэk

у2 = у3 + V2 + 2voV cos 0о

Ьчrаdап taprrrq ki,

d cosl^ = 
d(u')

' 2voV

Вurауа Т =+ ifadэsini da,xil еdэk (Ьuгаdа m zэrrэсiklэriп paylanmasrna"2
bа<tlmastndan asrlr olaraq m.| уе у4 mz ola Ьilэr) чэ (16,7)-da уеriпэ qoyaq. Onda
axtardrýrmrz

dT

й (16.8)

paylanmasr alarrq.

Kinetik enedi оп kigik Т=!Фо-И)' qiуmэtiпdэп эп b0yiik T=|{vo+V)'

qiуmэtiпэ qэdэr dэуi;э bilar. (16.8) dtisturundan gёri.iпtir ki, bu intervalda
zэrrэсiklаriп paylanmasr izotropdur.

Zэпэсiуiп ikidэn 9ох zэrтэсiklэrа par9alanmasr halrnda enerji чэ impulsun
saxlanmast qanunlart zэrrасiНэriп siirэtlэrэ чэ istiqаmеtlэrэ gёrо рауlапmаlаrrпdа,
iki zэrrэсiуа раrgаlапmа halrna пisЬэtэп daha 9ох ixtiyariliyэ yol verir, Xtisusi
halda, s-sistemindэ раrgаlапmа zэrrэсiklэriпiп епеdilэri malum qiуmэtэ malik
Оlmurlаr. Lakin hэr Ьir pargalarrma zэrrэсiуiпiп аlа Ьilэсэуi enerjinin учхагl
sэrhaddi mэlчm olur,

Нэmiп sэrhэddi tэуiп еtmэk Ё9tiп bа>crlan (и, ) ktitlэli bir zаrrасikdэп baýqa
qalan zэrrэсiklэr goxluýuna bir sistem kimi baxaq. Опuп daxili enerjisini Е;-
lэ iýare edak. Ondd m, zeffeciyinin kinetik enerjisinin (16.1) чэ (1б.2) diisfurlarrna
аsшэп

Ц,=*=\f{,^- Е,^- Ei*)
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gaНindo ушmаq,оlаr (М-эwаlki zэrrэсiуiп ktitlэsidir). Aydrndrr ki, {о mtimkiin
olan эп ЬбуUk qiymэti эп kigik qiуmаtэ malik olduýu halda ala Ьilэr. Bunun tigtirr
isэ и, zэrrэсiуiпdэп ba;qa qalan zэrrэсiklэriп hamrsr eyni bir stirэtlа hэrэkэt
etmэlidirlar. Вч halda Ei", опlаrtп daxili епеrjilэriпiп сэmiпэ ЬаrаЬэr

Е*-Е,л-Д* farqi isэ е раrgаlапmа enerjisinэ ЬэrаЬэr оlur. Веlэliklэ

(4о).* =М |r*, , (16.9)м
Мэsэlэlэr.
1. Zэrrэсiklэriп l sistemindэki Q va ф bucaqlarr arasmda эlаqэпi iki

zэrrэсiуэ раrgаlапmа halrnda tapm.
Нэlli; S-sistemda zэпэсiklэriп 9жmа bucaqlan 0rо=п-Orо dtisturu ilэ

эlаqэlэпir. d,о-уеriпэ sаdэса olaraq 0о yaztb (l6.5) dtisturunu hэr iki zапэсik ti9tin

V +,vrocosdo = цо sin8crg8
V -urocosdo = vrosinOoctgl,

gэkliпdа yaza bilэrik. Bu iki ЬэrаЬэrlikdап ф-i kэпаr еtmэk olar. Bunun iigi.in

hэmiп tэпliklэri cos9o va siпф gёrа yazrb sin2 Q + cos'do + 1 camini hesablamaq

laztmdtr. Bundan sоша u'o/_ =*Z olduýunu пэzэrэ alaraq (16.2)-dэп istifadэ
/vzо /ml

_ еdэrэk aqaýrdakr tэпliуi alrrtq.
2. Раrgаlапmа zoraciklэrinin l-sistemindэ glxlna istiqаmэtlэriпэ gёrа

paylanmasmt taptn.
Нэlli: yo>V halrnda (16.6) ifаdэsiпdэ kбktin qargrsrnda "*" iýarэsi gёttirtib

(16.7)-da уеriпэ ушаq.Опdа axtardrýrmrz paylanmanr a;aýrdakr ;эkildэ altrrq:

r2
1+ cos20

siпИ0 2Lco"+ (оsO<п),)
уо t-)sin'O

yo<V olduýu halda do-\a g аrаsmdа olan hаr iki аlаqэпi пэzэrа almaq lazrmdrr.

9 bucaýr artdrqca опа uyýun olan ф bucaqlarmrn biri attb, о biri isэ

azaldrýrndan (16.6) ifadэsinda dcos1o ifаdэlэriпiп kёkЁп qarqrsrnda hаr iki i;аrэпi
gёtiirdЁytirntiz haldakr qiуmэtlэriпiп farqini (сэmi уох) gёttirmэk lмrmdrr.
Nэtiсэdа alrrrq ki,

rz
l+ cos20

siпИ0 (о<в<р,*)

-)rrn'О
3. l-sistemdэ hаr iki раr9аlапmа zэrrэсiklэriпiп 9rxr9 istiqаmэtlэri arasrndakt

bucaýr tэуiп edin.
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Нэllil 9 bucaýr (16.5) dtisfuru ilэ tayin oluna 0, ve 0, bucaqlarrnrn сэmiпэ

ЬаrаЬеrdir 0 = 0t + 4 Фшr mэsэlэ 1). Нэmiп bucaýrn Иnqensi an zýan hеsаЬlаrшr.

Alrnmr; ifаdэпiп ekstremumunun tэdqiqi 0 bucaýtntn mtimkiin оlап intervalmtn
и ila цо чэ ч2о stirэtlэriпiп nisbi qiуmаtlэriпdэп astlr оlаrаq a;aýtdakt

qiymatlэrini чеrir:
0<0<п,eggrvro<V<vro
п-0^<0<п, ЭgЭr V.uro

0<0<0,,еgэt V}u,о

(mtiэууэп olmast tigtin v,o > v,o olduýunu qэЬul etdik). Вu zaman 8 bucaýt

sin 9, = 
И(v,о + v,о)

V2 + vrovro

diisfuru ilэ tэуiп olunur.

ý 17 ZаrrасiНаriп elastiki toqqugmasr

Zэrrэсiklэriп toqqu;mast опlаrm daxili halrnr dэуi;dirmirsэ Ьеlэ toqquýma
elastiki toqqugma adlanrr, Вчпа uyýun olaraq Ьеlэ toqquýmaya enerjinin sax-
lanmast qапчпчпч tэtbiq еtdikdэ dorili enerjini пэzэrа almamaq оlаr.

нэr iki zэrrэсi-

с п}ffiу:ffiilън;
(s-sistemi) паzэгэп
toqqugma sаdэ ;эkil
аlr. Ovvalki paraq-
rafda etdiyimiz kimi
kэmiууэtlэriп s-siste-
miпdэki igаrэlаriпi
"0" indeksi ila fэrq-
lэпdirэсэуik. Zеrcэ-
ciklэrin s-sisteminda
toqquqmadan эччаlki
si.irэtlэri опlаrrп labo-
rаtоriуа sistemindэki

чvэi2
stirэtlarila

m-
ylo - v )

ml+mz

m1
Yzo = --У

m|+m7

;эkliпdэ ifаdэ оluпurlаr. Burada й = й, - й (Ьах (13.2)). Zэrrасiklэriп impulslarr

й -_.u

jS= m' (р,+ рr)
m|+m2

й = -'" (р,* р,)
m|+m2

ýakil 15

р 1

р 2

вАо
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impulsun sm<lanmast qапuпа gёrэ qiymatcэ ЬэrаЬаr istiqamэtca bir-birinin аksiпэ,
enerjinin sa<lanmast qапuпuпа gёrэ isэ опlаrm эdэdi qiуmэtlаri dэ dэу;mэz qa|t.
Веlэliklэ s_sisteminda toqqu;manm nэticosi hэr iki zаrrасiуiп stiтэtlэriпiп
ftrlanmasmdan iЬаrэt оlчr. Yэпi impulslar эdэdi qiуmэtсэ dэуi;mэz, istiqamatcэ
bir-birinin эksiпэ оlаrаq qаlrrlаr. Оgэr m| zаrrэсiуiп toqqugmadan stiratinin

йочаhid vektoru ilэ igаrэ еtsэk alrrrq ki, (onlarr ;triхlэrlо fэrqlandiririk)
,П,

Yto --
lп| + mz

, t|,
У2о =-+УПо

rп| + п2
УПх э

(17.1)

Burada lаЬоrаtоriуа sistеmiпэ kеgmэk tigtin Ьч ifаdаlэгэ аtаlэt mэrkаziпiп Й

si.irэtiпi эlачэ еtmэk kifayэtdir. Веlэliklэ, zэrrэсiklэriп laboratoriya sisteminda
toqqugmadan sonrakt si,iLrэtli tigiin

. l m7 __-_ , иri, + mri, , m, - *ir!ць (уIо=-уио+-, у|о=- "" уйо*L \17.2)'- m|+mz - m|+п2 -- m|+п2 ml +m2

ifаdэlэriпi alrrrq. Yalnrz enerji чэ impulsun sorlanma qanunlaflndan istifadэ
еtmэklэ аlmап mэlчmаtlш bununla qurtarf. йо vektorunun istiqamatinэ gэliпсэ о

zэrrэсiklаr arasmdakl qarýlhqh tэsirdэп чэ опlаrlп toqqugmadan awэlki qargrlrqlr

чэziууэtlэriпdэп aslh оlчr. Alrnan пэtiсэlэri hэпdаsi izah etmok olar. Bu zаIпаr^

si.iтэtlэrdэп impulslara kеgmэk datra эlчеriqlidir. (l'7,2) ЬэrаЬэrliуiпi uyýun оlаrаq
m| уе и, чurmаqlа

р', =mуfiо *'' (-р,+ Fr), p'z= -rпуйо*--!'{F, * F) (17.3)
m|+m2 m.|+mz

0* ,,

А о

а) ml<m2 а) m1 >m2

й=р, п/оr='Й,

ýэkil lб

ifаdэlэriпi аlшq (Ьurаdа ,=#=z gэtirilmi; Нitlэdir). Radiusu mч-уэ ЬэrаЬэr
п| + fп2

olan 9ечrэ gэkэk чэ 15-ci gэkil gэkэk. Оgэr Яо vatrid vektoru Й xatti i.izrэ

с

F,

А
в

Pz

020, ,;

F,h
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уёпэlmi;, onda ft уа Е vektoru Fl чэ pi чеktоrlаrrш чеrir. Р; чэ Pi -nin
verilmig qiуmэtlаriпdэ gevranin radius чэ А чэ В пёqtэlэriпiп чэziууэt
dэуi;mэzdir, С пOqtэsi isэ 9ечrэ tizэriпdэ ixtiyari vaziyyat ala Ьilаг.

Zаrrасiklэrdэп birinin (tutaq ki, m2 zэrrэсiуiпiп) toqqugmadan эwэl

stikuпэtdэ olduýu halr tэfsiluitt ilэ пэzаrdэп kеgirаr. Bu halda бtg=-m'-рl=шу
lп| + п2

9ечrэпiп radiusuna ЬагаЬэr оlur. АВ vekloru isэ birinci zэrrэсiуiп toqqu;madan
еччэlki P,impulsuna ЬэrаЬэr оlur. Bu zaman шllшz olsa А nёqtэsi gечrэпiп
dаriliпdэ, шt)иz olduqda isэ govranin хаriсiпdэ qаlrr. Uyýun diaqramlar 16 а) чэ
Ь) ;эkillэriпdэ verilmi;dir.

ýэkillаrdэ gёstarilen d, чэ 02 bucaqlarr zаrrосiklэriп toqqugmadan sоша

с
zеrЬэ istiqamatindэn (P,-istiqa-
mэtiпdап) meyl bucaq-larrdrrlar.

ýэkildэ 7 ilэ i;аrэ еdilэп mаrkэzi
bucaq (йо vektorunun istiqamэti)

birinci zэrrэсiуiп эtаlэt mэrkаzi
sistemindэ dёпmэ bucaýrdrr.

ýэkildan gбrЁпtir ki, 0| чэ 02

bucaqlrr z Ьuсфr ila agaýrdakr

kimi ifаdэ оluпчrlаr,
m2 sin 7

m| + mzсоS z

Pl

tg2t =

в^ =!-_--4_'2
(17.4)

ýakil 17 Нэr iki zэrrэсiklэriп toqqugmadan
sonгakt stiгэtlаriпiп эdаdi qiymэt-
lэriпi dэ I bucaýr чаsitэsilэ

a;aýrdakr kimi ifаdэ еtmэk оlur.

yi= m| + m| +Zm,mrсоs 7 V2=
2m,чJSlП (17.5)

m|+ m2 mI+m2

0, + 0, сэmi zаrrэсiklэriп toqqu;madan sonrakr si.iretlэri arasrndakt bucaqdrr.

Aydrndrr ki, mr<и, olduqda Q + 0rr%, шt)шz olduqda 0,+0r</, olur.

Zаrrэсiklэriп toqqugmadan sопrа bir dtizxэtt Ьоlчпса hэrэkаt etdiklэri
("qar9r-qargrya саziЬэ") hala I = п qiуmэti uyýun gэlir. Bu zaman С пёqtэsi Уа
(16 а) 9аkliпdэ А пёqtаsiпdэп sol tэrэfdэ оlчr yani Pi чэ F,i vektorlan aks

istiqamэtdэ уёпэlmiq olurlar, уа da А чэ О пёqtэlаriпiп аrаsmdа (16 Ь) qэkliПdЭ

olduýu kimi, yoni pi уо F| vektorlarr eyni istiqаmэtdэ уёпэlmig olurlar.

Вu hal tigtin zэгrэсiklэriп toqqu;madan sonrakt siiratlэri

z
,)
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i', =

burada u,=+ dЩэп zэrrэсiуiп baýlanýrc enerjisidir. иtlшz olduqda birinci

zэrrэсiуiп toqqu;madan sonrakr stirэti istэпilэп istiqamata убпэlэ Ьilэr. Оgэr

ffit)шz оlшsа onda diigэп zэrrэсiуiп meyl bucaýr mtiэууэп maksimal qiуmэtdэп

artrq оlа Ьilmэz. Вu zaman АС хэtti 9ечrауэ toxunan olur (9эki1 lб ь). Aydrndrr

ki, sin0,.* =99 veya

sinQ,* =
п2

mI

п|-m1 -Уr=-У э' m|+mz

2m,
----------!-у
m|+m2

(17.6)

(17.8)

оlчrlаr. Вu halda Пj ikinci zэrrасiуiп ala Ьilэсауi эп ЬёуЁk siirэtdir. Toqqugmadan

эччаl stikunatdэ olan zэrrэсiуiп ala Ьilэсэуi maksimum епеrji

Е: _ПrУhо* _ 4m,m, D 07.'7)Д2.о =-n-=f,;;;Y",

Biri toqquýmadan эччэl stikuпэtdэ olan iki eyni ktitlэli zаrrэсiklэriп toqquýmasl

daha sJdb gэkil alrq. Вu halda hэm В, hэm dэ А пёqtэlэri 9ечrэ iizarinda olurlar.

Вч zаmап

0, =L. 0, =Ч (17.9)-l 2' ' 2

vi = чсоst , ч', = чsiпL (17.10)

Qeyd еdэk ki, zэrrасiklэr toqqu;madan sonra dtiz bucaq altrnda hэrэkэt еdirlэr,

Мэsэlэ
Diigan m| zerreciyinin, siikrrпэtdэ olan и, zэrrэсiуiп stirэtlarini опlапп

lаЬоrаtогiуа sistemindэki meyl bucaqlarr ilэ ifаdэ edin.

Halli: ýэkil 16-da alrrrq ki, р', =2OBcosOz чэ уа v', =ZvLcosl,, Р| = АС
m2

tigtin аlшrq ki,

ос2 = до2 + piz -2дорiсоs0,
чэ уа

(vi\' 
-zmvrсоso, + 

llll-Шz -0
\u,J шzy ' mr+m,

Вurаdшt

'| = *, 
cosQ t!у m|+mz m|+mz

п| - rп| siп' 0,

( .,rи, olduqda kvadrat kбktin qargrsmda hэr iki igаrэпi gбttirmэk lazrmdrr)
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ý 18 ZаrrасiНаriп sapilmasi

Bundan эччэlki раrаqrаfdа gбstэrildiyi kimi iki zэrrэсiуiп toqqu;maslmn
naticэsini tam tэуiп еtmэk ( 7 bucaýrm tapmaq) tigtin zэrrэсiklэr аrаsшdа qargllrqlr

tэsiri пэzэrэ almaqla
\ Ьэrэkаt tэпliуiпi hэll

А

еtmэk lazrmdt.
Umчrпi qaydaya uy-

Eun olaraq эччэlсэ m

ktitlэli zаrгэсiуiп U(r)
tэrрэпmэz qiivva mэrkэ-
zindэn (zэrrэсiklэriп ata-
lэt mэrkэziпdа уеrlэ9-
mig) meylini hesablamaq
kimi ekvivalent mэsэlэуэ
baxaq. ý14 gёstэrildiyi
kimi zэrrэсiуiп mэгkаzi
sahada trayektoriyasr
mэrkэzэ эп yaxtn пбq-
taya gэkilmi; dЁzсаttэ
пэzаrэп simmetrikdir.
(;эkil 18 ОА). Опа gёrэ
dэ orbitanrn hэr iki

х

I

о Qо р
i

ýakil 18

assimtotu hэmiп dtizxэtti eyni Ьuсаq altrnda kэsirlэr. Нэmiп bucaýr ро -la i;аrэ

еtsэk onda zэrrэсiуiп х mеуl bucaýr gаkildэп gёriindi.iyii kimi
7 =|п - 2сро| (18.1)

olacaqdrr. ро bucaýr isэ (14.7) dtisfurundarr
м

dr
9о-

гmh zm|в-u(,)]- м2
2r

inteqralr ilэ ifаdэ оluпur. inteqral mэrkаzэ an yaxln гmiп пбqtаsiпdэп sonsuz

uzaqlagmr; пёqtэуэ qаdэr араrlltr. rmin -u11 inteqralaltr ifadonin kёkЁ olduýunu
yadtmrza salaq.

Baxdrýrmrz ha|da hэrэkэt infinitdir. Bu zaman Е r,э М sаЬitlэriпiп эчэziпэ
zаrrэсiуiп sonsuz uzaqlagmrg пёqtаdэki v_ si.irэtiпdэп чэ р hэdэf mэsаfэsiпdэп
istifada. Наdэf mэsаfэsi sаhэпiп mэrkэziпdап уФ istiqаmэtiпэ gэkilmig

реrрепdikulуаrrп uzunluýu, уэпi qiivvэ sаhэsi olmasaydr zэrrэсiуiп mаrkэz
yanrndan kеgэ Ьilэсоуi mаsаfэуэ deyilir (яэkil 18),

Епеrji чэ mоmепt hэmiп kэmiууэtlэrlэ

j (18.2)
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Е -mч:
2

М =mр- (18.3)

(18.4)

diisturu ilэ ifаdэ olunurlar. (l8.2) dtisturu isэ agaýrdakt formant аlш
dr

J
р

9о= p'_2U
r' mч:

l_

Bu dtisfur (18.1) dtisfuru ilэ
birlikdэ I Ьчсфrпrп р-mэ-
safasindan asrlrýrnr tayin edir.

Аdэtэп fiziki tэtЬiqlэr
zamanl а}ш-ауп zэrrэсiklэriп
meyl еtmэsilэ deyil, eyni у_

stirаtiпэ malik olan eyni zэr-
rасiklэr dostэsinin mэrkаzdап
sэрilmэsi mаsэlэsiпэ Ьахrrlаr.
Dэstэdэki ayrl-ayrl zаrrэсiklэr
mi.iхtэlif I bucaýr altrnda
sэрilirlаr. Vahid zaman
mtiddэtindэ z ilэ I+dz
bucaqlaгr аrаsшdа sэрilэп

ýэkil 19 zаrrэсiklэriп sауml dtlJэ igаrэ
edak. Oz-ёzltiytindэ bu

kэmiууэt sэрilmэпi хаrаktеrizэ еdэ bilmir, gЁnki о dtiqэп zэrrасiklэriп srxlrýrndan
astltdrr (ona miitэnasibdir). Ona gёrэ dэ

.dNdo__
п

(18,5)

nisbэtini dа"чil еdэk. Вurаdа п zэrrэсiklэr dэstэsiпiп vahid en kasiyindэn vahid
zamanda kе9эп zеrrасiklэriп sayrdrr (tobii оlаrаq dэstапiп еп kэsiуiпэ gбrэ bircins
paylandrýrnt feru edirik). Вч nisbat sаtrэ ёlgrisiiпэ malikdir va sэрilmэпiп effektiv

, kasiyi adlanrr.
Fэrz еdэk ki, 7 ila р arasmdakr эlаqэ qargrlrqlr birqiymэtlidir; bu sэрilmэ

bucaýrnrn hаdэf masafosinin monoton azai'M funksiyasr olduýu halda doýrudur.
Веlэ оlап halda I i|a у + d7 bucaq intervalrnda, hadaf mэsаfаlэri р() ile
/q + dr) iпtегчаlr arasmda olan zэrrэсiklэr sэрilirlаr. Веlэ zarrociklarin sayl n -in
radiuslarr р ve р + dp olan gечrэlэri arasrnda qalan hеlqэпiп salrasi hasilina
ЬэrаЬэrdir, уэпi dlr =zпNrt. Опа gёrа da effektiv kэsik

dN =2пNр (18.6)

Effektiv kэsiуiп sэрilmэ bucaýrnd4n asrlrlrýrnr tapmaq tigiin bu ifadэni

а,,
рQо l

dо=2пр(Irl#r,

бз

(18.7)



fогmаsшdа уzйmаq kifayэtdir. О%, ifadэsinin (аdэtап olduýu kimi') mэпfi

qiуmэt аlа Ьilэсэуi halr пэzэrэп mtitlэq qismэt (modul) i;аrэsi altrnda yazdrq. Вir
gox hallarda do effektiv kэsiyini d7 хэlti bucaq еlеmепtiпэ gоrэ deyil, do cisim

Ьчсаýmа gёrэ hesablayrrlar. Тэра Ьчсаqlап 7 va I + dI olarr konuslar arasrndakr

cisim bucaýr do =2пsiп zdz,. Опа gёrэ dэ (18,7)-dэп alrrrq ki,

do= (18.8)

Zэrrасiklэr dэstэsinin tэrрэпmэz qЁwэ mэrkаziпdап sэрilmаli mаsэlЭsiПdЭП

faktiki olaraq hэmiп zэrrэсiklэr dэstasinin si.ikunatdэ olan zэrrэсiklэr dэstэsiпdэп
sарilmэsi mэsэlаsiпэ kegdikdэ (l8.7) dtisfuruna эtаlэt mаrkэzi sisteminda effektiv
kэsiyin sарilmэ bucaýrndan asrlrlrýr dtisturu kimi Ьаха bilarik, Effektiv kЭsiyin
laboratoriya sistemindэ bucaýrndan asrlrlrýr tapmaq tigi.in I bucaýrnr (l7.4)
dtisturu vasitasilэ 0 bucaýr ilэ ifаdэ еtmэk laztmdtr, Bu zaman hэm dti;эп
zэrrэсiklаriп (эgэr I -пi 4 -lэ ifаdэ etsak), hэmdэ эччэlсэ stikunatdэ olan

zэrrэсiklэriп (аgэr 7 -ni ф -lэ ifаdэ еtsэk) sарilmэsiпiп effektiv kэsiуiпi tapmr;

oluruq,
Маsэlэlэr.
1, Zэrrэсiklэriп radiusu а olan mtitlэq Ьэrk ktirэdэп sэpilmasinin effektiv

kэsiyini taprn (уэпi qargrlrqlr tasir qanunun (J =ф l 1а э (J =0 r > а olduqda
formasmda verildikdэ).

Нэlli: Zэrrэсik ktirэпiп хаriсiпdэ sэrЬэst hэrэkэt etdiyinэ va ktirэпiп dахiliпэ
girэ bilmэdiyindan zагrэсiуiп trayektoriyasr ki,iraciyэ toxunma пбqtэsiпэ gэkilmir,
radiusa пэzэrэп simmetrik olarr iki dtiz хэttdэп iЬаrэt olacaq (gэkil 19). ýakildэn
gortindtiy0 kimi

р = а stп сро = orrnT = о "оr!
Вu ifаdэпi (l S.7) vo уа (18.8) dtisfurlarrnda уеriпэ yazsaq alrrrq ki,

do =Ч_' 
"rn 

1а16 ={ао (1)2 '"'" 4

yoni s_sistеmdэ sэрilmэ izotropdur. Bu ifаdэпi bucaýa gёrэ inteqrallasaq tam

effektiv kasiyin о = 7щ' olduýunu gёrэrik. Вu isэ о demekdir ki, zэггэсiуiп ktirэdэп
timчmiууэtlэ sapilmэsi tigtin lмrm olan hэdэf sаhэsi ktiгэ kэsiуiпiп sаhэsiпэ
ЬаrаЬэr olmalrdrr.

LаЬоrаtоriуа sistemindэ kegmok tigi.in 7 bucaýmr (17.4) dtisturu vasitэsilэ q -

bucaýr ilэ ifаdэ etmak laztmdrr. ((l7,4) чэ (16.5) dtisturlarrnrTr fоrmаl olaraq охýаr
olduqlarrndan) hesablama ý16-da ikinci mэsэlаsiпdэki ilэ tаmаmilэ eynidir,
шl4шz olduqda (пr-zепэсiуiп , mr-isэ ki.irэciyin ki.itlэlэridir)

' pQ) funksiyasr gox qiymэtli funksiya olduqd4 aydlndrr ki, hэmiп funksiyanrn ЬUtUп budaqlafa g0rа сэmiпi

МlЦ*
sincp|d7|

gOtilrmаk laztmdtг,
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1+ 20,
2-аda, -_-,4 2Щсоs0,+

m2 t-Щsм'о,
m;

dor=2775ing,,4g, шl}ffizolduqda isэ

i+
2

mI
соs20,

,а7аб, =-,4 do,
m?
-rSln
m2

0|

шl=шzolduqda isэ
do, = az|gg,g,14,,

Bu ifadani (1) ifаdэsiпdэ (17.9) di.isturuna mЁvafiq olaraq х,=20, yaпnaqla bir-

bagada almaq оlаr.
оvvэlсэdэп stikuпэtdэ оlап ki,irэlэr isэ hэmiýэ I = п -2ф , Bunu (1)-dэ уеriпа

qoysaq alrrrq ki' 
do, = az|"orgr14o,

2. Eyni hal iigtin effektiv kэsiуi sэрilэп zэrrэсiklэriп itirdiyi е епеrjisiпdэп

asrlr funksiya kimi tapm.
Нэlli: *, 

""n"iiYin 
itirdiyi enerji, mr-zeкeciyinin aldrýr епеrjiуэ ЬэrаЬэrdir.

(17.5) чэ (17,7) dtistuгlаrrпа uyýun olaraq alrrrq ki,

с = EL=+u]sin' t= r^^sin'I' |*r+m)" Z "-

Buradan isэ

е = E'r=tv]sin2 |= 
r^,,sin'L

Vt + mz)

Bu ifadэni Ьiriпсi mэsэlэпiп (1) diisturunda уеriпэ yazsaq alrrrq ki,

do=*'d€
6,о

Веlэliklэ zэгrэсiklаriп б -пuп srfirdan 6.* -& qоdэr qiymatlэrina gёrэ

рауlапmаslшп bircins olduýunu g0rtiriik,
3. Zэrrэсiklэriп U - r-n sahэsinda sэрilmаsiпiп effektiv kаsiуэ

stirэtiпdэп песэ astlrdr?
Holli: Potensial enerji k=-п tэrtiЬdэп bircins funksiyadrrsa onda (10.3)

dtisturuna uуЕuп olaraq р - ч;'|".f Q)
р=ч;'l'f(х)

,--
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olur (ох9аr trayektoriyalar tigtin bucaýr eynidir). Bu ifadэni (18.6)-da уеriпэ yazsaq
alrrq ki,

do - v;a|ndo

4.Zепэсiуiп ulr1 =-3 salrasindэ

U"t mаrkэzа "dti;mэ"siпiп effektiv kasiyini
tэуiп edin.

Нэlli: Мэrkэzэ 2a>mp2v2_ ;эrtiпi
ёdэуэп zапэсiklэг dtigэ Ьilэr. (Ьах
(14.11)) Yэпi hэdэf mэsаfэlэri

P^u = Йr-dan gox olmayan zэtrе-

ciklar mаrkэzэ diiga Ьilirlэr. Опа gёrэ
axtardrýrmrz effektiv kasik

о = пf^о=2оЧ
rпу;

ýэkil20

5, Eyni mэsэlапi (I()=-L (nr2,
r'

- а > О olduqda) sаtrэsiпdэ hэll edin.
Нэlli:

ц "=mР'у" _а- el _2rZ rn

effektiv potensial enerjinin r mэsаfэsiпdэп asrlrlrýr qakil 20-ci gёstэrildiyi kimidir.
Bu zaman

Uo

г

о

п

sahэsinin mэrkэziпэ enerjisi Е >Uo оlап zэrrэсiklэr dЁýЁr. p.u" -ц Uo = Е gоrtiпdэп
tэуiп еdэrэk taprrrq ki,

2

(,r",)_""=uo= СУ(#)-

)+(ft)'*(n 2

6. m| kЁtlэli zэrraciyin ( zе, ktitlэli vo R radiuslu) sferik sэthin Ёzэriпэ
dЁgmasinin effektiv kasiyini taprn (ktitlэlаr arasmdakr cazb еtmэ qi,iwэsi Nyuton
qanununu ёdayir).

Нэlli: Diigmэ sэthi r,,n < Л -dir. r,," -zаrгэсiуiп trауеktоriуiýlшп sferantn
mэrkэziпэ эп уахm olan mэsаfэsidir. р hаdэf masafэsinin mtimkiin olan qiymati
/.in = Л gartini ёdэуir. Bu isa U{(R) = Д tэпliуiпiп hэlliпэ чэ уа

пrу2й* _а =rпrч22R2R2
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tэпliуiпiп hэlliпэ ЬэrаЬэrdir. Вurаdа а=уlп|m2 (r-qravitasiya sabitidir ) чэ

шz )) шt olduýundan шz N шt qэЬUl etmigik. Вчrаdап р_* tэуiп еdэrаk йprrrq ki,

?y",z
Дui

уФ -+ ф olduqda tэbiidir ki, effektiv kэsik sfеrапm hэпdэsi kэsiyinin sа}rэsiпа

yaxrnlagacaqdrr.
'7. Effektiv kэsiyin (verilmi; Е епеrjidэ) sэрilmа bucaýrndan asrlrlrýrnr Ьilэrэk

sэрэп u(r) markazinin formasmt Ьэrра edin. u(r) funksiyasrntn mопоtоп aza|art

(caziba sаhэsi) funksiya оlduфпu, чэ U(0) > Д, U(o) > 0 olduýunu fgtz edin

(B.Firsov l953).
Нэlli: do ifadasini sэрilmэ bucaýrna g0rэ inteqrallasaq

idol?dx = ор' (1)

"aZ
hэdэf mэsаfэsiпiп kvadratmt tэуiп edirik. Вu isa
malum funksiya olduýunu gёstаrir. Aqaýrdakt

l1

рQ)-пп (va bununla da 71р1)

S=-l
r р'

(2)

ачоzlэпmэlэriпi qэЬul etsak, onda (18.1) чэ (18,2) dtisturlart

т-tr$)=ТД (3)
- 2 -|"г",;-е

;эkliпdэ yazlrlq. so(x) Ьurаdа

rw'(so)-s3 =0

tэnliyin kёkiidtir. (3) tanliyi w(s) funksiyasr tigtin intqral tэnlikdir; hэmiп tэnliyi

ý 12-dэ istifadэ оluпап iisulla holl еtmэk olur. (3) tanliyinin hэr iki tэrэfiпi "[" - * -"

bёliib 0-dan с -уа qоdэr dx-a gёrэ inteqrallasaq taprrrq ki,

io- tG) 
'а, 

?"!a' dsdx "I") ? dxds _ _"l*'r,

|,-;Б=l { ={]",6=ol,;
va уа sol tэrэfdэ hissэ-hissэ inteqrallama aparsaq alrrrq ki,

,=Е

оБ -i1;;Цо,= о"Y'ф
'odX'oW

"/ " -it" eyoz еtmэklэ аlmап ifаdэпi
/|ц

Вu ifadэni а-уаgёrэ diferensialayaq, bundan ýоша so(a) эчэziпа sadaca olaraq s

О= 1+

yazsaq чэ buna uyýun olaraq a-ni

diferensialda yazsaq аlmш ki,
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Bu dЁsfur qеуri-а;gаr gэkilэdэ w(r) (чэ bununlada U(r)) funksiyasrnrn biiti.in

_ / ) г.iп чэ E-nin verilmig qiуmэtlэriпdэ zэrrасiуiп ola Ьilэсэуi пёqtэlаriп
kооrdiпаtlаrmdап (r-dэп) asrlrlrýrnr чеrir.

ý 19 Rezerford diisturu

Yuxartda aldrýrmrz dflstчrlаrш эп lazrmlr (эhamiyyatli) tэtbiqi уUklU
zэrrэсiklэriп Kulon sаhэsiпdэ sэрilmэsidir.

(18.4) dtistцrunda Ц =УлшtЬ, elementar inteqrallama apmsaq alrrrq ki,

а

Ро = аrссоS
mу:р

"d( 
L\_Yo( L\Y(' /(x)dx 

= Ld,'*\. ) z"\r' ) l, Б,- - ,,
lv-,

чэ yq 
,,/.

_tdlпw=r(;)'i#
t/7-,

Bu tanlik bir-ba;a inteqrallantr, Bu zaman tэпliуiп saý tаrаfiпdэ dx чэ

a(/r)-y"inteqrallamanrn уеriпi dэуiqmоk laztmdш. s:0 (уэпi r -) ф) olduqda

w=l (уэпi U=0) olduýunu пеzэtе alsaq, чэ аччэlki r чэ q dауiýапlэriпэ kеgsэk
Фflrmcl naticani (iki ekvivalent fогmаdа ) alarrq

, = "-о{*i,а,,пLffап} = *,{_ 
* i#I

,-(- 
)

Ьurаdап 
" а,

pr =j otТrPo

чэ уа (18.1) dtisfuruna эstýэп 
',ро 

=(О - Ц dalcil etsak alrrrq ki,

od?о'=ft5"B'! (19.1)

Bu ifadadan z-уаgбrэ alrb (18.7) dtstчruпdауеriпэ ушаq,
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do=

dtisfurunu чэ уа

(19.2) dtisturunda уеriпэ yazsaq

do, =2о

do,

. о0,Sln -,z

(о
l-

[ц
о )' cosd,| :'dO,
Е, ) siпО 0, l

laт|-'"[.u3

(о
l-

|Zmч'_

i "orZ2
sin'Z

2

d7 (19.2)

dodo=
siпп L,)

di.isturunu ahrrq. Bu dtistur Rеzеrfогd di.isturu adlanrr,
дlrпап паaiсэ d -пlп igarэsindan asrlr deyil, ona gёrэ dэ аlmап пэtiсэ hэm

смiьэ hаm dэ itэlэmэ kulon sаhэlэriпэ aiddir.
(19.3) di.isturu toqqugan zэrrэсiklаriп sэрilmэsiпi onlarrn atalat mэrkэzi

stikчпэtdэ olan sistemdэ tэуiп edir. Laboratoriya sistеmiпэ kegid (17.4) di.isfurunun

чаsitэsilэ taprlrr. (19.2) dtisturunda l=п-2z,yazsaq эччэlсэ siikuпэtdэ оlап

zэrrэсiуiп

d0,
do,

соs'ф

effektiv kэsiyini alrrrq. Dti9эп zэrrасik Ёgtin gечirmэ эmэliууаtl 9ох bёyiik

dоsturlа ifada оluпur. Bunun tigtin yalnrz iki xtisusi hala baxaq.

Ogar sэрэп zeпaciyi m, kЁtlэsi, sорilэп zэrrэсiуiп щ ktitlasindэn bбyiik

оlаrsа, onda 7 N 0l, lfl э zz, оlur va

do, ta)

z

(19.3)

(19,4)

(19.5)

(19.6)

di.isturunu alrrrq, Burada u,=+ dtiqэn zоrrэсiуiп enerjisidir. Ogar zаrrэсiklэriп

ао^ =zo(-9 ^' \.,ui
sin4
cos'0,

а--т
mу*

=[

kЁtlэlаri eynidirsa (., = -r;- =+) onda (17.9)-dan alntr ki, х =20t чэ bunu

' cos4
sin'0,

dtisturunu alrrrq.
Оgэr zэrrэсiklэr eyni olarlarsa, onda sарilmэdэп Sопrа hanst zэrrасiуiп

tоqqugйаdап эчча1 siikuпэtdэ olduýu, hansr zаrrэсiуiп isэ hэrэkэtdэ olduýu Ьаrэdэ

fikiriэqmэk mэпаsl оlur. Bu halda bi.itiin zэrrэсiklаriп sэрilmэsiпiп effektiv

kэsiyini hesablamaq tigtin do, Уэ do, ifаdэlэriпi, 0| чэ 9, -пiп уеriпэ 0 yaztb

toplamaq laztmdtr. Onda alrrrq ki,
r х2/ \

ао =[g l { _|* ', l"оrdlо (l9.7)
[Л, J [sin'0 cos'0 )

YепЭ dЭ (19.2) dtisturuna qayrdaq чэ hэmiп dtisturun kёmэуi ilэ sэрilап
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zэrrэсiklаriп effektiv kэsiyini oirlarrn qar9rlrqlr tэsir zamanr itirdiklэrin епеrjidэп
asth olaraq paylanmasmr tapaq, SэрiIэп zэrrэсiklэriп щ kiitlэsilэ, sэрэп

zэrтэсiklэгiп и, ki.itlэlэri arasrnda mtiпаsiЬэt ixtiyari olduqda sэрэп zэrrасiklэriп
эtаlэt mаrkэzi sistemindэ aldrýr stirat

u;=-2Цt_ч_siп{
m|+ m2 z

dtisturu ilэ ifаdэ оluпчr (Ьш< (17.5)). Вuпа uyýun olaraq hэmiп zэrrэсiуiп aldrýr

enerji чэ dеmэli m| zelTёciyinin itirdiyi епегji

с =m,v'| =2'' u,_sin,Z2 mr' 2

Bundan ,in/,

(19.8)

Bu dtisfur qargrda qoyulmu; mэsэlэпi hэll edir, уэпi effektiv kэsiуi а enerjisinin

funksiyasr kimi ifada edir, Bu zаmап srfirdan ":2-'u1 -rэ qэdэг qiymэt alrr.
m2

Мэsаlаlэr.

1. u =Ч (с > о)sэрilmэпiп effektiv kэsiyini hesablayrn.
r'

Нэlli: meyl bucaýr

1

-ni а -lэ ifаdэ edib, (19.2) dtisturunda уеriпэ yazsaq alrrrq ki,

do =2о 
о', Ч

п2у; е-

I= l_
2а

!-

mр"ч:

а
Effektiv kэsik

Нэlli
dtizxэttli

Zэrrэсiуiп
trayektoriyasr

olmrda чэ

р
l

2.Radiusu а dэrinliyi
isэ Uo olarr sferik potensial

grrxurdan (уэпi U =0
r > а olanda, чэ (J = -[Jo

r <а olarrda) sэрilmэпiп
effektiv kasiyini hesablayrn

ýэНl2l
smш ý7-dэki

mаsаlэпiп hэlliпdэп а dЁ;ma уэ В smma bucaýr (gэkil 21) a;фtdakr gэkilda

аlаqэlidirlаr.

9uхurа
9rxarrda

dа><il

а

,l0



Sln-cu

-= 
п.

sin Р

sln а

п= +

, 2п

2Uo

mfi

mеУl bucaýt z =2(а _ В). Опа 96rэ dэ alrrrq ki,

,i"("-Ц)
VL) =COSL - ctgaSn х

Вu tэпliklэr чэ ;эkildап aýgar olan asinc = р tэпliуiпdэп birlikda с -ni kЭПаr

etdikdan sопrа р i|э 7 arasmda

п'siп'L
Р'=а' 2

п2 +|-zпсоsL
2

эlaqasini alrrrq, Nаhауэt Ьu ЬэrаЬэrliуi diferensiallayacaq effektiv kэsiyi alrrrq

n"orL -| n-"orL
do=

22ап ) 2
do

4cosL
2

*r -Zn.or{]1l
L,/

7 bucaýr stfirdan (р =о olduqda) -а ( . р= с olduqda) qэdэr qiуmаtlэr altr.

"or4*=-l- 
tэпliуiпdэп taprlrr. do konusu I1Zлоdахiliпdэ bЁtiin bucaqlara gёrэ

Zп
inteqralladlqdan Sопfа аlmап, иm effektiv kasik, aydlndш ki, hэпdаsi kasiyin zz'

sаhэsiпэ Ьэrаьэr оlur.

ý 20 Kigik bucaqlar altrndan sepilma

Boytik hаdэf mэsаfаsiпdэ Ьа9 чеrэп sэрilmэуэ baxdrqda effektiv kesiYi
hesablama gox asanla9rr. tsёуfik hэdэf mэSаfаlэriпdе U zoyif olur, Ьuпа gёrэ dэ

meyl bucaýr kigik olur. Вч zжflап hesablamanr ЬirЬа;а laboratoriya sistemindЭ,

эtаlэt mэrkэzi sistemini daxil еtmэdэп араrmаq olur. Х oкlnu sэрilэп
zэrrэсiklэriп ba;lanýrc impulsu istiqamэtindэ sеgэk ( m,, zапэсik) ху mtistэvisini

isэ sэрilmэ miistэчisiпdэ sе9эk, Zэrrэсiуiп sэрilmэdап sonrakt impulsunu Р{i;аrэ
etsak aYdrndrr ki' 

siп., = ь
Pt

оlаr. Kigik mеуlеtmаlэrdэ sin 9, -i 4 -lэ mэхrэсdэki pi-i isэ р, = и||--lа эvэz еtmЭk

olar, onda

0, = 
Р',, (20.1)

ПtY.
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оlаr. Sопr4 br=s olduýunu пэzаrэ alaraq, impulsun у oxu istiqamэtindэ tam

dэуi;mэsiпi

(20.2)

gэkliпdэ у'ма Ьilэrik. Вu halda qtiччэ

Fy
aU dU ar dU у
Ф drOr drr

(20.2) inteqralura kigik U daxil olduýundan, hesablama zamanl, hэmiп dэqiqlikdэ
zэгrэсiуiп dtiжэtt (у=р dtИxэtti Ьоучпса) ЬэrаЬэrstirэtli (v. stirэtilэ) hэrэkэt
etdiyini qэЬчl еdэ Ьilаrik. Вuпа uуýuп olaraq (20,2) diisfurunda

ri,=T.цat

. о idudr
Pru=-..=l , -, чф !_dr r

Fy =-dU рdrr
.dxdt=-

уф

olduýunu qэЬul edib

ifadэsini аlагrq.
Nаhауэt dx-a gёrэ inteqrallamadan dr-э gёrэ inteqrala kegak. Dtiarэttli yol

tigtin 12 = х' + р' olduýundan x-in -o-dan +ф -а qэdэr dayigdiyi zaman r .o-dan

р -уа qэdэr чэ sопrа p -dan + оо -а qadar dэуi;эgэkdir. Нэm dэ

d, = |=d' 
=lr'- р'

Nэhауэt (20.1) sарilmэ bucaýr tigtin agaýrdakr ifadэni alrгrql.
dU dr (20.3)
dr r'-p'

Вuпuпlа da 8 -1э р arasrndakr axtardrýrmrz asrlrlrýr tapmr; oluruq. Laboratoriya
sistemindэki effektiv kэsik (18.8) dЁstчruпа охýаr ifаdэ чаsitэsilэ Иprlrr (7_nin
эчэziпэ а, ). Нэmdэ sin Q -i Q-lе avez еtmэk оlчr va

0,=- 2рrТ
mtУ--b

do=

Мэsаlэlаr.
l.(20.З) dtisturunu (1 8.4)-dan alrn.

| Неsфlаmапr аtаlэt mэrkэzi sistemindэ aparsaydrq опdа 7 Ьчсфr Ugiin da eyni ifadani alardlq (и = иr ). Qtinki

ki9ik Q чэ / bucaqlarl (l7.4) dЬfuruпаэsrýап

0r=LI
rц+m2

ifаdэsilа аlаqаlidirlаг.
7z

llzlЮо"
|d0,1 0| l (20.4)



Нэlli: Fiktiv daýrlan inteqralr аrаdап qaldrrmaq iigtiLrr (18.а) dfuturunu

а л
_p'_zrJ
r' mу:Qо J dr

r)dr

r' d_ _р'

0р lб

;эkliпdэ ушаq. Burada inteqralrn yrrxafl sэгhэddiпi R-э ЬэrаЬаr qlhb пэtiсэdэ onu
oo-ytжlnlaýdrraq. U-пчп ki9ik olduýunu поzэrэ alrb, kбkit U-nun iistlэriпэ gбrэ

sшауа аушаq, r.,n -u isэ р -уа ЬэrаЬаr g0tiirэk. Onda alrrrq ki,

а U
+

л

9o=l Ф1- 2
ШУ. 1 r'

Ьч isэ (20.3) dtisfuruna ekvivalentdir.

l. u(r)=%, (п>0) sаtrэsiпdэ kigik Ьuсаqlаr altrnda sэрilmэпiп effektiv

kэsiyini taprn.
Halli: (20.3) diisfurundan alntr ki,

ч=жI dr
,+lr ,'-р'

Вчifаdэ а" 1=ч еуэzrепmэsiпi еtsэk inteqral Еуlеriп B-inteqralrna gэtirilir. О
r

isэ ёz пёчЬэsiпdэ Г -funksiya ilэ ifаdэ оluпчr чэ
п+|

2^ ZaБн --"'- aru\pn ll

2

Вuгаdап р-п:u 0|-lэ ifаdэ edib (20.4)-dэ уеriпэ yazsaqalmtr ki,

7f
п+l

2,lclo=-
п

o:(t-L)a",а
2

И'|У-L
2

7з



v FэSiL

KiqiK KaQsLaR

ý 21 Birбlgiilii sarbast raqslar

Mexaniki sistemin эп 9ох yayrlmrg пбчЁ sistemin dayanrqlr tarazlrq пёqtэsi
atrafinda etdiyi kigik rэqslаrdir. Веlэ hэrаkаti Oуrэпmэуа эп sаdэ haldarr baqlayaq.
Tutaq ki, sistem bir sэrЬэstlik dэrэсэsiпэ malikdir.

Dayanrqlr tarazlrq поqtэsiпdа sistemin U(q) potensial enerjisi minimum

qiymot alrr. Sistemi bu чэziууэtdэп grxardrqda -{ qtivvэsi meydana glxrr ча
aq

sistemi tarazlrq vэziyyэtino qaytarmaýa galrgrr. Sistemin tarazhq пёqtэsiпiп
koordinatrnt gо-lэ igага еdэk. Taruzhq пбqtэsiпdэ kigik meyl zаmапl U(q)-U(qo)
fэrqiпiп q - qo fэrqiпэ gёrэ ayrrdrqda birinci tаrtiЬdэп stfira ЬэrаЬаr olmayan
hэddtэ kifауэtlэпmаk оlаr. Umumi halda Ьеlэ hэdd ikinci tэrtiЬdэп olan haddir.

u(q) -(]Q) =f;<ч - ч,l'

Ьurаdа k mi.isЬэt эmsаldш. (potensial enerjinin ikinci tэrtiЬ tёrэmэsiпift q = 8о

n<iqtэsindaki qiymэtidir). Gэlэсэkdэ potensial enerjinin опuп an kigik qiymэtindan
hesablayacayrq (уэпi U(go) = 0 gбtiirэсэуik). Koordinatrn tarazlrq qiуmэtiпdэп
aralanmastnr tigi.in

х=ч_Qо (21.1)

i;аrэlэпmэsiпi еdэk. Belaliklэ alrrrq ki,

(2rI2)

Bir sэrЬэstlik dаrасэsiпэ malik olan sistemin kinetik enerjisi timumiууаtlэ

Lo( "" 1 , ,а

2 -q)q' =-a\q)x'

gэkliпdэdir. Baxdrýrmrz yaxrnlaqmada alq1 эmsаlпt опuп Q = Qo пёqtэsiпdэki
qiуmэtiпэ ЬэrаЬэr gёtЁrmэk kifayэtdir, Sаdэlik tigiin a(q) = m эчэzlэпmэsiпi
edekl.

a(qo) = m

Onda birёlgtilti kigik rэqs еdэп sistemin2 Laqranj funksiyasr i.igtin

_ m*2 fuz

22
ifadэsini ума bilarik.

Bu funksiyaya uyýun olan hэrэkэt tэпliуi

l kаmiууэtiпi, х iп dekart kоогdiпаtr olduýu halda kt}tla ila iist-iistэ dti9dtlytinti qeyd еdэk.
2 Веlэ sistеmэ ýох hallaTda birtitgiilti ossilyatoг dеуirlэг. 
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чэ уа

gэkliпdэ оlur. Вurаdа

пi+ loc =0

i+w2 х =0

(2|.4)

(21.5)

Е'yl' = .l-
Im

(21.6)

(21.5) diferensial tэпliуiпiп iki dэпэ asrlr оlmауап hэllэri cos]ryl vэ sinwr-dir. Ona

gёrэ tэпliуiп timumi hэlli
х = cl cos wr + с, sin wl (21r'7)

;aklindэdir. Bu ifаdэ agaýrdakr kimidэ yazrla Ьilэr
(21.8), = 4cos(}y/ + d)

cos(raf + а) =cos }rr cos а - sin w' sin а onda (2 1 .7) ifаdэsilэ mtiqаisэdэп alrnrr ki, а vэ

а sabitlэri сl уе с2 sabitlarilэ

tga=_
с2 (21.9)
ul

ýэkliпdэ эlаqэlidirlэr.
Веlаliklэ sistem dayanrqlr tarazlrq пёqtэsi эtrafinda harmonik rэqsi hэrэkаt

edir, (21.8) dtisturunda рrtоd* чuruЕuп qarýlsmdakl а amsah roqsin amplifudasr,

kosinusun arqumenti iЪэ fэzаsr adlarrrr; с -fazasrntn baýlanýrc qiymэtidir va

aydrndrr ki, zamantn Ьаglапýrсrшп sеgilmэsiпdэп astlrdrr. }.у-rэqsiп dбvrti tezliyi

uil*r.; пэzэri fizikada onJ аdэtэп sаdэсэ olaraq tezlik dеуirlэr, bir dэ hэmiп

qaydaya эmэl еdэсэуik.
Iiэqsiп tezliyi hэrэkэtiп ba;lanýrc ааrtlэriпdэп astlt deyil vЭ Iэqýiп эSаý

xarakteristikasrdrr. (21.6) dtisturundarr gёrЦпtir ki, tezlik mexaniki sistemin

xarakterindan astltdш. Qeyd edrk ki, tezliyin bu хаssэ rэqsiп kigik raqs olmast

ilэ эlаqэdаrdrг чэ yiiksэk tэrtiЬdэп olan hэddlэri пэzэrэ aldrqda аrаdап qalxrr.

Riyazi Ъtiqtеуi-пэz}dэп bu xassэ potensial enejinin koordinatm kvadratik asrlr

olmasmdmt irali gэlir.
Kigik rэqs еdэп sistemin enerjisi

Е =m*z *fu' =Ц(*' *r'r')2 2 2,
чэ уа (21.8)-i'пэzаrэ alsaq.

Е =L-.'a' (21.10)

gэkliпdэ оlur. о raqsin amplifudunun kvadratr ila miitэnasibdir.
Rэqs еdэп sistemin koordinatшrrn asrlrlrýrnr Ьir 9ох hallarda kompleks

ifаdэпiп haqiqi hissэsi kimi gёstаrmэk
, = Reke,",} (2|.lD

dфa эlчеrigli olur. Вчrаdа А kompleks sabitdir. Опч
д= ае'о

а д;1 ,
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ýэkliпdэ yazsaq (21,8) diisturunu alrrrq. А sаЬitiпэ kompleks amplitud
dеуirlэr. Onrrn modulu adi amplituda ilэ arqumenti isэ Ьа;lапýrc faza ilэ tist-Ёstэ
dii9tir. Eksponensial vuruqlardan istifada еtmэk, triqonometrik funksiyalardan datra

эlveriglidir, gtinki onlart diferensialladrqda fоrmаlап dэуi;mir. Bu zaman onlar
iizаriпdэ ya|пz хэtti аmэliууаtlаr apardrqda (toplama, sabita vurmaq,
diferensiallama чэ inteqrallama ) hэqiqi hissэ alma igarasini, timчmiууэtlэ almaq
оlаr, чэ уаlшz axtr пэtiсэdэ heqiqi hissэni almaq olar.

Мэsэlэlэr.
1. Rэqsiп ampritudunu чэ baglanýrc fаzапш koordinat va stiratin хо чэ ч0

baglanýrc qiуmэtlэrlэ ifаdэ edin. l

СахаЬ:

2
хо

2
v0

,уу'
tga = _Jb

|9Хо

2. Atomlarrn miiхtэlif izotoplarrrrdan tэ9gil olunmug ikiatomlu molekullarrn
rэqslэri nisbэtini tэуiп edin: аtоmlаrm ki.itlalari uyýun оlагаq: m,m.уе
m'r,*!,

Нэlli: izotop atomlar eyni сtir qarqllrqla tэsirdэ olduqlarrndan fr = fr', Kinetik
enerjinin пч эmsаlt gatirilmig kiltlэ
olur. Вurаdап (2I.6)-ya uyýun
оlаrаq alrrrq

уrr' mrпr(m', + m'r)

w mim'r(m, + пr)
3. лп ktitlэli пбqtэ dtizxэtt

Ьорпса hэrэkэt еdэ bilir. Maddi
пёqtэ bir uсu А пёqtэsiпdэ olan

уауа birlэ;dirilmigdir. А пёqtэsi dtiz
хэttаd l mэsаfэsiпdаdir, Yayrn
uzunluýu l-dir. О F qi,ivvэsi ilэ
dartrlmr;drr (;эkil 22), m

zэrrэсiуiпiп rэqslэri tezliyini taprn.
Нэlli: Yayrn potensial enerjisi

(yiiksэk tэrtiЬdэп kigik hэdlэr
dэqiqliyi ilэ) F qtiwasila yayrn Л
uzzmmasl hаsiliпэ ЬэrаЬаrdir. х << /

olduqda

а=л[г*"-l-t
2l

а +

,А

mX
ýakil 22

Yэпi u =+. Kinetik епеrji ^r'/, o|duýundarr2l ' 
,=Е

,lб



4. Мэsаlэ 3-dэ ;эrtlэr dmcilindэ и пёqtэsi r radiusu 9ечrа boyunca hаrаkЭt

еdir (9эki123).
Нэlli: Bжdrýrmrz halda (р..1 olarsa) уауm uzmlmasl

ý|= ,'+Q+rY -zr(/+r)cosp
, r(l+r) 2_lN-(D

2l

Kinetik enerji isэ Z 'Р'. Вчrаdап=-mr
2

m

F(r + l),l,y

rlп

l

r

5. ýakil 2-dэ gёstэrilэп asqr

пёqtэsi (., ktitlэsi) Ufiiqi
istiqamэtda hэгэkэt еdэ Ьilэп
rэqqаslп rэqs tezliyini tэyin edin.
Нэlli: ср<<7 olduqda ý14-dэ 2-ci
mэsэlэsiпdэ аlmшt dtisturdan
istifadэ еdэrэk alrrrq ki,

т_ -rПrl' 6r. т_mr?lr'
2(m, + mr)' 2

Вurаdап

w=
g(mr+ mr)

mrl

6. Aýrrlrq sаtrэsiпdэ olan
ayri boyrrnca уопэldikdэ rэqsiп
tezliyinin amplitudadan astlt
olmayan эуriпiп fоrmаsmr tэуiп
edin.

Нэlli: Qoyulan gэrtlэri
ёdэуэп эуri еlэ olmalrdrr ki, опuп
tizэri ilэ hэrэkэt zamanl zэrrэсiуiп

potensial enerjisi U =+ ;эkliпdэ
2

olsun. Вurаdа s tarмlrq
пёqtэsiпdэп hesablanmr;
uzunluqdur. Bu zaman kinetik

enerji Т =+ olacaq (m-u2

zэпасiуiп ЮtlэsidiT) чэ S-in

ýakil 23

ba;lanýrc qiуmэtiпdэп astlt оlmауаrаq , = F. hkjn aýrrlrq sаtrэsiпdэ (J = mы

фчrаdа у ;aqulr koordinatdrr). Опа gtiга $ = m9, чэ уа , ={*r. Digar tэrэfdэп

ds2 = dx2 + dy' . Buradan isэ
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х= I
_иу=lds

dy

inteqrallamorrl y=;fi;(r.. cos6; эчэzlэпmэsiпi etdikdэn sonra араrmаq daha

эlчеri;lidir. Onda alrrrq ki,

,=fttC+sinf)

Вч iki ЬэrаЬэrliklаr axtaqdrýtmtz эуriпiп tanliyini parametrik ;эkildэ verirg

Bu эуri sikloida эyrisidir.

ý 22 МасЬчri rаqslэr

ihdi isэ dэуi;эп xarici qtivvэ tэsir еdэп sistemin rэqslэri буrэпэk. Веlэ
rаqslэrэ, эччэlki раrаqrаfdа baxdrýrmrz va sэrЬэst rэqslэr adlandrrdrýtmtzdmr
farqli olaraq mэсЬuri rэqslэr deyilir. Оччэldэ olduýu kimi rэqslэriп kigik olmast
fэrz оlчпur. Вuпа gёrэ da хаriсi sаhэ kifayэt qэdэr zэуifdir. Oks halda о Ьбуtik х
уеrdэуigmэsi meydana gэtirildi.

Bu halda sistem mэхsusi potensial enerji |*', ilэ yana;r xarici sаhэпi tэsiri'2
ilэ аlаqэdаr olarr Uo(x,r) potensial епеrjiуэ dэ malik olur. Bu alava potensial

enerjini kigik x-in tistlэriпэ gёrэ ayrrsaq alrrrq ki,
aUl

U 
"(x,t) = U,(0,1) * 'Ёl,=.

Birinci hэdd yalnrz zаmапdжl asrlrdш onu gёrоdэ опu Laqranj funksiyasrnda
пэzэrэ almamaq оlаr. (Ba;qa Ьir funksiyanrn zаmапа gоrэ tam diferensialt kimi).

ikinci hэddэ -+ifadasi tжazh,q пёqtэsiпdэ sistemэ tэsir еdэп ча zamanln
ох

miiэууап funksiyasr olan xarici o'qiivva"-dir. Опu F(t) ilэ igаrэ edak. ВеlЭlikЭ

potensial епеrjiуэ - F(t)х hэddi alavo оluпur чэ Laqranj funksiyasr

L=m*' -h' =xF(t) (22,|)-22"

gэkliпi аlш. Buna uyýun hэrэkэt tэпliуi
mi+ kx = л'(r)

чэ уа
i+ wzx= 1л(r)

m
(22,2)

оlur. Вurаdа уепэ dэ sarbast rаqslэriп w tezliyini daxil etdik.

маlum Ыочg.' kimi sabit bmsalr qeyribircins diferensial tэпliуiп iimumi hэlli

bircins tэпliуiп timumi hэlli ilэ qeyribircins tэпliуiпэ mэхsusi hэllаri сэmiпэ

ЬэrаЬэrdir: х = хо+ х,, Хо -эччэlki paraqrafda aldrýrmrz Ьirсiпs tэпliуiп hэlli, х" -

isэ qeyri bircins tanliyin xtisusi hэllidir.
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Mэcburedici qtiwэпiп zаmапm r tez|ikli periodik funksiyasr olduýu xiisusi
эhэmiууаtэ malik olan hala baxaq

F(,)= f cos(y+p) (22,З)

(22.2) tэnliyinin xЁsusi hэlliпi xt =Ьсоs(F + ý) ýэkliпdэ axtarmaq. Bu hэlli

tэпlikdа yerina yмsaq alrrrq ki, u = /*r., _ r\i bircins tanliyin hallini эlачэ

еtdikdэп sопrа аltпr ki,

х = acos(w/ + с)+ -.,l-"оs(л + В) Q2.4)
m\у/ -т l

ауе а sabitlэri ba;lanýrc qэrtlэriпdэп taprlrr.
Веlэliklа sistem periodik mэсЬurеdiсi qtiwэпiп tэsiri altrnda iki пёч

hаrэkэtdэ i;tirak edir. w-tezlikli чэ 7-tezlikli rаqslэr.
(22.4) hэlli rezonans halrndd yl = i, tatbir еdilэ Ьilmэz. Нэrаkэt tanliyinin bu

halda iimumi hэllini tapmaq iigiin (22.4) hэllini sabitlэri gevirmaya uýrауаrаq
a;aýrdakr kimi yenid эп yazaq

х = acos(ryf + а)+ --!-"|"оs(л + р)- соs(и,r + В)]
m\уу' ,у- 

)

у -+ уу olduqda ikinci hэdd о/о gэkliпdэ qeyri mЁэууэпlik чеrir. Bunu Lopital
qaydasr ila agdrqdan sonra alrrrq ki,

х = acos(wf * o)+-1-1sin(wr + р) (22.5)
zmw

Веlэliklэ gёrЁrtik ki, rezonans halrnda rэqsiп amplitudu zamandan хэtti asrlt olaraq
artrr (Bu artma rэqsiп kigik ola Ьilmэуэсэуi va bununla da yuxarrda gэrh оlчпап
nazariyyonin tэtЬiq еdilэ Ьilmэуэсэуi hala qаdэr davam edir).

т = w + а ( а -kigik kэmiууэtdir) olduýu zаmап kigik rэqslэriп песо olduýuna

baxaq. Umumi hэlli kompleks ;эkildэ aqaýrdakr kimi yazaq,
х = Ае''' + Be'@t"|' = (rl + B"u'Y''' (22,6)

А+Ве'" haddinin eiwt birperiodu 2% miiddэtindэ az dэyigdiyini
, пэzэrэ alsaq onda rezonans ya,xrnlrýrnda hэrэkэtэ dэуi;эп amplitudlu kigik rэqs

kimi Ьш<а bilэrik3.
дхшпсtst с ilэ iqare еdЭk. onda 

с =|n+ ве,,,|

А чэ B-in уеriпэ uyýun olaraq ае'" че Ье'Р yazsaq alrrrq ki,

С' = а' + Ь' +2аЬсоs(ы + F - а)
В elэlikle raqsin amplitudasr

lo-bl<C<a+b

3 Raqsin fazщlndakr "sabit" dэ dэуigir
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inteгvalrnda в tez|iyi ilэ periodik olaraq raqs edir. Bu dёуЁпmэ hadisэsi adlanrr.
(22.2) hэrэkэt tэпliуi F(t) mэсЬuriеdiсi qtiwэпiп ixtiyari formasrnda da

iimumi 9эkildэ inteqrallana Ьilэr.
Bunu asanlagdrrmaq xatirina эччэlсаdэп tэnliyi

Ч G * мх) - iw(* + iwx) =l лс)
dlm

чэ уа

Ч -',с = 1лir) (22,8)
dt'm

Ьчrаdа

€ = *+ iwx (22.9)

kompleks dэуi;эпi daxil edilmigdir. (22.8) tэnliyi аrпq iki tartibli deyil,
ЬirtэпiЬlidir. оgэr saý tэrэf опuп hэlli б = де'"' ;эkliпdэ (А sabit) оlаrdt, Umumi
qaydaya аs,ýэп qeyribircins tэпliуi hallini Ё = д(t)е"'' ýэklinda axtartb l(r) iigi.iLrr

)1t1 = L F(t),-,",,
m

tanliyini alrrrq. Alrnan ifadani inteqrallamaqla (22.9) tэnliyinin hэlliпi

Ё = е"" ] [а"(,)r--' dt + (ol t22.t0)lim )

formastnda alrrrq, Buradakr бо inteqrallama sabiti б -nin zаmашп t = 0 antndakt
qiymatina ЬэrаЬаr olmast ;эrtiпdэп segilir. Bu ifаdэ axtardrýrmrz timumi hэlldir.
x(r) funksiyasr (22.10) dtisturunun хэуаli hissэsinin iw -!апisЬэtiпэ ЬэrаЬэrdirа.

Aydrndrг ki, mэсЬчri rэqs еdэп sistemin enerjisi saxlanmtr. Sistem xarici
qЁwanin mэпЬэуiпdэп enerji alrr. Qtivvэnin tэsir etdiyi zжпап mtiddэtinda ( ---
dan *-а qэdэr) aldrýr tam enerjini hesablayaq. Bu zaman enerjini ba;lanýrc
qiуmэt srftra ЬаrаЬэr gёti.iriiltir. (22.10) di,isturunu inteqralrn agaýr sаrhэddiпi o-rn
Уеriпэ - о gбttirэrэk чэ {(-со) = 0 sеgэrаk inteqrllasaq t -> q апmdа

. l* l'
16(*)' = +I I FG)e-," dt|

ml, ll-ф l

olduýunu alrrrq. Digэr tэrэfdап sistemin enerjisi

в =L(*r +rrrr\=LlЕI'
z, / ТlJl

di.isturu ilэ tэуiп оluпur. -nin ifadasini burada уеriпэ yazsaq

Е= |

2m Ii.,,,,-,о,|'

(22.||)

а Aydrndrr ki, Ьч zаmап F(t)-funksiyasrnr hэqiqi fоrmаdа yazmaq lмtmdrr,
80
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dtisturunu alrrrq. GбriindЁyii 
'kimi 

епеrji г(t) qtivvэsinin Furyе komponentinin

modulunun kvadrafi ila tэуiп оluпur. Bu zamarr tezlik mэхsusi raqsin tezliyinэ
ьэrаьэr оlur.

Xtisusi halda xarici qtiwэ ya|ntzkigik zaman mtiddэtiпdэ (1-уа пisЬэtэп )
w

tasir etdikdэ e-iwl gёt{irmak оlаr. Onda

,=*(T.ou*)',.

Веlэ пэtiсэ эччаlсэdэп aydrndrr. Вч ifаdэ qtivvэnin kigik zaman mtiddatindэ

sistеmэ kifауэt qэdэr уеrdаri;mэ чеrmэdэп опа t rаt impulsu verdiyini gёstэ-

rir.

Мэsэlэlэr.
1. Aqaýrdakr hallar tigiin sistemin г(t) qtivvэsinin tэsiri ilэ mеуdапа 9жап

macburi rэqsini, эgэr sistem t = 0 zamanrnda tarazlrq halrnda stikuпэtdэ olarsa,

tapm:
а)F=сопst=Fо

Cavab: ,={{,-cosrvr) sabit qiivvэnin tasiri rэqsiп Ьа9 verdiyi tarazlrq
m,чу

пбqtэsiпiп dэуigdirir.
Ь) ,F'= ar

СачаЬ: ,=-З rqt-siпwf)пw
с) F = Foe,*

Cavab: х =
4 -ае-' - coswt +:sin ииf),rу

m(w' + а')
d) Л = Fое-d cos Pt
Cavab:

*

в4а1ц' + а' - F')' * 2
m

{( - (r' + а' - В' 1 соsуй + 
g 

оу2 + а' + Pz ) siп wt * u-* |Цr' + а' - Bz ) соs pt - 2аВ siп Bt r}
уу

(mэsэlэlэri hэll еdэп zaman qtiччэпi kompleks fоrmаdа F: por(a+i!}kimi yazrflaq

daha эlчеri9lidir).
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2. F=0 ,<0, F=Fo% d<Tolduqdavэ F' =4 l>T olduqda (;akil 24)

F F

F0 Fо

т
ýakil24

tt т
ýakil 25

qапuпu ilэ dэуi;эп xarici qtivvanin tэsiri ilэ Ьа9 чеrэп rэqsiп yekun amplitudunu
tэуiп edin. (t = 0 ашпа qаdэr sistem tarмlrq vэziyyэtinda sЁkчпэtdэdir)

Halli: Zаrпжл 0 <, < r intervalrnda, ba;lanýrc sэrtiпi 0dэуап

х= -*=(r, - sin r+l)
mtw-

r>Г olduqdahэlli

х = cl cosrr( t - Т)+с, sinw(r -Т)-#
gэkliпdэ ахtаrаq. х vo :i-nin l = Z olduqda kэsilmэzlik gэrtiпdэп alrrlq К,

д
cr =--#-тsiпwГ, с2=*., Ct-coswZ)mlw mlw

Вu halda rэqsiп amplitudasr

оlur. Qeyd еdэk ki, { qiivvэsi gec'tэsir edirsa" ( vklyucayetsya) amplituda о

qэdэr kigik olur ýэпi Т пэ qэdэr b0yUk olursa).
3. F, sabit qiiwэsi mэhdud Т zaman mtiddэtiпdэ (;эkil 25) tэsir etdiyi halda

mэsаlэ 2-da Ьжrlап suallara cavab tapmalr.
Нэlli: Мэsэlэпiп hэlliпi ikinci mэsэlэdэki kimi tapa bilэrik. Lakin (20.10)

dЁsturunda istifadэ еtmэk daha asandrr. t > Т oduqda х = 0 пёqtэsi atrafinda
sаrЬэst rэqslэr аltпш. Bu zаmап

'р Т- ri
6 _ , 

_9_ rnt I e-*, dt = + (1 - e-Nl )ёNlп ,о lwm

оlur. lЁl' = o'n' dtisfuruna uyEun оlаrаq rэqsiп amplitudunu чеrir. Nэtiсэdэ аlшq

ki,

о = 
2Fo= ,in'Tmw" 2
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4. Eyni mэsэlэпi F qtiwjsinin 0 -dan T-kimi 
' ='% qапuпu ilэ dауigэrkап

(;эkil26) hэll edin,

F F

Fо

т
t tт

ýаkil2б

Нэlli: Eyni qayda ilэ taprrrq ki,
FIo

Тmw'

ýakil27

,уу'Т' - 2wГ sin wT + 2(l - cos wI)

5. Eyni mэsэlэпi qtiччэпiп 0-dan т=Ц-уа qэdэf Zarna"r- mtiddэtiпdэ
ту

F = 4 sinwr (;эkil 27) qanunu ilэ dэyigdiyi halda hэll edin.

Нэlli:

л(r1 = д. sin wl = *(r*' - r-*')2i,

ifadэsini (22.t0) di,isturunda уеriпЭ yazaraq 0-dan Т-уа kimi inteqrallasaq alrrrq

ki,

а=
Fоп

2
mу|)

ý 23 Qox sarbastlik daracasina malik оlап sistemin raqslari

Qox sаrьэstlik dэrэсэsiпэ (s) malik sistemin sэrьэst rэqslэri пэzэriууэsi ý21-

dэ baxdrýrmrz birёlgtilii raqslэrinki kimi qurulur.

Tutaq ki, sistemin u potensial enerjisi Qi timumilэgmi9 koordinatlarrn

funksiyasr kimi q, = Q,о Q = 1,2,..,s) пёqtэsiпdэ miпimчm qiymэt alrr. Kigik
xi=1i-Qio (23.1)

уеrdэуi;mэsiпi daxil edib potensial enerjini опuп tistlэriпэ gёrэ sшауа ayrrrb ikinci
tэrtiЬdэп sonsrlz kigik kэmiууэtlэ kifауэtlапsэk опu mtisЬэt tэуiп olunmug

u:fYL yr (23.2)- j.Qn,r*,^o

kvadratik formakimi yaza Ьilэrik. Burada da potensial enerjinin опuп minimum
qiymэtindэnhesablayrrrq. },о че ko, эmsаllап (23.2) di,isturunaeyni xixb

hasillэrinin эmsаllаrt kimi daxil olurlar, опlап ;,fr iпdеkslэriпэ gёrэ simmetrik
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k,o = ko

hesab еtmэk оlш.
umumi halda

Zon?)q,q,
i,k

;эkliпdэ olan (Ьш< (5.б) kinetik enerjidэki а* эmsаllаrrпdа Qi = Qiо qэЬul edib

а,t (Ч,) = и,t iýаrаlэпmэsiпi etsak
1_
)Z.,ri,*r QЗ.З)

miisbat tayin olunmug kvadratik fоrmа gэkliпdэ ума Ьilэrik. .,, эmsаllаrmr da

iпdеkslэгэ gёrэ simmetrik
Шi* = Иlri

gэkliпdэ qэЬul еdэ bilarik.
Веlэliklэ sэrЬэst ki9ik rэqs edan sistemin Laqranj funksiyasrnr

, = +T@-*i, - k,,x,x,) (2З.4)

kimi ума Ьilэrik.
indi isэ Laqranj tэnliyini qчrаq. Тапliуэ dа"чil olan tёrэmаlэri tapmaq i.igtin

- Laqranj funksiyasrntn tam diferensialml усйаq

dL = +>,(.,**,& ь + m,о * odt,, - k,u x,dx u - k,o х odx,)2а,^,

Сэmiп qiymэti сэmlэmэ indekslэrinin уеriпdэп asrlr olmadrýшra gбrа birinci чэ
tigiinctihaddэ iчэ k indekslэrininyerinidэyigib m*уэ k,o эmsаllаrmm simmet-
riНiyinin пэzэrэ alsaq taprnq ki,

dL =|(m,r*оd*, - k,rxodx,)
. i,k

Buradan gёriiniir ki'urп
t=T,-*r, #=-|o,o"r

Опа gёrэ dэ Laqranj tэпliklэri

Zr*Xr+!,tox* =0 (2з.5)
'kt

formasmda yazrlrr. Bu tапliklэr s dэпэ хэtti bircins sabit amsalt tапliklэr
sistеmiпdэп iЬаrэtdir. Umumi qayda tizrэ hэmiп tэпliklэr sisteminin

xt = дlеfu' (2з.6)

gaklinda a<tarrnq. Burada ,а.-hэlэlik qеуrimtiаууэп эmsаllаrdrr. Вu ifadasi (23,5)

sistemindэ уеriпэ yaztb en"' -уе ixtisar etdikdэn sопrа 4 эmsаllаrr iigi.in

ZFr'.* +k,r)Ar =о (2з.7)
k

ifadasini alrrrq. Bu sistem tопliklэriп stfiгdan farqli.hэlli olmasr tigtin

1
2
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|О,о -w'm,о|=о (23.8)

determinantt sftra Ьэrаьэr olmaltdrr.
(23,s)tэпliуi w'-паzэrап s-tэrtiЬdэп tэnlikdir. Вu tэnlik xarakteristik tэnlik

аdlапtr. Нэmiп tanliyin timumi halda s-dэпа mi.ixtэlif hэqiqi mi.isbэt W'"

(a=1,2,.,.s) hэllэri чаrdш (xi.isusi hаllаrdа bu hэllэriп bir negэsi iist-tista dti;э

Ьilэr). Bela tayin оlчпmu; w" -kэmiууаtlэriпэ sistemin maxsusi tezliklari deyilir.

(23.8) tэnliyinin kёklэriпiп hэqiqi чэ mtisЬэt olmast fiziki mtilahizadэn dэ

aydmdrr. Doýrudan da, wd -nln хэуаli hissasinin olmast xt koordinatlarmrn

zamandan asrlrlrýrnda (demali *u -пiпdэ) eksponensial olaraq аrtап vэ уа аzа|ап

vuruýun olmasma gэtiriь grxarardt. Lakin baxdrýrmrz halda Ьеlэ hэddiп olmast

mtiйUп deyil, giinki bela hэddiп olmast zаmап kegdikca tam enerjinin Е = U +Т

dэуiqmэsiпэ sэьэь ola Ьilэrdi, bu isэ enerjinin saxlanmast qanuna ziddir.

Bunu riyazi yolla da isbat еtmэk оlаr. (23.7) tэnliyini Д|-уа чuruЬ i-уэ gёrэ

сэmlаsэk alarrq ki,

Z(.'*,о +k,o)A, Ar =0
i,k

Buradarr isэ
д, дrk,o,2

у|)

Burada siirэt чэ mэхrэсdа оlап kvadratik fоrmаlаrrп haqiq7|ly\ m* уе k,o

эmsаllаrtшп haqiqi чэ simmetrikliklarindэn irэli gэlir. Dоýrudап da

|*,о,аi.ч,о
i,k

I
i,k

k *At А; = |k ".l,.li = |ъ п,ао,l,
i,k i,k

onlar hэqiqi аdэdlэrdirlэr. Dеmэli w' -dahaqiqidirlэrs.
+ezliklэrinin tapdrqdan sоIша опlапп hэr birini (23.7) dЁsturuпdа уеriпэ

yazsaq hэmiп tezliyэ uyýun оlап эmsаllаrtпt tapa bilэrik Оgэr -tezliklэrinin

bu*rri mi.iхtэlif olarsa, onda malum olduýu kimi, ,aoamsallarr (23.8) determinant-

lапшп чу-пiп -ilэ эчэzlэпmi; miпоruпа mtitэпаsiЬ оlur. Нэmiп minoru А*"-ilэ

i;аrэ еtsэk, onda (23.5) tэnliyinin xtisusi hэlli
xt, = bkoCoe'n"'

5 эmsаllатtпа gсiгэ diizэldilmiE kvadratik fоrmапtп miisЬэt tэyinliyi опlшrп (23.2) foгmasrndan dэуiýэпlагiп эqiqi

olduýu halda aydlndrr lo аmsаllшr kompleks olduqda опlшl ао + ibr а5gаг ;эkildэ yazsaq va уепэdэ

эmsаllаrtпttr simmehikliyini пэzэrэ alsaq

Zъ*4,цо =Zk*(o, -ib,)(ao +ibk) =|k,ra,ao +|k,ob,bo
i,k i,k i,k i,k

оlаг. Dеmэli iki miisbat tэуiп olunmug kvadratik fогmапlп саmiпэ ЬаrаЬэr olaT
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;akilnda olacaqdrr. Burada С" ixtiyari kompleks sаЬitlэrdir. Umumi hell isэ xtisusi
hэllэriп сэmiпа (s-dэпэ) ЬэrаЬаrdir. Haqiqi hissaya kеgэrэk hэmiп hэllэri

[" l
- = ot}o-"c"r*'J=To,r" (23.9)

;эkliпdэ yaza Ьilэrik. Вчrаdа
@o=&V"r*r} t2з.10)

эчэzlэпmэsi edilmigdir.
Веlэliklэ g0rtirtik ki, hаr Ьir koordinatrn zamana gёrэ dэуigmэsi s-dana sаdэ

periodik rэqslэriп xэtti kombinasiyasmdan iЬаrэtdir. Нэr Ьir hэddiп tezliyi mэlчm
amplitud чэ fмalart ixtiyaridir.

Tabiidir ki, еlэ i.imumilэ;miq koordinatlar stigmэk olarmt ki, hэmiп
kоrdiпаtlаrm hэг biri yalnrz Ьir sаdэ rэqs etsin sualr meydana grxtr. (2З.9)
formulasrntn fоrmаst bu mэsэlэпi hэll еtmэуiп yolunu gбstэrir.

Dоýrudапdц (2З.9) ifadэsini Эs-dапэ mаlum оlmауап @. dэуi;эпlэriпdэп
asrlr tапliklэr sistemi kimi baxrb hall еdаrэk опlаrr x|,xz,..xs koordinatlarr ila ifаdэ
еdэ Ьilэrik. Dеmэli @" dэуigэпlэriпэ yeni i,imumilэ9mig koordinatlar kimi Ьаха
bilarik. Вu koordinatlar поrmаl koordinatlar, опlапп еtdiklэri sada periodik rэqslэr
isa поrmаl rэqslэr adlanrr. Normal koordinatlar

Ф"+и,j@о=0 (23.11)

tэпliklэriпi сidэуirlэr. Dеmэli поrmаl koordinatlara пэzаrэп yazrlmr; tэпliklэr s
dапэ Ьir-Ьiriпdэп astlt оlmауап tэпliklэr sistemindan iЬаrэt оlш. Normal
koordinatm tэcili yalnrz hэmiп koordinatdan astlt оlur, опа g0rа dэ опuп zamandmt
asrlrlrýmr tapmaq tigifur опuп va опа uуЕчп olan siiтэtiп baqlanýrc ondakr qiymэtini
Ьilmэk kifayэtdir.

Baýqa sёzle dеsэk sistemin поrmаl koordinatlaгr tаmаmilэ asrlr dеуillэr,
Dеуilэпlэrdэп aydmdrr Н, поrmаl koordinatlarda yмrlmr; Laqranj funksiyasr

hэr biri yalпz Ьir и,, tеzliуiпэ чуguп gэlэп birёlgiilii rэqslэriп ifadэsini чеrап
hэddlэriп camindan iЬаrэt, уэпi agaýrdakr

.=r+(@'"*й,Ь'") Qз,|2)а2

gаkildэ оlчr. Burada иo -mtisbat sаЬitlэrdir.
Riyаzi пбqtеуi-пэzэrdап, bu (23.9) gечirmэlэri чаsitэsilэ hэm kinetik

епеrjisiпэ чуЕчп оlап (23.3) чэ hэm dэ potensial епеrjiуэ uyýun оlап (23.2)
kvadratik fоrmаlаппr eyni zamanda dioqonal ;эklэ gэtirmi9ik.

Аdэtэп поrmаl koordinatlan еlэ sеgirlэr ki, Laqranj funksiyasrnda siiratlэrin
amsallan чаhidэ ЬэrаЬэr olsun. Bunun Ёgiiп

Q" =,[rц@" (23.13)

эчэzlэпmэsiпi еtmэk kifауэtdir. Опdа
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L=+Tb:+,:ц)

Xarakteristik tэпliуiП k0klэri аrаsmdа eyni kбklЭr olduýu halda da уuхаrrdа 9эrh

olunanlar az dэуigiг, (2З.9) чэ (23.10) hэrэkэt inteqrallarrnn timumi fОгmаsr (s-

dэпэ sayda ) dэуi;mэz qalrr. Yalnrz fэrq опdап ibarat оlur ki, eyni kбklэrэ uyýun

olan д*" эmsаllап determinantrn minorlart olmurlar. Мэlumdur ki, bu zaman

hэmiп miпогlаr stfir olurlar6.
Нэr Ьir eyni tеzliуэ (va уа deyilan kimi crrlaбmrg) crrlaqma tisttina uyýun

olaraq о qэdаr поrmаl koordinat qar;r dчrur, lakiri hэmiп koordinatlarrn segimi

birqiymatli оlmur.
Kinetik va potensial enerjiya eyni w"-ya uyýun olan hэddlаr eyni qanunla

gevrilan ZЦ u" ZЦ gэkliпdэ daxil olduqlarrndan опlаrm сэmlаri invariant

saxlayan istэnilan xatti gечirmэуа mэгuz qoymaq оlаr.

Sabit xarici sаhэdЭ olan bir maddi пёqtэпiп tigёlgЁlii rэqslэriпi поrmаl 9эkilа
salmaq gox asandrr, Dekart koordinat sisteminin ba9lanýrcrnr U(x,y,z) potensial

enerjini minimum qiymat aldrýr пёqtэdэ sеgэk. onda potensial enedi Х, У, z
koordinatlarmtn kvadratik funksiyasr, kimetik enerji isa

=:Ь'+у'+2')

(m-zэrrасiуiп ktitlэsidir) isэ koordinat охlаrtшп istiqаmоtlэпmэsiпiп sеgilmэsiпdэп

astlt оlmur, опа gёrа dэ uуýuп firlanma vasitasilэ yalntz potensial enerjini

diaqonal gэkilэ gэtirmэk lмrmdtr. Onda

, =;Ь' + j,' + u')-:(o,f + k,y2 + k,zz) (2з,|4)

оlur чЭ buna gёrэqЭ Х, У, z охlап istiqamэtindэ Ьа9 чеrап rэqslэr поrmаl rаqslэr

оlчrlаr
й\l;,

Е
l ---!-

\.'
Б

\;\|l = W2= Wз=

xtisusi halda markэsi-simmetrik sаhаdэ (k,=k,--k, u =*) hэr iig tezliklэr i,ist-2'
tistэ di.iqtirlэr (Ьах mэsэlэ 3).

Nоrmаl koordinatlardan istifadэ еtmэklэ 9ох sэrьэstlik dаrэсэsiпэ malik olarr

sistemin mэсЬuri rэqslэri mэsоlэsiпi birёlgiilti mэсЬчri rэqslаr mэsэlэsiпэ gэtirmэk

оlur, Sistemin Laqranj funksiyasr опа tэsir еdэп dэуi9эп xarici qiiwэlэri пэzэrэ

almaqla
L= Lо+)л;рlr* (23,15)

6 Umumi hallda zаmапdап asllt eksponensial hэddlагlЭ уапФl uýtlil hэddlэriп oImamast da "kompleks rаqslэг "in

olmamastnt tэsdiq еdэП fiziki mi.ilahizЭlarin поtiсэsidiг. Веlэ hэddlэriп olmast епегjiпiп sax[anmast qшruпа zidd

olaTdl, 
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gaklindэ yмrltr. Вurаdа Lo sёrЬэst rэqslаriп Lаqrапj funksiyasrdrr

kооrdiпаtlагr эчэziпа погmаl koordinatlan yмsaq alrrrq ki,

L =+r(с -,tЦ)*|f"{t)Q"2?* а

xk

(23.16)
burada

igаrаlэпmэsi edilmi;dir. Uyýun olaraq hаrэkэt tэпliklэri
Q" *nt"Q. = f"(t) (23.|7)

yalnrz Ьir dэпэ 9"(l) паmэlчm funksiyasmdan asrlr olacaqdrr,

Маsэlэlэr.
1.Laqranj funksiyasr

t=|{*' - l'>-ЧG' + у'\+ шу

- оlап iki sэrЬэstlik dэrэсэli sistemin rэqslэriпi tэуiп edin ( - *у qar;rlrqlr tэsirdэ
оlап iH eyni rlo tezlikli sistem)

нэlli: Нэrаkаt tanliklari
i+w]x=aу, Y+wf,y=66

(23.6) hэlliпi уеriпэ yazsaq almrr ki,
Д,(w3 -ч,') = аА, ,Чr{r3 -r') = оА, (1)

xarakteristik tэпlik (r3 -r')'= с2. Вurаdап
.? =r3-а, 22|у2=ууо+а

f"(t)=ZFra)#

(/^5"^sallarr teksdэ gёstэrilап погmаllаýmауа g0rэ segilibdir). a<<w!(zeif

эlаqэ) olduqda alrrrq ki,

wt-wo-+, У9zNwо+Э
ZWo lWo

Вч halda х, у koordinatlarrnrn dэуigmэsi iki Ьir-Ьiriпэ yaxrn tezlikli rоqslэriп
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toplanmasrndmr iЬаrэt оlur. Daha doýrusu tezliyi ilэ Ьаý чеrэп

dбуiiпmэdэп iЬаrэt оlur (Ьшr ý22), Bu halda х kooгdinatrnrn amplitudu maksimum

оlаrkэп y-in ki, minimum чэ эksiпэ olur.

2. ikiqat mi,istэvi rаqqаým (gэkil 1) kiqik rэqslэriпi tэуiп edin.

Halli: Kigikraqslэrtiptin( 9t<<l,Qz..l) ý5 mэsэlа l-dэ Иprlmr; Laqranj

funksiyast

, =Щ+tф? +?,:,р: + m,l.,l,ф,ф, -m'' LП' Bt,vi -) d,ч',

fоrmаstш аlrr. Нэrеkэt tanliklэri
(m, + mr)lrф, + mrl rф, + (m, + mr)gQ, = 0

lrфr+lrфr+gQt=0

аW2-Wr=-
1{0

(23.6)-nr \ezete aldrqdan sоша alrrrq ki,
Д|(m, + m)(g - l,r')- Аrw2mrl, = 0

- A,l,wz * Аr(g - lrw')= g

xmakteristik tэпliуiп kёklэri

,?,, =;Е{fu, + m,\!, +l,)t fu, +', l,+ mrЮ, * lr)' - l4^,,

m| -+ фolduqda tеzliklэr Й u, 
W,-r;эr"уахrпlа9rrlаг. 

Bu da iki astlt olmayan

rэqqаslаrrп tezliyidir.

2. Zeпeciyin U(r) =$sаhэsiпdэ (fэzа ossilyatoru) hэгаkаt trayektoгiyasrnr

tарш.
Halli: ixtiyari mэrkаzi sаhэdа olduýu kimi hаrэkэt Ьiг mtistavi tИэriпdэ Ьа9

verir. Нэmiп mtistэvini ху mtistavisi sеgэk. х,у koordinatlarr eyni и, = Etezlikli
sаdэ rэqs еdirlэr

х = acos(y/ +а) l у =bcos(wt + F)
чэ уа ,. х= acos(p) у =bcos(cp+6)=bcosбcosp-bsinбsinp

Ьчrаdа Q=wt+a, 6-_Р-аэчэzlэпmаsi edilmiýdir. Bu tапliklэrdэп cosp va sinp

-ni tэуiп edib, onlarrn kvadratlarr сэmiпi tapsaq alrnq ki,
х' ч' 2хч ^ ,1^
7*7--_cosa = sln- а

Bu isa mэrkэzi koordinat ba;lanýrcrndan olan ellipsdir. 6 = 0 olduqdan
trayektoriya dtiаrэtt р аr9аlаrrпа gevri lir (crrlaq rг).
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ý 24 Molekullartn raqslari

Оgэr xarici sаhэdэ olmayan, Ьir-Ьirilэ qargrlrqlr tэsirdэ olan zэrrэсiklэr
sistemino baxtnqsa, onda sistemin sэrЬэstlik dаrасэlаriпiп hamrst rэqsi xarakter
da;tmtr. В еlэ sistemlэrin tipik пtimауэпdэli molekuladrr.

Дtоmlаrrп tarмlrq пбqtэsi эtrаfiпdа rэqsi hэrэkэtiпdэп ЬФqа molekula biitёv
Ьir cisim kimi irэlilэmэ чэ firlanma hэrэkэti dэ еdэ Ьilаr. iiаlilаmэ hэrэkэtiпэ Ё9

sеrЬэstlik dэrэсаsi uyýundur. Bu qэdэr dэ timumi halda firlanma sэrbэstlik
dэrэсаsi чшdr. Веlэliklэ n-atomlu molekulun rэqsi hэrэkэtiпэ dэпэ uyýun gэlir.
Buttin atomlart Ьir dtizxэtt i,izro paylanmrg molekullar istisna оluпчr. Нэmiп
dtizxatt эtrafinda danrgmaq rnrnuri" olduýundan, bu halda firlапЙа serbastlik
dэrасэlэri say 2-уэ ЬэrаЬэr olur чэ rэqsi sэrЬэstlik dэrэсэlэriп sayl -уэ ЬаrаЬэr
оlur.

Molekullarrn rэqslаriпэ aid mexarriki mэsаlэпi hall etdikdэ mэsэlэпiп
эwэliпdэсэ irэlilэmэ чэ firlanma sэrЬэstlik dаrэсэlэriпi kэпаrlа;drгmаq Ёgtiп
molekulun tam impulsunun stftra ЬэrаЬаr olmastm qэЬul еtmэk kifayэtdir. Bu qэrt

molekulun эtаlэt mэrkэziпiп tаrрэпmэz olduýuna ekvivalent olduýundan, onda
эtаlэt mэrkэzi koordinatlarmtn sabit olmast kimi ifada еdэ Ьilэrik.

Yazaraq( burada {о a-ct atomun tжazhqnёqtэsinin radius-vektoru й.-isэ

hэmiп пёqtэdэп meyl gбstэrir). Нэmiп garti

Z-"r" = сопst =Zroroo
чэ уа

|m.u.:O (24.|)

formastndan yaza Ьilэrik.
Molekulun firlanmasmt aradan qaldrrmaq tigiin onun impuls momentini stftr

gёhiгmэk laztmdtr, impuls momentinin hэr hanst Ьiг ifadэnin zamana gёrа tam
diferensialr gэkliпdэ yazia Ьilmэdiуiпdэп onu hэmiп funksiyanrn stftra ЬэrаЬаrliуi
kimi ifada eda Ьilmэrik. Lakin sonsuz kigik rэqslэr istisna olunur. Doýrudan da

уепэ do vо=Fоо+il" yaztb, ikinci tаrtiчdэп kigik hаddlэrа kifауэtlэпsэk impuls

momentini

м = Z-,V,n,! = |m,V *i.f= lZ - "V,ro,]

kimi ума bilarik. Вч ci.ir yaxrnla5mada onun уох olmasr gэrti

|m,|v"oгt"l=o (24.2)

gэklinda olacaqdrr (bu halda koordinat baglanýrsr ixtiyari segilo Ьilэr).
Molekulun поrmаl raqslari onu taggil еdэп atomlann уеrlэ;mэ simmetriyasrna

эsаslапаrаq, аtоmlаrш tarмlrq пёqtэsi эtrаfiпdа hэrэkэtlэriпiп xarakterina эsаsэп

tэsnif (klassiгrkasiya) еtmэk оlаr. Bu mэqsэdlа qrup пэzэriууэsi adlanan iimumi
metoddan istifadэ оluпur. Qrup пэzэriууаsi bu kursun baýqa tomunda gэrh

edilmigdir7. Burada isa yalnrz bari sаdэ misallara baxacaýrq.

7 *kvant mexanikasi' Ьа"х fэsil ХII
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Molekulu tэggil еdэп п atomlaTtn hamtst bir mtitэчi Ёzэriпdэ оlаrsа, onda

аtоmlап hэmiп mtistэчidэ saxlayan поrmаl rэqslаri, atomlan mtistavidэn 9жаrап
поrmаl rэqslэrdэп sеgmэk olar. Нэr ikisinin sayml asanlrqla Иpmaq olur. Mtistэvi
tizrэ hэrэkэt tigtirr dana sэrЬаstlik dэrэсэsi lazrm olduýudan, atomlmt mi.istаvidэп

91хаппауап поrmаl rэqslэгiп sayl -э ЬэrаЬэr olacaq. Qalan sэrЬэstlik dаrэсэlаriпiп
sayr аtоmlаrt mtistэчidэп 91хаrап поrmаl rэqslэrа aid olacaqdrr.

Xэtti mоlеkчllаг olduqda isэ atomlarr хэtt tizаriпdэ sar<layan чzuпtrпа гэqslэri,
опlагr dtiасэttdэп 9жаrап rэqsэri аушmаq olar. Сэmi n atomlu dtizхэttdэ saxlaymr

sarbastlik dэrэсэsiпiпi sayr n dэпа olduýundan va опlаrdап biri irаlilоmэ
hаrэkэtiпэ aid olduýundan, onda atomlarr dtИхэtt tizэriпdэ sarlayan поrmаl
rэqslаriп sayr п-1 dэпа olacaqdrr. Digэr tэrэfdэп хэtti molekulun rэqsi hэrЭkЭt

iigцп сэmi dэпэ sэrbastlik dэrэсэsi чаrdш. Demali atomlan dtiп<эttdэп 9ЖаrаП
normal kooгdinatlann sayl -э ЬэrаЬэrdir. Lakin hэmiп kоогdiпаtlаrа aid сэmi dэпэ

mЁxtalif tezliklэr var. Qtinki hэmiп rэqslэr iki пёч Ьir-Ьiriпdэп astlr olmayan
tisulla baq чеrir. Нэmiп rэqslэr molekulun oxundan kegan vэ Ьir-ЬiriПЭ

perpendikulyar olan iki mtistэчilэr tizrэ baq verir. Simmetriya mtilatrizasindэn
aydlndrr ki, Ьч сtir поrmаl rэqslэriп hэr ikisi eyni tezliyэ malik olacaqlar.' 

Мэsэlэlэr8.
1. U9atomlu хэtti simmetrik АВА molekulun (9эkil 28) rэqslэriпiп

tezliklэrini taprn (molekul potensial enerjisinin yalnrz А-в vэ В-А mэsаfэsiпdэп

чэ АВА bucaýrndan ) asrlr olmast qebul оlчпur.

Нэlli: (24.|) dtisturuna эsаýэп atomlann uannuna хl,х2,хз уеrdэуigmэlэri
mп(хr+хr)+mохr=0

mtiпаsiЬэtilэ аlаqэlidirlэr. Bundan istifadэ еdэrаk molekulun uzuпuпа rэqslэri
Ёgtin Laqranj firnksiyast

t. = \-ri,? 
+ i,' ) + ? r: -\ -

* 
[r, - ",)' 

+(r, - r,)']

kimi olacaq. вuпdаrr sonra yeni Qo=xt+x2 ча Q,=Xt_x, koordinatlarrnr dzuxil

еdэrаk alrnq ki,

L=ЧпР Q: *!lo? _b{q2 *)о!
4шв ' 4-' 4-'r-'' 4''

Вчrаdап р =2пrп+rzs mоlеkulчп ktitlэsidir.

t Daha miгakkab mоlеkчllшlп вqslэгiпiп hesablanmastnl a,9aýldakr kitablafdan tapmaq оIаг. M.V.Voltengteyn,
М.А. Elya5evig, V.N,SIералоч. "Kolebaniya molekul". Qostexuz. 1949, Q.Qersbrq. "Kolebatelnlye i vra5atelnlye
spktort mnoqoatomntx molekul".M. l949
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Вurаdап gёri.iпtir ki, Q" чэ Q, koordinatlart поrmаl koordinatlardrr. Q,
koordinatr molekulun оrtаsmа пэzэrэп

l 2 l .1 antisimmetrik (х, = хr, ;эkil 28а,)
3

А в А,
rэqslэriпэ uyýun gэlir. Onun tezliyi

Е;,"=lй

Q koordinatt simmetrik (т, = -rz, ýэkil
28,Ь) rэqslэrэ чуфпdчr. Onun tezliyi

гг,"=l;

А

а)

ь)

а)

ь)

с)

ýэkil 28
Аtоmlаrrп епiпэ уеrdэуi;mэlаri,
уl,уz,уз (24.1) чэ (24.2) dЁsturlarrna

эSаSэп

mп(у,+уз)+mByz =0, _yr :.Уз

mtinasibэtilэ эlаqэlidirlэr (9эki1 28 с) ауilmэпiп simm raqsi). Molekulun
эyilmasinin potensial enerjinin krl' 67 ;эkliпdа ушаq(Ьurаdа б - АВА bucaýrnrn

z -dэп olan faeqidir). О уеrdэуi;mэ vasitasilэ Ьеlэ ifаdэ оlчпur:

л=}Кл,-у,)+(у,-у,)!

уt,уz,уз уеrdэуigmэlэriпi б -ilэ ifadэ еdэrэk епiпэ rэqsinin Laqranj funsiyasrnt

L =+(rl - r;)- Ч о; -{ч' =-i!ч',' r' -{t

А
3 2а

gэkliпdэ yaza bilirik. Burada
Г2lr;.*=|ffi

2. Нэmiп ;еуlэri i.igbucaq fоrmаlr
АВА (;эkil29) molekulu iigtin

Halli: (24.1) va (24.2)
tэпliklэriпdэп аtоmlапп п

уеrdэуigmэlаriпi х ча у oxlarr i.izra
kоmропепtlэri (9эki1 29) a;aýrdakr kimi
эlаqэlidirlаr:

m 
^(х, 

+ хr) + mrх, -- 0

mл(уl+уr)+muуr=0
sin с(у, - уз) - cos а(х, + хз ) = 0

в х

с)
92
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д-В уе В-д mэsаfэlаriпiп dэуiqmэlэri Л,чэ Л, ilr_ilrче ilr-й, чеktоrlапшп

ДВ че ВД izte proyeksiyalarrnda n almlr:
6/, =(r, -xr)sin a+(yt -yr)cosa

Еr=-(х, -xr)sin а+(лз -yr)cosa

ДВА Ьчсаýшrп dayigmasi isэ hэmiп чеktоrlаrm дВ чэ ВдржсаIrаппа

реrрепdikulуаг olan istiqаmэtlэrэ gёrэ рrоуеksiуаlап чаsitэsilэ ifаdэ оluпur.

Л = 1kr, -xr)cosa -(у, -yr)sin"]*1[-(x, -xr)cos а - (yr-yr)sinc]
/t\--| 

"l,--- -, \/| J., , 
l.

k.l' -,"ё,

ifadэsini alrnq. Buradan gёriintir ki, Q" koordinatr

Molekulun Laqranj funs iyast

'=Чrо? 
+й',)+То: -\r"r * Щ)-

Yeni g, =xt +xJ , Qz=X, -х, Vе Q,z=Yt+y, koordinatlarrnt daxil еdэk. й

vektorunun kоmропепtlэri hэmiп koordinatlara Ьеlэ ifada olunurlar:

,, =I(Q"+ ?n )х, =f,{o. - Q,t),xz = -fto"

,, = 
f,(n 

,, + Q.ctga), у, = 
f,Q ", 

- Q.ctga), у, = -Ц Q 
",

Hesablamadan sопrа Laqranj funsiyasr tigtin

, = +(+- #;)n; -? u:, -ff nr r: +(+-#)[, *?!o,in, о)-

f (o, .,n' a + 2k r.o.' о)- n:r ftGfos' 
с + 2k r sinz o) * q nq,r ft t u r- Ё, )sin c cos c

2

2'ууа
kI

mА
l*2*n ,in' о

mв

tezlikli поrrr_rа1 koordinatdrr 14)о tezliyi у охtша паzэrэп antisimmetrik

(х, = x2,yt = -yz,9aH1 29, а) tezlikdiT, QstlQs2

koordinatlarr isэ iki rэqsа (Y oxuna пэzэrэп
simmetrik: х, = -хзlуt = уз, gэkil 29,Ь,с)

uуЕuп оlап koordinatlardrr. Опlаrа чуЕчп
olantezliklar (w., vo w,r)

зlr21,1

Авс
ýэkil30
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w. _уу, =lЬ(
L,, \

2m,l+ "cos"c
mв

1+2-' ,in' о
mв )7-ж=,

2k,
+

mд

xarakteristik tanliyin kёklэri,ilэ tэуiп olunur. 2а = п olduýu halda bu tezliklэrin
hamtst mэsэlэ 1-dэ taprlan tеzliklэrlэ i.ist-iista dtigiirlar.

3. Eyni gеуlэri qeyri simmetrik xэtti АВС molekula ti9Ёп (gakil 30).

Нэlli: Atomlarrn uzuпuпа (х) чэ enina (у) уеrdэуi9mэlэri
mА\+mвх2+fflrхr:0, m,lуt*mвуz*шсуз =0

m,цllуt = исlzуз

ifаdэlэri ilэ эlаqэlidirlэr. Dartrlma чэ эуilmэ potensial епеrjilэriпi

\@,r *!, (а,)'* {u'

t? t? 4lz
' + Z +-

mс mд mв

;эkliпdэ ушаq (2l = l, + lr). Мэsэlэ 1-dэ арагrlап hеsаЬlаmаlаrа охýаr

hesablamalar епiпэ rэqslэriп tezliyi tigiin

2
wI = 

k,l'
li l:

ifadэsini, wIt,wtz uzuпuпа rэqslэriп tezliklэri iigtin

|уо -w'=

kvadrat tanliyin kёklэriпi чеrir

ý 25 Stinan raqslar

Indiya kimi bir hэrэkэtiп bogluqa Ьа9 verdiyini va уа mtihitin hэrэkэtа tэsirini
пэzэrэ almamaq mi.imkiin olduýunu fэzz edirik. Нэqiqэtdэ isэ cisim mtihitdэ
hэrэkэt etdiyi zamar\ miihit ona mi,iqavimэt gбstэrir чэ hэrэkэti aza|tmaýa galrgrr.

Bu zaman hэrэkэt еdэп cismin enerjisi istiliya gevrilir чэ уа dissipasiya оluпur.
Веlэ 9araitda hэrэkаt prosesi artrq tэmiz mexaniki proses оlmur чэ Ьuпuп

ёуrэпilmэsi miihitin harэkatini , hэm mtihitin hэm dэ cismin da,xili istilik halrnr
пэzаrэ almaýr tэlэЬ edir. Bu halda, mаsэlэ, artrq hэrаkэt еdэп cismin tэoilinin

уаlпtz koordinat чэ siirэtlаriп funksiyasr olduýunu tэsdiq еtmэk miirrnkiin deyil.
Yапi hэrэkэt tэпliуiпiп mexanikada olduýu kimi olduýunu tasdiq еtmэk olmur.
Веlэliklа cismin mtilritdэki hэrэkэti artrq mtixanikanrn mэsэlэsi оlmur.

Lakin mЁэууэп hallarda cismin miihitdэ hэrэkэtiпi mexanikantn hаrэkэt

tэпliнэriпэ mi.iэууэп hэddlэr эlачэ еtmэklэ буrэпmэk оlur. Вurа teezliklarlari
miihitdэ gеdэп dissipativ рrоsеslэriп tezliklэrinэ пisЬаtэп kigik olan raqsi

hэrэkэtlэr daxildir. Bu ;эrt ёdэпilэrsэ onda сismэ уаlшz si.irаtiпdэп (verilmiý

bircins mi.ihit tigi.in) asrlr оlап stirttinma qtivva tasir еdir.

[r[*-*) 
-,,(*-*)] -ffi:o
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Оgэr bu gэrt kifауэt qэdэr kigik olarsa onda stitriiпmэ qiivvasini onun

Ёstlэriпэ gбrэ srraya аушпаq оlаr, Stikчпэtdэ оlап сismэ stirtiiпmэ qi.ivvэsi tаsiг

еtmэdiуiпdэп Ьu sшашп sflnnct hэddi stfira ЬэrаЬэr olacaq vэ birinci stftrdan

fэrqli hэdd siitеrlэ miitэпаsiЬ olacaqdrr. Веlэliklэ birёlgiilЁ kigik rэqslэr еdэп

sistemo tasir еdэп qtivvasini
fro, = -d

;эkliпdэ yaza Ьilэrik. Burada а mi.isbэt эmsаldtr, mапfi i;аrэsi isэ stirtЁпmэ
qiiwэsinin siirэtin эksiпэ tэsir etdiyini gёstаrir. Вч qtivvэni hаrэkэt tэnliyinin
(21.4) ilэ mi.iqaisэ et) saý tаrоfiпэ эlачэ еdэrаk.

пi = -kx- ai (25.1)

tэnlitini alrnq. Bu tэпliуi m-а ЬёltiЬ
k2
-=Wo,lп

9 =21"
m

(25,2)

эчэzlэпmэlэriпi wo stirttiпmэ olmadrqda sэrЬэst rэqslэriп tezliyidir. ,t -kэmiууэti

isэ sёпmа эmsаlt аdlапш9.
веlэliklэ

i+2Ж+wf,x=0 (25.3)

iэnliyini alrrrq, sabit эmsallr xэtti difeгensial tэпliklэriп iimumi qaydasrna эsаsэп

tэпliуiп hэlliпi х = e'l ;aklinda а:<tartb, r tigiirr apaýrdakr

r2 +2),r * }ао2 = Q

xarakteristik tэnliyi alrrrq.
(25.3) tэпliуiпiп timumi halli

х = cle"' + сrе"', f|,2 = -l"хПТ й

kimidir.
Burada bir пе9э halr fэrqlэпdirmаk lazrmdrr. Оgэr 2 < wo оlагsа r tigtincii iki

, kompleks qoýma qiymat alrrrq. Bu halda hаrэkэt tэпliуiпiп timumi hэlli a;aýtdakt

,=к.tz.*г(-а* rJT-t)l

ifаdэ оluпчr. Burada А ixtiyari kompleks sabitdir. Baýqa сtir hэlli

9 2Г hаsiliпэ ЬэrаЬаr (olcustИ) эdаd (7 = Z ргiоddчr) sбпmэпiп loqmifmik dekrementi adlanrr
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х = ae-)J cos(}"l + с) уу= ,3-1' (25.4)

;эkliпdэ уаzmаq olar. Вurаdа а чэ а hэqiqi sаЬitlэrdir. Bu diisfurlar vasitэsilэ
ifada olunan hэrаkэt sёпэп rэqslэr adlanrr. Bu ifаdауэ eksponensial аzа|ап
amplitudalr hаrmопik rэqs kimi Ьаха Ьilэrik. Amplitudanln аzа|mа silrэti ),-

раrаmеtri ila tэуiп оluпur. Raqsin w tez|iyi, siirtiinma olmadrqda Ьа9 чеrэп sэrЬэst
rэqslаriп tezliyindan azdt; l << rо olduqda w ilэ wo farqi ikinci tэrtiЬdэп sonsuz

ki9ikdir. Stirttinma olduqda tezliyin Malmasmt эwэlсэdэп dэ gcirmэk olardt, ctinki
stirtiiпmэ Ёmumiууэtlэ hэrэkэti lэпgidir.

Оgэr 2 << rao olarsa ondu 2/, bir period miiddatindo raqsin amplitudasr

tэхmiпэп dэyigmir, Bu halda koordinat чэ stirэtiп kvadratlarrnrn Ьir period
mtiddэtinda orta qiуmаtlэriпэ bormaq mtiэу.чэп mэпа kэsЬ edir. Bu оrtаlаmа
zamanl е-' эmsаlrпrп sabit qaldrýrnr qэЬul еdэ bilэrik.

Aydrndrr ki, ЬеIэ оrtа kvadratik hэddlar e-'u -|е mtitэnasib оluгlаr. Ona gёrэdэ
sistemin enerjisi оrtа hesabla

Е = Еое-'о (25,5)

qanunu ila azalrr. До -enerjinin baqlanýrc qiуmэtidir.

indi tutaq ki, 2 > wo. Onda 4 -in hэr iki qiymэti hэqiqi чэ mэпfidir.
Hэllin timumi fоrmаst

х - cre-(l-Jt**'o)t *"r"-(l+,ГF+й), (25.6)

Gёri.iпtir ki, si,irttinmэnin kifayat qэdэr bёytik olduýu zаmап bag чеrэп hэrэkэt |х|

Malmasmdan оЬаrаt оlчr. Yani (r -+ * olduqda ) asimptotik olaraq tarazlrq
пёqtаsiпэ yaxrnlagmaqdan ibarэtdir. Bu сtir hэrаkэt aperiodik sёпmэ adlanrr.
Nэhауаt xtisusi halda )" = wo olduqda xarakteristik tanlik yalnrz Ьir kёkэ (ikiqat

kёkэ ) r = -1-уа malik оlur. Мэlum olduýu kimi bu halda diferensial tэnliyin hэlli
х = (с, + сr)е-^' (25.7)

;эklinda yaz:'Jlr, Bu aperiodik sопmэпiп xtisusi halrdrr, Вu da rэqsi хаrаktеr
dа9tmtr,

Сох sэrЬэstlik dэrэсэsiпа malik sistemlэr Ёgtin х, koordinata uyýun olan

i.imumi la gmi 9 s tirttinma qi.iwэs i si.irэtlэriп

.fuo, = -|a,ri, (25.8)

;аkliпdэ xэtti funksiyasr оlurlаr.
Mexaniki nёqteyi пэzэrdэп ai* аmsаllаrtшп i,k эmsаllаrmа gёrэ

simmetriyasr Ьаrэdэ bir sбz dеmэk olmaz. Statistik fizika Ёsullarr ilэ gёstэrmэk
olar kil, hэmi;э

dik = Gk, (25,9)

Вuпа g0rэ dэ (25.8) dtisturu (25.11) kvadratik

l "Statistik fizika" Ьах ý l23
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(25.11)

formastntn

-f-", = -{
OXi

tёrэmэsi kimi yazrla Ьilэr. (25.11) funksiyasr dissipativ funksiya adlanrr
(25.10) qЁvvэsi Laqranj tanliyinin saý tэгэfiпэ эlача olunmaltdr.

daL aL 0F

(25.10)

(25.|2)
dt 0*, 0r, Ыi

Dissipativ funksiya ёzltiyi,inda vacib fiziki mапауа malikdir9 Bu funksiya vаsitэsilэ

sistemdэ епеrj inin dissipasiyasr intensivliyi tэуiп olunur.

Bunu taitiq еtmэй tigtin mexaniki enerjinin zаmапа gёrэ tam tёrаmэsiпi

hesablamaq kifayэtdir.

lL=L(Ti.aL _zl=y r(LL_Лl=-у,t dF

i=al+*' а*, " )= +-'la ф-й )- 1' ы,

F-funksiyast stirэtlэriп kvadratik funksiyasr olduýundan, bircins funksiyalar tigЁп

Еуlеr tеъrеmiпi tэtbiq еdэrэk yuxarrdakr ifаdэпiп saý tэrэfiпiп 2F -э Ьэrаьэr

olduýunu gёrэrik. В еlэliklэ
!! 

= -zrdt,
(25.13)

yoni enerjinin dэуigmэ si.irэti dissipativ firrrksiyanrn iki misli ilэ tэуiп оluпur.

bissipatlv рrоsеslЫ-епеrjiпi azaldrqbrndan, hэmiýэ F > 0 olmalrdш, уэпi (25.11)

kvadratik fоrmаst mtisьэt olmalrdrr.
Stirti,iпmэ olduqda kigik rэqslэriп tэпliklэri (25.5) tэпliklэriпiп saý tэrэfiпэ

(25.8) qtiччэlэriпi эlачэ еtmэklэ altntr.

|*,oir+ )fr,oxo = -|а,l*ь Q5,14)

Вu tэпliklэrdэ хо = дk€" yaztb е" -уа ixtisar еtsэk, ,4о эmsаllаrr iigtin хэtti сэЬri

tэпliklэriпi

|@*r'+aikr+k*)Ar=0 
(25,15)

alrrrq. Bu sistemin determinantrnr stfira ЬэrаЬэr edib r dэуi;mаlэriпi tapmaq tigtin

|*,о.' + a,or +k*|=O (25,16)

xarakteгistik tэnliyini alrrrq. Bu tэnlik r-уэ gёrэ 2s tаrtiьdэп сэьri tonlikdir. Bu
tanlikdЭ эmsаllаrtп hamlst hэqiqi olduýundan tэпliуiп kёklэri уа hэqiqi уа da

kompleks qoýma olacaqdrr. Bu zaman hэqiqi kёklэriп hamtsr mэпfi, kompleks

kёklъriп isэ hэqiqi hissэlэri mэпfi эdэdlэrdir. oks halda koordinat va siirэtlаr va

опlаrlа yanaýl iistemin enerjisi Zаmапа gёrэ eksponensial olaraq аrtагdr. Ancaq
dissipativ qi.iччаlэr olduqda sistemin enerj isi azalmalrdrr.

r =f,Za,o*,*o

9,7



ý 26 Siirtfinmo olduqda mасЬuri raqslar

Stirttiпmэ olduqda mасЬuri rэqslэriп tэdqiqi, ý 22-dэ bordrýrmrz stirti.iпmэ
olmadrqda mэсЬчri rэqslэriп tэdqiqiпэ ох;аrdш. Вuгаdа xtisusi hala mэсЬurеdiсi
qtivvanin periodik funksiya olduýu hala mtifэssэl (geni; ) baxacayiq. Вч hal xtisusi
эhэmiууэtэ malikdir.

(25.1) tanliyinin saý tэrэfiпэ f cosy -periodik qtivvэni эlачэ edib, m-э ixtisar
etdikdэn sопrа hэrэkэt tэnliyini

i +21* + wf,x = Lcosy| (26.1)
m

gэkliпdэ yaza Ьilэrik. Bu tэnliyin hэllini kompleks gэНldэ artarmaq daha эlчегigli
olduýundan cosp -пiп уеriпэ е'| yazaq

i+2Ж+r|r=l-r''
m

tэпliуiп xtisusi hэlliпi х = Ве'| qэkliпdэ artarrb

в=
- у2 +2iДу

(26.2)
0

-- ifadasini alшrq. В эmsаlmt Dе'd ;аkliпdэ yMaraq Ь чэ б -ni taprnq
fm,|=

Nэhауэt Be'N -bei(|+6)-nin hэqiqi hissэsini taparaq (2б.1) tэпliуiпiп xtisusi
hэlliпi taprrrq. Вuпа bircins tэпliуiп timumi hэlliпi эlачэ еdэrэk (aydrnlrq паmiпэ
ууо > 1 halr Ёgiin ) пэhауэt alrnq ki,

х = ое-fu cos(wl + а)+ D соs(л + 6) (26.4)

Birinci hэdd zaman kecdikcэ eksponensial olaraq Maldrýrndan kifayэt qаdэr
z€lman kе9dikdэп sonra yalnrz ikinci hadd

х = бсоsИ + Д) Q6.5)

qalrr. Ь amplitudu Ёgtirr yazrlmr; (26.3) ifаdэsi у tezliyinin }rо -а уш<rпlа.;drqdа
аrtrпаsmа Ьоrmауага, stirtilnmэ olmadrýr haldakr kimi sonsuz qiymэt аlmш.

Macburedici qtivvэni verilmi; f amplitudasmda, rэqsiп amplitudasr

w!-ZЛ' qiуmэtiпdэ maksimum оlur, Д<<rо olduqda bu qismat wo-dan

л 2),у
tgO =--7: 

"r' - yl,;
(26.3)

у-
ikinci tэrtiЬdэп kicik hэddlэ fэrqlэпir.

Rezonmrs oblastrnda baxaq т =wo+a gёttirэk (e-kigik эlачаdir), hэmdэ fэrz
еdэk Н, Х..rо. Onda (26.2) dЁstчrчпdа taxmini оlаrаq

у' -wi =(r+w)(r-,ilо)-2wос, 2iX,7x)flyyo

Опа gёrэ dэ
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,в f
=_#

2m(е - i),)wo
(26.6)

чэ уа
ь- ^)"tgo =-

Е
(26,7)

2mwо е2 +12

Rэqslэr mэсЬчrеdiсi qiivva arasmdakl б faza|ar fэrqiпiп mэсЬurеdiсi
qiiwэпiп у tez|iyinin dэyi9diyi zaman dэуi;mэsiпiп xarakterik xiisusiyэtini qeyd

еdэk. Bu fэrq hэmigэ mэпfidir, уэпi rэqs hэmiýэ mэсЬurеdiсi qtiwэуа пэzэrап
"geri qаlш". Rezonansdan uzaqda y<wo olduýu iаrэfdап d fэrqi srfira, T)wo
tаrэfdап isэ - z -уэ уахmlа;rr. d -nin O-dan п -уэ qаdэr dэуigmэsi tezliyin qrsa

oblastrnda (eni - 1) ,о-а уахm olan tеzliklэrdэ Ьа5 чеrir. 7=wo-olduqdafazalar

fэrqi - /r-aenkegir. Qeyd еdэk ki, mэсЬuri rэqsin tezliyinin т = wo olduqda п -уе

qэdэr dэуi;mэsi stirttinma olmadrýr halda slgraylýl Ьа9 verir (22.4 ifаdэsiПdЭП

ikinci hэdd iqarэsini dэуigir). Stirtuпmэпiп паzэrа alnmast Ьu srgrayrqr уох edir.

Qэrаrlаqmr; hаrэkэt halrnda halmda, sistemin (26,5) qanunu ilэ mэСЬuri raqs

etdiyi Zаmап, onun enerjisi dayi;maz qalrr. Bu zaman sistem mtiпtаzэm olaraq
(xarici qtivva mэпьэуiпdэп ) enerji udur. Нэmiп enerji siirttiпmэ пэtiсаsiпdэ

dissipasiya оluпчr.
Sistemin orta hesabla vahid zamanda udduýu enerjinin xarici qЁvvэпiп

tezliyindэn asrllrýrnr /(r) _ilэ igara еdэk. (25,13) tэпliуiпdэ аlmш ki,

!(У) = 2р

Ьurаdа Ё dissipativ funksiyanr Ьir period mЁddэtiпdэпki огtа qiymэtidir. Birбlgiilti

hэrэkэt i.igtin (25.1 1) ifadэsi F = "*'/ = 1m*2 olur. (26.5)-dtisturunun burada уеriпэ

yazsaq alrrtq ki,
F = 1mЬ212 siп'17+Д1

sinus kvadratmtn orta qiуmэti 1-уа ЬэrаЬэrdir. Опа g0ra dэ|J 2,
I(D = lmЬ'уz

(26.8)/ I(0)

Rezonans
amplitrrdantn

уеriпэ yazsaq

yaxrnhýrnda,
(26.7)-qiymэtini

/(е)=#rЭ
7л (26.9)

ýakil 31

udulmantn tezlikdэn bu пёч
asrlrlrýrna dispersiya asrlrlrýr deyilir, Rezonans эуrisiпdэ (9akil 31). /(е)-пiп
maksimal qismэtiпdэп iki dаfэ azalmtg qiуmэtiпэ qоdэr dэyi;diyi intervala
rezonans эуrisiпiп уаrlm eni deyilir. (26.9) dtisturundan gёriiпtir ki, bu halda
hэmiп en sёпmа amsal 2 -ilэ tist-iista dti;tir. Maksimum hiindtirltiyЁ isэ
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/(0) =J'_,
4ml,

2 -ile tэrs mtitэnasibdir.
Веlаliklэ, sёпmэ эmsаh Maldrqca rеzопапs эуrisi dаr чэ htindi.ir оlчr. Yeni

опuп makpimum daha iti оlчr. Rezonans эуrisi altrnda qalan sаhэ isэ dэуi;mir. Bu
sаhэ

it<r>a, 
=i tlula"

inteqralr чаsitэsilэ ifаdэ оlчпur.
/(а) эyrisinin |а|-пчп artmast zаmаш 9ох tez azaldrýrndan |я|-пчп bёyiik

qiуmэtlэri о qэdэr dэ эhэmiууэtli оlmчr. Опа gбrэ dэ /(a)-nrn (26.9) ifadrsini
iпtеqrаllаушkэп inteqralrn aqaýr sэrhэddiпiп -о gciti.irmak olar. Onda

Т_,рlо,=#Т#т=# (26.10)

Мэsэlа
Stirttiпmэ olduqda f = foed cosyt qtivvasinin tэsiri ila Ьа5 чеrэп mэсЬuri

- rэqslэri tэуiп edin.
Нэlli: Нэrэkэt tэпliуiп kompleks gэkildэ

i+2b+n$x=b""'n
m

hэll еdэk ча sоша hэqiqi hissani аушаq. Nэtiсэdэ alrnq ki,
х = Ьеd cos(P + 6)

^- f,
*лlФ3 + а' - у' +Zd.| + 47'(а + Х)2

ý 27 Раrаmеtrik rеzопапs

Еlэ qapalr оlmауап sistеmlэr чаr ki, xarici tэsir опlапп раrаmеtrlаriпiп zдпап
kеgdikсэ dэуigmэsiпэ sэЬэЬ Qlur'. Bir0lgtilti sistemin раrаmеtгlэri (21.3) Laqranj
funksiyasrna daxil оlап z ча /с kэmiууэtlэrdir. Опlаr zamandan asrlr olduqlan
halda hэrэkэt Ъnliyi

Lhi*lz = 0dt'
gэНiпdэ yмrlrr. t dэуi;эпiпiп эчэziпэ r раrаrпеtriпi dT =

еtsэk hэrэkэt tэпliуi

dt/
/m(t)

(27.|)

ifadэsi ilэ daltil

l Веlэ sistemlэB ап sаdэ misal asqr n0qtэsi gaquli istiqamatda pгiodik hаrэkаt еdэ Ьilап гэqqаsdlr (Ьа,х mэsэlэ 3)
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+-mlв=0ат

;эkliпi alrr. Опа gёrэ dэ timumiliyi pozmadan

+-wz(t)x=0dt
(2,7.2)

formasrnda olan tэпliklэrэ Ьаха Ьilэrik. Bu tэпlik (2,1.|) tэпliуiпdэп m:const olsa

alrnar.
w(r) furrksiyast mэsэlэпiп gэrtiпdэп tэуiп оluпur. Tutaq ki, bu funksiya 7

tezlikli Q =2% periodlu) periodik funksiyadrr. Bu w(r + l) = pil1 olmast demekdir.

Ona gёrэ dэ (27,2) tэnliyi t -+ t +Т gечirmэsiпэ пэzэrэп invariantdrr. Buradarr

пэtiсэ olaraq аlmш ki, эgоr x(t) tэпliуiп halli olacaqdrr. Вщqа sёzlэ эgэr xl (l) чэ

x,(r) ifadэleri (27.2) tэпliуiпiп bir birindan asilt olmayan hэllэridirsэ, onda onlar

t -+ t +Z' gечirmэsi zamant ёz аrаlалпdа xэtti olaraq gеvrilmэlidirlэr. Bu zаmаП xl

VЭ хr -Пi еlэ sеgmэk оlаr ki, опlапп bu gечirmэ Zamanl dэуi;mэsi hэr harrst sаЬitэ

hаsiliпdэп iьаrэt olsun.
x,(r + Г) = prxr(t), x.r(t +Т) = prxr(t)

xr(l) = H(rff,{t), x,(t) = о!g,{D (27 .З)

BuTada П,о) чэ f|rg)-zamamn periodik (T-periodlu) funksiyalandш, Вчrауа

daxil olan pt Уе llz SаЬitlэri mi.iоууэп gэrti ýdэmэlidirlэr. Doýrudan da

i, +ra2(l)x, =0, i, +w2(t)xr=g

tэпliklэriпi uyýun olaraq xl чэ .r2 -э чuruЬ, tэrэf-tэrэfэ glxsaq alrTrq ki,

i,x, - izxl = *Ь,rr- 
x,i, )= 9

чэ уа
*,х, - х,*, = сопst Q7 ,4)

(27.3) ýэkliпdэ tayin olunmuý x,(r) чэ х2(/) funksiyalart аrqumепtlэriпi t-dэп Т-уэ

dэуigdikdэ (27,4) tэпliуiпiп sol tэrэfi р,р, члпл|ur. Ona gбrэ dэ aydrndrr ki, (2,7,4)

invariant qalmasr 
u.u^ =| (2,7.5)

olmastnt tаlэЬ edir. hpz sаЬitlэri i'J-Ъ;'a" Ьаяqа пэtiсэlэri (27 .2) tэпliуiпiп

эmsаllаппtп hэqiqi olmastndan istifadэ еtmаklэ almaq olar. Оgаr x(r) Ьеlэ tэпliуiп

hаr hansr inteqralrdrrsa, onda x'lr1 kompleks qoýma funksiya da tanliyin hэlli

olacaqdrr, Вu isэ о demekdir ki, д,, д, CtitЁ р'|р'2 ctiti.i ila tist-tistэ di.iqmэlidir.

Baýqa sёzlэ уа ltt= P'z olmaltdtr, уа da Р1, llz hэr ikisi hэqiqi olmalrdrг. Birinci

halda (2'7.5)-i пэzэrа almaqla аlmш ki, д, = /u; vэ Уа lr,l'=|рr|'=|, |rl, |Jz

sabitlэrinin modullarr vahidэ Ьэrаьэrdir.
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iktnci halda (2'7.2)tэnliyinin iki asrlr оlmауап hэllэri
x,(r) = H/'f!,{t), xz1)= р-/rПr1) (2,7.6)

gэkliпdа оluгlаr. Вurаdа д эmsаlr valriddэn fэrqi mtisbэt чэ уа mэпfi sabitdir. Bu
funksiyalardan biri (birinci чэ уа ikinci |д|> t чэ уа lpl< 1 olduqda) zamana gёrэ

eksponensial оIаrаq аrtrr. Вu isэ sistemin stikuпэt halrnrn (х:0 tarazlrq пёqtаsiпdэ)
dayanrqsrz olmast dеmэkdir. Вu haldan kifayat qadar kigik meyl x-in
уеrdэуigmэsiпiп zamana gбrэ tez artmasr sэЬэЬ оlш. Вu hаdisэ parametrik
rеzопапs adlanrr.

Опа diqqэt yetirilmalidir ki, х vo *-nin ba9lanýrc andakr qiуmэtlэri dэqiq
olaraq sfirdtrsa onda onlar srfш olaraq qalacaqlaг. Bu isэ adi rеzопапsdап fэrqlэпir
(ý22). Adi rezonans halrnda уеrdауigmэпiп zamana gёrэ artmast (t-уэ mtitэпаsiЬ
оlаrаф х чэ * -пiп stflr ba;lanýrc qiуmэtlэriпdэ da bag чеrir.

Parametrik rezonansm, 9ох эhэmiууэtli halda w1l) funksiyasrnln }rо sabit
kаmiууэtiпdап az fагqlэпdiуi halda meydana gэlmа 9эrtiпi tapaq. Tutaq ki, w(r)

sаdэ periodik
w'ir; = rao'1l + hcosy) (27.7)

-- funksiyadrr, Вurаdа h <<l -dir. (h-r mЁsЬэt hesab еdэ bilэrik. Вuпu zаmапm
baqlarrýrcrnr sе9mэklэ эldа еtmэk оlаr). Agaýrda gёstэrэсауik ki, parametrik
rеzопапs w(r) funksiyasl 2wo -а учrхш olduqda daha intensiv siirэtdэ meydana gэlir.
Ona gёгэ dэ Д =2wo + с qэЬчl еdэk. е << }rо.

Нэrэkаt tэпliуil
i + r.чо' [ + йсоs(2и,о + а)r]х = 9

х = a(t) .о,( t
'о*' ), ),

+ D()sin €wл+-"2

(27.8)

(2,7,9)

gэНiпdэ axtaraq. Вurаdа a(l) чэ b(r) (sin чэ cos эmsаllаппа пisЬэt) уачаý dэуigэп
funksiyalardrr. Нэlliп bu fоrmаst aydrndrr ki, dэqiq deyil, Нэqiqаtdэ isa
x(r)funksiyasma tezliyi rvo + е/, tez|iyindan (Zwo +e)-inin taTr tistti dэfэ fэrqlэпап

haddlar dэ da,xil olmalrdrr. Lakin hэmiп hаddlэr h-a gбrэ уiksэk tэгtiЬdэп
hэddlэrdir vэ birinci ymrrnla;mada опIаrr пэzэrэ almaya Ьilэrik (Ьа< mэsэlа 1).

(27.9) ifadэsini (27.8) dэ уеriпэ ушаq чэ hesablamanl s-пчп birinci tэrtiЬi
daqiqliyilэ араrаq. Bu zаmщ а = €а , Ь = сЬ (bu fэrziууэпiп rezonans hal iigiin
dоýтчlчýtша пэtiсэdап inana Ьilэrik) olduýuna qэЬчl edak. Triqonometrik
Ьчruqlаrr сэmа сечiгmэk lazrmdrr.

.о,(,. *9),.o,(Z,o +6} = j.o,(r,, -+)*1.о,(,, *9),

ча s. учхilldа dеуilэпlэrэ uyýutr оlшаq з(r. * e/)tezlik|ihaddlэri аЪаq alrrrq ki,

l Вч 9аНIdэ (у ve h iхtiуагlФг) yazrlmr9 tэпliklэr гiиzi frzikada Мафi tэпliklэri аdlапагlат
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-(ru - u" - Т u),o,in(,o - 
;), 

-(r' - "" 
*Ч ").,"о,(,, - i), = о

Bu Ьэrаьэrliуiп ёdэпilmэsi sin чэ cos vuruqlarmm hamtstmn eyni zamanda srfir

ЬаrаЬэr olmastnt tаlэЬ edir. Buradan isa а() чэ D(l) funksiyalsrr tigi,in iki dэпэ xatti

diferensial tэпliklэrlэr sistemini alrrrq. umumi qaydaya эsаsэп hэllэri е" уэ
mi,itэпаsiЬ gэkildэ axtartnq. Onda

--*[" -Ч)ч=,о

1rr_Щ")a_sb=0
2[ 2)

чэ Ьч iki сэЬri tэпliklэriп оdэпilmэsi i.igiin

,, = LГ( Цr]' - ",l с 2"l .|0)
4L\ 2 ) J

ifadэsini чеrir.
Parametrik rezonansln meydana 9жIпаS1 qэrti s-in haqiqi olmast уэпi s' > 0l,

В elaliklэ parametrik rezonans

_hwo . 
" 
.h.o (27 .I|)))

'-
Zwo tezliyi эtrаfrпdа intervalrnda mеуdапа grxry'. Bu intervaln eni h-la

mtitэnasibdir. Нэmiп iпtегчаldа Ьар чеrэп giiсlэпdirmэ эmsаlt da о tэrtiьdэdir.

Parametrik rеzопапs sistemin parametrinin dэуigmэ tezliyi 2,-пiп "й-"
yaxln (п-istэпilэп tam эdаddir) olduýu halda sa Ьа9 чеrir. Bu zaman rэqslэriп

ýЁсlэпmэ эms altntn aralmast mti;ahida olunur.
Parametrik rezonmrs hadisэsi sistemdэ zэyif stirttiпmэ olduqda da Ьа9 vеrir.

Дпсаq bu halda dayantqsrzlrq oblastr bir az daralrr. ý 25-dэ gбrdtik ki, stirtitпmэ

rэqs amplitudasmt-.-a qдпцпu ilэ sёпmэsiпэ sэЬэЬ olur. опа gёrа parametrik

rezonafls Zamanl rэqsiп gЪсlэпmэsi eT-l)lqanunu ila Ьа9 vеrir (siirttinma olmadrýr

halda mэsэlапiп hэlliпdэп аlшап , r 0 ), dayanrqstzlrq oblastr isэ s -2 = 0 ýэrtiпdэп
taprlrr. Веlэliklэ (27.10) ifаdэsiпdэп altnan s-dэп istifadэ еdэrаk rezonans oblastr

tigtin (27.1 1) эчэziпэ

h.o hwo

22
-412 <с< - 41z

ifаdэsiпi'аlrгrq ki, Ьч da (27. l 1) sarhaddina чуýчп gэliг
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(2,1.|2)

-rо/ 2п
' i2z.бi dtlsturundan Д s-lэ д = -е /'uo gэrtilэ alaqэlidir. (Ьпi / + :::- gevrilmasi zamаг't(21.9) igшэsiпi

ZWo

dэуi9iф.
2 Оgоr yalnrz rеzопапs oblastrnrn sэrhэddi ilc (sаhэпiп daxilindэ s Ugiin ifаdэ ilэ mаrаqlапmаdап) mагаqlапsаq,

опdъ sэrhэddэ s=0 olduýundan istifado еdэrэk hesablamanr sаdэlэqdiгmэk оlаr. yэпi (27,9) diisfurunda а vа Ь

sabitdirlar; Ьч zaman dэrhаl а = *h'Й



ЬаrаЬэrsizliуiпi alrrrq
Diqqэti ona уопэldэk ki, bu zaman rеzопапs istапilэп kigik h amplitudasrnda

deyil, yalnrz mtiэууэп й* ("поrоq") sэrhаddiпdэп sопrа bag чеrir (27.|2) dtisturч
tigtin bu sэrhЭdd 

hr =41
ууо

Gёstаrmэk olar ki, "Й yaxrnlrýrndakr rеzопапs iigЁn hk sэrhэddi лИ -Ь
mЁtэпаsiЬdiг, уэпi n-artdrqca аrhr.

Мэsэlэlэr.
|.у=2*о atrafrnda rеzопапs zаmаш dayanrqsrzlrq oblastrnr й' dэqiqliyi ilэ

tэуiп edin.
Нэlli: (27.8) tэпliуiпiп hэlliпi

, = оо.оr(,. -;),+а, sin(,o -;),=о,.о,з(''о -;),-ь,riпз(,, *9)r

ýэНiпdо шrtаrаq. Burada (27,9) ifаdэsiпdэп fэrqli olaraq L-a gбrэ пбчЬэti tаrtiЬdэп
haddlar пэzаrа almmrgdrr. yalnrz dayanrqsrzlrq oblastrnrn sэrhэddi ilo
maraqlandrýrmrzdan ао,Ьо,а,,Ь, эmsаllаппt sabit hesab еdэсэуik (sэh. 107-dэ- edilэn qеуdэ uyýun olaraq ). Triqonometrik funksiyalarrn hasilini (27.s)

dtisturunda уеriпа уаrаrkэп onlartn сэmlэri kimi yazrb,

оlап haddlari ataraq alrrrq ki,

,( €
Wо* tezliklarinэ malik,

t- 
о, 

[,," 
- 
+] 

* + о, - ý ^],",(,, 
- 

З), =[- n (,,, - t)_ + u, * ý u,f-

*,и(,. - i), - -|+,,- B,Jo, j"о.r(,, * 
il, 

-l+r. - в,о,ь, 
]sin 

з(,. * i), = о

*r*L tezlikli hаddlэгdэ h-in 1-ci чэ 2-ci dэrэсэsilа mЁtэпаsiЬ olan hэddir,

З[r. * i) '.r'ru,' 
hэddlarda isa birinci tэrtiЬdэп оlап hэddlаr saxlanmrgdrr. Kvadrat

mбtэrizаlаriп iсэrisiпdэki hаr bir hadd ayгr-ayrrlrqda srflra Ьагаьэr olmalrdrrlar
Ахшпсt iki hэddеп alrrrq Н,

hh
at = ||ао, 

Ь, = GЬо

bundan sопга аwэliпсi iki haddan alrrrq ki,

wо€ t hn', 
.

2

с' h'rt
4з2

Bu tэпliуiп й' dэqiqliyi ilэ hall etdikdэ axtaгdrýrmrz
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€=lhwо -Lhrr^=02з2
sэrhэd qiymatini alrгrq.

2. т = wо эtrаfurdа rеzопапs zаmаш dayantqsrzlrq oblasturrn sэrhаddiпi tэуiп
edin.

НЭlli: l=wо+а altb

; + w.'[ + йсоs(wо + a}Jx = g

hэrаkэt tэnliyini alrrrq. Axtardrýrmtz sэrhэd qiymati в - h' olduýunu пэzэrэ alaraq
hэlli

х = 4о cos(wo + s)E + Ьо sin(wo + е)r + а, cos 2(и,о + а} + Ь, sin 2(wо + я)r + 
",

;aklinda uжtaraq. Burada birinci iki tэrtiЬdэп hеddlэr пэzэrэ alnmr;drr.
Dayanrqsrzlrq oblastrn sаrhэddiпi tэуiп etmak Ц9Ёп уепэ da эmsаllап sabit qэЬul
edib alrrrq ki,

-Zwomo +
hr|

а, + hwlc, cos(ro + c)r +
2

-2woebo +
hrt
, ь| siп(r,ио + а)r +

г

r
ао, Ь|

h
Cl = -jао

о

+ -2
- 5Wo +а,

t2
П\|о

оо].о, z(r, - 
")о 

- 
[- 

зw!ь, + 
!ч,frr^r(wо 

+ е)r +

,w3 +
hr'o

2
=Q

2

".]
Ьurаdап taprrrq ki,

а| L
6

=Тuo,

чэ sопrа dayanrqsrzlrq oblastrnrn iki

u=-Lhrro, ,=-)Пrrо
sэrhэddiпi alrrlq.

1. Asqr nёqtэsi ;aquli istiqаmэtdэ raqs еdэп mtistэvi rэqq.Бп kigik rэqslаri
zаmаш parametrik rеzопапsm уаrапmа ýэrtiпi taprn.

Halli: ý 5 mаsэlа 3 с)-dэ taprlmrg Laqranj funksiyasrndan kigik rэqslэr iigtin
(P'=l) 

Ф*r;(r +49cos(2w. *")r)р=о

hэrаkэt tэпliуiпi yazt|q( burada ,:=%), Buradan gёriiпЁk ki, mэtпdо daxil

еdilэп h раrаmеtгiпiп rоlчпu а/, nisbeti оупауrr. Onda (27.1l) garti

ь|.+
l/2

;эkliпi alrr.
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ý 28 Апhаrmопik raqsler

Yuxarrda gэrh оluпап kigik rаqslэr пэzэriууэsi sistemin kinetik vэ poyensial

епеrjilэriпi koordinat чэ stirэtlэrэ пэzеrап sшауа ayrrrb ya|ntz ikinci tэrtiЬdап оlап

hэdlэrlэ kifауэtlэпmэуэ эsаslапtr. Вu halda hаrэkэt tапliklэri хэtti оlurlаr, ona
gбrэ dэ хэtt rэqslэrdап danrgrlrrdr. Bu пёч уахmlаýmапm rэqs amplitudanrn kifayэt
qэdэr kigik olduýu halda tаmаmilэ qanunu olmasma Ьахmауаrаq, поvЬэti
yaxrnla;manl пэzэrэ almaq (anharmonik чэ уа qeyrixэtti adlanan rэqslэri) hэrЭkэti
zэуif lakin kеуfiууэtсэ yeni xiissusiyyэtlэrinin meydana 9lxlnasma sэЬэЬ olur.

Laqranj funksiyasrnr tigtincii tэrtiЬdап olan hэdlэrа qэdаr slraya ayrraq. Bu
halda potensial епеrjidэ х, koordinatmtn iigtincti tartibdэn оlап hэddlЭr, kinetik

enerjidэ ir*,x, kimi hаddlэr meydana 9жш, bunun аччэlki (2З.З) istifadasindЭ

fэrqlэпmэsi o*(q) funksiyasrrrrn ayrtltgmda x-in birinci tэrtiь kifауэtlэпmэkdэп

irэli gэlir. Веlэliklэ Laqranj funksiyasr

t =f,|fu r*,*o - k,ux,xo)*f,2tn,r,*r-r,)-+E Q,,","or,) (28,1)

gaklinda оlur. Вurаdd k,21э /, -yeni sabit amsallardtr.

Оgэr ixtiyari х, koordinatlarrnda Q" normal koordinatlarla (хэtti yaxrnla;ma)

kegsэk, Ьu gечirmэlэriп хэtti gечirmэlэriп хэtti olduýundan (28.1) сэmiпdэ tigtincti

va dбrdi,iпсЁ hэdd analojr сэmlэrэ gечrilасэklэr. Alrnan ifаdэdэ xi чэ *i

dэуigmэlэriпiп уеriпэ Q" уо Q, doyi;anlari olacaqdrr, Вu саmlэrdэki эmsаllаrr

1оо, уе F"р, i|e i;аrэ etsэk Laqranj funksiyasr

L =:Zb: -,:Q:)-IE,r*Q"Q,Q, -\P:*,n"QpQ, Q8.2)

formasmt alacaqdrr,
Bu Laqranj funksiyasrndan аlmап Laqranj tэпliklэriпi tэfsilatr ilэ

yazmayacaýrq. Osas mэsэlэ oldur ki, homin tэпliklэr
0" *r'"Q" = f"(Q,Q,a1 (28.3)

gэkliпdа оlurlаr, Burada /)-funksiyasr Q" уе Q" -nrn ikinci tэrtiЬdэп bircins

funksiyalarrdrr.
Дrdrсrl yaxrnlaqma metodunu tэtЬiq еdэrэk Ьu tэпliklэriп hэllэriпi

Q" = Qt' *Q? (28.4)

;аkliпdэ axtaraq. Burada Q? ..0l') чэ Qj') "hayacanla;mamtg "

Q! +wP2! =о

tanliyini ёdэуir чэ adi harmonik
Q:) = а" cos(wof + ао )
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rэqslаriпdап iЬаrэtdir.
(28.3) tanliyinin sф tэrаfiпdэ пёчЬэti уахшrlаqmаdа уаlшz ikinci tartibdan

olarr hэddlэri saxlamaqla QY) koordinatr tigtin

0I'' **:Q:Ц = .f.(Qr'),Qr'rё0) (28.6)

tanliyini alrrrq. Вчгаdа saý tаrэfdа (28.5) dtisturunu уеriпэ yмmalryrq. Nэtiсэdэ
saý tэrэfi sаdэ periodik funksiyalmrn сэmi kimi gёstэrilэ bilan хэtti qеуriЬirсiпs
tапlikэr altnq. Мэsэlэп

Q:' Qt' = aod pcos(w"r * о" ).оr(r, t + а о) =

=Io,oo{"or[r" + w.Y + аа +оr]*.о.(r, -r"У * о" - оо\

Веlэliklэ (28.6) tэпliklэriпiп saý tэгэflэriпdэ sistemin mэхsчsi
cami va fэrqi ilэ ifаdэ оluпап hэddlэr аlmrr. Тэпliklаriп hэllini hэmiп periodlk
funksiyalar gэkliпdэ o<tarmaq lazrmdtr. Веlэliklа, biz ikinci
w" поrmаl rаqslэri tizэriпэ

Wo*Wp (28,7)

tezlikli эlача rэqslэriп meydana gжdrýrnr gёriiriik ( bu hэm dэ 2rlo va 0
tezlikli rэqslэriп srfrrtezlikli rэqs sabit stiri,igmэуо uyýundur).

Bu rэqslэr kombinщiyon rэqslэr adlanrrlar. Kombinasiya rэqslэriпiп
amplitudlarr поrmаl rэqslагiп аоQр (чэ уа ":) amplitudlarr hasili ilэ
mtitэпаsiьdirlэr.

NёчЬэti ya<rnlagmalarda daha уi.iksэk tэrtiЬli hаddlэri пэzэrэ аlаrkэп,
kombinasyon tezliklaг arasrnda поrmаl ,о (wо*уур-wr) tezlikli rэqslэrэ da rast

gэliпiт. Yчхагrdа tэsчir olunan metodun tэtЬiqi zaffLarLl hэrаkаt tэпliуiпiп saý
tэrэfiпdэ rezonans hаddlэr оlчrlаr. Нэmiп hэddlэr zаmаш gёrэ аrtап amplitudalt
hэddlari meydarra gэtirirlэr. Вuпuпlа ЬэrаЬэr fiziki оlаrаq aydrndrr ki, qapalr
sistemdэ xarici enedi mэпЬэуiпiп olmadrýr halda rэqslаriп intensivlinin бz-ёziiпэ
artmast mtimktin deyil.

Нэqiqаtdэ isэ, уtiksэk tэrtibli haddlэri пэzэrа aldrqda у4 эs€ý tezliklэrinin,
опlагrп "hауасапlа.9mаm19" haldakr potensial епеrjiпiп kvadratik hаddlэriпiп
эmsаllаrr w!О), tеzliklэriпэ пisЬэtэп dауigmэsiпэ Ьа9 чеrir. Нэllэrdэ шtап hаdlэriп
эmэlэ gэlmэsi isa

cos(r!o) + lw"} = cosrl,jo)r -tbwosinw!o)r

tipli ayrrlrgrn naticэsidir. Вu ayrrlrq t zаmашшп kifayэt qэdэr ЬёуUk qiуmэtlэriпа
qanuni deyil.

Ona gогэ dэ nбvbati yocrnla;maya Ьаglауаrkэп ardtctl yaxrnla;ma metodu еlэ
dэyi;dirilmalidir ki, hэlldэki periodik vuruqlar эwэldап tеzliklэгiп dэqiq diizglin
qiymatlarini alsrnlar. Теzliklэriп dэуigmэsi isa tэпliklэriп hэllэriпi rеzопапs
hаddlэriп olmamast gэrtiпdэп tapdrýrmrz zamtm эmаlэ gэlir.
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Hamin metodu birёlgiilti апhаrmопik rэqslэr misalrnda пЁmауig еtdirэk,
Bunrrn tigtin Laqrmrj funksiyasrnr

,_m*' _mw| ,, _.О ,, _Ц! 
"о22з4

formasmda yazaq, Вuпа uyýun hэrэkэt tэпliуi
i+w|х--й'-Рх'

;эkliпdэ уапlt.
Tanliyin hэlliпi

I=1(l)+х(2)+х(3)

(28.8)

(28.9)

ardrcrl yaxrnlaqma strast kimi axtaraq. Вurаdа
x(l) = ccos wl (28.10)

и,-tеzliуiп dэqiq qiymэtidir. Onu da
W = Wo + }ry(l) + W(2) +

sша ;эkliпdэ axtaracaýrq 1х{') -dэ ba;larrýrc fаzап zamanm ba;lanýrc ашп1

sеgmэklэ hэmigэ srfir gбti.irmэk оlаr). Bu zaman hэrэkаt tэnliyinin (28.9) fоrmаdа
yazrlr;r gox da elverigli deyil, gtinki (28,10) ifadasini уеriпа yazdrqda onun sol
tэrэfi stftr olmur. Опа gсirэ hэmiп tэnliyi ekvivalent fоrmаdа

Ь'1 .. , 
с = _й, _ ý,' -[, - 4l, (28.1 1);r*w6x--tl* - рr - 1.,-, ,,

gэkliпdэ yиaq.
Burada х = y(l) + r('), \У = wo *,{t) yazlb ikinci tэrtiЬdэп kigik olan hэddlэri

atsaq х(') tigtin

1(z) 1 r2r(2) = _aa2cos 2 w, + 2w ow(r) а cos }4ll = - + _ { "о, 
Zrt + 2w ow(r\ а COS wt22

tanliyini alrrrq. Alrnan ifadэnin saý tэrэfiпdэ rezonans haddin olmamasr gэrti
ry(') = 0 чеrir. Bu da раrаqrаflаrm эччэliпdэ ýэrh еdilэп ikinci уахtпlаýmmm
taprlmasr metoduna uyýun gэlir.

Bundan sonra qeyribircins tэпliуi adi qayda Ёzrэ hall edib alrrrq ki,

,<'' = _Т', *Ц, "or2rr (28.12)
2wi 6ri

bundansonra(28.11)tanliyindэ x=r(t)+x(')+I('), w=wo*r{z) yazlb х(') tigtin

1(з) * ,zr(з) = _2п\(|) x(z) - рх(tlЗ + 2wow(2)rtt)

tэпliуiпi, чэ уа saý tэrаfэ (28.10) чэ (28.12) ifаdэlаriпiп yazlb sаdэ gечrilmаdэп

Sопrа alшtq ki,

1(З)*.'"о2r(3)__оЗ Е_ соsзрl * o|z*o,"' - # -! * в7"оr r,
4

а'
* -------:

OWo
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cosw, rеzопапs hэddiпiп эmsаltпt stfira ЬэrаЬаr еdэrэk эsаs tеzliуэ эlачэпi

.t, _( зВ _ sc' )_,1.8;-#lY' (28,1з)

tapmq. Bu raqsin amplitudunun kvaфatr ilэ miitanasibdir. U9iincti tэrtiЬdэп
kombinasyon rэqs

х(2)

2а
"---=*
3ri

д)
2)

а'
cos3r.y/ (28.14)

lбw!

formasmda аlшtr.

ý 29 Qeyrixettli гaqslerde rеzопапý

Sistemin mэсЬuri rаqslэri zamanl шhаrmопik hэddlэriп пэzэrэ almmast

rezonans hadisэsinin gox mtihЁm yeni хi,isчsiууэtlэriпi meydana 9lхахlr.
(2S.9) tanliyinin saý tэrаfiпа 7 tezlikli periodik xarici qiiwэпi эlача еtdikdэ

i +2fН+ wf,x = dcosyt-й'-Вх'
m

(29.1)

tэпliуiпi alirrq. Burada 2 sбпmэ эmsаlt siirttiпmэ qi.iwэsi dэ эlачэ оluпmugduг
(gэlэсэkdэ опuп kigik olduýunu qabul еdэсэуik). Ciddi desэk, sэrЬэst rэqs
tэпliуiпdэ qеуriэtti hэddlэri aldrqda, mэсЬчrеdiсi qtivvanin amplitudasmda уЁksэk
tэrtibli hэddэгdэ паzэrэ alrnmalrdrr. Bu hэddlэr х уегdэуigmэsiпiп опlаrdа
asrlrlrýrnr пэzаrэ alrr. Biz Ьu hadisэni keyГryat хаrаktеriпi dayigmir. TuИq ki,

r =-wо+€

(e-kigikdir), уэпi adi rezonans halrna уахшlq. Onda эgэr a9aýrdakr mЁlаhizэlэrdэп
istifadэ etsak Ьа.9 чеrэп hэrаkаtiп xarakterini aydrnla;drrmaq tigiin (29.1) tэnliyini
birba5a tэdqiqi еtmэуа ehtiyac qalmrr.

Хэtti уахшlа.;mаdа mэсЬчri rоqslэriп Ь amplifudaslnrn хагiсi qiivvanin f
amplitudu va 2, tэпliуiпdэп rеzопапs yaxrnlrgrnda(26.'l) tэпliуi ilэ verilir. Onu

ь' =G2 + 12)= # (2g.2)

gэklinda ума Ьilэrik.
Raqslarin qеуriхэttiliу опlаrrп mэхsusi tezliklarinin amplitudadan asrlrýrna

gэtirir. Опu
wo+ 1Ь2 (29.3)

kimi yazaq. Buradakr ,а sabiti qeyrixэttilik эmsаlrпdап аýЕш gэkildа ifada оlчпur,
(Ьшс (28.13)). Buna чуЕчп olaraq, (29.2) dtistчrчпdа (daha dэqiq 7-wo-kigik
olduqda ) ,o -t wo + 7Ь' ilэ эчэz edirik.

Nэtiсо da 
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ь

tanliyini alrгrq (а = т - wo), чэ уа

,|Ц-rч,У *л,) f'
4m2wzо

(29.4)

g=7b2! f
2mwоЬ

- Jr'

(29,4) tэпliуi Ь2-па gбrа kub tэnlikdir, Hamin tэпliуiп hэqiqi kёklэri mэсЬuri
rэqslэriп amplitudunu tэуiп edirlar.

Xarici qtivvэnin amplitudu mэlum olduqda mэсЬuri rэqslэriп'аmрlitudчпчп
xarici qtiwэпiп tezliyindэn asrlrlrýrna baxaq.

7-in kifayэt qэdэr kigik qiуmэtiпdэ D amplitudu da kigik olur. Ona gёrэ dэ

(29,4) ifаdэsiпdэ b-nin 2-dan уtiksэk i,istlarini пэzаrа almamaq olar, onda Ь(е)

iigtin (29.2) dtisturunu altrrq. Вч asllrlrq ;эkil З2, a-da а=0 пёqtэsiпdэ
maksimuma malik simmetrik эуri kimi gоstэrilmigdiг. /qtivvэsi artdrqca эуri
deformasiya olunur, lakin ёz xarakterini saxlayr (Ьirсэ maksimum пбqtэsi) (;эkil
32, Ь). Maksimum nбqtasi 7 > 0 olduqda а-пuп mЁsЬэt qiуmэtlаriпа doýru yerini
dэуigir. Bu zaman (29.4) tanliyinin kёklэriпdэп уаlшz biri hэqiqidir. Lakin .f = fu

(onu аgфrdа tэуiп еdэсэуik ) qiуmэtiпdэп baElayaraq эуriпiп xarakteri dэуi;ir.
f > fr-пшr hэr Ьir qiуmэtiпdэ tezliyin mtiэууэп oblastrnda (29,Ф tэпliуiпiп tig

dэпэ hэqiqi hэlli оlur. Bu halda (qэkil 32, с) эуrisiпiп BCDE hissэsi uyýun gэliт.

Нэmiп oblastrn sэrhэddi D сэ С пёqtэlаriпd 
" { ="о gэrtiпdэп tэуiп olunur. (2g,4)

dЕ

tэпliуiпi a -na gбrэ differensalladrqda alrrrq ki,
db -tЬ+ 7ЬЗ

de с' + 12 - 47еЬ2 +З7zЬО

Ona gёrэ da D чэ С пёqtаlэriпiп vaziyyэti
е' -47Ь'е +З7'ЬО + ),2 =0 (29,5)

'Isbatrnr, mэsаlэп, N.N, Boqolyubov, Y.A,Mitгopolski, "Asimptotigeskiye metodr ч teorii пеliпеупlх kolebamiy''
Fizmatqiz, 1958 kitabrnda tapmaq оlаr. 

l l0

tanliyi ila (29,а) tэпliklэriпiп birlikda hэlliпdэп аlmtr. 6 -пчп uyýun hаllэri hэr

ikisi mЁsЬэtdirс > 0 . Amplitudamn эп bбyiik qiуmэti { = О nёqtэsinda altnrr. Вu'dt
zaman с = IЬ' чэ (29,4) tопliуiпdэп alrrrq ki,

.ь_* = =+ Qg.6)
zmwол

Maksimumun bu qiуmэti (29,2) tanliyindэn alrnanla i,ist-tistэ dtigiir. Gёstэrmаk
olar ki, (Ьurаdа опuп tizэriпdэ dayanacagrql) (29.4) tэпliуiпiп hэqiqi kёklэгiпdэп
ortanctst (yani 9эki1 З2, с-dэ qrrrq хэttlэ gёstэrilэп CD hissesi ) sistemin dayanrqsrz



rэqslаriпэ чуýuп gэlir. Вч halda оlап sistemэ, istэпilэп sonsuz ki9ik tasir sistemi

уа ш чэ уа gox olan kёklэrэ uуýчп tezliklэra rэqs etmaya gечirir (уэпi ВС чэ уа
DC hissэlэriпэ). Веlаliklэ, sistemin real rэqslэriпэ АВС ча уа DEF hissalэri uyýun
gэliг. Bu halda эп эhэmiуаtli xЁsusiyyat iki mtiхtэlif amplitudalr rэqslэriп bag

verdiyi oblastm olmasrdrr. Веlэliklэ, mэсЬчrеdiсi qiiwэnin tezliyinin ardrcrl
artmast zamanl mэсЬuri rэqslаriп amplitudu АВС хэtti tizra аrtrr. С пёqtэsiпdэ
amplituda qtrrlrr чэ slgrауlýlа Е nёqtasinэ чуýчп olan qiуmэtэ kegir чэ sonra
(tezliyin sonrakr arttmr zamanl ) ayrinin ЕF hissэsi tiаэ dэуigэсэkdir. Оgэr уепэ dэ
tezliyi Maltsaq onda mэсЬuri rэqslэriп amplitudu FD эуrisi tizrэ dэуiqэсаk, D
nёqtasindэ srgrayrgla В-уа qэdэr artacaq чэ sonra ВА хэtti iУlе aza|acaqdrr.

l,_in qiуmэtiпi tapmaq tigiin gбrtirЁk ki, 
' 

(29.5) kvadratr tэnliyinin (b'-na

uyýun ) hэr iki kёkЁntin tist-tistэ dUgdUyii zaman /-in aldrýr qiymэtdit: .f =.fr

olduqda CD-hissэsi Ьiг пёqtэуэ (dёпmэ пёqtэsiпэ 9evrilir) (29.5) tэnliyinin
diskriminantmt sfira ЬэrаЬэr alrrrq ki е2 =з).2; tэпliуiп uyýun hdliri 7Ь' =2е/ с ve

D -nin bu qiуmэtlэriпi (29.4)-dэ уеriпа yazsaq

,3 _Зzm'!3!; Qgз)Jb - зJllхl

ifadэsini alrrrq.
Rэqslэriп qeyrixэttli т N wo olduqda rеzопапs hаdisэlэriпiп xarakterinin

dэуigmэsi iiэ yana5r, уэпi wo -a уахm tezlikli rezonanslarrn meydana glxmuБrna

sаьэь оlчг. Hamin rеzопапslаr tezliklэri r.r,o tezliyindon kifауэt qэdэr fэrqlэпэп

xarici qtiччэlаr tэrэfiпdэп yaradrlrr.

Tutaq ki, xarici qi.iччэпiп tezliyi у *

!-о

'й ,,"n,

Birinci хэtti yaxrnla;mada hamin qtiwэ
sistemda hэmiп tezlikli чэ amplitudasr
qtiwэпiп amplitudasr ilэ mtitэпаsiЬ olan
rэqs

r +е
|уо

7
а)

с

Е

ь)

x(l)
),

=4f
Зпw!

.",( wл
" +Е

2

'в

D

уаrаdrr ((22.4) dЁsfuruпа uyýun оlагаq).
Ancaq ikinci yaxrrrlaqmada qeyrixэtti
hэddlагi пэzаrэ aldrqda" bu rэqslэr (29.1)
hэrэkаt tэпliУiпiп saý tэrэfiпdэ 2у о wo

tezlikli hэddi эmэlа gэtirir. Мэhz x(')_i

y{z) *2л{z) +wзхQ, абQ)z +*(rF =_*(t)z

с)

А
F

ýэkil32

11l

ь



tеzliуiпdэ уеriпэ yaztb, iki qat arqumentin kosinusunun daxil edib vэ saý tаrаfdэ
ya|пizrezonans haddlari saxlasaq alrrtq ki,

iФ *2л{z) +wf,xp) 1*Q)z + рх(2)1 =__Ч_"os(wo +2е} (29.8)' 9m"у,

Bu tэпlik (29.1) tanliyindan / qЁччэsiпiп эчэziпе fz-|e mtitanasib olan hэddi

dayanmasr ilэ fэrqlэпir. Вч о demekdir ki, yuxarrda bmrdrýrmtz xarakterli rezonans

т N \|о tеzliуiпdэ almtr. Lakin bu halda rеzопапslп intensivliyi м оlur. DG)

asrlrlrýmr almaq tigiin (29.4) diisturunda f-in yerina -r"''/..B чэ а уегiпа 2а

yazmaqlazrmdrr

u,lQ" - rь,), * tl=### Q9.9)

indi tutaq ki, xarici qtivvэnin tezliyi
r =2wo+ е

Birinci уахшlа;mаdа
,(')=-:f ;cos(2ro+c}

Jmwо

(29,1) tэпliуiпdэ 1=1(t)*"(z) yazsaq эvvalki haldan fэrqli olaraq rezonans
xarakterli xarici qtiwэ чеrэп hаddlэr ala bilmiгik. Lakin x(l)x(2) hasili ilэ mtitэпаsiЬ
оlап i.igiincti tartibli hаdlэrdэп parametrik tipli rezonans эmаlэ gэlir. Оgэr btiti.in

qeyrixэttli hэdlэrdэп уа|mzhэmiп hэddi saxlasaq onda х(') Ёgtinci.i
{z) *2л{z\ +w2oxo =_2*(t)rKz)

vЭ Уа 
iQ\ *2ц(zl*,;[l_Jql_.orlzro + с)rlх(,) = 0 (29.10)"L \mw[ ']

tэnliyini altrtq, уэпi artrq bildiyimiz kimi (stirti,inmэni пэzаrэ almaqla) mtiэууэп
tezlik intervalrnda rэqsiп dayamqstzlrýrna gэtirэп (27.8) tipli tэпliуi alrrrq.

Lakin rэqsiп yekun amplitudunu tayin etmok tigtin bu tэnlik kifayэt deyii.
Yekun amplitudun tэyini qeyrixэttiliklэ эlаqэlidir. Bu qeyri-xэttiliy пэzэrа almaq
i.igtin hэrэkэt tэпliуiпdэ hэmdэ ,(z) gёrэ qeyrixatti hэddlэridэ saxlamaq laztmdtr.

ylz) а2л{z) +wrохФ 1ж|z)z + вх\2\З =ЭЦ_"or(2l?o +а)rr(r) (29.11)

'mw;

Дqаýrdаkr чэziууэti пэZэrэ almaqla bu mэsэlэпi tэdqiq etmak 9ох asanla9rr.

(28.11) tэnliyinin saý tэrаfiпdа

,','=ь.о.[[,, - j),-a]

yazaq. Вurаdа D -rezonans rэqsiпiп axtardrýrmrz amplitudadш, 6 -gоlэсэkdэ о

qэdэi dэ mi.ihi.im оlmауап sabit faza fэrqidir. Vэ iki periodun vuruqlarrn iki
kosinusun
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hэddini alrrrq. Bu hэdd sistemin wo -tezliyinэ gёrэ rozonans xarakterlidir. Опа gёrэ

dэ уепэ mэsэlэ раrаqrаfiп эччэliпdэ ba<drýrmrz qеуri-хэtti sistemde rezonans

mэsэlэsiпэ gэtirilir. Fэrq yalnrz ondan iЬаrэtdir ki, xarici qtiччэ rоlчпu %r:
hэddi оупауш (я yerinda е/ dжх} (24.9) diisturunda bu эчаzlэmэпi etdikda

ahrrq 
ilе_хь,) *);1=::+

L\z ) J 5оmwо

Bu tэпlik ь -уо gёrэ hэll еtsэk amplituda tigiin a9aýrdaki mtimktin оlап qiуmэtlэri
taptnq

D = 0 (29,|2)

бmw|
,,=1Г9*,L,

бmw|

€
)

1

I

af
лз
'mwо

ф -п-

af
- )r2

-4t

(29.13)

(29.|4)ь2

ýakil 33-dэп аlmап Д -nin я-dап asrlrlrýr g0starilmiýdir, (z > 0 olduqdo, I <0

olduqda isэ аlтilэr эks istiqamatdэ уёпэlmig olurlar). В чэ С пёqtэlэri
2

ь qiуmэtlэriпэ uуýuп gэlirlэr. В
пёqtэsiпdэп so1 tэrаfdэ Ь=0] уэпi
rezonans yoxdur vэ Е l,t/o tezlikli rэqs

meydana gэlmir. В чэ С arastndakr
intervalda iki kёk vardtr: Ь = 0 ýэkil 33-
dэ ВС pargasl ve (29.13) ifаdэsi (ВЕ
budaýl ). Nэhауэt С пёqtэsiпdэп saý

tэrаfdэ (29.12)-(29.14) k0klэriпiп
hamtst. Lakin bu qiуmэtlэriп hamtst

Е

F

А в

ýэkil З3

с D

dayanrqlr rэqsi rеjimэ uyýun deyil. Ь = 0 qiymэti Bcl hissэsiпdэп dayanrqsrzdш va

hаmdЭ isbat еtmэk оlаr ki, (29.14) kёktina uуýuп olan rejim hэmi;а dayanrqsrzdrr

l Bu iпtегчаl (27.12) раrаmеtrik rеzопшtsа чуýчп gэlir. Нэmdэ (29.10) ifadэsini (27.8)-lэ miiqayisasindэ alrrlq ki,

|r| =' Тr*r:, 
В Mdrýrm lz hаdisэпiп olmastntn mЦmktinl ЦуЁ
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(qalan iH rеjimiп оrtщtпdа qalan). ýэkildэ 33-dэ Ь -nin dayanrqsrz qiуmэtlэri qrnq
хэttlэrlэ gбstarilmi;dir.

ХаrЙl qi,iwэ tezliyinin tаdriсэп azaldrýr halda аwэlсэ "siikuпэtdэ" olanl
sistemin ёztinЁ араппаýml mti;ahidэ еdэk. С псiqtаsiпэ gаtшtа qаdэr D=Oqаlш.
Sопrа bu.hal "pozulur" чэ sistem ЕВ budaýrna kegir. s-пuп sonrakr Malmast
zamam rэqsiп amplifudu azdtr чэ В пOqtэsiпdэ srfir olur. Tezliyin эksiпэ artmast
zaman гэqsiп amplitudu ВЕ2 эуrisi boyunca аrtrr. Вчrаdап g0rtintir ki, Ь(а) asrlrlrýr

(2g.4)tanliyindэ /-iп эvazi n" ЗЬ'/п__, чэ эчэziп а s/, vazdtqda alrnrr

,,Г(: - rь,) * 1,1= ЧЧLъп = ль^
L\Z ) ) Z mwо

Bu tanliyin kёklэri, Ь = 0

sАl
Ь. 

- 

l дU--T--.!_З7 2I' z
сд

З7
дZ ^1*-------:- l'
4х'

ýэkil 34-de (z>Oolduqda) D(с) asrlrlrýr verilmi;dir. Dayanrqlr hala yalmz D=0
пбqtэsi (absis oxu) чэ АВ buda$ uyýun gэlir. А пёqtэsiпа

_ _з(4i1' - А\ л, _4I').' + А'
Ok - 4й 

Uk - 4zrд

qiуmэtlэri uyýun gэlir. Reqs rejimi уа|пz,€ } €t olduqda уаrашr. Вu zaman D > D.

olmalrdrr. Ь = 0 halr hэmiýэ dayanlqlr olduýundan raqsin уаrilrmшl iigtin baýlanýrc
"itэlэmэ" lazrmdrr.

Almmrg dtisturlar ya|ntz kigik е -lаrdа doýrudur. 6 -пчп kigik olmast 2 -шп

ь
kigikliyi ila tэуiп оlчпчr. Bu
zaman qi.ivvэnin amplitudu ,l - 2
;эrtiпi сidэуir.

с

А

ýakil34

в

>ц,

prti isэ Й > Й. рrtiпэ чуýчпdчr.
I Yada salaq ki, Ьй Ьчгаdа yalmz rеzопапs гаqslаriпа Ьахшtq. Опlшlп olmamast sistemin sukunetda olmasl dеmэk
deyil, Sistemda ъуif у bzlikli mасЬrгi гэqslаг уагsшr.
2 Lakin yadda saxlamaq lazrmdrr ki, alrnmlg ЬЁtЁп fогmаlат Ь amplitudanln yэ t -пчп kifауэt qэdаг kigik qaldlqlaTl
halda dоРudurlаr, Нэqiqэtdа ВЕ чэ СF эугilэri Ьiг пёqtаdэ Ьiгlа9агэk qrлtаrrrlш. О пёqtэуэ gatdlqda гаqs rejimi
рzчlrгчэ Ь=0 оlчr.

l14
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ý 30 Tez ossilyasiya еdап sahada harakat

Eyni zamanda sabit U sаtrэsiпdэ чэ
f=,frcoswr+frsinwt

bбyi.ik w tezliyi ilэ (Л val, funksiyalarr yalnrz koordinatdan asrltdrrlar) zaman

gёrэ dэуi;эп / qtivvэsinin tasiri altrnda оlап zэгrэсiуiп hаrэkэtiпэ Ьжаq. Вurаdа

"bёy[ik" sozti altmda }" >> /7 sartint ёdэуэп tezlikliг пэzэrdэ tutulur. Т zarraciyin

yf1пz v sйosindэ hэrэkаtiпiп periodudur. f qtivvэsi U sаhэsiпdэ tэsir еdэП

qtiччэуэ пisЬэtэп he9 dэ zeyif hesab olunmur. Lakin hэmiп qtiwэпiп tэsiri ilэ Ьа9

u.rrn zэrrэсiуiп rэqsi уеrdауi;mэsiпi kigik hesab еdэсэуik (bu уеrdауi;mэпi
aqaýrda 6 -ilэ igаrэ еdасэуik),

Hesablamalarr sаdэlэ;dirmэk tigiin hаlэlik bir olgiilti sаlrэdэ (yalnrz Ьir х fэzа

koordinatrndan asrlr olan ) hэrэkэtэ baxaq. Onda zэпэсiуiп hэrэkэt tanliyi'

,у=-!!+ f (30.2)
dx

9эkliпdэ yazrlacaqdtr.- 
Zeпociya tэiir еdэп sаhэпiп хаrаktеriпэ g0rэ, эwэlсэdап mэlumdur ki,

zаrrэсiуiп hЬrэkэti hэr hanst mtiпtэzэm trayektoriya:drzra уеrdэуi;mэdэп vэ eyni

zаmжtdа опuп atrafinda уаrапап kigik ossilyasiyalardan iьаrэt olacaqdrr. ,Buna

uуýчп olaraq, x()-ni
x(t) = х111* 6r,, (30.3)

(30.1)

сэmi gаkliпdэ yMaq, Burada 6(l) qeyd оluпап ossilyasryadrr.

6(r) funksiyasmm zt/ mпddэtiпdэ orta qiymэti srfir olur, rlr; funksiyasr isэ

hэmiп miiddatda 9ох az dэуigir. Onda orta qiymati hэrifiп iistiindэ kigik хэttlэ iýаrэ

etsok alrrrq ki, х = X(r). Yэпi X(t) tez-tez ossilyaisyaya gёrа ortalanmt; miiпtэzэm

hэrэkэti tэsчir edir. Нэmiп funksiyanr tэуiп еdэп tanliyi grxaraq2, (30.3) ifаdэsiпi
(30.2)-кiэ уеriпэ уаzаqчэ б -шп tistlаriпэ gёrэ sшауа ayrrrb б -шп birinci tэrtiЬi ilэ

miitэnasib haddlorla kifауэtlэпsэk

*Х +*Е =-dU -Ed'U + f(X.t\*c{ (30.4)
'I'JL l "'' dx' dх'' 

/\'r",''' dX

tэnliyini alrгrq. Вu tэпlikdэ mi,ixtэlif xarakterli - hэm ossilyasiya hэm de hamaT

hэddlэr чаrdш. Aydrndrr ki, hэmiп hэddlэr ауrl-ауп qruplarda qar;rlrqlr ixtisar

о lunmal tdrrlar. О s s ilyas iya edan hэddlэr. iigiiLrt

m[ = 71x,t1 (30,5)

l x -koordinatt dеkаrt koordinatt olmast mэсьчгi deyiI. Buna uyýun olaraq m mi.itlэq ktitlэ va sabit olmasr da vacib

deyil. Bu sаrtlэr (30.2) tэпliуiпdэ da бdanilir. Bu qаrtlэг yekun паtiсэпi dayiqdirmir (aqaýtya ЬаХ)
2 m-in x-dan asllr olduýu halda bir qэdэr tичп hesablama аршmаqlа аsалhqlа gбrmаk оlаr ki, (30.7) vа (30.8)

diistuгlaTr Ьч halda da dоУчdurlаr. 
l 15



tэпliуiпi yazmaq kifауэtdir Qaldn hэddlэrа kigik vuruqlar dmril оlur. Опа gёrэ dэ

рхагrdа yмrlandan kigik оlчrlаr, (1-уа gэldikdэ о bбyiik rу'-ilэ mtitanasibdir vэ

ona gёrаdэ kigik deyil) (30.5) tэпliуiпdа /_i (30.1) kimi segib inteqrallasaq Фu
halda Х sabit kimi gбtiirЁltir) alrrrq ki,

€=- f , (зO.б)
mw'

lndi isa (30.4) tэnliyini (уuхаrrdа dеуilэп mэпаdа ) zamana gёrэ оrtаlауаq. f ve {
funksiyalannrn birinci tэrtiЬlэriпiп orta qiymati srfir olduýundan alrnq ki,

dU1 Idf_ df
dX dX mw' dx

Bu tэпliуэ ya|ntz xlrl do<ildir. Yekun olaraq hamin tэnliyi
dU"n

dx

;aklindэ ушаq. Вurada "effektiv рotensial епеrji"

mХ (30.7)

u"l =" -#Т =u * o}rV: - t:) (30.8)

(30.9)

gэkliпdэ tэуiп оlчпuгl.
Bu ifаdэпi (30.6)-ilэ miiqayisa etdikdэ аlачэ (U-ya пэzэrэп ) hэddiп

ossilyasiya hэrэkэtiпiп orta kinetik

U"f =U +L
L

enerjisi olduýunu asanlrqla gёrэ bilэrik.
Веlэliklэ, zэrrэсiуiп ossilyasiyaya поzэгэп ortalanmr; hэrэkэti, zэrrэсiуэ sabit

U sahasindэn эlача, dауi;эп sаlrэпiп amplitudasr kvadratt ilэ mi.itэпаsiЬ olarr sabit
sфэпiп tэsiT etdiyi satrэda hэrэkэti kimi оlаr. Alrnmr; пэtiсэlэr asanltqla, Qi

koordinatlarr ilэ tэsчir оlчпшt istэпilэп sэrЬеstlik dэrэсаsiпэ malik sistеmэ tэtbiq
оlчпа Ьilэr. Onda (30.8) effektiv potensial епеrji эчэziпэ

(J.n =u -#f,,r.f,л =u -z+П (30.10)

ifadasi аlшtr. Burada а;' (timumiууэtlэ kооrdiпаtш funksiyasr ) аdаdlэгi ait

эdэdlэгiпdэп diizэldilmi; mаtrisапm aks matrisasmtn еlеmепtlэridir (Ьас (5,5)).

Мэsаlэlэr

' Agagda 9эrh оlчпаrr mеtоdчп ideyasr A.Lkapise (l95l) tагэfiпdэп verilmigdir.
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1. Asqr пёqtэsi bёЁk r,(r>>rW ltezliyi ilэ 9aquli istiqamэtdo rэqs еdэп

roqqasln dayanrqlr tarMlrq пёqtэsiпi tарm.
Halli: ý 5_dэ mаsэlэ 3 с-dэ alrnmt; Laqranj funksiyasrndan gёrtiniir ki,

dэуi;эп qtiwэ
.f = -mlay'cos2Tsin р

Dayanrqlr tжaz|tq пбqtэsi bu funksiyantn mЁmktin nёqtэsidir. Asqr уёпэlmi;
qaquli istiqamэt (р = О ) hэmiýэ dayanrqlrdrr

a'y'>2gl

olduqda уuхаfl ýaquli istiqamэt dэ (р = z) dayanrqlr olur.

2, Нэmiп gеуlэri asqr n0qtэsi iifiiqi rэqslэг еdэп rэqqas iigtin
Нэlli: ý 5-dэ mэsэlэ 3 Ь-dэ аlmmtg Laqranj funksiyasrndan taprrrq ki,

f = mlат' cos F cos р

(х koordinatr kimi р bucaýr secilmi;dir), Bu sаЬэЬdап dэ

u 
"u 

= .Bt(- 
"оr, 

* Цa* ' ,)

чэ Sопrа
Г q'у' "lU * = mBl|- cosrp + Lcos' и]

Эgеr а'у' <2gl olarsa onda р=0 пбqtэsi dayanrqlrdrr. oger a,y, >2gI olarsa

onda dayanrqlr tarazlrýa

cosp =
2gl
o'r'

|,1,1



vI FaSiL

BaRK CiSMlN HaRaKaTi

ý 31 Bucaq siirati

Mexanikada Ьэrk сismэ, aralarrndakt mэsаfэ sabit qalan maddi пёqtэlэr
sistemi kimi tэrif чеrmэk оlаг. Aydrndrr ki, tэЬiэtdэ mбчсud оlш sistemlэr bu ;эrti
ya|Mz tэхmiпi ёdэуirlэr, Вэrk cisimlэrin эksэriуэti adi ;эrаitdэ ёz fоrmа чэ
0lgiilэrini о qэdэr az dауigirlэr ki, Ьэrk сisimlэriп hэrаkэt qanunlarrnt <iуrэпаrkап
bu dауigmэlаri пэzэrэ almaya bilorik.

Gэlасэk ;эrhlэrimizdэ bir 9ох hallarda Ьэrk сisimlэrэ maddi пбqtэlэriп
diskTet 9охlчф kimi baiacaýrq. Bununla grxarr;larrn Ьэzilаri sаdэlэ;ir. Ancaq, bu
heg Ьir чэсhlэ Ьэrk сisimlаrэ sэrt mtihtit kimi Ьахmаýа zidd deyil. Bark cisimlэra
sэlt mtihit kimi baxdrqda опlаrrп da:<ili qurulu;u bizi mаrаqlапdшmtr. Diskret
пбqtэlаr Ёzrэ сэmlэmа арапlап diisfurlardan, sэlt mi.ihit iigiin yazrlan di.isturlша
kеgmэk tigtin zэrrэсiklэriп m kЁtlэsini Nv kiitlэsilэ эчэz edib cismin bЁttin hэсmi
tizrэ inteqrallamaq laztmdrr (burada р kiitla sжltýt, dV -hесm elementidir).

Bark cismin hэrаkэtiпi Oугэпmэk tigtin iki koordinat sistemi segilir: 'tэr-
рэпmэz", уэпi inersia| XYZ sistemi чо tэrрэпап (hэrэkэt еdэп) х| = х,х2 = у,хз = z

koordinat sistemi segilir. Тэграпэп koordinat sistemi Ьэrk сisimlэ mёhkэm bir-
lэ9mi9 va btiti.in hэrэkэtlэrdэ опчпlа Ьiгlikdэ hэrэkэt etdiyini qэЬul edirik. Нэrаkеt
edan koordinat sisteminin ba5lanýtcnt Ьэrk cismin аtаlэt mэrkаziпdэ sеgmэk daha
эlчеriglidir.

Вэrk cismin tэrрэпmэz koordinat sistеmiпэ пэzэrэп чэziууэti tэrрэпэп
koordinat sisteminin чэziууэti ilэ Ьirqiуmэtli tayin оlчпur. Tutaq К, Л radius-
vektoru tэrрэпэп koordinat sisteminin baglanýrc O-nu gёstэriг (gэkil 35). Нэmiп
koordinat sistemini tэrрапmэz koordinat sisteminэ пэzэrэп istiqаmэtlэпmэsi Ё9
dапэ asilt olmayan bucaqlar чаsitэsilэ verilir. Веlэliklэ, Л radius-vertorunun
kоmропепtlэrilэ Ьirlikdэ б koordinat alrrrq. Веlэliklэ istэпilэп berk cisim 6
sarbastlik dэrэсаsiпэ malik olan sistem оlчr.

Вэrk cismin ixtiyari sonsuz kigik уеrdэуi;mэsiпэ bacaq. Опu iki hissэnin
сэmi kimi gсistэrmэk olar. Onlardan biri Ьэrk cismi бztiпэ paralel sonsuz kigik
k0gЁrmэdэп iЬаrэtdir. Вuпuп пэtiсэsiпdа Ьаrk cismin эtаlэt mэrkэzi эччэlki
чаziууэtdэп sоп чэziууэtа kеgЦ. Bu zаmап tэrрэпэп koordinat sisteminin охlаrmm
istiqаmэtlэri dayigmir. iKincl hissэ эtаlоt mэrkаzi эtrafinda sonsuz kigik flrlan-
mаdап ibaгatdir, Вuпuп пэtiсэsiпdэ Ьэrk cisim son чэziууэtiпi alrr.

Вэrk cismin ixtiyari пёqtэsiпiп tаrрэпэп koordinat sistеmiпэ пэzэrап radius-
чеktоruпч i -lo i;аrэ еdэk. Нэmiп пбqtэпiп tэrрапmэz koordinat sistеmiпэ пэzэrап
radius_vektorunu i -lэ i;аrэ еdэk. Onda Р nбqtasinin F rаdius-чеktоruп

уеrdэуi;mэsi л iki hissэdап dfr чэ [а6] уеrdэуi;mэsiпiп саmiпdэп iЬаrэt olacaq

й = dR *ldйl

ll8



dfr-эtаlаt mэrkаziпiп 'уеrdэуiqmэsi, [a@]-ise dcp bucaýr qаdэr firlanma zаrпапt /
vektorunun dэуigmэsidir. Alrnan ЬэrаЬаrlik dt -уе bolub (уеrdэуi;mэпiп Ьа9

verdiyi dt zamarlmiiddэti)

t=i, 4=t, Ф=d (з1.1)
dt dl dt

эчаzlэпmэlэriпi еtsэk alrnq ki, _ г_ 1г=й+[Сrl (31.2)

й -vektoru Ьэrk cismin эtаlэt mэrkаziпiп siiratidir. onu hэmdэ Ьэrk cismin

irаlilэmэ hэrэkэti stirэtidэ adlandrrrrlar. ё vektoru Ьэrk cismin firlanma hэrэkаt
stirэti adlantr, опuп istiqamэti
(hэmdэ dф-iп istiqamэti ) firlanma
oxunun istiqamэti ilэ tist-tistэ
dti;tir. Веlэliklэ bark cismin
ixtiyari nёqtasinin й siirэti опuп

irэlilэmа чэ firlanma sЁrэtilэ ifаdэ
oluna Ьilэr.

Qeyd еtmэk laztmdш ki,
(31.2) dtisturunu сtхаrаrkэп koor-
dinat ba;lanýtcmtn cismin эtalat

mэrkэziпdа segilmasi faktrndan
istifadэ etmadik. Веlэ segimin tis-
tiinli.iyi.i sonTalar, hэrэkэt еdэп cis-
min enerjisinin hesabladrqda aydrn -
olacaqdrr.

z
хз

r

х2

у
R

х

х1

ýэkil 35

indi isa tutaq ki, сisimlэ baýlr olan koordinat ba.;lanýrcr cismin эtаlэt mэrkэzi

О пбqtэsiпdэ deyil опdап hэr hansr й mэsаfэsiпdэ olan О'поqtэsiпdэ segilmiqdir.

Нэmiп пOqtэпiп hэrэkэt siirэtiпi й' firlanma stirэtini О'-lэ i;аrэ еdэk.

Bark cismin hаr hanst Р пбqtэsiпi sеgэk. Hamin пёqtэпiп О' -пбqtэsiпэ
пэzэrап radius-vektorunu r''-lэ i;aro еdэk. Onda 7 =|'+d olacaq. Вuпu (31.2)

diisturunda уеriпэ yazsaq, alrrrq ki,

Digэr tэrэfdап, t' уо O'-in tayine gбrэ n = f'* [о'а] olmalrdrr. Опа gёrа dэ alrrrq

ki,
(3 1.3)

вu Ьэrаьэrliklэrdэп ikincisi gox vacibdir. Buradan gortini.ir ki, Ьэгk cisimla

mёhkэm ba;lr olan sistemin firlanma bucaq stirэti hэmiп koordinat sistemindэn

tаmаmilэ аsэlэ deyil. Веlэ sistеmlэriп hamtst zamanm verilmi; antnda Ьir-ьiriпэ

paTalel olan ахlаr эtrаfrпdа эdэdi qiуmэtсэ Ьir-ьiriпэ Ьэrаьэr olan О bucaq siirаtilэ

]*
r..

раi=t+
t-
ра
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firlmrrrlar. Вч hal О -nt Ьэrk cismin firlanma bucaq stirэti adlandrrmaqla imkmr
чеrir. Irэlilэmа hэrэkэtiпiп stirэti isэ Ьеlэ "mi.itlэq" хаrаktеrэ malik deyil.

(31.3) tэпliklэriпiп birincisindэn gёriiniir ki, эgэr й чэ С (verilmi; zaman
anrnda) koordinat Ьаqlапýrсшп hэr hansr sеgimiпdэ Ьir-Ьiriпэ perdendikul-

уаrdrrlаrsа, onda опlаr (yani Й' чэ О') da kоогdiпаt ba,glanýrcrnrn istэnilan
sеgimiпdэ perdendikulyar olacaqlar. (31.2) dtisturundan gбriiлrtir ki, bu halda Ьэrk
cismin biittin пёqtэlэriпiп f stirэti bir mtistэчi Ёzarinda O-vektoruna реr_
dendikulyar оlшr mtistэvi tizэriпdе olacaqlar. Bu zaman еlэ Q'l koordinat
ba;lanýrcr segmak olarki, t' stirэti stfir olsun, уэпi Ьаrk cismin hэrэkаti О'
пёqtэsiпdэп kеgэп ох эtrаfшdа Ьаý чеrап tэmiz firlanma (verilmig anda)
hаrэkаtiпdап ibarat olsun. Вu ох Ьэrk cismin ani firlanma oxu adlanr1. Bark
cismin hагэkаti zamanl О -bucaq siirэti, timumiууэtlэ, hэm qiуmэtсэ hэmdэ
istiqamэtcэ dayi;ir.

ý 32 Otalat tenzoru

Вэrk cismin kinetik enerjisini hesablamaq iiqiin ona maddi пёqtаlэrdоп tэ;kil
olunmug diskret sistem kimi ba>rrrtq чэ yazrnq ki,

7=I
7mу

ЬrrГаdа Сеmlаmэ Ьэrk cismi ta9gil еdэп biitiin n0qtolar Ёzrэ арапlш. Brrrada чэ
gЭlЭСаkdа diisfurlarr s аdэl э;dirmэk tigtin n<i qtэl эriп indeksl эriпi yazmayacaýrq.

Bu diisturda (31.2) -ni уеriпэ yazsaq alrrrq ki,

, =Z:V-[сr)' =Ztn, +|,t|cvJ-r;t*I

r va О stiгэtlэri buttin zэrrасiklэr tigtin eyni olduýundan birinci bsdde rZ
саmdэп kапаrа 9rхапlа bilir. lи isa cismin kiitlэsini чеrir. Опu д ilэ igara еdэk.
Ikinici hэddi

I, й[* 
] = 2,r[rо] =|,af ,r

kimi yazrrrq. Вurаdап gбrЁпiiт ki, аgэr koordinat ba;lanýrcr atalat mаrkэziпdэ
segilibsэ onda bu hэdd srfir оlаr, gtinki |mi =0. Nэhауэt tigiirrrcti hэddэ чеktоrчп
hasilinin kvadratmt а9агаq аlrцq ki,

r ='Y^'*+I,F,," -Ф)r} trr.,l22ц

l Вч ох Ьгk cismin Ьсmiпdэп kanarda da ola Ьilэr. :

2 Umumi halda Й vэ О veklorlarrnln регрепdikulуаr olmadrqlarr hаldц kooгdinat ba5larr$clnr еlэ sеgmэk оtаг ki,

Й 
", О parBlel olsrrnlaг, уэпi hэrэkэt (verilmig апdа) Ьiг ох эtIаftпdа frlanmadan ча hamin ох istiqаmэtiпdэ

irаlilэmэ Ьrэkэtiпdэп iьаrэt оlsчп.

120

2



Веlэliklэ, Ьэrk cismin kinetik enerjisini iki hэddiп сэmi gэkliпdэ ifаdэ oluna
bilir. (32.1) ifаdэsiпdэki birinci hadd Ьэrk cismin irэlilэmэ hэrэkэtiпiп kinetik
enerjisidir. Вч hэdd bark cismin ЬЁfiiп kЁtlэsiпiп atalat mаrkэziпdэ toplmrdrýt
halda olan Hnetik enerji kimidir. ikinci hadd эtаlаt mэrkаziпdэп kegan ох эtrаfiпdа
О bucaq stirэtilэ flrlanmanrn kinetik enerjisidir. Qeyd еdэk ki, kinetik enerjinin bu
сtir iki hissэуэ ayrrlmast cisimla mбhkэm Ьаýlапmrg koordinat sisteminin
ba;larrýrcrnm cismin эtаlэt mаrkэziпdэ segilmэsinin паtiсэsidir.

Frrlапmа hэrэkаtiпiп kinetik enerjisini tепzоr igаrэlэmэlаriпdэ, уэпi r va О
vektorlannln х,,О, kоmропепtlэriпdа уепidэп ушаd, Onda alrrrq ki,

, n = IZ.tni rr - о, х,с)* хо } = 
} I r{п, х rб ох| - с),с)* х,хо } = 

} 
r,.r- 2 .F| a,r - х, r* 

}

Вurаdа с), = 6,*С)* eyniliyindan istifada edilmiýdir. 6,r isэ (komponentlari

; = /с olduqda чаhidэ, ; * & olduqda srflr olan) vatrid tепzоrdчr. .I,o tепzоruпu

t* =Z.F?6,r - x,xr\ PZ.z)

da>cil еdаrэk Ьэrk cismin kinetik enerjisini

, =+-:l*г),с)} (32.З)

9эkildэ yaza Ьilэrik.
Вэrk cismin Laqranj funksiyasrnr (32.3) dэп potensial enerjini grxmaqla

,=**Ll,r{r5ln -tJ (32.4)

;эkliпdэ yazlrlq. Potensial епеrji timumiууэtlэ Ьэrk cismin чэziууэtiпi tэУiП edan

altr dэуigmэlэrdэп astlr funksiyadrr. Вuпlаr эtаIэt mэrkаziпiп ti9 X,Y,Z
koordinatlarl чэ tэrрэпэп koordinat охlапшп tэrрэпmэz oxlara пЭzэrэп

istiqаmэtlэпmэsiпi tэуiп еdэп tig dэпэ bucaqdan ibarat оlчrlаr.
1,* tenzoru Ьаrk cismin аtаlэt momenti tenzoru чэ уа sаdасэ оlаrаq cismin

эtаlэt tenzoru adlanrr. (З2.2) tayinindэn gбri.indtiyti kimi i simmetrik tепzогdur,

уэпi
I* = IH (32.5)

Оуапilаr Ё9tiп опчп kоmропепtlэri a;aýrdakr саdчэl fоrmаsшdа yazaq:

(|.(у' + 

") 
-Zлrу |mх" )

Iu =| -Z.* |.("' + z') -Z.* ,|

[ -Z.u -Z*"y Z.F" * 

"))

(32.6)

I u,I )ry,I u kоmропепtlэriпэ uyýun oxlara пэzэrэп эИlэt mоmепtlэri adlanrrlar.

Aydrndrr ki, аtаlэt tenzoru additivdir-cismin эtаlэt tenzoru ayn-ayrl hissэlarin
atalat tenzorlart саmiпэ Ьэrаьэrdir.

З Вч Ьsildэ f, &, / Ьriflэrilа 1,2,3 qiуmеtlаг аlап tепюr indekslaгi gёstэгilir. Вч zаmап mэlчm сэmlэmэ qaydaslna

gOгэ сэmlаmе igщэsi yмllmrr чэ iki dэfа tаkаг оlчпап iпdеkslаг 1,2,3 qiуmэtlэriпэ gёrэ саmlэmа aparlhr. Мэsэlа,

4В, = 7Б ; ,ai = д,д, = 7' u"s. Ауdшdrr ki, lal iпkеdslэriпi ixtiyari olaraq dэуiýmэk оlаr ýatnrz bu 9эпlа
ki, опlаг verilmig ifadodэki ba5qa iпdеkslэгlэ iist-tlstэ dШmэsiп),
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Вэrk сismэ sэlt mtihit kimi bжsaq onda (З2.2) diisfuruпdа сэmlэmэ эmэliуаtr
cismin hэсmi Ьоучпса inteqrallama ilэ эчэz olunur чэ эtаlэt tenzoru

I,olpQ|6,o-r,"rPr Q2,7)
gэkliпdэ уап,ht.

НэrЬir ikinci tэrtibdэn"simmetrik tenzor kimi эtаlэt tenzoru da хllх2,хз

охlаппtп istiqаmэtlэriпi sеgmоklэ diaqonal рэklэ gэtirilэ Ьilэr. Lakin istiqamatlэr
Ьа9 эtаlэt охlап, эtаlэt tепzоruпuп hэmiп istiqamэt iizrэ kоmропепtlэriпэ Ьа5 эtаlэt
mоmепtlэri deyilir.

хl,х2,хз охlаrrшп Ьеlэ istiqamatlandirilmэsi zamanr Ьэrk cismin firlanma
kinetik enerjisi ап sаdэ qэkil alrr. :

т- =+Q,a? + I,{2|*1,aз) (з2.s)
" 2,

Ва9 аtаlэt momentinin hэr biri qalan ikisinin сэmiпdэп bбyiik ola Ьilmэz.
МэsэIэ

I,+ I, =ZrGi + х', +zr',)>Z.Qr + х'r)= 1, (З2.g)

Ва9 эtаlэt momentlэrinin hэr tigti mtixtэlif olarr сismэ asimmetrik firftrа
deyilir.

Baq эtаlэt mоmепtlэriпiп ikisi Ьir-Ьiriпэ ЬэrаЬэr I, = I, + I, olan cisma
simmetrik firfrra deyilir. Bu halda хl,х2 mЁstэvisi tizrэ Ьа9 эtаlэt охlапшп
istiqamati segimi ixtiyaridir.

Ва9 эtаlэt mоmепtlэriпiп hэr tigti Ьir-Ьiriпэ ЬэrаЬэr olan сismэ ktirэчi flrfirа
deyilir. Вu halda Ьа5 эtаlэt охlапшп sеgilmэsi ixtiyaridir, Onda Ёgtiп Ьir_Ьiriпэ
perpendikulyar olan ixtiyari tig istiqamэt segmak оlаr.

Вэrk cismin hэr-hапst simmetriyaya malik olduqda baq эtаlэt oxlanntn
taprlmasr gox аsапlаqrr; aydrndlr ki, bu halda эtаlэt mэгkэziпiп vaziyyэti чэ bag
эtаlэt oxlanntn istiqamэti hэmiп simmetriyaya malik olmalrdrrlar.

Маsэlэ, эgаr cisim simmetriya miistэчisiпэ malikdirsэ onda аtаlэt rпэrkэzi
hэmiп mtistэvi Ёzэriпdэ olmaltdrr. Ва9 эtаlэt охlаrtпm ikisi hэmiп mtistэчi
tizэriпdа tigtinci.isti isэ Ьuпlаrа реrрепdikulуаr olmalrdrr. Веlэ sistemэ misal оlаrаq
biz miistavi tizэriпdэ paylanmrg maddi пёqtэlэr sistemini gёstаrmэk olar. Bu halda
bag atalat mоmепtlэri arastnda sadэ mi,inasibat уаrапrr. Оgэr sistemin mtistэvisini
х,, х, miistэvisi sеgsэk, onda

I, =|mх| , Iz =|mх| , I, =|mlх| + х|)

I, = I,+ I, (32.10)

ifаdэlэri almtr.
Оgэr cisim hэr hanst tэrtiЬli simmetriya охuпа mаlikdirsэ onda эtаlэt markazi

hэmiп ох i.izэrinda olacaqdrr. Ваý эtаlаt охlаrmdап biri isэ hamin oxla tist-i.istэ
dti9tir. Qalan ikisi isэ ona perpendikulyar olurlar. Bu zaman simmetriya охu ikidэп
рхаfl tэrtiЬlidirsэ onda cisim simmetrik firflrа olur. Doýrudan da simmetriya
oxuna perpendikulyar olan bag эtаlэt oxlanntn hэr birini 180"-dэп fэrqli bucaq
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qэdэr firlatrrraq оlаr, уэпi hamin охlапп segilmэsi birqiymэtli olmur. Bu isэ yalnrz
simmetrik firflra halrnda mtimkЁndiir.

Birdtiz хэtt Ьоучпса diiziilmti; maddi пёqtэlэr xi,isusi haldrr. Bu хэtti xr охu

kimi segsэk, onda biittin пбqtэlэr i.igtin х, -- xz = 0 olacaq. Опа gбrэ Ьа9 эtalat

mоmепtlэriпiп ikisi tЫ-iistэ dtigЁr, Ёgiincti isэ srfir оlчr.
It=Iz=|пx!, Iз=0 (32.11)

Веlэ sistеmэ rotator deyilir. ixtiyari сismэ пэzэгэп rоtаtоrцп xarakterik xi.isusiyyэti
onun yalntz iki dэпэ firlапmа sэrЬаstlik dаrэсаsiпiп olmasrndadr. Bu sarbastlik
dэrэсэlэri ,l чэ х2 охlап эtrаfiпdа firlanmaya uyýun gэlir.

Nэhауэt эtаlэt tепzоrчпuп hesablanmasrna aid Ьir geyi qeyd edэk. Вir эtаlэt
tепzоrцпu baqlanýrcr sistemin аtаlэt mаеkэziпdа olan koordinat sisteminэ gёrэ
tayin etdiyimizэ Ьшrmауаrаq (yalnrz Ьеlэ tэуiпеtmэ zamanl (32.3) dЁsturu
doýrudur) Ьэzэп опu аччэlсэ Ьщqа bir О' ba;lanýrcrna пэzаrэп hesablamaq datra

эlveri;li оlчr
th =Z*Qi'6,o -r;r;)

Оgэr о чэ о' nёqtalari arasrndakt mаsаfэ d-vektoru ila tэуiп оluпursа onda
7 =i' = Q, xi = х!, + а,; hаmdэ |m7 = О olduýunu пэzагэп alsaq onda

Ii = In + p|'6,o - а,ао) Q2.12)

ifadasi almtr, Вч dЬtчr vasitesilэ r,! -i Ьilэrэk .In tепzогчпч аýап tapmaq olar.

Мэsэlэlэr.
1. Вir-Ьiriпdэп sabit mэsаfэdэ уеrlэ9mig atomlardan tэ9gil olunmu9

molekulun baq эtаlэt momentini a;aýrdakr hаllагdа tэуiп edin:

а) bir diiz хэtt tizrэ dtiztilmiiq atomlardan iЬаrэt molekula
Cavab:

I, = I, = r, = r, =iДr.mJlо , /з = 0

m2

х1

а

ýэkil37

х2

m2

аm1

ýэkil36

m1

l2з

m1 m1

h



пх4 аtоmlаrrп ktitlэlэri, lob d чэ Ь atomlEln arasmdaki mэsаfэ, сэmlэmа molekulda

olan ctit atomlar Ёzrэ aparrlrr (hаmdэ а ча b-nin hэr bir ctit qiуmаtlэrэ сэmэ yalшz
bir dafa dm<il оlur).

iki atomlu atom tigtin сэm bir hэddэп iЬаrэt оlur. Bu hэdd эwэlсэdэп
mэlumdur чэ gэtirilmig ki.itlэnin аtоmlаr arasmdakr mэsаfэпiп kvadratr ЬэrаЬаrdir:

I, = I, - 
ffitffiz 

7z
m|+m2

Ь) ЬэrаЬэr yanlr tigbucaq gэkliпdэ (;эkil 36) оlап i.ig atomlu molekula.
Cavab: эtаlэt mэrkэzi i.igbucaýrn htindiirlЁyЁ iizэriпdэ rigbucaýrn

оturасаýmdап х, = 
*'h 

mэsаfаdа уеrlэýir, Otalat mоmепtlэri
р

hz
2mrm,

I,
р

Ir=Ir+I,

, xi, с) Dtizgtin tigbucaqlr piramidanrn
tэрэlэriпdэ (9aki1 3'7) yerlэ;dirilmi;
atomlardan iьаrэt 4 atomlu molekula

СачаЬ: эtаlаt mаrkэzi piramidanrn
htindtirliiyЁ Ёzэriпdэ опuп oturacaýrndan

m^h
х, = Т mэsаfэsiпdэ уеrlэ'ir. оtаlэt

Il
mоmепtlэri

l, = I^ -3',', 1r, +Шlа',|-'2- 
р 2

I, -- mrа2

х2

\

tetraedrik molekula аltшr
mоmепtlэri

I, = I, - Iз =

olur чэ

опuп эtаlаt

4
ýЭkil38 2. Bircins sэlt cisimlэrin baq эtаlаt

mоmепtlэriпi taprn.
а) nazik l uzunluqlu gubuq:

СачаЬ: I, = I, = f,rL', 1, : 0 (gubuýun qalrnlrýr пэzэrэ аlшmrr)

Ь) R radiuslu kЁrэ

Cavab: I, = I, = t, =|нП'

(I, = I, - Iз zplr'ar inteqralrnr hesablamaq lazrmdlr).

с) R radiuslu va h hi.irrrdiirliiklii gevranin silindir

шl=иz olduqda h="E

о, х,

аm1
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Cavab: I, = I" =t(*' -+), I, =!,pz (x,-silindrin oxudur).

d) Tillэri а, Ь, с olarr dtИbucaqlr parallepiped

Cavab: ,,=#(ь'+"'), I,=#G'*о'), 
',=#Ь' 

*Ь'),

( х, , rr, х, -oxlart а, Ь, с tillаriпэ раrаllеldilэr).
е) аs,Бlпlп radiusu R, hЁndtiTl{iЁ h оlап gечrэчi konus (ýэkil 38).

Нэlli: оwэlсэ /j* tenzorunu Ьаqlшrýtсlап konusun tэрэsiпdэ olmr фakil 38)

oxlara пэzэrэп hesablayaq. Hesablama silindrik koordinatlarda asan hеsаьlашг va

аlrшr ki,

Ii = IL =| о(** й,l, ti = *в,-l -' 5'[ 4 ), lc

sado hesablama gёstarir ki, аtаlэt mэrkэzi konusun oxu Ёzэriпdа tэраdэп , =+

mэsаfаdэdir. (32.13) diisfuruna эsаsап аlmш ki,

lпIr=Ir=llr_ 1 з

10

t2

R'+L
4

\r

), Iз = I', = firл'
f) уапm охlап а, Ь, с olarr tigoxlu ellipsoid
нэ[li: оtаlэt mэrkэzi ellipsin mэrkэzi, Ьа9 эиlаt охlап isэ ellipsin охlагr ilэ

Ёst-tista dii9ti. Ellipsoidin hэrkэziпэ gёrа inteqrallamanr х=а€, у=Ьо уе z=c(
gevrilmasi чаsitэsilэ ktiгэпiп hэсmiпэ g0rэ inteqrallamaya gёttirmok olur. Bu
gечirmа ellipsoidin

,' _!' _" :,

tanliyini, vatrid radiuslu sfеrашп 
V - r - 7 -'

€' +q' + С' =|

tэпliуiпэ gечirir.
Веlэliklэ х охuпа пэzэrэп эtаlэt moment iigtirr alrrrq ki,

t, = о!!!(r' + 
"'Prdyd, = *Ь"!!!(Ь'q' * r' С'h€dцd€ = оЪ"f,r(Ь' * r')

Вчrаdа 1i vahid radiuslu kiiтэпiп эtаlэt momentidir. Ellipsin hэсmiпiп аrrаЬс/

olduýunu Ьilэrэk эtаlэt mоmепtlаrЫ
. I,=!(b'*r'), t,=!(o'*"'), ц=!(о'+ь')

taprlrr.
3. Fiziki rэqqiБm Hgik гэqslаriпiп tezliyini tэуiп edin (Ufiiqi ох эtrаfiпdа

уеllэпап Ьэrk cisim).
Halli: Tutaq ki, гэqqаsrп аИlэt mэrkэsiпdэп firlanma охrша qэdаr оlап mэsаfэ

l,a,9,y isэ опчп Ьаý эtаlэt охlаrшrп frrlanma ox.tr ila аmэlэ gэtirdiklari
bucaqlardrr. ýaquli istiqаmэtlэ эtаlэt mэrkэziпdэп firlапmа охuпа епdirilэп
perdendikulyar аrаsшdа qalarr Ьчсфr р ilэ i;аrэ еdэk. Оtаlэt mэrkэziпiп siirэti
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у=lФ, bucaq stirэtiпiпьаg эtаlаt oxlarmaproyeksiyalart фсоsс , фсоsв чэ фсоsу.
qл bucaýrnr kigik hesab еdэrэk potensial enerjini

ц = pgl(l-cosqл) *f,HBlЧ'

ona gёrа dэ Laqranj funksiyasr

, = * r'+}(r, со.' а +.I, cos2 В + I, cos. r|i,' - Ч' ч'

Вurаdап rэqsiп tezliyi Ёgiiп

'-'-''= . = Fgl" 
ilz +1,cos2a+lrcos2 B+Ircos2y

4, ýэkil 39-da gёstэrilэп sistemin kinetik enerjisini taprn. ОА чэ АВ pargalarr
l uzunluqlu nмik bircins 9ubuqlardrr, Опlаr А пёqtэsiпdэ gаrпirlэ Ьirlэ9miglэr. ОА
9ubuýu О пбqtэsi эtrаfiпdа qakil mtistavisindэ firlашr. АВ guЬuýuпuп В пёqtэsi
ох tizrэ si.irtigtir.

Нэlli: ОА guЬuýuпuп эtаlэt mэrkэziпiп (gubuýun ortasmdadrr) stirэti '%
ЬаrаЬэrdir q, АОВ bucaýrdrr. Ona gбrэ ОА gubuýunun kinetik enerjisi

,, =Ц;ф' *:ф'

(р- bircins gubuýun ktittэsidir). АВ gubuýunun эtаlаt mэrkэziпiп dekart

koordainatlarr , =?l l
,соsvэ y=:sinp-dir. Bu gubuýun da firlапmа stirati Ф

olduýundan опuп kinetik enerjisi

т, = t(*' + r')+ 
f,o' 

= {o-8sin' р)р
. Ibz

)

Sistemin tam kinetik enerjisi

, ={rr+зsiпz р)ф2

(mэsаlэ 2, а пэtiсэsiпэ эsаsэп 
' 

= rО'Ауеriпэ yazrlrb).

5, Radius R olan silindir miistavi iizэriпdэ diуirlэпir. Опuп kinetik enerjisini
tарш. Silindirin kýtlэsi еlэ paylarrmt;dtr, onun bag эtаlаt oxlanndan biri silinфik
охчпа paralel olub ondan а mэsаfэsiпdэdir, Нэmiп bag оха пэzэrэп эtаlэt
momenti / -dir.
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у

А

о х

ýэkil 39 ýэkil40

Нэlli: ýaquli, aýrrlrq mаrkаziпdэ silindrin охuпа gakilmi; реrрепdikulуаr
arasrndakr bucagr 9-1e igаrэ еdэk (9эkil 40). Нэr ап silindrin hэrаkэtiпа

anifirlanma охч эtrаflпdа tэmir firlanma hэrэkэti kimi baxmaq olar. Ani firlanma

9

охч silinфin
bucaq stlrэti

tэrрапmэz mtistэчiуэ toxunduýu хаttlэ iist-Ёstэ dii;Ёr. Frrlапmашп

Ф -iir (Biittin parallel frrlanma охlаппа пэzэrэп firlarrma bucaq stirэti

еупidir). Otalat mэrkаzi ani firlanma oxrrndan а' + R' -2aRcosp mаsаfэsiпdэ

оlur. Опа gёга dэ опчп sЦrэti V - a'+R' -2aRcoscp. Silindrin tam kinetik

enerjisi
р

l -- ,)

6. R radiuslu silindrik sэth iizrэ diyirlanэn а radiuslu bircins silindrin

kinetik enerjisini taprn (;эkil 41).
Нэlli: нэr iKi ,-ilind.ir, mаrkэzlэriпi Ьirlэýdirэп хэtlэ qaquli arasrndakr

bucaýr qr-ilэ i;аrЭ edэk. Diyirlэnan silindrin эtаlэt mэrkэzi oxun tlzэriпdэ olacaq

чэ onrrn stirэti V=Ф(R-с). Bucaq stiratini ani firlапmа oxu эtгаfiпdа baq чеrэп

tэmiz firlanma stirэti kimi tэуiп еdэk. Ani firlanma охu siliпdrlаriп toxunma хэtti

ilэ tist-iistэ dtigiir. Опа gёrа dэ

, о =L=ФR-Оаа
Оgаr /, -silindrin oxuna пэzэrэп аtаlэt momentidirsэ, onda

т = |(п - 
о)' Ф' - +ry,i" =f, н@ - о)' Ф"

(/, -a-cr у mэsэlэsiпdэ gбti,irЁltir )

7. Mtistэvi tiеrэ diуirlэпэп biricns konusun kinetik enerjisini Ирш,

(а' + л' - 2aлcosp) *:ф'
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нэlli: konusun mtistэvi ilэ
toxunduýu ОА хэtti ilэ hэr hansr sabit
istiqamэt arastndakt bucaýr d-ilэ igаrэ
еdэk (gэkil42). Оtаlэt mэrkэzi konusun
oxu tizэriпdэdir. опuп stirэti
V = асоsаё-dir, Вurаdа 2а -konusun
agrlma bucaýtdrr, с iso эtаlэt
mэrkэziпiп tэрэdэп оlап mэsаfэdir,
Bucaq stirэtiпi ani ОА oxu эtrаfiпdа
Ьа9 чеrэп firlапmа (tэmiz) si.irэti kimi
hesablayrrrq

R

ýakil41

92=J-=
4Sln 0

0ctga

Вар эtаlэt oxlarmdan biri konusun oxu ilэ tist-tista dii;tir (х, oxu). Diýэr Ьа5

аtаlэt oxu (хr) konusun охчпа чэ ОА хоttiпэ perpendikulyar sе9эk. Onda О
чеktоruпuп (ОА хэttiпэ раrаllеl) Ьа9 аtаlэt oxlan iizrэ proyeksiyalr Osina, 0,
Г)соsа olacaq, Nэtiсэdэ axtardrýrmrz kinetik enerjini

Т = 
Щ' 

"оr' 
оё' +L"os' аё' +22 ё' ='#' 

''(l 
+ 5cos2 а)

I coso d
2 siп2 а

gаkliпdэ taprrrq (h-konusun htindtifltiy0, I|,I2, а isэ (Za) mэsэlаsiпdэп gёttiri.iltir).

0 Y

х

ýэkil42

8. Oturacaýt mtistэvi tizrэ diуirlэпэп tэрэsi isэ tэгрэпmэz оlаrаq miistэчidэп
konusun оtчrасаýmш radiusu qэdэr mэsаfэdэ olan bircins konustrn kinetik
enerjisini taprn (konusun oxu mi.istэviya paralleldir).

z

о

А
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Halli: Mi,istэvidэki sabit isti-
qаmэtlэ konusun охuпuп hэmiп miis-
tэчiуэ proyeksiysr arasrndakr bucaýr
0 ilэ igаrэ еdэk (;эkil 43), Onda
оtаlэt mэrkэziпiп stirэti v = аё
(igаrэlэr mэsэlэ 7-dэ kimidir). Ani
firlanma охч konusun ОА -уап tilidir.
ОА хэtti konusun mtistэviyэ
toxunduýu пёqtэуэ qаdэr 9эkilmigdir.
оtаlэt mэrkэzi bu охdап asinc
mэsafasindadir. Опа gбrэ

с)= V = 0

asin с sin а

z

Y

х А

ё vektorunun Ьа; эtаlэt oxlanna proyeksiyast (х, охu konusun охчпа чэ оА
xattinЭ perdendikulyardrr). C)sin а = ё , О, C)cosc = futga. Ona gёrэ kinetik enerji

ýэkil 43

с ё

т =l-' 6, *\оr *\ёrrrrrо=222- (#"-')Зф' ё,
40

g. Вir oxu (ДВ 9эkil 44) эtrafinda firlarran bircins i,i9oxlu ellipsoid kinetik

enerjini tарш. дВ oxu опа perpendikulyar olan чэ ellipsoidin mаrkаziпdэп kegan

CD эtrаfiпdа firlanrr.

рD
в

а

А вА

ё

ýaНl44

Halli: CD эtrаfiпdа firlапmа bucaýmr d, АВ-эtrаfiпdа flrlanma Ьuсаýmt р-
ila iqara еdэk, ВЧ bucaq CD ilэ АВ хэttiпэ регрепdikчlуаr оlап х, аtаlэt oxu

arasmdakt bucaqdrr. Onda O-ntn эtаlэt охlаппа рrоуеksiуаlап dcos9 , ёsiпtр, ф

ýakil 45
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olacaqlar (hэmdэ хз охu АВ -ila tist-tistэ dtigtir). Ellipsin mэrkэzi ilэ i,ist-tista

diiqэn эtаlэt mэrkаzi tэrрэпmэdiуiпэ gёrэ kinetik enerji

, =+Q,cos'p+.I, sin2 ,рУ' *Irrr.-

10. АВ oxu maili olduýu va ellipsoid hэmiп оха пэzэrэп simmetгik olduýu
halda (sэkil45) hэmiп mэsаlэпi hэll edin.

Halli: О-шп АВ oxuna чэ опа perpendikulyar olan digar iki Ьа9 эtаlэt
охlаппа (bunlarr ixtiyari sеgmэ olur) рrоуеksiуаlагr. ёсоsасоsp, 9coscsinp,
ф + ёsiпа
Kinetik епеrji isэ

Т = L 
"о, 

оа' * 
|со+ 

dsina)2

ý 33 Bork cismin impuls mоmепti

Bildiyimiz kimi sistemin impuls momentinin qiуmэti опчп hanst пёqtэуэ gёrэ
tэуiп olunmasmdan asrlrdtr. Вэrk cisim mexaniksmda Ьеlэ пOqtэ olaraq hэrэkэt
еdэп koordinat sisteminin ba;lanýtcmt, уэпi Ьэrk cismin эtаlэt markazini sеgmэk
daha эlvеriglidir. Gаlэсэkdэ Й momentini bu fоrmаdа tэуiп olunmug hesab
еdэсэуik.

(9.б) dtisfuruna эsаsэп koordinat ba;lanýrcrnr cismin эtаlэt mаrkаziпdэ
segdikda onun Й momenti "mэхsusi" momentla Ёst-tistэ dti;tir. Вu mоmепt yalnrz
zэrrэсiklэriп эtаlэt mэrkэziпэ пэzэrэп hsrэkаtlэri ilэ tэуiп olunur. Ba;qa sёzlэ
dеsэk й =|m|r;] dUsturunda i -пш уеriпэ [ся] y*-uq lмrmdrг.

й = |.|[wn = r, {,,n - r(rО)}

чэ уа tепzоr igаrэlэmэriпdэ
й = Z-{tГ), - х,х*С)* } = r* I,n{, | 6,о _ r,rr\

Nэhауаt эtаlэt tenzorunun (32.2) ОrrТЁi,:;:эrэ alsaq
(33.1)

olduýunu gёriiriik.
ОgЭr х, ,х2,хз охlап cismin Ьа9 эtаlэt охlап istiqamatindэ уёпэlmig olarlarsa

onda
М, = Ir{lr, . М, = IrQr, М, = /зQ, (ЗЗ.2)

Xi,isusila, ktiravi firfira Ёgiin
й=й (3 3.з)

уэпi moment vektoru bucaq stirэti vektoru ilэ mtitэпаsiЬdir va опuпlа eyni
istiqаmэtэ malik оlur.
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umumi halda ixtiyari cisim ugtin й vektoru istiqаmэtсэ ё vektoru ila iist-

i.istэ dti;mtir. Yalnrz Ьэrk cisim hэr hanst Ьа9 эtalat охlап эtrаflпdа firlandrqda й
va ё eyni istiqаmэtdэ оlurlаr.

Не9 Ьir xarici qtivvэ tэsir
еtmэуэп cismin sэrЬэst hэrэkэtiпэ
baxaq, О qэdэr dэ mаrаq kэsЬ et-

mэуэп ЬэrаЬэr stirэtli dtia<эttli hэrа-
kэtiп olmadrýrnr qэЬul edak, уэпi
sбhьэt bark cismin sэrьэst frгlапmа-
smdan gedir.

SэrЬэst firlanan istэпilэп qapalt

sistemi impuls momenti sabitdir.
Кtirэчi ftrfira tigtin Й = coпst olmast
б=сопst dеmэkdir. Bu isэ sэrЬаst
kiirэчi firfirашп iimumi halr sabit ох
atrafinda mtiпtэzэm firlanmadan
iЬаrэtdir.

Rotator halr da 9ох sаdэdir.

вurаdа da й = Ю olur. Нэmdэ ё
rоИtоruп охuпа perpendikulyardrr.
Опа gёrэ dэ rotatorun sэrЬэst
firlanmast bir mtistэvi tizrэ

м

ýэkil46

а

ъ

firlanmadan, hэmiп mtistэчiуэ регрепdikulуаr olan istiqаmэtdэ firlanmadan

iЬаrэtdir.
impuls momentinin saxlanmasl qantmu, datra mtirэkkэь hэrаkэti, simmetrik

firfirantn sэrьэst hэrэkэtiпi da tэуiп еtmэk tigtin kifayatdir. simmetrik firгlrшrrп

x|,xz Ьаqэfаlэt охlаппш (firfiranrn simmetriya oxuna хз perpendikulyar)

istiqamэtlэrinin sеgilmэsiпiп ixtiyari olmasmdan istifadЭ еdЭrаk xz oxunun

istiqamэtini sabit й vektoru ila хз Охuпчп ani эmэlэ gэtirdiyi mtistэviуЭ

perpendikulyar sеgэk. Onda Mz =0 чэ burra (32.2) dtisturuna gёrэ Q, = 0 оlur, Bu

isэ о dеmэkdir ki, hэr an й , h чэ ftrfirantn oxu eyni bir miistavi tizэriпdэ оlurlаr

(sэkil 46). Вurаdап isЭ gжtr ki, firftrantn oxu iizаriпdэ olan btittin пOqtаlэriп

; = [au] stiratlari hэr an gёstэrilэп mi,istэчiуэ perpendikulyar оlurlаr. Baýqa sбzlэ

firfiranrn охu й istiqamэtinэ паzэrэп mtiпtэzэm olaraq firlanrr vэ gеvrэvi konus

crzrr (agaýrya Ьах). (Buna fiгfiгапrп requlyar, (mЁпtэzаm) presesiyasr deyilir).

рrеsеsiуа-iiэ yana;r firfirа ёz oxu эtrаfiпdа Ьэrаьэrsiirэtlэ firlanrr, Наr iki
firlапmашп bucaq stirэtlэriпi М -iп qiymэti чэ й -istiqamatlэ firfiranln охu

arasmda qalarr d bucaýr ilэ ifаdэ еtmэk olar. Frrfirашп ёz oxu atraftnda bucaq

stiroti а, . б vektorunun hamin оха proyeksiyasmdan iьаrэtdir.

а,=Ч=Ц_"оr0 (33,4)' Iз Iз

presesiya bucaq stiтэti or, -ni toyin еtmэk tigiin О vektorunu раrаllеlоqrаm

qaydasr ilэ х, oxu чэ Й istiqamэtindэ tорlапап.lаrа aylnnaq laztmdrr. onlardan

13l
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birincisi firfirапrп охuпuп yerini dэуi;mir, ona gёrэ dэ ikinci toplanan axtardrýrmrz
presesiya bucaq stirэtini verir. ýэkil 46-dan gёriiпi.ir ki, sin dQr, = C)r,

n,="/r,='"n%,,

(33.5)

ý 34 Ваrk cismin horakat tanliНari

Вэrk cismin sэrЬэstlik dэrасаsiпiп sayr б olduýundan hэrаkэt tanliklэrinin
(asrlr olmayan) sayr altr olmalrdrr. Нэmiп tапliklэri impils чэ impuls momentinin
zamana gёrэ tёrэmэlэriпi tэуiп еdэп ifаdэlэr kimi yazmaq olar.

Bu tапliklэrdэп birincisini sistemi tэ;ýil edan zэrrасiklэriп hэr biri tigtin
yazrlmr; Р = / tэnliyinin btinin zэrгэсiklэr tizга toplamaqla almaq оlur. Burada Р
zэпэсiуiп impuls / isэ tэsir еdэп qtiwэdir. Cismin

р=|F=рt

- Иm impulsunu чэ tesir edan qiiwэni F =|f daxil еdаrэk alrrrq ki,
dP;
-= 

1l

no, =t

Doýrudan da cismin dtizxэttli бfr уеrdэуiqmэsi zаmаш btittin zэпэсiklэri / radius-
vektorlarr eyni qэdэr dэуi;ir чэ potensial enerjinin dэуi;mэsiпi

Л/ = Г Ц8 =6Лr9q =_6Л' 7 = _FaR
"а7 ца/ L-:

dt
(34.1)

qЁwasini hэr Ьir zэпэсiуэ tasir еdэп qi,iwэlэriп, о сtimlэdэп cismin baqqa
zэrrасiklаri tэrэfiпdэп tэsir edan qtivvэlarin сэmi kimi tэуiп etdik. Lakin faktiki F
qtivvэsina yalnrz zэrrэсiуэ daxil оlur. Cismin zэrrэсiklэriпiп qar;rlrqlr tэsiri
qar;rlrqlr оlагаq ixtisar оluпurlаr. Doýrudanda xarici qtivvэ olmadrqda sistemin
impuls soclmtr. Dеmэli F = 0 olmalrdrr.

Оgаr U cismin xarici sаhэdэki potensial enerjisidirsa, onda F qtiwэsi U_nu
эtаlэt mаrkэzi koordinatrna gёrэ tёrэmэsi kimi tayin еdilэ Ьilэr

F = -Ч Q4:)аR

;эkliпdэ yaza Ьilэrik.
Вuпчпlа эlаqэdаr qeyd edak ki, (34.1) tэпliуiпi аtаlэt mэrkаziпiп

koordinatlarrna пэzэrэп yazrlmrg
daL aL

Laqranj tanliyi kimi dэ (32.4) Laqranj funksiyasrndan almaq оlаr

dt atr аR.
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impuls momentinin й 7;amжta g0rэ tёrэmэsi kimi tayin оluпап ikinci
tэпliklэriп almmasrnr kegэk. Qrxarrlr;rn sadaliyi tigЁп 'tэrрэпmэz" (эtаlэt)

koordinat sistemi sеgmэk datra alveriglidir. Bu hesablama sistemindэ baxdrýrmrz
onda эtаlаt mэrkэziпiп si.ikuпэtdэ olur. Вч ciir аltпап tэnlik Qalileyin nisbilik
prinsipinэ gёrэ istэnilan inersial hesablama sistemindэ doýru olacaq.

Alrrrq ki,

й =+zЬF]=Ihл]->Fч]dtЦ

Hesablama sistemini yuxarrda deyildiyi kimi segdiyimizэ g0rэ (n = О). r'-nln

baxdrýrmrz andakr qiуmэti П:i.stirэtlэ tist-tistэ d{i9iir. i чэ Р=ий vektoTlart

eyni istiqadatdэ olduqlarrndan [rР]= о olu..

Burada i -п I -lэ ifаdэ edib, пэhауэt altrrq ki,

к (34.3)
dt

Вurаdа
R =,[i] (з4.4)

t;J qЁwэ momenti adlanrr. Yэпi К сismэ tэsir еdэп bi.itiin qОwэlаriп

momentidir. F qi.iччэsiпdэ olduýu kimi (34.4) dtisturunda da faktiki olaraq ydlntz

xarici qtiwэlэr пэzаrа altnmaltdш. impuls mоmепtiпiп saxlanmast qапUпuпа

uyýun olaraq qapalr sistemin dacili qtiччэlэriп mоmепtlэri сэmi srfira ЬаrаЬэr оlur,

Impuls momenti kimi qtivvэ mоmепtiпdэ, Ёmumiууэtlэ, koordinat
ba;langrcrnrn segilmasindэn astlt оlur. (34.3) чэ (34.4) ifаdэlэriпdэ mоmеПtlэr
cismin эtаlэt mэrkэziпэ пэzэrэп tэуiп olunmuqlar.

Koordinat baqlanýrcrnrn а mэsаfэsi qэdэr kogtirdЁk dэ yeni F' radius

vektorlan kёhпэ 7 radius-vektorlarla i =i'+d dtisturu ilэ эlаqэlidirlэr. опа gёrэ

,r: I[i/j= It,r]-,tail
vЭ Уа 

k = R,- [uл] (з4.5)

Вurаdшr gёrliпtir ki, tam qЁччэ F = 0 olduqda momentin qiymэti koordinat
baglanýrcrnrn segilmэsindan astlt оlmчr (Bu halda dеуirlэr ki, сismэ ctit qiiwэ
tэtЬiq olunub).

(3 4. 3 ) tапliуiпэ "ftrlanma koordinat"laпna паzэrэп yazrlmrg
daL aL

dtй аФ

dM

Laqranj tэnliyi kimi Ьаха bilэrik, Doýrudan da (32.4) Laqranj funksiyasrnr ё
vektorunun kоmропепtlэriпэ gёrэ diferensiallasaq alrrrq ki,

+=I,1{lo=M,
0Q,
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Cismi hэr hanst sonsuz kigik бр bucaýl qэdэr dёпdэrdikdа potensial enerjinin

Дu dэуi9mэsi isэ ЬэrаЬэrdir.
5u = -Zfttr = -ZtlaФ1=-arzV7l= -Кq

вuгаdап isэ
aU
аФ

Yэпi
0L 

=-0U =r<аФ аФ

Tutaq ki, r чэ F vektoгlart Ьir-Ьiriпэ perpendikulyardrr. Bu halda еlэ bir d
vektoru tapmaq оlаr ki, (34.5) dЁsfurunda .R'= 0 olsun. Onda

R = [uл] в4.7)

olacaq. Вч halda й vektorunun segimi birqiymэtli deyil: опа .F vektoruna раrаllеl
olan ixtiyari vektoru аlачэ etdikdэ (34,7) ifadasi dayi;mir. Bu isэ о demekdir ki,
i'= 0 qэrti hэrэkэt еdэп koordinat sistemindэ bir пёqtэпi deyil Ьir хэtti tэуiп edir.
Вuпа misal bircins sahэsi misal gёstэrmэk olar. Bu sаhаdэ maddi пёqtэуэ tэsir

- еdэп qЁwэ 7 = "Е 9аkliпdэ оlчr. Вчrаdа .Ё sаhэпi хаrаktеrizэ еdэп sabit vektor, е

isэ zэrrэсiуiп verilmig sаhэуэ пэzаrап xassэsini g0stэrэп kаmiууэtdirа. Вч halda
alrrrqki' 

F=ЕZ", ,*=[.гЁ]
!е *'0 qabul еdэrэk

Z"
|е

к (34.б)

(34.9)

Го=

vektorunu tэуiп еdэk. Onda tam moment tigtin
,t = h,л]

(34.8)

dЁsturunu alrrrq. Веlеliklэ, cisim bircins sаhэdэ hэrэkаt etdikdэ satranin tэsiri
'oradius vektoru" (34.8) оlап пёqtеуэ tatbiq olunmug, Ё qi.iwasinin tэsiriпэ
gэtirilir. Нэmiп пёqtэпiп чэziууэti btitiinliikdэ cismin хаssэsiпsэп astlr оlчr.
Маsэlе, aýrrlrq sаhэsiпdэ hэmiп пёqtэ cismin эtаlэt mаrkэzi ilэ Ёst-Ёstэ dti;tir.

а Мэsаlэ, bircins elektrik sаhэsiпdэ .Е sфэпiп intensivliyi , е isэ zэпэсiуiп yЁkiidtir. Bircins аýrrhq sфэsiпdэ ,Ё

aýrrlrq qiiwэsinin tэсili ý, е isэ zэrвсiуiп kiitlэsidir.
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'' ý 35 Еуlеr Ьuсаqlаrl

Дrtrq qeyd etdiyimiz kimi Ьэrk cismin hэrаkаtiпi tasvir еtmэk tigi.fur опuп

эtаlэt mэrkаziпiп iig koordinatlarrndan чэ hэrэkэt еdэп koordinat sistemi х,,хr,х,

охlаппm, tэrрэпmэz koordinat sistemi X,Y,Z охlаrmа пэzэrэп istiqamatlarini

tэуiп edan tig dэпЭ ixtiyari bucaqlardan istifada etmak оlur. Веlэ bucaqlar alaraq,

9ох halda sэrfэli оlап Eyler
z bucaqlarr dеуilэп bucaqlardan

istifadэ еdirlэr.
indi biri yalпtz koordinat

oxlart arastnda qalan bucaqlar
maraqlandtrdrýrna gёrэ hэr iki
koordinat sisteminin ba;lanýtcmt
eyni пёqtаdэ gcitiirэk (;эkil а7).

Нэrоkаt еdэп х,х, mtistэvisi

tэrрэпmэz XY mtistэvisini Ьir
хэtt tizrэ kэsir (9aki1 47-da ON
хэtti). Bu хэtt dtiуэt iin хэtti
adlanrr. Aydrndrr ki, bu хэtt hэm
Z oxuna hаm dэ хз oxuna

ъ V

perpendikulyardrr, Опчп mtisЬэt

istiqamэtini еlэ sеgэk ki, о [z;, ]

ýэkil47 vektoru hasilin istiqamati ila Ёst_

iistэ dЁ9iir (r,iз vahid vektorlart

z vэ хз oxlart tizrэ уёпэlmi9dir). -
хl2х2lхз oxlannrn Х,Y,Z охlаппа пэzэriуэtiпi tэуiп еtmэk iigi.in a;aýrdakr bucaqlarr

sеgэk. Z Уе Хз охlаП arasmdakr 0 bucaýt, Х чэ N oxlan arastndakt р Ьuсфr, N

xatti ilэ Х1 Охц arasmdakr rл bucaýr. 9 уа v bucaqlarr vint qaydasr ilэ tэуiп оluпur

чэ z чэ хз oxlsn эtrаfiпdа firlапmаш verir. d bucaýr 0-dan z-уэ kimi, р уе v
bucaqlarr 0 -dan 2п -уе kimi dэуi;irlэrs.

indi isЭ О bucaq stirэti чеktоruпrШr х,,х2,хз oxlan tizrэ kоmропепtlэriпi Еуlеr

bucaqlarr чэ опlапп zarrаana gбrэ tёrэmэlэri ilэ ifаdэ еdэk. Вчпuп u1uп ё,ф,у

bucaq stirэtlэriпi homin охlаr iizrэ proyeksiyalayaq. d bu.uq stirэt ON dtiyЁn хэtti

Ьоуuпса убпэlmiqdir. Ona gёrа onun Хl>Х2>Хз oxlart tizrэ proyeksiyalarr

ё,=ё"оrrlr, ёr=-ёs\пу, ёr=0 olacaqlar. fr bucaq stirэti z oxu i.izrэ уёпэlmiýdir.

опа gёrэ опuп Хз охч iizrэ proyeksiyasr rр, = фсоs0 vэ xtxz miistэvisiпэ

proyeksiyast isэ фsiп 0 oiur. Ахшпсt х,х, oxlarl iizrа proyeksiyalasaq alrrrq ki,

ф, = фсоsdsiпV, Ф, = фsiп 0cosy

5 0 чэ ср - П/, Ьuсачl*r Хз ОХЦIlUп X,Y,Z охlагlпа паzэгэп polyar azimut bucaqlarldrгlar. Eyni zamanda d vэ

- tpr bucaqlmr isa uyýun olaraq z oxunun х|, х2, хз oxlartna пэЬгэп роlуаr ча azimut bucaqlartdrrlar,
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Nэhауаt l sЁrэti хз охц iizrэ yёnalmi;dir. Нэr bir ох i,izгэ proyeksiyalarr Ьir уеrа
yrýsaq yekun оlаrаq alrnq ki,

О, = фsiп ?siпу + ёсоsу
С), = фsiпOсоsи - ?siпу (35.1)
О, =фсоs9+у

Эgэr х,,хr,хз охlаr1 Ьэrk cismin Ьаý эtаlэt oxlarl tizrэ уOпэlmiglэrsэ, onda
Ьэrk cismin flrlanma kinetik enerjisinin Еуlег bucaqlarrndan asrlrlrýmr tapmaq
Ugtin (35.1) dtisturunu (32.8)-dэ уеriпэ yazmaq laztmdrr. Simmetrik frrflra tigtin
(I, = I, * l, ) alшrq ki,

,n =*(o'sin2 d+ о')*|@"оsd+rл)2 (35.2)

Qeyd еdэk ki, hэmiп ifаdэпi daha sаdэ yolla, xtxz охlаrmш istiqamэtini
simmetгik frrfira iigiin ixtiyariliyindэn istifadэ еdэrэk almaq olar. Hesab еtsэk ki,
xl oxu ON xatti ilэ tst-Ёstэ dtiýtir onda rл = 0 оlur чэ alrnq ki,

Qr=ё, о, =фsiпg, {2r=фсоs1+i (35.3)

Eyler Ьчсаqlаrrпш trtbiqinin пtimчпэsi kimi опlапп чаsitэsilэ аrtrq Ьizэ
mэlчm olan sэrЬэst simmetrik firfiranrn hэrэkаtiпi tayin еdэk.

Таrрапmэz koordinat sisteminin Z охчпu firfiranrn sabit й momenti
istiqаmэtiпdэ segak. Тэrрэпэп koordinat sisteminin хз охц boldrýrmrz halda diiz
хэtti ilэ tist-tistэ dЁýЁr. Onda (35.3) dtisfurunun kёmэуi ilэ Й чеktоruпuп
kоmропепtlэri tigtin alrnq ki,

Мr= Ir{lr= Irё, Мr= Ir{l,r= Irфsiп?, М, =/rQз = Iз(ФсоsO+й)
Digэr tаrэfdэп Jl oxu (dtiytin хэtti) Z oxu peгpendikulyar olduýundan alrrrq

ki,
Ml=0, Мr=Мsiп?, Мз=Мсоs0

Bu ifadolэri Ьir-Ьiriпэ ЬэrаЬоrlэgdirэrэk agaýrdakr tonliklэri alrrq
ё=О, IrФ=М, Ir(фсоsO+ф)=Мсоs0 (35.4)

Bu tэпliklэriп Ьiriпсisiпdэп alrnq ki, 0 = сопst, уэпi firflгапrп охчпuп й
istiqаmэtiпэ meyl sabit qalrr. ikinci tэпlik рrеsеsiуа bucaq stiratini (33.5) tопliуiпэ
чуýчп оlаrаф Ф = % r. Nahaybt tigtincti tэnlik firflranm ёz охч эtrаfiпdа flrlanma

bucaq stiгatini tэуiп edir.

C)r
mcos9

Мэsэlэlэr
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ъ. z

1,А9фr nёqtэsi tэrрапmэуэп аýtr simmetrik firfirа mэsэlэsiпi kvadraturaya
gэtirin (;эkil48).

Нэlli: Тэrрэпэп va tаrрапmэz koordinat
sistemlarinin hэr ikisinin ba;lanýrcrnt tэrрап-
mауап пёqtэdэ z oxu isэ 9aquli istiqаmэtdэ
sеgэk (lakil 48). Aýrrlrq sаhэsiпdэ frrflranrn
Laqranj frлrksiyasr

,=fftr +ф2 sinz о)-|fu+фсоsd)' - pglcoslо

\

Y
{

m9

V

N

ýэkil48

(д-firfirапrп kiitlэsi, l isa эп a;aýt noq-

tаdэп эtаlэt mэrkэziпэ qader оlап mэsаfэdir).

р уэ V kooгdinatlarr dёчrti dёvriidtirlar.
Ona gёrэ

aL
р, = ft = t,(й + фсоs0) = coflst = мз

(1)

м, - Mrcos9

р
х1

е, =#= ({sin'0+1, cos' lful+ Irфсоso = сопst = М" (2)

hэrэkэt inteqrallarrnr аlшq (Ьчrаdа I',=I,+,r.r/' iýаrаlэпmэsi qэЬul edilmiýdir. л*

чэ р, kэmiууэtlэri О n0qtэsino пэzоrэп tэуiп olunmu; firlanma momentinin uyýun

olaraq х, yе Z oxlarr i.izrэ komponentlaridir). Bundan эlачэ enerji dэ saxlanrlrr

Е = +(ё' 
+ ф2 sin2 

')- *t + фсоsd)' + pgl соs0 (3)

(l) чэ iki tапliklэriпdэп alrrrq ki,

ф= (4)
Iisiп2 0

. М, ^M"-Mrcos?|!,/| -----!- -cosa '' I, Iisin2 0
(5)

i;аrэlэmэlэri qэbul olunmu;dur

lз7



B-ni Ьчrаdап tэуiп edib, dэуiqmаlэrа аушаrаq, alrrrq ki,
d0t- i (7)

trrr,-u",(0))

(inteqral-elliptikdir). Bundarr sonra р уе V bucaqlarr d-bucaýrnrn funksiyalarr
kimi (а) чэ (5) diisturlarrndan kvadratura ;аkliпdэ tayin olunurlar.

Нэrэkэt zamanl 0 bucaýrnrn doyigmo oblastr E'>U"'(O) 9эrtiпdэп tэуiп

olunur. L]4(0) funksiyasr (Мr*м, olduqda), 0=0 чэ d=z qiymatlarindэ +со-а

уахtпlаgш, hэmiп qiуmэtlэr arasmda isэ minimumda kegir. Ona gёrэ dэ
E'=Uq(O)tanliyi iki kёkэ malikdir. Hamin kёklar firflгantn охuпuп ýaquli
istiqamotdэn meylini tэmiп еdэп d, чэ ф bucaqlannt чеrir. 9 bucaýrnrn 9,-dэп 9-

уэ qэdэr dayigdiyi zаmап ф-пп i;аrэsi M,-M,cosd fэrqiпiп i;аrэsiпiп dэуi;iЬ

dэуigmэmэsiпdэп asrlr olaraq, уа dэуigir yada dэyigmir.
Birinici halda firГlrапm oxu rэqs еdэrэk (nutasiya dеуirlэr) monoton ;эkildэ

;aquli istiqamэt эtrаfiпdа presesiya edir (9эki1 49,а, buradakt хэff firfirа oxunun
sfera i.izэriпdа 9эkэ Ьilасэуi хэtti gоstэrir). ikinci halda presesiyanrn istiqamэti
sэrhаd gечrэlэriпdа bir-birinin эksiпэdir. Вu zaman firfirа gaquli istiqamэt
эtrаfiпdа hэlqэ clzaraq yerini dэyiqir (;эkil 49,Ь). Nэhауэt, эgэr q чэ 02

qiуmэtlэriпdэп biri M.-Mrcos0 farqinin stfirr ilэ tist-tista dtigэrsэ, onda р чэ rл

eyni zamanda sfir olurlar чэ ftгfirашп охu эуri ctztr (qэkil 49, с).
2. Frrfiranrn ;aquli ох эtгаfiпdа firlanmasmtn dayantqlr olma ;эrtiпi taptn.

0z 02 02

0| 0| 0|

ь)

ýэkil 49

Нэlli: р=0 olduqda х, vэZ охlаrr Ёst-iistэdtiýiir. Buzaman М,=Мr, Е'=0

оlur. Bu ох эtrafinda ftrlanma 0 = 0 qiymet U"r(0) funksiyasrntn minimum n0qtэsi

olduýu halda dayanrqlr olacaq. 0-ntn kigik qiуmэtlэriпdэ

с)а)

М| _pgl
8/i 2 )r'

U"i о
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aIipgl

ц
;эrtiпi alrrrq.

з. Frrfirmrrn mэхsчsi firlanma kinetik enerjisi, aýrrlrq qtivvэsi sa}rэsindэki
епеrjidэп bёytik olduýu halda
("siiratli" firflrа) hаrэkаtiпi tэyin
edin.

Нэlli : Birinci yaxtnla.;mada,
аýшlrq satrэsini пэzэrэ almasaq
firfirarrrn охчпuп й vektoru
atrafinda rеqulуаг (sэrЬэst)
presesiyalr Ьа9 verir (bordrýrшz
halda fiгГrrапrп nutasiyasrna sэЬаЬ

olur). (33.5) dtistrгuna uyýun
olaraq

ýэkil 50

оlчr va Ьчrаdап da Mi > 4lipgl чэ уа

а3 ,

l

Qо,

о пul

ё м
пцl J,

II

(1)

bucaq stiratilэ Ьа9 verir.
NбчЬэti yarrrnla;mada Й

momentinin ;aquli istiqamэt эtrа-

finda yavaý presesiyasr Ьа9lауш
(;эkil 50). Нэmiп ргеsеsiуапrп
bucaq stirэtiпi tэуiп еtmэk tigiin
(34.3) hэrэkаt tэпliуiпi

dM 
=R

dt

nutasiya реriоdчпа gёrэ ortalayaq, Frrfirауа tasir еdэп aýrrlrq qtivvэsi momenti

k = рtlпrЕ1 (Я, firfirапm охu iizrэ vahid vektorudur). Simmetriya mi.ilаhizэlэriпdэп

aydrndrr ki, ,(-nrn nutasiya konusu tizrэ ortast й, чеktоrцпu onun Й i.izra

proyeksiyas, "о"о! ilэ ачэz olunmasma gаtiгir (с -Ьuсфr й |е firflrantn ) oxu

arasrndakt bucaqdrr.
Веlэliklэ alrnq ki,

dЙd-cosca Ьм]dt м

Bu gёstэrir ki, Й vektoru ý (;aquli) istiqamэti эtrafinda

ц=-Д9;а Е

а

lз9



si,irэtilэ presesiya edir (Ьu Г)п,, siirэtiпэ пisЬэtэп Hgikdir).
Baxdrýrmrz yaxrnla;mada (1) va (2) dtisfurlarrna daxil оlап Й че а

kэmiууэtlэri sabitdirlэr фэrэkэt sabitlari oladrqlarrna Ьаrmауаrаq). Нэmiп
dэqiqliklэ onlart dэqiq saxlanrlan Е уе Мз kэmiууэtlэri ilэ

" Мз=Мсоsа

^ Mz ( cos' а sin' а')|,=-i +- |2[ Iэ Ii )

mtiпаsiЬаtlэrilэ эlаqэlidirlэr.

ý 36 Еуlеr tanliНeri

ý 34-dэ yazrlmr; hэrэkэt_tапliklаri tэrрэпmэz koordinat sisteminэ aiddir:

(34.1) vo (34.3) tэпliklэriпd, Ч u" Ч 
'Оr"*эlэri 

.Р уо й чеktоrlаrrпrп hэmiпdt dt
sistema пэzэrэп dэуigmэlэridir. Вuпuпlа Ьэrаьэr, Ьэrk cismin firlanma momenti
й -lэ bucaq stirэti kоmропепtlэri аrаsшdа эlаqэ hэrэkэt еdэп koordinat sistemindэ
koordinat охlап Ьа.9 эtаlэt oxlart istiqаmэtiпdэ убпэldiуi halda an sada 9akil alrr.
Bu эlаqэdэп istifadэ еtmэk tigtin hэrэkэt tэпliklэriпi эwэlса hэrэkэt еdэп sistemin
х|, х2, хз koordinatlarma пэzэrэп yazmaq lazrmdtr.

Tutaq ki, + hэr hansr .? vektorunun tэrрэпmэz koordinat sisteminэ gёrэ
dt

dэуigmэsidir. Оgэr 7 vektoru flrlanan koordinat sistemina пэzаrэп dэуigmirsэ,
onda опuп tаrрэпmэz koordinat sistemina пэzаrэп dауigmэsi

d4 
=[ы1

dt - L"^J

olacaq (Ьо< ý 9-а, orada g0stэrilmiýdir ki, (9l) чэ (92) ifаdэlэri ixtiyari vektor
tigiin doýrudur). umumi halda bu Ьэrаьаrliуiп saý tэrэfiпэ 7 vektorunun hаrаkэt
еdэп koordinat sisteminэ паzаrэп dayi;masini эlачэ еtmэk lмtmdш. Нэmiп stirэti

! il"igara etsak alrrrq ki,
dt

й d'7 г- -l
;=;*[ги] (36.1)

Вч iimumi diisturun kёmэуilэ (34.1) чэ (34,3) tanliklэrini ЬirЬаýа

#* [*]= л, +-[.,Ml=,, (з6,2)
dt L J dt г--J

ýаkliПdЭ yaza Ьilэrik. Zamarra gоrэ diferensiallama burada hэrэkаt еdэп sistemindэ
aparrldrýrndan

dt

dP|

dt

d,F
dt

d,Й
= 

dM,

),
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;эkliпdэ yмmaqla hэrэkэt tanliklэrini hэrэkэt edan koordinat sistemindэ yaza

bilarik. Вurаdа 1,2,3 indekslэri х,,хr,х, охlап Ёzrа kоmропепtlэri gёstэrirlэr, Вu

zaman F -пi pt ilэ i;аrэ еdэrэk alrnq

,(+ +{l,v, - Q,v,

,(+-{rзl\-{2J/з

,(+-{l|vz -{rzv|

хllх2lхз охlаппш istiqamэtini Ьа9 эtаlэt oxlan istiqаmэtiпdэ segilmi9 hesab еtsэk,

(36.2) tэпliklэriпiп ikincisindэ М, = I,{2, чэ s. yaztb alrrrq ki,

',Ч+ 
(/, - 1r)с)rг), = к,

dt

, dQ,t.-_=+ (/, -.rr)c)ro, = к, (36.5)
'dt

, dQ,l,--!+ (/, -.I,)o,c), = к,'dt

(36.4) tэпliklэri Eyler tэпliklэri adlantr, SэrЬэst firlanma halrnda .,( = 0 olur vэ

Eyler tэпliklэri
d{\ 

+/з -/r 9,9" =0dt I|

d{1,2 , I|- т
- * , ]'з о,Q, =о (36.5)

dt 12

dclэ 
+ 

12 _ I| 
с>dt Iз

)=л

)=с

)=с

(36.3)

(36.б)

,о, =0

gэkliпi аlrrlаг.
Misal olaraq, hэmiп tэпliklэri эwэldэ baxdrýrmrz simmetrik fiгfirапrп sэrЬэst

ftrlanmasma tэtЬiq еdэk. Ugtincti tэпlikdэ I, = I, olduýundan alrrrq ki, о, = 0 vэ у8

Qз = сопst. вuпdшr sоrга Ьiгiпсi jkitr:H::" 
Ф, = оо,

gэkliпdэ ума Ьilагik. Вurаdа 
I _ тw=Qзt

igаrэlэmэsi edilmigdir. ikinci tanliyi i-ya vurub birinci ilэ toplasaq

4(a, +io,)=iw(o, +io,)
dl'

tэnliyini alrnq. Buradarr isэ
Q, +iC), = ДеП'

14l



аlrшr (burada А sabitdir). Onu hэqiqi hesab etmak оlаr (bu zаmапm ba.glanýrcrnrn
segilmэsinda эldэ оluпur). Onda yaza Ьilэrik ki,

C)r = lcoswr, {lz = дsiпwt (3б.7)

Вu пэtiсэ gёstэrir ki, bucaq siirэtinin firfiranrn охчпа реrрепdikчlуаr olan
mЁstэчiуэ proyeksiyasr hamin miistэvi iizrэ w bucaq stirэtilэ flrlanrr (bu zаmап

опuп qiуmэti а| + а', = 1 dэyi9miý). Bucaq stirэtiпi firfirantn onu tizrэ с)з

proyeksiyasmda sabit olduýundarr О bucaq stirati vektorunun ftrГtrапm oxu
эtrafinda sabit ф bucaq siirэtilэ firlandrýr пэtiсэsiпdа gэlirik. М, = I,{l,
Mr = Ir{l, Mr = Ir{2, olduýundan (frrfiranrn охчпа пэzэrэп) й vektorunun da

eyni hэrэkэt etdiyini gёriiriik.
Aydrndrr ki, аlmап bu чэziууэt firftramn ýý33,35-ci baxdrýrmrz, tэгрэпmэz

koordinat sisteminэ пэzэrэп etdiyi eyni hэrэkэtiп bagqa aspektidir. Xtisusi halda
Й vektorunun (gэkil 48-dэ Z oxu) хз охu atrafinda flrlanmasrnrn bucaq si.irэti,

Eyler bucaqlarr dilindэ, rл bucaq si.irэtilэ iist-i.istэ dti;tir. (35.4) tэnliyinin kёmэуilэ
alrrrq ki,

, М cosl 
rpcosd =м.оrв[!-!]V = 

ц - 9/ UUJ l'l * .,o'"" "[T - 
T,,l

чэ ча

Вч da (36,6) diisturu ilэ uyýundur

ý 37 Asimmetrik firfira

Еуlеr tэпliklаri daha mtirэkkаЬ mэsэlэуэ, tig аtаlэt momentinin tigiida fэrqli
olan asimmetrik firfirantn sэrЬэst hэrэkэti mэsэlэsiпэ tэtbiq еdэk. Aydrnlrq rigtin

Iз> 12> I| (37.1)

olduýunu qэbul еdэk.
Eyler rэпliklаriпiп iki inteqralr эччэlсэdэп mэlumdur, Onlar enerjinin чэ

impuls momentinin saxlanmasr qапuпlап чаsitэsilэ чеrilirlэr va

/,а| + Ira'r+Ir[lz, =2Е
riOi + Iiai+ I|a', = 74z (з7.z)

gэklinda yazrlrrlar. Burada Е чэ М momentinin эdэdi qiуmэti verilmi; sabitlэrdir
Вч ЬэrаЬэrliklаr Й vektorunun kоmропепtlэrilа ifada olunduqda

_й={l,+

цL*цL*м| =2Е1l 12 Iз
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Mi+M|+M|=yz (3,7.4)

;эkliпdэ оlurlаr.
Аrtrq Ьu ifаdэlаrdэп firfiramn hэrэkаtiпiп xarakteri Ьаrэdэ Ьэzi пэtiсэlэrэ

gэlmэk оlчr. Вчпuп iigtin (37.3) чэ (37.4) tэnliklarinin hапdэsi olaraq М|,М2,Мз

oxlannda 1T4,.,1Totr,"1TBt, yartmoxlu ellipsoidin sэthi tэпliklэri чэ М radiuslu

sfеrашп tэпliНэridir. й vektoru firflranrn эtаlэt охlаrша пэzэrэп yerini dэуigdikса
опuп чсu hэmiп sэthlэriп kэsigdiyi хэttlэr i.izrэ hэrэkэt edir (9эkil 51-dэ ellipsin
sэthinin miiхtэlif radiuslu sfеrаlаrlа kэsigmа хэttlэri gёstarilmigdir).

Каsi;mэ хэttlэriпiп olmast
zEI| < Mz <2ЕIз (37.5)

qэrtiпdэп gоriiпtir. й vektorunun tigЁntinl "trayektoriyastnln" хаrаktеriпiп

х1

хз

х2

ýэkil 51

dэуigmэsiпi м -п qiymэtinin dэуi;mаsiпi izlэуэk (Е enerjinin verilmi;
qiymэtindo) м' zпt,-dэп azca gox olduqda sfеrа ellipsoidi ellipsin iki qtitЬlэriпэ

yaxln olan, х, охuпч mtihazirэ еdэп, iki qapalr хэtt Ёzrо kэsir (М' -+ 2EI, olduqda

' О чеktоrчпuп Ugtlntin сиdrýI analojl эугi plodiya аdlапrr
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bu эуrilэr пёqtэуа yrýrlrrlar). Mz artdrqca эуrilэr gепiglэпirlэr чэ М2 =2EIz
olduqda iki mtistavi эуriуэ (ellipslэra) gечrilirlэr. Нэmiп ellipslar ellipsoidin х,

oxu iizэriпdа olan qtitbtindэ bir-birila kаsi;irlэr. М'-пtп daha da artmast zamanl

уепэ dэ iki dэпэ qapalr эуri alrnrr. Bu эуrilэr indi х, qtitbtinti mtihasirayэ аlш:

М2 -2ЕIз olduqda опlаr пёqtэуэ dёпiirlэr.

Нэr gеуdэп эччэl qeyd еdэk ki, trayektoriyalarrn qapalr olmast Й vektorunun
firftrапm сismэ пэzэrэп уеrdэуi;mэsiпiп periodik olmastnt gбstarir. Bir реriоd
mtiddэtiпdэ Й vektoru bir konusvart sэth crztr уе oz эччэlki чэzilуэtiпэ qayrdrr.

Daha sonra, ellipsin mЁхtэlif роlуuslаrrпа yaxln оlап trауеktоriуаlаrш
miihiim fэrqli хаrаktеrlэriпi qeyd еdэk, х, чэ х, oxlarr yaxrnlrýtnda trayektoriyalar
btitiinliikdэ polyuslar эtrаfiпdа оlurlаr, х2 oxu tizэriпdэ оlап polyuslar yaxrnlrýrnda
kе9эп trayektoriyalar isэ sonrakt hэrэkэtlэri zamanl hэmiп пбqtэlэrdап kifayat '

qэdэr uzaqla;rrlar. Bu fэrq, firftrапrп mtixtalif эtаlаt oxlart эtаrfiпdа firlanmasmt
mЁхtэlif xarakterli dayanrqlrýa malik olmasma uyýun gэlir. Otalat mоmепtlэriпiп
ап bёyiik чэ ап kigik qiуmэtlэriпа uyýun olan х, чэ х, oxlart эtrаfiпdа Ьа.9 чеrэп
firlanmalar dayanrqlrdrrlar. Yэпi kigik mеуlеtmэ zamanl firfira уепа эwэlki
trayektoriyaya уахlп olan trayektoriya iizrэ hэrэkаt еdэсэkdir. х, oxu эtrаflпdа
firlanma isa dayamqstzdш, kigik mеуlеtmэ kifayэtdir ki, ftrftranr эччэlki
чэziууэtiпdэп uzaq чэziууэtэ gэtirsiп,

O-nrn kоmропепtlэriпiп (чэ уа ona mtitэпаsiЬ olarr й -tn) zamandan
asrlrlrýmr tapmaq tigtin (36.5) Eyler tэпliуiпа mtirасiэt еdэk. (37.2) ve (37,3)
tэпliklэriпdэп С)r-пi С), чэ Q,-tlп funksiyasr kimi tapaq

oi = ;*- {zuц - м')- I,(I, -r,)o1 }, 
1,(1, - /,) 

t' J

oi = =J ^ {fu, - 2EI)- I,(I, -1,Р;} (з7.б)' Ir(I, _ 1,) "

чэ Ьuпu (36,5) tэпliklэriпiп ikincisindэ уеriпэ yazsaq alrrrq ki,
dQ, Ir-Irn
---:: = 

-!l,Г), 

=dt I2

{Qu,, - м')- I,(I, - t,)ai|(M' -2EI|)- I,(I, - I)alY,
(з1.7)

Вu tэпlikdэ dэуi;опlэri ауrгrЬ inteqrallasaq ,(О,) asrlrlrýrn elliptik inteqral
qэkliпdэ alarrq. Нэmiп inteqralr gечirэrkэп, aydrnlrq tigtin

м2 > 2EI2

gёttirэk (эks halda agaýrda аlmап ifаdэlэriп hamtsmda 1 чэ 3 indekslэrinin yerini
dэуigmэk 1мrmdrr). / чэ С), dэуiqэпlэriпiп уеriпэ yeni

I
, S=Qz

l--------
I2'lIJз

Т =t
IJ2Iз

744

2ЕIз - м2
(37.8)



dэуi;эпlаriпi чэ mtisbэt k2 <t раrаmеtriпi

0,=

оr=

Оз=

ffi

_м2

'2EI. - м'
" Sпт

I2Uз - I2)

k2= 1 (37.9)
(I, - I, '_LEI,

parametrini dotil еdэk. Onda alrnq ki,

_-'i d..-J 
JF;T-&'Э

(zamanrn baqlanýrcrnl С), = 0 оlап haldmr segirik). Мэlum olduýu kimi hэmiп

inteqralr gечirапdэ yakobinin elliptik inteqrallarrndan biri аlmr.
а=Sпт

bununlada Or-nin zamandan asrlrlrýr tэуiп olunur. ol(r) чэ Оз(,) funksiyalart

О,(r)-dэп (37,6) dЁsturu vasitэsi ilэ ifаdэ оluпur, Qalan ba;qa iki elliptik

funksiyalannrn tэуiпiпdэп
|- sп2т , dпт = - k2 sп'тспт =

istifadэ еdэrэk пэhауэt a;aýrdakr dtisturlarr alrrrq

'zEI. - м'' спт
1,(1, - 1,)

м2 -2

(37.10)

(з,7.|2)

I!(Iз - IL)

(37.10) funksiyalarr periodikdirlэr. опlаr1цl т -уа96rэ реriоd|ап цk-drr. Burada к
birinci пёч tam elliptik inteqralldrr.

ds du

Jl - Ё' sin' и
(37.1 t)

Zаmапаgбrэ period isэ

Т=4К

rl2

{

I1
z

K=i

I
т

(I, - I, 2EII

ifаdэsilэ tэуiп оluпчr.
Bu zarflaт mtiddэtindэ б vektoru firfiranrn oxuna пэzэrэп эwэlki

чэziууэtiпэ qayrdrr (firfirmrшr ёzЁ isэ tэrрапmаz 'koordinat sistеmiпэ пэzэrэп

аwэlki чэziууэtiпэ qayttmtr - a;aýrya Ьах).
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I,=Iz olduqda, aydrndrr ki, (37.10) dЦsfuru simmetrik firfira tigtin аwэlki
paraqrafda аlmап diistura kеgiг. Doýrudan da .t, -+ Z, olduqda Kz -+0 оlчr ча
elliptik funksiya d<jчrti (gevravi ) funksiyalara сtrlzgш

ýиr -+ Slnr, спт --+ coST , dпт --> l

чэ Ьir (36.7) dtisturlarrna qayrdrrrq.
М2 =2ЕIз olduqda Q,=Q, =0, о, =сопSt, уэпi С vektoru hэmiqэ х, аtаlэt

охu i.izrэ уёпэlmi;dir. Bu flrflrarrrn Jз oxu эtгаfrпdа mriпtэzэm frrlaninщrna uyýun
gэlir. Analojr olaraq М2 =2EIt olduqda (bu zaman r=0) х| ОХч эtrаflпdа
mtiпtэzэm firlanma alrrrq.

indi isэ firfiranrn fэzаdа miitlэq hэrэkэtiпiп (x,y,z tэгрэпmэz koordinat
sistemina пэzоrэп ) zamandan asrlrlrýrnr tэуiп еtmэуэ kеgэk. Bunun Ёgtiп frrfiranur
Хl,Х2,Хз oxlart ilЭ tЭrРЭПmэz koordinat sistemi x,y,z oxlart araslnda qalarr Еуlеr
bucaqlarrnr daxil еdэk. Bu zamanz охuпu sabit й vektoru tizrэ istiqаmэtlэпdirэk.
Z ОХuПuП хl,х2,хз oxlartna пisЬэtэп polyar bucaýr чэ azimutu uyýun olaraq d чэ
y'-v -olduqdan (Ьах sэh. l41) onda й vektorunu хl,х2,хз oxlartna
proyeksiyalasaq alrrrq ki,

MsinOsinV=Mr=l,Q,
Msin9cosy = М, = Ir{l, (з7.1з)

М cosd = М, = Ir{!.
Buradan isэ

cosd= 
/'Q,. /,а,
м , |8V=й (з7,14)

чэ (37.10) di.isturundan istifada еdэrаk alrrrq ki,

cosd =
M21I, - t,1

tgv =
'I,(I, - Ir)спт

Ir(I, - I,)sпт
(37.15)

bununla da g vа rл bucaqlarmln zamandan asrlrlrýr tayin olunur. Bu funksiyalar О
vektorunun komponentlerila birlikda (з,7,|2) perioduna ЬэrаЬаr periodik
funksiyalardt. сР bucaýr (37.13) dtisturuna daxil оlmчr. опч hesablamaq tigtin
(35.1) dtisfuruna rпtirасiэt etmak laztmdtr. Ноmiп dtisdur С vektorunun
kоmропепtlэri Еуlег Ьuсаqlаrmш zamana gёrэ tсirэmэlэri vasitэsila ifаdэ edir,

О, = фsiп 0siпу +9соsrл

С), = фsiп 0cosy -ёsiпу

tапliklэriпdэп 9 -ni kanarlaqdrrsaq alrrrq ki,
О, siпrл + С)е-
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Вчпdап sопга (37.13) dtisturundan istifada еdаrэk alrnq ki,

drр

dt tiai + Щаi
+ I,{l|1,0i

e2iq<l) _

м (37.16)

(37.18)

(37.19)

Buradan p(t) funksiyasr kvadrafura чаsitэsilэ tэуiп olunur, ancaq inteqralaltr

funksiyaya elliptik funksiyanr mtirэkkэЬ gэkildэ daxil оlчr. Кifауэt qэdэr ulrun

gечirmэlаr чаsitэsilэ hэmiп inteqral teta-funksiya аdlапап funksiya чаsitэsilэ ifadэ

olunur, hesablama араrmаdапl yalntz zlxшlncl поtiсэпi veririk.
p(l) funksiyasr (additiv sabit dэqiqliyi ilэ ) iki hэddiп сэmi ;эkliпdэ

p(t) = цlQ)+ rр,(t) (37.17)

у azia bilar. Вчпlаrdап biri

Yot
2t

т
1l

т

а

аYot +

dtisturu vasitasilэ ifаdэ оluпur. Burada vo,-teta-funksiya, а isэ

sпQZаК)= i
II ЕIз - м2

ifаdэsi ilэ tэуiп оluпап hэqiqi sabitdir (К чэ т (37.11) чэ (з7,12) ifаdэlаriпdэп).

(з7.18) ifadэsinin saý tэrэfiпdэki % periodlu, periodik funksiyadrr. Yэпi Т

miiddэtiпdэ 2t -уэ qэdэr dэуigir. (37.17) dtisturundaki ikinci

p,(t) =r"f,,
yb,(ia)

(3,7.20)
Т' 2d, iГ vo,(ia)

diisfuru чаsitэsilэ tэуiп olunur. Bu funksiya Т' mtiddэtiпdэ zr -уэ qэdэr dэуigir.

веlэliklэ р bucaýr tizrэ hаrэkэt iki periodik dауiqmэпiп сэmiпdэп ibaratdir. Bu

periodlardan biri (Т), у vе 0 bucaqlarrnrn periodlan ilэ iist-tista dii;tir, iКnci isэ
(/') birinci ilэ mi.iqаisэ еdilэп deyil. Axtnnct чэziууэt gёstarirki firfrra, ciddi

dеsэk, hэrаkэti zamanl heg val<t эччэlki чэziууэtэ qayrtmtr.

Мэsэlэlэr.
1. х, эtаlэt охчпа yaxln olan ох эtrafinda firfirarrrn sэrЬэst firlanmasrnr tэуiп

edin.
Нэlli: Tutaq kj,, й чеktоruпчп istiqamэtina х, (чэ уа xl) oxu yaxrndrr. Onda

м| уе м, kоmропепtlэri kigik м, - М(Ьiriпсi tэrtiЬdэп dэqiqliklэ) olacaq. Hamin

daqiqliklэ (36.5) Еуlеr tэпliklагiпiп birinci ikisi

' Опlаrr Е.Т Uitteker "Analitigeskaya dinamika " ONTI, 1937
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+ =[, - *)".r,, += [f -,).,.r,

yazl|t ( burada ао = |t, ачэzlэпmэsi edilmi;dir). Umumi qaydaya uуýчп olaraq

М\ уо М, Ёgtiп hэlli е'"' ;эkliпdэ a<taraq. Onda w tezliyi Ёgtin

)(

/' -,
II

I., -l
I2

(1)'= оо

ifadэsini alrrrq. М, ve М, tigtin isэ alrrrq ki,

0' * Z(l- cos d) =

Bunlarr (2) dэ уеriпэ yazsaq allrrrq

', = roffcos}4//, М, = MoF-lrin.'

Ьurаdа а ixtiyari kigik sabitdir, Вu tапliklэr чаsitэsilэ Й vektorun frrfrraya пэzэrэп
hэrakoti tэyin olunur. ýэkil 51-dэ Й vektorunun ucu (w tezliyi ilэ ) х, oxu
tizэrindэki qtitb эtrаfrпdа kigik ellips crzrr.

Frfirапш fэzаdа miitlэq hэrэkэtiпi tэуiп etmak tigiin Eyler bucaqlarrnr daxil
еdэk. Ba>rdtýtmrz halda .rз охu ilэ Z охч arasrndakt d bucaýr kigikdir чэ (37.14)
dЁsfuruпа аs.Бэп

м.
tgv = -+

м2

,(
м2

,М'
м

М| +М

II

I2
tgv =

] _ I2

- 1,)

(з)

p-bucaýrnr tэуiп etmak tigtin (35.1) dtisturunun tigtiпсtisi.iпэ эsаsэп gёriirtik ki,
d << 1 olduqda

Qо*С)r*V+Ф
Опа g0rэ

р = {lot -ч/ (4)

(inteqrallama sabiti пэzэrо аlrпmrr).
Fшfirапш hэrаkэtiпiп xarakteri Ьаrэdэ эуапi tэsэччtir almaq tigtin опuп tig

аtаlэt охlапшп istiqаmэtlэriпiп пеgэ dэуigdiklэriпi izlэmэk lazrmdrr (о охlаr tizrэ
уопэlmig vahid vektorlarm| й.,,йr,й, ilo i;аrэ edэk). й| ча йz vektorlarr XY

n = оl(+- r).o.,,, - (+ _,),ln,,,]
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miistevisindэ Qо tezliyi ilэ ЬэrаЬаrsЁrэtlа firlarur. Bu rаqslэr Ьч чеktоrlапп Z
kоmропепtlэri ilo tэуiп olunur. Нэmiп komponentlar

м,
71,_ р---!1qlLM Д- 1"о.r,

Iz

пл- *М'=oP-rrnr,'L М ]I/,

ifаdэlэr чаsitэsilэ tэуiп olunurlar. Нэmiп dэqiqliklэ fr, vektoru tigtin alrrrq ki,

пз, о 9siпсР, пзу о -?coscP, пr, *|

й, чеktоruпuп X,Y,Z охlаппа пэzэrэп роlуаr bucaýr чэ azimutu 0 vo ср-%-у"

ЬэrаЬэrdirlаr (Ьм sэh, 14l). Bundan sonra (37.13) diisturundan istifadэ еdэrэk

уаztlq' 
иr, = dsin(C) ot -V)= dsine)olcosи - dсоsоо/siпtл =

= ffrinQol - Щsiп C)or = Д - t ,in Oof sin r,r;l -

чэ уа паhауэt

Analojr yolla
а

Пr,

",, = -;(ff.--,F),os(oo + ., - ;(F- F),"s(Qо - rv)r

l J.

т -l+ ,F),'"(Qо 
+ r,и)r - ;[,F -,F)*п(Qо - ra)/

,)

Вurаdап gёrЁпi.ir ki, йз vektorunun hэrэkэti z oxu эtrafrnda Ьа9 чеrэп

(оо t w) tezlikli iki firlanma hэrеkэtiпiп tist-tista gэlmэsiпdэп эmэlа gэlэп

hаrэkэtdir.
2. м' - 2EIz olduýu halda firfirашп sэrЬаst firlanmasmr tэуiп edin.

Нэlli: Bu halda ;эkil 51 Й vektorunun uсuпuп .т2 охuпdап kegan qtitb

эtrаfiпdа crzdrýr эуri uyýun galir.
(37.3) tэпliуi

Д=t- s2.т=t
dT

!, -I с),
J--

Qо

formastnt аlш (burada n,=Y,,=# igаrэsi qэЬul olunub). Bu ifаdэпi

inteqrallaytb чэ sonra (37.6) di.isturundan istifadэ etsэk,

1

II

I1 3-

Ir(I, - I,Q, =Qо
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Qз =Qо

Q, = {lothT

Iз - I|

1

chT

ifаdэlэriпi alrnq.
Fшfirапm mtitlэq hэrэkэtiпi tэуiп еtmэk tigi.in a.gaýrdakr kimi Еуlеr

Ьчсаqlагrпr tэуiп edirik. Z oxu (Й vektoru ) ilэ х, охu araslndakr (х,-lэ уох)
bucaq d, ё vektorunun kоmропепtlэri ilэ Еуlеr bucaqlarrnr эlаqэlэпdirап (37.14)
vэ (17.16) diisturlaTrnda bu halda 123->312 dёчrti уеrdэуigmэ араппаq lazrmdш.
Bundan sonra hэmiп dtisturlara (1) ifadэsini daxil еtsэk

cos9 =thT, 9=o.оt+сопst )

I _ II

,I, - I,
ifadэsini alrrrq.

Aldrýrmrz gёrtiпtir ki, О vektoru asimptotik (r-+-) оlаrаq х, oxuna, eyni
zamanda .т2 oxu da asimptotik olaraq tэrрэпmаz z охuпа yaxrnla;rrlar.

ý 38 Ваrk cisimlarin toxunmasr

(34.1) vэ (34.3) tэпliklэriпdэп gcirtindiiyti Hmi Ьэrk cismin tarazlrq ;эrtiпi
ona tэsir еdэп qi,iwэlэriп чэ qiivvэ momentlarinin srfrra ЬэrаЬэr

л=!/=О
,(=I[r/.|=0 (38.1)

olmast ;аrti kimi dэ ifаdэ etmak olar. Вurаdа сэmlаmэ biitiin tэsir еdэп qtiwаlаrэ
g0rэ араrrlr, У isэ qtiччэlэriп "tэtЬiq пбqtэlэri"пiп radius-vektorlarrdrr. Bu zaman
qtivvэ mоmепtlэriпiп tэуiп olunduýu пбqtэ (koordinat ba;lanýrcr ) ixtiyari sеgilэ
Ьilэr. ^Ё = 0 olduqda ,( koordinat baqlanýrcrnrn sе9ilmэsiпdэп asrlr olmur (Ьах
(з4.5).

Эgэr Ьir-Ьiriпэ toxunarr Ьаrk cisimlarэ baxtnqsa, onda (38,1) tarazlrq ;эrti
tохuпап сisimlэriп hэr biri Ёgtin ayrrlrqda ёdanilmэlidir. Вч zaпran baxdrýrmrz
сismэ tэsir edan qtivvэlor igэrisinda tохчпап сisimlэriп tэsir qtiwэsi dэ daxil
еdilmэlidirlэr. Bu qi.iччэlэr сisimlэriп toxunma пбqtэlэriпа tэtbiq olunmuglar чэ
reaksiya qi.iwalэri adlanrrlar. Aydrndrr ki, hэr iki toxunan cisim tigtin reaksiya
qiiwэlэri qiуmэtсэ ЬэrаЬэr, istiqamэtca Ьir-Ьiriпiп эksiпэ уёlэпmi; olur.

Umumi halda reaksiya qrivvalrinin hэm qiуmэti, hэm dэ istiqamэti (38.1)
tэпliklэriпiп hamtsmt bfiti.in cisimlэr tigЁп Ьirlikdэ hэll еtmэklэ taprlrr. Lakin Ьэzi
hallarda reaksiya qtiwэlэriпiп istiqamэti mэsэlэпiп garti ilэ verilir. Мэsоlэ аgэr iki
cisim bir-birinin sэthiпdа sэrЬэst stirЁgmэ Ьilirlэrsэ, onda aydrndrr ki, reaksiya
qtivvэsi hэmiп sаthэ поrmаl istiqamэtdэ уёпэlmig olacaqdrr.

Оgэr toxunan сisimlэr Ьir-Ьiriпэ пisЬэtэп hоrэkэt еdirlэrsа onda reaksiya
qЁwэlэri ilэ yana;r dissipativ xarakterli stirtiiпmэ qtiччэlэriпdэ уаrапtr.

I
I

tgv =
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тохчпап cisimlэrin iki пёч hаrэkаtlэri -stirti;ma чэ diуirlэпmэ ola bilir.

Stiriýmэ hаrэkэti zamzmr reaksiya qtiwэsi tохчпап sathlara perpendikulyar,

stirttlbэ qflvvэsi isэ hэmiп sаthlэrэ toxunan istiqаmэtiпdэ уOпэlmig olurlar.

Temiz diуirlэпmэ hэrэkэti tохчпшt nёqtэsindo hаrэkэtiп olmamasl ilэ

xarakterikdir. Ba;qa sozlэ dеsэk diyirlanan cisim hаr bir шtdа toxunan пOqtаsiпэ

barkidilmiq kimi оlчr. Bu halda reaksiya qiivvэsinin istiqamati ixtiyaridir, уэпi
miitlaq tохчпап sэthlэrэ поrmаl deyil. stirtiiпmэ isэ diуiгlэпmэуэ mапе olmaq

istэуэп эlачэ moment kimi meydana 9жr.
Оgэr stiri.i9mЭ halrnda stirttiпmэ kigikdirsэ чэ опu паzэrэ almamaq

miimkiindiirsэ onda сisimlэriп sэthlэri tam hаmаr sath adlanrr.

оksiпэ, аgэr sэthiп xassэsi yalntz tэmiz diуirlэпmэуэ imkan vеrirsэ

(stirti;masiz) чэ diуirlапmэ zamanl siirti.inmэni пэzэrэ almamaq mtimktiпdtirsэ

onda sath mЁtlэq kэlэkёtiirlti sэth adlanrr.

Наr iki hal8a cisim hэrэkэti mэsэlэsiпэ stirttinma qiiwasi аýgаr gэkildэ daxil

оlmur, ona gёrэ dэ mэsэlэ tam mexaniki mэsэlа оlur. Оgаr stirttiпmэпiп konkret

хаssэsi hоrэйэt iigiin vacibdirsa, onda mэsэlа tэmiz mexaniki proses оlmur (ý 25-1a

mtiqaisэ et).

тохчпmа опlапп sэrьаstlik dеrосэlэri saylm sаrьэst hэrэkэt halrndakrna

пisьэtап Maldrr. iпdiуэ kimi bu пёч mэsэlэlаrэ Ьахаrkэп bunu hэqiqi sэrьэstlik

dэrасэlэriпэ чуýuп оiап koordinatlarr sеgmэklэ hall edirdik. Cisim diуirlэпmэsi

Zamanl bela koordinatlarrn Sеgmэ mЁmktiп olmaya bilar,

Cisimlэrin diyirlэnmasi zamanl hэrэkаt tizэriпэ qoyulan ;эrt .toxunma
пёqtэsiпdа stirэtiп srfir olmasrdrr (mэsэlэ cismin tэrрэпmэz sэth tizrэ diyirlanmasi

zalnao|toxunma пOqlэsiпiп stirati stfrr olmaltdtr timumi halda bu gart аlаqэ tэпliуi)

Тr..,8,=О 
(38,2)

чаsitэsilэ ifаdэ оluпur. Вurаdа с. эmsalt yalnrz koordinat funksiyasrdrr (а indeksi

alaqa tanliklэrini пёmrэlауir). Ogar tэnliyin sol tэrаfi hаr hanst funksiyanrn

Zarrдna gоrэ tam diferensialr dеуilsэ bu tэпliklэr inteqrallana Ьilmirlэr. Baýqa

sоzlэ dейk, bu tanliklэr yalnrz kbordinatlar arasmda miiпаsiЬэtlэr ýэkliпdэ ifada

. oluna bilmirlar. Вuпа gсirэ dэ cismin чэziууэtiпi hэqiqi sэrьэstlik dэrэсэlэriпа

uуЕuп olan koordinatЙ чаsitэsilэ ifаdэ etmok olmur. Веlэ эlаqаlэrэ qeyri-

ььiопо- эlаqэlэr ýalnrz koordinatlarr эlаqаlэпdirэп hоlопоm аlаqэlэriп oksina

оlаrаф adlarrrr.

Йаsэlэ, kiirэпiп mtistэvi sэth tizrэ diуirlэпmэsiпэ bat<aq. Нэmig_э olduýu kimi

ktirэпiп irэlilаmэ hэгэkэtiпiп siiratini (эtаlаt mэrkаziпiп siirэtini) t i|e firlanma

hаrэkаtiпiп bucaq stirэtiпi _ir.,_ Q igаrэ etdak. Кi,irэпiп mtistэчiуэ toxunma

пкiqtэsiпiп stirati iimumi i =t +[оr] OUrtu*nda i = -ай yazdrqda аlmrr (а k{irэпiп

radiusu, й diуirlэпmа miistэчisiпэ toxunma пёqtэsiпdэ gэkilmi; поrmаl

istiqаmэtiпdэ vahid vektorudur). ДxtardrЕrmrz эlаqэ tохчпmа noqtэsinda

siirЁgmanin olmamast gэrti, уэпi
t = "|ем|=0 

(з8.з)
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tэпliУi ilэ ifаdэ оluпur. Bu tэпlik inteqrallanan olmata da Ьilэг. й siirэtinin kiirэпiп
mэrkэziпiп radius чеktоruпчп zаmапа g0rэ tam diferensialt olmastna Ьахmауаrаq
О bucaq si.irэti, timumi halda, hаr hansr koordinatrn zаrпапаgёrэ tam diferensialr
deyil. Веlэliklа, (38.3) эlаqэsi qeyri-holonoml эlаqэdir.

Qeyri-holonom эlаqаlэrdап koordinatlarrn sаушt azaltmaq tiEiin istifadэ
еtmЭk mtimktin оlmur, onda Ьеlэ эlаqэlаr olduqda hamtst astlr olmayan
koordinatlardan istifadэ еtmэk |апm оlur. Laqranj tanliklerini qufinaq tigtin уепэ
dэ эп kigik tэsir рriпsiрiпэ mtirасiэt еdэk.

(3 8.2) ;aklindэ эlаqэlэriп olmasl koordinatlarrn variasiyalarr i.izаriпэ mtiаууэп
mЭhdudiУУОt qoyur, Doýrudanda hэmiп tэпliklэri 

', 
ччrsаq olrnq ki, koordinat ф,

variasiyalart astlt olmayan dеуillэr, чэ

|".Ф, = о (38.4)

mtinasibэtini бdэуirlэr. Тэsir inteqralrnr variastyaladrqda Ьчпu пэzэrэ almaq
lazrmdtr. Osas Lаqrапj metoduna g0rэ ;эrti еkstrеmumlап tapmaq Ёgtiп tasirin
variasiyasrna

* = IIф,
aL _d aL
0q, dt 0Q,

qеуrimэlum 2" эmsаllаппа vurulmug (3s.4) ifadasini эlача edib bundan Sопrа
inteqralrn sflrа Ьэrаьэr olmasmt tэlэь etmak lааmdш, Bundan sonra ф,
vaгiasiyalarmm hamtsmt qeyriasrlr hesab еtmэk оlаr ча

d aL _aL _ýl _
dt оQ, й= |'"'", (38,5)

tэпliуiпi alrrrq. Bu tэпliklэr (38.2) tэпliklаri ilэ Ьirlikdэ qeyrimэlum q, Уе ),о

kэmiууэtlэriпi tэуiп еtmэk tigЁп lazrm olan tam tэпliklэr sistemini эmэlэ gэtirirlэг.
ýэrt olunan metodda reaksiya qi.ivvolэri iimumiууэtlа igtirak еtmirlэr; cisimlarin
toxunmast аlаqэ tэпIiklэri vasitэsilэ паzэrа altntr. Lakin Laqrarrj tэпliklэriпiп
qurulmasmrn baqqa metodu da чаr. Bu metodda tохuпап cisimlarin Laqranj
tаПliklЭriПэ reaksiya qtiwэlэri аýgаr ;эkildэ daxil оlurlаr. Bu metodun mэýzi
(d'Alamber prinsipi dеуirэп prinsipin эsаsml tэggil еdэп) ondan ibarotdir ki,
toxunan cisimlэrin hэr Ьiri ti9i.in 

_

#=Zl , #=I[,T] (з8.6)

l 
Qeyd еdэk ki, bu сЦr эIаqа siililndiг 090п hоlопоm оlшdl. Вч halda firlапmа охч 0z istiqamatini dауigmiг. Опа

gtirа da а = Ф ifadэsi silindrin flгlапmа bucaýt р -шп zаmапа gОrэ tam difeгensialr оlчr. Bu halda (38,3)-dt
mЁnasibati iпtеqrаllапlr чэ эtаlэt markazi kooгdinatr ilэ р bucaýr агаstпdааlаqэ уаrаdrr.
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а

р

т

Rc

dt (1)H}-=F+R

t*=*_"[ая] Q)
dt

(burada F : рй vo ktiravi ftrfira tigtin м = rO olduýundan istifadэ edilmigdir),

(38.3) оlаqэ tэnliyini zamana gёrэ diferensiallasaq alrrrq ki,
t =,lыJ

Вчпч (1) tэпliуiпdэ уеriпэ yaztb,(2) tэnliyinin kёmayila ё-пi kэnarla;drrsaq

аF * л)= l*]- "п*,п(пR\ар'

tэпliуiпi alarrq, Вu tэпlik F va К vektorlannr аlаqэlэпdirir. Bu tэпliуi

kоmропепtlэrdэ yazrb t =| ро'(Ьах ý32, mаsаlэ 2,Ь) olduýunu пэzэrэ alsaq
5'

taprrrqki, ý ? s )_

^, 
= **, 

_ir,, д, = -= K"-;Fy, R, = -F"

tэпliklэri умtlш. Bu zaman tэsir еdэп /
qtiwэIarina reaksiya qtivvэlari dэ daxil
оlчrlаr. Нэmiп qtiччэlэr эwэlсэdэп
mэlum dеуillэr, Нэmiп qЁwэlэr hэrаkэtlэ
Ьirlikdэ tэпliklэri hэll еtmэklа taprlrrlar.
Bu metod eyni dоrэсаdэ hэm holonom
hэm dэ qeyгi-holonom эlаqаlэr olduqda
tэtbiq oluna bilir.

Мэsэlэlэr.
l,F чэ R xarici qtiwэ чэ qtiwa

momentinin tasiri ilэ mtistэчi tizrэ diyir-
lэпэп kiiranin hэrэkэt tэnliyini d'АlаmЬеr
prinsipindэn istifadэ еdэrэk taprn.

Нэlli: Оlаqэ tэпliуi (38.3) аrhq
mаtпdэ yazrlrbdrr. Reaksiya qi.ivvэsini
(onu fr-lэ igаrэ еdэk) daxil еdаrэk (Л-
qtiwasi kiirэпiп mtistэчiуэ toxunma
п<iqtэsiпэ tatbiq edilmi;dir) daxil еdаrэk
(38.6) hэrэkэt tэnliyini yazaq

D

с

h

RB

вА

ýakil 52
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тд
D

dV,=5
dt 1р

RB

dVr=5
dt 1р

А RА

ýakil 53

(х,у mtistэvisi diуirlэпmэ mtistэvisi kimi segilmi;dir). Nэhауэt Ьч ifаdэlэri (1)
_ diistцrunda уеriпэ yazsaq onda yalnrz xarici qЁwэ чэ mоmепtdэп asrlr olmr

hэrэkэt tэnliyini ahnq.

с

ьF, +
к,

F,( аа

Bucaq si,irэtinin о,,о/ komponentlэri (38.3) alaqa tэпliуiпiп kёmэуi ilэ V,,V,

чаsitэsilэ ifаdэ оlчпчrlаr, О, Ёgtiп

2 *"dQ" =К_5' dt

tenliyini al rrrq ((2) tэпliуi пiп Z komponenti).
2. Qэkisi Р vo чzuпluф 1 olan bircins 9ubuq divara sёуkэпmigdir (9эki1 52).

Опuп agaýt ucu В, АВ ipi ilэ saxlarrrlrr. Dayaýrn reaksiyasmr чэ ipin gэrilmэsiпi
tapm.

Нэlli: Qubuýun gэkisi опrш ortasrna tэtЬiq olunmug чэ gaquli istiqamэtda
а5аф уёпаlmig Р qtivvэsidir R, чэ R. reaksiya qtiwэlэri чуýчп olaraq ;aquli
istiqаmэtdэ учхаr1 чэ gubuýa perpendikulyar istiqаmэtdэ уёпэlmiglаr. ipin
gэrginliyi Т В-dэп А-уа уёпэlmigdir. Tarмlrq tэnliklarinin hэlli

R, -- Lsiп2а , RB=P-Л.sinc, 7=Л.соsс

gэkliпdэ yazrlш.
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3. Р gaНli АВ 9чЬчýч чсlап ilэ Ufiqi
чэ ;aquli mtistэчilэrэ sёуkэпiЬ (;эkil 53)
va Ьu чаziууэtdэ iH AD чэ ВС tifiqi iрlэг
чаsitэsilэ sa<lanrlr. ВС ipi АВ guЬuф ilэ
(qaquli) bir miistэчidэ АВ уеrlа;mi;dir.
Dayaqlarrn reaksiyasr чэ iplarin
gэrginliyini tэуiп edin.

Halli: iрlэriп ТА уе Z, gэrgiпliklэri
A-dan D-уэ чэ В-dэп С-уэ уёпаlmiqlэr.
Л, va Л, rеаksiуаlап чуýчп mЁstэчilэrэ

р егрепd ikulyardrrl аr. Таrаz 1r q tanliklэrinin
hэlli

RB = Р, Тв =|''во, R,l = Тчsiп р,
Тl=ТвсоSF

ifаdэlэriпi чеrir.
4. l uzunluýu iki gubuq уuхаrl ucda раrпir vasitэsila aqaýrda isэ АВ ipi ilэ

birlagmiqdir. Qubuqlardan birinin ortasma F qiiwэsi tэtbiq оlчпuЬ (guЬuqlаrш
gаkilэri паzэrэ alrnmrr). Reaksiya qtivvasini taprn.

Halii: ipin Т gэrilmэsi A-dmr В-уэ doýTu, В пёqtэsiпdэ isэ В-dэп А-Уа tЭsir

edir. д чэ В пёqtэlэriпdэ R, чэ Rs reaksiya qЁччэlэгi dayaq mtistаvilэriпэ

perpendikulyardrr. АС gubuýuna tэsir еdэп ;аrпirdэki reaksiya qЁwЭsini Л. -ilЭ

i;аrэ еdэk. Onda ВС gubuýuna - R. reaksiya qi.iwэsi tэsir еdэr. ВС gubuýuna

tasir еdэп qiiwa mоmепtlэri Rr, Т vo Лс сэmiпiп srfirаЬаrаЬэr olmast qarti, i.
vektorunun ВС istiqamэtinda уёпэldiуi пэtiсэsiпi verir. Qalan tarazlrq gэrtlэri (hэr

iki gubuýun ) agaýrdakl ifadalari чеrirlэr.

*"=1r, Rл = I, *, =,f'. , т =LFrtga

с -САВ bucaýrdrr

ý 39 Qеуri atalat hesablama sisteminda haraket

indtya kimi bia istэпilэп mexaniki sistemin hэrэkэtiпэ Ьахаrkэп опu эtаlэt
sisteminэ пэiэrэп etdik. Yalnrz эtаlаt hesablama sisteminda, mэsэlап, maddi
пёqtэпiп xarici sаtrэdэ Laqranj funksiyasr 

_2

Ln =m!_о -ц (39.1)u2

чэ uyýun оlшаq Laqranj tэпliуi

*фо = -a[Jdt а7

;эkliпdэ оlurlаr (bu paraqrafda эtаlаt sistemindэ olan kэmiууэtlаri о indeksi ilэ
i;аrэ еdэсэуik). indi isa maddi пOqtэпiп hаrэkэt tэпliуiпiп qeyri-atalot hesablama

Rc

Rд

с

ýэkil 54

RB

вА

т

F

т
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sistemindэ hanst fоrmаdа olduýu mэsэlэsiпэ baxaq. Bu mэsэlэпi hэl etdikda da эп
kigik tэsir рriпsiрiпdэп ba;layacaýrq, Нэmiп prinsipin tэtbiqi hesablama sisteminin
sеgilmэsiпdэп astlt deyil чэ Ьuпа uyýun оlаrаq

daL aL
dtN а7

(39.2)

Laqranj tэnliyi ёz formastnt saxlaytr. Lakin Laqranj funksiyasr arttq (39.1)
formasrnda оlmur. Опu tapmaq iigiin Lo Laqranj funksiyasrnt mi.iэууэп
gечirmэlэrэmэruz qoymalryrq

Hamin gevirmani iki etapda aparaq. Оччаlсэ Ко аtаlэt hesablama sistеmiпэ

пэzэrап tO stirэtilэ irэlilэmэ hэrэkэti еdэп К' sistеmiпэ паzаrэп kеgэk.

Zэгrэсiуiп Ко чэ К' sistemlэrindэki vo чэ й' stirэtlэri

йо = i' +rlg (39.3)

dtisturu ilэ эlаqэlidirlэr. Вu ifadэni (39.1) dristurunda уеriпа yazsaq К' sistemindэ
Laqranj funksiyasrnr

1, _ Иi'2 
+ mi,t *Lt, _rl22

alrrrq. V2 g1 zamanln аýgаr funksiyasrdr. Ona gёrэ onu bagqa Ьir funksiyanm
zаIпапа gёrа tam diferensial ;эkliпdэ yazrnaq оlаr, Bu sэЬэЬdап dэ iigtincii hэddi

atmaq оlаr. Sопrа r =+, /'zаrrэсiуiп К' sistemindэ radius-vektorudur. Опа gбrэ
dt'

dэ
й,d
dt dt

mt7li' = mt (. mr

Bu ifаdэпi Laqranj funksiyasrnda уеriпэ yaztb, уепэ dэ zamantn tam
diferensialr hэddlаri atsaq alrnq ki,

L'='|'' -.йglr'-tt (39.4)
2

burada li =dй К' sisteminin irэlilеmэhэrаkаti tэcilidir.
dt

(39.4) funksiyasr vasitэsilo Laqranj tэnliyini qursaq alrnq ki,

*{=-+-mйlt1 (39.5)
dt or'

Gбrtirtik ki, sistemin tэсillэ irэlilэmэ hэrэkэti hэrэkэt tэпliуiпа tэsiri nёqteyi-
паzэrdэп bircins qtivvэ sahэsinin уаrаlrmаsша ekvivalentdir. Bu zаrпжL sаhэdэ
zэrrасiуо tasir еdэп qi.iwэ zагrэсiуiп kiitlэsinin Й tacilinэ hasilinэ ЬаrаЬэr tэcilin
эks istiqаmэtiпэ убпэlmi; olur,

indi yeni Ьir К hesablama sistemini daxil еdэk. К sistemi к'-lэ eyni
baqlanýrca malikdir чэ ona пisЬэtэп Otri bucaq si.irэtilэ firlantr, Ко эtаlэt

hesablama sistemina пisЬэtэп К sistemi hэm irэlilэmэ, hэm da firlanma hэrэkэti

dtr
dt

й ,)_
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edir. Zэrrэсiуiп К' sisteminэ rlэzэrэп й' si.irэti опuп К sistemindэ il stiratilэ опuп
К sisteminlэ birlikdэ [Оr] rrrtапmа siirэtinin сэmiпdэп iЬаrэt оlчr:

г,= о * klг]

(r- чэ r*' radius vektorlarr Куе К' sistemlarindэ Ёst-tistэ dtigiir). Вu ifadэni (39.4)
Laqranj funksiyasrnda уеriпэ yazdtqda altrrq ki,

t=Ё -*i|aj]*:P-I - mй -u (з9.6)

Bu zэrrасiуiп ixtiyari qeyri-atalэt hesablama sistemindэ Laqranj funksiyasrnr
timumi formasrdtr. Qeyd edak ki, hesablama sisteminin ftrlanmast Laqranj
funksiyasrnda tаmаmilэ xi.isusi пёч hэddiп - zэffэсiуiп stirаtilэ mtitanasib olan
haddin meydana gаlmаsiпэ sэЬэЬ оlur.

Laqranj tэпliуiпэ daxil olan tёrэmаlэri hesablamaq tiptirr onun tam
diferensialml уiйаq

dL = mi di * *ы[Сч)* rч[ба]* -|м|оа]- *йа - Ч а
ar

= miffi * *m[fu|+,а[,h|*,[сFk h, -.йа -Чаar

di уе d diferensiallarrnrn daxil olduýu hэddlэri yiýaraq taprrrq ki,
aI
i"о*,[гя]

ff=.|lo]*,[CI/F,]- -й _#

Bu ifаdэlаri (39.2)-dэ уеriпэ yazsaq axtardtýrmtz

.* = # *,п * *|а|+ z*Pб!*,[CIhCIn (39.7)

hэrаkэt tэnliyini alarrq.
Gori.iriik ki, hesablama sisteminin firlашпаst sэЬэЬiпdэп уаrапап "atalat

qtiwэ"lэri iig hissэdэп iЬаrэtdir ,FС] qUvvэsi fiгlanmanrn qeyri mtintozэmliyi ilэ
эlаqаdаrdrr, qalan ikisi isa ЬэrаЬэrstirэtli frrlanma zamanl da уаrашrtаr. zlnРё]
qiivvэsi Koriolis qtivvesi adlanrr. iпdiуэ kimi baxdrýrmrz (qeyri dissipativ)
qiiwаlэrdэп fэrqli olaraq bu qtiwэ zэrrэсiуiп si.irэtiпdэп asrlrdrr. ,alrnn
mэrkэzэqаgmа qiivvэsi adlanrr. Bu qtiwэ F чэ ё-пrп olduqlart mtistavi tizarinda
olub frrlanma охuпа perpendikulyardrr (уэпi CI-nrn istiqamэtinэ) чэ frrlanma
охuпdап kэпаrа istiqаmэtlэпmi;dir; mэгkоzэqаgmа qiivvэsi qitmэtса m6)'-па
ЬэrаЬэrdir. р -flrlanma oxundan olan mэsаfэdir.

ВаrаЬэrstirаtli firlanma hэrэkаti edan, irэlilэmэ hэrэkэti еtmэуэп sistеmэ
baxaq. (39.6) чэ (39.7) ifаdэlэriпdэ ё= сопst, Й =О yazataq alrrrq ki, Laqranj
funksiyasr
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L-*u' *) '"r[о]* ilMI -u (39.8)

(з9,9)

(39.10)

dn aUm-=dt ar
z'"[гО]*,"["[rСП

hэrэkэt tэпliуiпi alrrrq.
Bu halda ham da епеrji hesablayaq

Р =* = mi +,[гл]

ifadasini Е = Fi- z dtisturunda уеriпэ yazrb

E=+-ilMl -u (39.11)

dtisturunu alrrrq. Diqqэt еdэk ki, enerjinin ifаdэsiпэ siirэtdэп xatti asrlt оlаrr hэdd

dжil deyiI. Hesablama sisteminin firlanmasr enerjinin ifadэsina yaLrlz
koordinatdan astlt оlап hэddiп эlачэ olmasma gatirir. Нэmiп hэdd bucaq siirэtinin

kvadrail ilэ mtitэпаsiЬdir. Bu эlачэ potensial enerji -;!CEi* mэrkэzэqаgmа enerji

* adlanlr.
Zаrrэсiуiп ЬэrаЬэrsiirаtlа firlanan koordinat sistemindэki ; stiTati onun Ко

эtаlэt koordinat sistemindэki йо stirэtilэ

,. =r+[о/] (39.12)

diisfuru ila аlаqэdаrdrr. Вuпа gёrэ dэ опtш к sistemindэ ki, F (39,10) impulsu

опuп ко sistemindэki 4=-io impulsu ilэ iist-iistэ dtigtir. Bununla ЬаrаЬаr

м. = ha] u. м =Vp| impulslannda ЬаrаЬэr оlurlаr. К va к. sistemindaki

епеrjilэr isэ miixtэlifdir. (39.12)-dэп i si.irэtiпi (39.11)-dэ уеriпэ yazdrqda

u =! _''ъ [сr]* u = ++ u - и[iгоР

ifadэsini alrrrq. Вiгiпсi iki hadd Ко sistemindaki Ео enerjisidir. Вurауа impuls

momentini daxil еtsэk
Е = Ео - йб (39.13)

ifadэsini alrrrq,
Bu dЁstur vasitasilэ ЬэгаЬэrstirаtlэ flrlаrrап koordinat sisteminэ kegdikdэ

enerjinin gevrilmэsini alrrrq. Bu dtistцr bir zaкэcik i.igtin aldrq. Вuпа barmayaraq

hamin dtisfuru 9ох zаIтасiklэrdэп tэqgil olunmug sistem tigiin dэ ala Ьilэrik. НэmiП
dtistur (39,13) dtisturu ilэ tist-iistэ dti;эсэk.

Мэsэlэlэr.
1. sэrьэst dЁ9эп cismin yеriп firlanmasr пэtiсэsiпdап 9aquli шаlапmа

meylini taprn (firlanma bucaq stirэtiпi kigik qэЬчl edin).
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Нэlli: Aýrrlrq sйэsiпdэ,'(J =-mЕi, ý-aýrrlrq qtiwasinin tэсilidir. (39.9)

tanliyindэ mэrkэzэqаgmа qЁvvэsini (О' ilэ mtitanasib) поzэrа almayaraq hэrаkаt
tЭПliУiПi 

T=z[';ё]*g (1)

gэkliпdэ alrrrq. Нэmiп tэпliуi ardrcrl yaxmlaqma metodu ilэ hэll еdэk. Вuпuп tigtin
й=йr +fz ;эkliпdэ ymaq.Burada i,, i, =g tэпliуiпiп hэllidir. Yэпi й, =Р+йо
(й, -baqlanýrc stirэtidir). 

' 
: П + й, ifadasini (1) tэпliуiпdэ уеriпэ yaztb, tanliyin saý

tэrэfiпdэ уа|птz й, -nt saxlamaqla й, tigiin

', 
= 2[r,О]= z,ф]* 2[%С]

tэпliуiпi alrrrq. Вч ifаdэпi inteqrallasaq

v = h + iot + t *+tф]- 
" 

[uoa] (2)

ifаdэsiпi alarrq. Вurаdа Й zarraciyin baqlanýrc vэziyyati vektorudur.
Z охчпu ;aquli istiqamэtda рхап уёпэldаk. Х охuпu isэ meridian tizra qtitЬэ

убпэldэk. Onda
g, = g, =0, '8, =-g, Q, =Ocos2, Q, =0, С), =Osin2

Ьчrаdа 2 -entikdir (aydrnlrq iigtin gimal gбttiriirtik). (2)-dэ iо = 0 qэЬчl edib

х=0, l=-|ва"о"Л
Еi

alrrtq. Вurауа , о ^l- dtigmэ zаmашпl qoysaq пэhауаt
\l8

х=0, у=-:(+)'дQсоsZ

ifadэsini alrrrq, (у -in mэпfi qiymati meylin gэrqэ tэrэf olduýunu gёstэrir).

2, Yq sэthindan йо si.irэtilэ buraюlmtq cismin mtistэчidэп meylini taprn.

Нэlli: xz mЁstэvisini еlо sеgэk К, й stirэtil hэmiп mtistэчi tizэriпdэ olsun.

Baglanýrc hi.indtirltik й = 0 , Birinci mэsэlэdэki (2) dЁsfurundarr yana meyl tigtin

|зу=-т
2у" .. ,.

чэ уа | н------:- ч9чп Zamanm qoyaraq
с

gf), + t({>,uо, -C),uo,)

4u3,
2g (*",,n, -uo",,)у-

alrrrq

l Kitabda sэhчоп silrat sёzii эчэziпа m0stavi s0zti yazrlmr;drr (tэrсOmэgiпiп qeydi)
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3.Rэqqasrn kigik rэqslэriпЭ YеriП firlanmastnrn tesirini tayin edin. (Fuko

rэqqаst).
нэlli: Rэqqаsrп gaquli istiqаmэtdэ уеrdэуi9mэsiпi ikinci tэrtiьdап sonsuz

kigik olduýuna gоrЭ поzэrэ almasaq cismin hэrэkэtiпi i.ifiqi ху mtistavisindэ Ьа9

verdiyini hesab еdэ bilэrik. Сt2-t оlап hэddlэri ataraq hаrаkэt tэnliyini
i+чt2х=2Q,!, y*r'y=-2{l"i

gэkliпdЭ уйаq. Вurаdа ,и) гэqq.ým уеriп firlanmastnl пэzэrэ almadrqdakr

tezliyidir. ikinci tэпliуi i-уэ vurub birinci ilэ toplasaq € =,+ ly dэуiýапi iigiin

i +2ia,ý +w'Ц =g

Ьir tэnlik alrrrq. О, << и, olduqda hэmiп tэnliyin hэlli

€ - е--'а" (Аrr'"' * дr" '"')

VЭ Уа 
х * iy =e-'al (хо + lyo )

gэkliпdэ оlur. Вurаdа хо(/) чэ yo(r) yerin firlanmasml пэzаrа almadrqda raqqasm

- trayektoгiyasrnr чеrir. Dеmэli, уеriп firlanmasr trауеktоriуашп ;aquli эtrаfiПdа СД"

stirэtilэ firlanmastna gэtiгir.
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KAг[oNiK TaNLiKLoR

ý 40 Hamilton tenliНori

Mexanika qanunlannm Laqranj funksiyasr (чэ ondan gжаrtlап Laqranj
tэпliklэri )чаsitэsilэ ;эrti sistemin mexarriki halrnrn timumilagmiq koordinat чэ
siirаtlэrlэ ifаdэ olunduýunu qэЬul еdir. Lakin bu yogana mtimktirr olan gэrh deyil.
Umumilэ9mig koordinat va impulslara чеrilэп gэrh Ьэzi i.isti.iпliiklэrэ, xtisusэn dэ
mexaniki iimumi mэsэlэlэriпiп tadqiqindэ malik оlur. Bu sэЬэЬdэп dэ
mехапikапm bu crir ;arhi zamanl hэrэkэt tэпliklэriпi taprlmasr mэsаlэsi meydana

91хlr.
Bir dэstэ astlr olmayan dэуigапlаrdэп, bagqasrna kegid, riyaziyyatda Lejandr

gечiгmэsi adlanan gечiгmэ чаsitаsilэ араrtlш. Bardrýrmrz hа|dа о a9aýrdakmdan
iЬаrэtdir.

Laqranj funksiyasrnrn tam diferensiah onun koordinat чэ siirэtlэriпiп
funksiyasr olduýundan

=|#on,-\#on,

bela умrlш. Bu ifаdэпi $-tirrnurnilqýmb impuls, !!=Р, Laqranj tэпliуiпdэ0Q, 0q,

olduýu kimi
dL=ZPiq, +|tr,dч, (40.1)

Ьеlэ dэ yazmaq olar.
(40.1) diisturundakr ikinci hэddi

|r,dQ,= ,(Ir,8, -|ч,аr,

qэkliпdэ yaztb, tam diferensial olan

kegirib чэ i;aralэri dэуi;dikdэп sonra (40.1) dэп alrrrq ki,
/\

а||r,ч,- Ll= -|ir,ач, +|ч,dr,
\,/

Вurаdа diferensial i;аrэsi altrndakr hэdd sistemin enerjisidir (Ьах ý 6). Bu
enerji koordinat чэ impulslarda ifаdэ olunub, Bu ifаdэ sistemin Hamilton
funksiyasr adlanrr.

H(p,q,t)=|r,Q, - L (40,2)

411 = -|b,dq, +|а,dl, (40.3)

/\
а||r,а, |hэddi ЬэrаЬэrliуiп sol tэrэfiпэ
\/
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diferensial ЬэrаЬэrliуiпdэп

q, =Т, ь,= _+ (40.4)
OPi оQi

tэпliklэri аlшtr.
Bu tэпliklаr ч, р dэуigэпlэriпэ пэzэrэп yazrlmrq tэпliklэrdir. Вuпlаr Hamilton

tэпliklэri аdlапrrlаr. Bunlar 2s dэпэ birinci tэrtiьdап diferensial tэпliklэri
sistemidir. Bu tэпliklэr Laqranj metodunda alrnan S dэпэ ikinci tаrtiЬdэп
diferensial tэпliklэr sistemini эчэz edir. Bu tапliklэriп fоrmаl sаdэliklаriпэ чэ
simmеtrikliklэriпэ g0rэ опlаrа karronik tэпliklэr dэ deyilir.

Hamilton funksiyasrnm zamana g0rэ tam tёrэmэsi
dH ан _afl. -ан.т=т+L*ч,*Lф,р,

Вu ifada F, уе ф,-пtп уеriпэ (40.4) ifadalэrini yazsaq .жlrmсl iki hэdd ixtisar
оlчпur чэ

dн ан
(40.5)dt at

оlчr, XЁsusi halda Hamilton funksiyasr zamandan аýgаr ;эkildэ astlt olmazsa

{=о оlчr. Bu isэ епеrjiпiп saxlmrmast qanunudur.
dt

q,a че g,p dэуigэпlаri ilэ уапаý1 sistemin Laqranj чэ Hamilton funksiyalarr
baqqa раrаmеtrlэгdэп - sistemin бztinti vj уа tэsir еdэп xarici sаtrэsi хаrаktеrizэ
еdэп раrаmеtrlэrdэп asrlr olurlar. Tutaq ki, hэmiп раrаmеtr 2 -drr. Hamin раrаmеtr
dэуigэп kэmiууэt kimi bacsaq, onda (40.1) in уеriпэ alrrrq ki,

dL =Zi),dq, +|р,dч, *ffаЛ

Вчпdап sопrа (40.3)-tin эчэziпэ аlшш ki,

dlt = -Z р aq, +|ч,dч, - #,О^

Buradan isэ

(#),,=-(#),, (40.6)

mthrаsiЬэtlэriпi alrrrq. Bu ifаdэlаr Hamilton чэ Laqranj funksiyalarmrn hэmiп
ратаmеtrэ gёrэ mэхsusi t0rэmэlэriпi bir-biri ilэ эlаqэlапdirir, tёrаmэlаriп
indekslari gёstэrir ki, tёrэmэ alarkan bir halda р чэ q digэr halda isэ q,E

kэmiууаtlаri sabit kimi gёttirЁltir.
Bu паtiсэ ba;qa аsреktэп dэ tэqdim еdilэ Ьilэr. Tutaq ki, Laqranj funksiyasr

L = Lo + I' gэkliпdэdir чэ Z' . Osas Zo funksiyasrna edilmig kigik эlачэdir. Bu halda
Н = Но + l/' Hamilton funksiyasma edilmig .Ё1' эlачэsi L' -lэ

(н,)о" = -(L,)o,, (40.7)
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tэnliyi чаsitэsilэ эlaqali olur.,Qeyd еdэk ki, (40.1) ifаdэsiпdэп (40.3)-ifаdэsiпэ
kegid zamanl dt-lэ mtitanasib hэddi yazmadrq. Qtinki, Laqranj funksiyasrnrn
zаmапdап asrlrýmt gёstэrэп bu hэdd, baxdrýrmrz gечirmэуэ aidiyatr olmayan bir
раrаmеtr rolunu oynayardr. (40.6) dtisfuruna arraloji оlаrаq L чg Н -in zamana
gёrэ tam tбrаmэlэri

aL
0t

ан
0t

P,q)
(40.8)

4,q

mriпаsiЬэtlэrilэ эlаqаlidirlэr.
Мэsэlэlэr.
1.Maddi пёqtэпiп, dekart, silindrik чэ sferik koordinatlarda Hamilton

funksiyasml yazln,
Cavab: Dekart koordinatlarmda (x,y,z)

, =!(r: + р] + pj)+uQ,y,z)
2m''

r, ср, z silindrik koordinatlarda

Н= |

2m

r, d, qл sferik koordinatlarda

Н= |

2m (r'-F-*)+ГJ(х,O,v)

2. ВэrаЬэrstirэtlа firlапап sistemdэ zэгrэсiуiп Hamilton funksiyasrnt tapm.

Halli: (39.11) va (39.10)-dan alrrrq

н =+-С[,'7]*u
,r,m

3.М ktitlэli bir чэ m ktitlэli n zэrrэсiklэrdэп tэ;gil edilmi; (эtаlэt mэrkаziпiп
hэrаkэti пэzэrэ alrnmadrýr halda (ý13 aid mэsаlэуа Ьах) sistemin Hamilton
funksiyasrnl yazln.

Hэlli: Таm епегji Е ý13-da aid mэsэlэdэki Laqranj funksiyasrnda U potensial
enerjinin igаrэsiпi dэуigmэklэ аlrпш, Umчmilэgmig impulslar

- dL - m2s--
Р" = ai"=u"-T +u"

/л\
I D. l

l Р! **+ ri |+IJ(x,tp,z)I r- )

Zp"=-Zi"-$z -mМуо -
р

n" =+-}Zo,

Buradan alrrrq ki,
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ý 41Raus funksiyast

Yeni dауigэпlэrэ kеgэrkэп, Ьэzi hallarda koordinatlarrn hamrsmr deyil, yalntz
Ьаzilэriпi impulslara gечirmэk daha meqsadauyýun olur. Uyýun gеvirmэlэr эvvэlki

р araqrafda etdiyimiz 9 ечirmэlэrа tam аmilэ ох9 аrdrr.

Yцrlrgr sаdэlе;dirmэk tigtin fэzz edak ki, yalnrz iki q vэ f koordinatrmrz

чаrdtr. q,€,q,e dэуi;эпlэriпdэп q,Ё,р,i dэуigэпlэгiпэ kеgэk. р dayi9эni q

koordinatrna uуЕuп olan Ёmumila;mi; impulsdur. L(q,€,q,Ё) funksiyasrnrn

diferensialr

Вuпlагr E-da уеriпэ yмdrqda alrrrq

Buradan alrnq ki,

.аR
' 0р'
aL aR

"=*Tp 
-*(Tu")

dL =Щdа +
0q #оr= 

bdq+ pdQ+#or-#o'aL .. aL

-da 
+-аа,аЁ d€+

indi
R(q,p,€,€)= pq-L (41.1)

funksiyasrnr (Raus funksiyasrnr) da>ril edak. Вшаdа ф dэуiqапi р = $ iГаdэslпИ
оqё

kёmэуi ilэ Р dэуigэпi ilэ эчэz оltшuЬdur. Diferensial

dR = -ildq + qap -!ас -*аЕ (|.2)
а€ а€

Вurаdш alntr ki,

Дхшпсt ifadani { koordinatr iigtin yazrlmrg Laqranj tапliуiпdэ уеriпэ yйsaq
daR ал

ас а€

.аRD=--
oq

aL ал...-=-._
аЁ а€

(4l.з)

(41.4)

dt 0{ а€

tэnliyini alrnq.
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Belalikla, Raus funksiyasr { kооrdiпаtшrа паzэrэп Hamilton (41.3) tanliyi),

{ koordinatma пэzэrэп isэ Lаqrапj (а1.5) tэnliyi) funksiyasrdrr. Umumi tэуiпаtа

g0rэ sistemin Е enerjisi

Вuпuп Raus funksiyasr vasitэsi ilэ ifadэsi (41.1) чэ (41.4) dtisfurlarmt Ьurаdа

уеriпэ yazmaqla аlrшr.

Е= R- еЦ (41.6)-аЁ

Дlrпап ifаdэlэriп bir пеgэ q,{ dэуi;эпlэri olduýu hal tigtin timumilэgdirilmэsi

aydrndrr.
Raus funksiyasrnrn tэtbiqi dёvrti kооrdiпаtlаr olduýu halda daha

mэqsаdэuуýчпdur. Оgэr q koordinatr dcivrti koordinat olursa, onda Laqranj

funksiyasr hэmiп koordinatdш аýgаr ;эkildэ astlt оlmur. Bu sэЬэЬdэп da Raus

funksiyasrna da daxil оlmur va Raus funksiyasr уаJrпtz p,(,i dеуiрэпlаriпdап asrlr

olur. Lakin dбчrЁ koordinata чуguп olarr Р impulsu sabitdir (bu (а1.3) tanliyinin
ikincisindэn alrnrr). Bu mэпаdа hэmiп tэnlik yeni heg Ьir ýеу чеrmir. Р
impulslarrnt опlапп sabit qiуmэtlэri ilэ очэz

d аRЬ,€,€)
еtdikdэп sопrа (41.5) tэпliklэri

_апG,€,ё\
dt аЁ аЁ

у/rпrz { koordinatrndan astlt tэпliklэrэ gечrilirlэr. Вчпuпlа da koordinatlar

tаmаmilэ kэпаrlа;drrrlrrlаr. Оgэr hэmiп tэпliklаr hэll olunubsa vэ {(r) funksiyalan

taptltbsa, onda onlart
ап(р,Ё,Ё)

ар

tэпliуiпiп saý tэrэfiпdэ уеriпэ yazmaqla q(r) funksiyasml tapa Ьilэrik.

Мэsэlа
Simmetik firfiramn U(p,0) хаrlс1 sйtsiпdэ, V dёчrЁ dayi;эnini aradan

grxarmaqla (V,р,0 -Еуlеr bucaqlarrdrr) Raus funksiyasrnt taprn,

Нэlli: Laqranj funksiyast

, : 
f;(O'+ ф2 sin 2 о)* |V' + ф cos 0)' - (J (р,0)

(ý35 mэsэlаl ilэ mtiqaisэ et) Raus funksiyast

q=

R = р,й - L = *- р,Фсоs0 - *tn + ф' sin2 0)+U(cp,0)

Bu ifadadэki birinci hэdd sabitdir. Опа gёrэ atrla Ьilэr
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ý 42 Рuаssоп шбtаrizоlаri

burada 4о чэ Po-nrn (40.4) Hamilton tэпliklэriпdэп ifadalari yazsaq

Tutaq ki, f(p,q.t) koordinat, impuls чэ zamanln hэr harst funksiyasrdtr. Опuп
zzrmana gсirэ tam tёrаmэsiпi ушаq

df af -,(af . а/.)
;=ы* +lйur*йor)

tэпliуiпi alrnq. Burada

Ц- ={*{Hf\dt 0t

\H,f\=T(**n* ##)
i;аrэlэпmэsi qэЬul olunmuqdur. (42.2) ifаdаsiпэ Н -|а f arasmda yazrlmrg
puasson mёtэrizэsi аdlапrr.

Bildiyimiz kimi, sistemin hэrэkэti zamanl doyigmaz qalan kэmiууэtlаrэ
hэrэkэt iпtеqrаllагr deyilir. (42.1) tэnliyindan gёri.iпЁr ki, ,f kэmiууэtiпiп hэrэkэt

inteqralr olamst ýэrtiпi ({ = о)'dl

{*|HJ|=o (42.3)
ot

;эkliпdэ ifada еtmэk olar. Оgэr hэrэkэt inteqralr zamandan аýgаr gakilda asrlr
olmasa onda alrrrq ki,

{н,/}= о (42,4)

уэпi опuп Hamilton funksiyasr ilэ Puasson mёtаrizэsi srfir olmaltdш.
ixtiyari f чэ g kэmiууаtlэri tigtin Puasson mёtэrizэsi (42.2) уа analoji

olaraq

{rg}=T(## ##) (42.5)

formasrnda tэуiп оlчпur. Puasson mёtэrizэlэriпiп, опlапп tэуiпiпdэп asanlrqla
gжапlап agaýtdakt хаssэlэri чаr. Puasson mёtэrizэsiпdэ funksiyalarrn yerini
dэуi;dikdэ igаrэ dэуigir, funksiyalardan biri sabit olarsa mёtэгizа stftr olur.

{f ,g\= _{s,"f} (42.6)

{/,"}= 0 (42:7)

(42,1)

(42.2)

{f,* f,,g\={лg\*\frв\
Sопrа
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{л f,, g\ = f,\.f, g\ * f,{f, g\

Puasson mёtэrizэsiпdэп zamana gбrэ xtisusi tёrэmэ alsaq

*uы={#-}-{r#}

Оgэr / чэ g funksiyalarrndan biri impuls чэ koordinatrn biri ilэ tist-iistэ dii;эrsэ,

onda

{Пr\= { g2l|)
оР*

{for\= -+ (2:2)
оЧt

аlпtr. Мэsэlэ (42,11) di.istuгuпu (42.5) dtisturunda g=чt yazsaq alrrrq. Bu halda

9 = а,, у =о olduýundan сэmlэmэ Ьir hэddэ ЬэrаЬэr оlчr.aq, ^" 0р,

(42,||) ve (42,12) tэпliklэriпdэп 7 funksiyasmt xtisusi halda Q, Yе р,-уе
ЬаrаЬэr qrlsaq

(42,13)\q,qr\=O, {p,pr\=o \p,qo\=6*

(42.9)

(42.10)

(42,|4)

ifadэsini alrrrq.- 
U; fr"kфu *чrrпdаtэуiп olunmuý Puasson mёtэrizэlэri аrаsшdа

{r{sи}}* {g{лri}* {иИs)}= о

miinasibat чаrdr. Вuпа Yakobi eyniliyi deyilir.
Bunu isbat еtmэk iigtin agфrdakrnr qeyd еdэk. (42.5) di.isturuna gоrэ И,g}

puasson mёtэrizэsi hэmiп funksiyalarrnrn birinci tartib tёrэmаlэriпiп bircins

funksiyalartdш. Ona gёrэ, mэsэlэ, {и{7, g}} ifadasi f че g funksiyalarrnrn ikinci

tэrtiЬ tёrэmэlаriпiп хэtti bircins funksiyasrdrr. (42.14) ifadэsinin sol tэrэfi Ьirlikdэ

f , g, й funksiyalarmm ikincisi tэrtiЬ tоrэmэlэriпiп хэtti biricns funksiyasrdt. f -
rn ikinci tэrtiЬ tоrаmэsi daxil оlап hэddlэri bir toplayaq. Birinci mоtэrizэуэ Ьеlэ

hэdd daxil оlmur-o yalntz /-rn Ьiгiпсi tэrtiь tёrаmэsiпdэп astltdш. ikinci vэ

tigiincti hэddlаriп сэmiпi D, чэ D, diferensial ореrаtоrlаппt daxil еtmэklа.

D,(p) = \gp}, D,(p) = \П,р\

;эkildэ yazaq.
Onda
{g{иr}}* ИИg)} = {g{иr}}- tлИ) = D,(D,(f)) - D,(D,(.f1; = (D,D, - D,D,) f

Ancaq asarrlrqla gбrmэk оlаr ki, хэtti diferensial ореrаtоrlаrm bu пёv
kombinasiya|art f -п ikinci tэrtiЬ tёrэmэlаriпdэп asrllr ola Ьilmэzlэr. Doýrudan

da, хэtti diferensial ореrаtоrlаrп timumi fогmаst
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D,=|€о*, о,=Т а
Itл

OXk

;эkliпdэ оlur. Вчrаdа Ёо чэ цt funksiyalar| х|)х2,,. dэуigэпlэriпiп ixtiyari
funksiyalandrrlar. Onda

D,D,=|6оп,#-*r*Е€r**

D,D,=|пr€,:^ +Еry. +Э-h.l "' 0хоOх, fr'^ 1xr 0х,

чэ опlапп hasillэrinin fэrqi

DrD, - DrD, = т( n Оц,

ill'o ыr
0Ё,

0rr
-Цt

а
0r,

у9пэ da birinci tэrtiЬ tёrэmэdэп astlt olan ореrаtоrduг. Веlэliklэ, (42,14)
ЬэrаЬэrliуiпiп sol tэrэfiпdэп /-rn ikinci tartib tбrэmэsi daxil olarr hэddlэriп hamtst

ixtisar оluпur. Вuпuп g ve h funksiyalartna da aid olduýundan sol tэrэf stfira
ьаrаьэr olur.

Puasson m0tэrizэlэriпiп vacib xassэsi Puasson teoremi adlanrr: f ча g

funksiyalan hэrэkэt inteqrallandtrsa, onda опlаrtп Puasson mёtэrizэsidэ tf,g\
hэrэkэt inteqralrdrr 

t .fg\ = ,onrt (42.15)

Bu tеоrеmiп isbatr .f уэ g funksiyalarr zamandan аýgаf gэНldэ asrlr olmadrýr
halda gox sаdэdir. Yakobi еупiliуiпdэ h= Н yazsaq alrnq ki,

{H{rg}}* {7{gul}}+ {s{Hr}}= о

Buradan gёrtiпriir ki, эgэr {яg}=о чэ {н7}=0 оlагsа onda {н{д}}=о,Вuпu da
isbat etmak lаzш idi.

Оgэr / чэ g inteqrallarr zamandan аýgаf gэkildэ asrlr оlаrlаrsа, onda (42.1)-

dэп alrrrq ki,

*uЫ=*\r,g}* {н{/8}}

(42.10) dtisfurundan istifadэ ёdаrаk ve {н{lt,g}}=о hэddlэriпi Yakobi eyniliyina
gёrэ qаlап iki hэddiп сэmi gаkliпdэ yazaraq alrrrq ki,

*UЫ= {#, "} 
- 

{, #\ - \r lнg\\ -{g{дr}} = 
{#- tнr}, g} - 

{, #- to"+

*uы={#,,} -{,Т)
чэ уа
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вчrаdап isэ puasson teoreminin timumi halda isbatr аýgаrdш. Нэrэkэt
inteqrallarrmn sayl mэhdud olduýundan (2S-1, S-sэrЬэstlik dаrэсэ sayr). Aydrndrr

ki, Puasson tеоrеmiпdэп istifadэ еdэrэk hэmigа yeni hэrэkэt inteqralr alrnmayacaq.

Вэzi hallarda sаdэсЭ trivial поtiсЭ alrna Ьilэr- Puasson mбtэrizэsi sаdасэ olaraq

sabit ola Ьilэr. Ba;qa hallarda аlmап ineqral аччэlki / vэ g inteqrallarrnrn

funksiyasr ola Ьilэr. Baxdrýrmrz hа||ж olmadrqda Puasson teoremi yeni inteqral

verir.
Маsэlэlэr.
l.Maddi пёqtэпiп F impulsu чэ й =VF1 impuls momenti dekart

kоmропепtlэri arasmda Puasson mёtэrizэlэriпi hesablaym.

Нэlli (42.12) dЁsturu чаsitэsilэ alrnq ki,
( l ЭМ-о=-!Ь, 

-zp..|=-P,1М,Рr| = -; = - 
фwц 

- zf, ) =

чэ analoji tisulla iki diistur

{М,л,}= о, \м,р,\= р,

Qalan puasson mёtэrizэlэri Ьчrаdап x,y,z indekslэrinin dёvrЁ

уеrdэуigmэsiпdэп аlmtr.
2. й vektoru kоmропепtlэri arasrndakr Puasson mёtэrizэlэriпi hesablayrn.

Нэlli:
|М ,М ,|= -М ,, |м ,М ,|= -М ,, {М ,М,\ = -М ,

3. p-nin koordinat va impuls ixtiyari skalyar funksiyasr olduýu halda

tц,M "}= 
0 olduЕunu gёstarir,

Нэlli: р skalyar funksiyasr i чэ Р чеktоrlаrmm kоmропепtlэriпdап yalnrz

t' , Р'", (rЛ) kombinasiyalarmdan asrlt ola Ьilэr. Ona g0rэ dэ
0р 

= 9ч,zт *4!-Fav av, ) аtрi)

чэ analoji olaraq Ч tigtin yaza Ьilэrik. ТэlэЬ оiuпап ifadэ (42.5) dtisturu
'ар

, vasitэsilэ yuxarrdakr dtisturu пэzэrэ almaqla isbat edilir.

4, |/,",l=lk] olduýunu gёstэrir. i koordinat чэ impulslann чеktоru

funksiyasr, fr ise z oxu istiqamэtindэ vatrid vektordur.

йrri, iKiyari j|,pj vektoru 7=lр,*F,р,*|F|р, qаkliпdэ yazrla Ьilэr,

Qt,цz,pз _isa'skalyar funksiyalarldш. Axtartlan miinasibatlэri (42,9), (42.1 1) vЭ

(42.|2) diistцrlагr чэ tigtincii mэsэlэdэki dtisturlar vasitasilэ ЬiгЬа9а hesablama ilэ
yoxlamaq olar.
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ý- Ldt (43.1)

inteqralrndan istifadэ etdik. Вurаdа inteqrallama maddi пёqtэпiп t| уе t2 antnda
q(') чэ u?'l пбqtэlэriпdэ olduýu trayektoriya izrе aparrlrr. Тэsir inteqralrn

variasiyaya uýratdrqda intervaltn уахш trayektoriyalar iizrэ qiymatlэri g(r,) чэ
q(tr) пOqtэlэriпdэ mtiqaisэ olunurdu. Bu trayektoriyalardan yalпz biri S-
intervalmr minimum еdэп trayektoriya hэqiqi hэrаkоtэ uуýuп gэlirdi.

indi isa tasir anlayr;rna ba;qa mэпаdа baxaq. Daha doýrusu S-kэmiууэtiпе
hэqiqi trayektoriya iИrэ hэrэkэti хаrаltеrizэ еdэп kэmiууэt kimi baxtb, onun
qiуmэtlэriпi eyni baqlanýrca q(t,)=q(') malik olan, lakin t2 ашпdа mtiхtэlif
пбqtэlэrdап kе9эп trayektoriyalar iizrэ mi,iqауisэ еdэсэуik. Ba;qa sёzlэ hэqiqi
trayektoriyalar tizra tэsir inteqralma inteqralrn уuхаrl sаrhэddiпdэki koordinatrn
funksiyasr kimi baxacaýrq.

Bir trayektoriyadan ona уахm olan digэriпэ kegdikdэ tэsiriп dэуi;mэsi (Ьir
sэrЬэstlik dэrэсэsi olduýu halda) 

Yr|tэпliуiп 
чаsitэsilэ verilir.

л =9даl' *'r(щ_!LЪо,
аЕ 'lu i(aq й aQ )'

Нэqiqi hэrэkэtiп trayektoriyasr Laqranj tэnliyini бdэdiyindan buradakr inteqral
stfir оlur. Birinci hэddэ isa aqagr sэrhаddэ ф(r,) = 0, уuхап sаrhэddэ isэ ф(rr) = ф

i;аrа еdэk. *:' ilэ i;аrэ edib alrrtq ki, Ж =Рф vэуаiimumi halda istanilэn
dq

sayda sэrЬэstlik dаrэсэsi olduýu halda
дS = 14ф, GЗ.2)

Buradan isэ alntr ki, tэsir funksiyasrnrn koordinata gоrэ mэхsusi tёrэmэsi uyýun
impulsa ЬэrаЬэrdir:

(4з,3)

Analoji olaraq tэsir inteqraltnr zаmапlп аýgаr funksiyasr kimi da Ьа9а dЁ9mэk olar.
Вu zaman eyni bir zaman l, anrnda eyni пёqtаdэп q0) baglayrb, eyni bir пёqtэdэ
q(') miixtэlif zaman anlarrnda /z = l чt}гtаrап trayektoriyalara baxmaq laztmdш.

Тэsir iпеqrаlmm tоуiпiпэ эsаsэп опuп zamana gёrэ tam tбrаmэsi
dS

dt

ý 43 Tasir koordinatrn funksiyasl Hmi

On kigik tэsir prinsipini gэrh еdэrkэп
l2

J

as
л ri
oq,

(43.4)
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Digэг tэrэfdэп S funksiyasma yuxarrda ;эrh оluпап manada koordinatr чэ zаmашп
funksiyasr kimi baxsaq va (43.4) dtisturundan istifadэ etsak alrrrq ki,

Наr iki ifadэni miiqayisэ etdikdэ

ff= r-|o,8,

olduýunu чэ уа nahayat

Щ=-н
0t

tэnliyini alrrrq.
(4З,3) чэ (43.5) tэпliklэriпi Ьirlikdэ

6 =|r,dчi - Hdt (43.6)

(43.1) ifadэsinin уuхап sэrhэddiпiп koordinat чэ zamanlna gбrэ tam difегепsiаl
gэklinda ума Ьilэrik. indi isэ fэzz edok ki, inteqrallamanrn hэm agaýr sэrhэddiп

hэm dэ учхаr1 sэrhэddiп koordinat чэ zamanl dэуigir. Aydrndrr ki, Ьu halda s-in
dэуiqmэsi аýаЕ1 чэ уuхап sэrhэddэki uyýun dэуigmэlэriп fаrqiпэ Ьэrаьэr

olacaqdrr.
dS =|p!z)dq!') _ g{z)4s{z) _Zp|'raq|') allt)41{) (4З,1)

Вu ifаdэ ёzЁ_бzltiуiiпdэ g0stэrir ki, sistemin hэrэkэti zаmаш olan хаriсi tэsiriп
хаrаktеriпdэп astlt olmayaraq опuп son чэziууэti эчvэlki vэziУУэtiпiП ixtiyari
funksiyasr ola Ьi[mэz. Yalnrz еlэ hэrэkэtlэr mtiтпktiцldtir К, (43.7) tэnliyinin saý

tэrаfi иm diferensial olsun. Веlэliklэ, Laqranj funksiyasrnrn konkret fогmаstпdап

asrlt mtimkun olan hэrэkаtа mэhdчdiууэt qоучr, Xiisusi halda, fazanrn Ьir
пёqtэsiпdэп 91хап zэrrэсiklэr dаstэsiпiп bazi qanunauyýunlarrnr (xarici sаlrэпiп

formasmdan astlr оlmауаrаф tэуiп еtmэуiп miimktin olduýunu gёstаrir. Bu
qmrunauyýunluqlarrn 0уrэпilmэsi hэпdаsi optikanm m0чzusчdurl .

Qeyd etmak lмtmdrr Н, Laqranj tэпliklэriпi tэsir inteqralш (43.6) dЁsfuruna
эSаSэп 

/ \
s = [l 

'. 
p,dq, - Hdt | (43.8),\7 )

fоrmаsmdа yazdrqdan sопrа onun minimumluq gэrtiпdэп almaq оlur. Bu halda
koordinat va impulslarm vmiasiyalarmr asrlt оlmауап kэmiууэtlэr kimi qэЬчl

(43.5)

l Во< "Теоriуа plya" VII fэsil
1,1|



etmaliyik. Yепэ dэ sadэlik уаlшz bir koordinatrn (чэ bir impulsun) olduýu halda
tэsiriп variasiyasm l у azaq

ж = lapaq + рdф -#** -#*"

fuinci hэddiп gevrilmэsi (hissэ-hissэ inteqrallama )

as = J аr(ая - # -)- о*|- I *(* - 
# -)

ifadэsini чеrir. Inteqrallama sэrhэdlэriпdэ ф = 0 qэbul etmэliyik. опа g0ra

inteqrallamada alman hэdd itir. Qalan hadd isэ ф чэ бр чаriаsiуаlапшп asrlt

olmadrýr zaman ayrl-ayrl hаddlэriп srfir olduýu halda almtr

4о:OН 41. dp =-u" о,'aPOq

уэпi dr -уэ Ьёldtikdэп sопrа Hamilton tэnliklarini alrrlq

ý 44 Мореrфui prinsipi

Mexaniki sistemin hэrэkэti эп kigik tэsir prinsipi чаsitэsiiэ tam hall оlчпur.
Bu рriпsiрdэп alrnan hэrэkэtа tэnliyini hэll еtmэklэ hэm trayektoriyanrn fоrmаstпt
ham dэ maddi nciqtэnin trayektoriya tizэriпdэ vэziyэtinin zamandan asrlrlrýrnr
tэуiп еtmэk оlur.

Оgэr ya|ntz trayektoriyanrn taprlmasr kimi dar mоsэlэпi hэll еtmэklэ
kifауэtlэпsаk (mэsэlэпiп zamandan asrlrlrýmt kэпаrа qoyub), onda mэlum olur ki,
эп kigik tэsir prinsipinin sadэlэ;dirilmig formasmdan istifadэ etmak kifауэtdir.

Tutaq ki, Laqranj funksiyasr чэ bununla ЬэrаЬэr Hamilton funksiyasr
zamandan аýgаr ;эkildэ asrlr deyil, уэпi sistemin enerjisi saxlantr

H(p,q)=E=comst

Оп kigik tasir рriпsiрiпэ gёrэ tэsirin variasiyast zаmап ча koordinatm
ba;lanýrc чэ son qiуmэtlэriпdэ stfira ЬэrаЬаr оlчг. Оgэr zаmапlп t son andakr
qiуmэtiпiп variasiya olunduýunu qэЬчl etsak (koordinatrn verilmig ba;lanýtc чэ
son пOqtэlэriпdэ qiуmэtlэriпdэ) onda alrrrq ki, (43.7)-lэ miiqayisэ et)

rIS = -У1& (44.1)

indi isэ sistemin btitrin virtual hэrэkэtlэriпi deyil, yalnrz enerjinin saxlanmast
qanununu бdэуэп hэrэkэtlаriпi mtiqауisэ еdэсауik. Веlэ hэrэkэtlэr iigiin (44.1)

tanliyindэn H-funksiyasmr sabit Е ilэ эчэz eda Ьilэrik. Onda alrrrq ki,

|,l2



бS+Е&=0

Тэsir inteqralrnr (43.8) formasrndan yMrb уепэ dэ H-i E-ila ачэz еtsэk.

s = lZr,dч, - Д(r -ro)

otduýunu gбrarik. Вu ifаdаdэki birinci hэddi

So = lZp,dq,

(44.2)

(44.3)

(44.4)

9ох Zaman qisaldrlmr; tэsir adlandrrrrlar. (44,3) ifadэsini (44.2) уеriпэ yazsaq

alrrrq ki,
ýо =0

веlэliklа, qrsaldrlmrg tэsir, hэr hanst sonlu пOqtэdэп ixtiyari zаmж| anmda

kegan va enerjinin sarlanmasl qапшu ёdэуэп istэпilэп trayektoriyaya паzэrэп

minimum qiуmэt а[rr. Belo variaJiya рriпsiрiпdэп istifadэ еtmэk Ёgtin эwэlсаdап
(44,4) ifаdэsiпdэ inteqralaltr ifаdэпi vo impulsu qkoordinatlvo dq diferensialr ilэ

ifаdэ еtmэk lazrmdrr. Вuпчп tigiin impulsun tэуiп di.isturu

о, =!r(п,Ч) (44,6)' о4,"\" at )

чэ enerjinin sarlanmast

u(n,n#)=, (4.7)

tэпliklэriпdэп istifadэ еtmэk lMtmdrr. Axtnnct tэпlikdап dt diferensialrnr q

koordinatr чэ dq diferensialr ilэ ifada edib. (44.6)-da yerina yazsaq impulsu q va dq

ilэ ifadэ etmi; bl*rq. Burada Е раrаmеtr тоlчпu оупауасаq, Bu Ёsulla аlmаП ЭП

kigik tэsir рriпsiрiпi-аdэtэп Мореrгуi prinsipi аdlшrdrпrlаr (вuпuп dэqiq ifadэsi

Eyler чэ Laqranj tаrэГшdэп чеrilmэsiпэ Ьасmауаrаq),

Нэmiп-рriЪsiрi аýgаr gэkildа Laqranj funksiyasrnrn kinetik vэ potensial

епеrjilэri fэrqi gэkliпdэ yaztlmrq adi (5.5) formasrndan alaq.

(44,5)

Bu zaman impulslar

е' =#=|ooi)a,

'=*f,r-G)q,qr 
+U(q)

Zon(qh,qr -u(q)
i,k

l=L,

епеrji iso

17з



оlчrlаr. Ахrппсr ЬэrаЬэrlikdэп altrrq ki,

dt- a,rdq,dqr

2(Е -U)
чэ hamin ifadэni

di.isfurчпdа уеriпэ yмsaq qrsaldrlmrg tэsiri
So =J

|"'rfun|p,dQ,=

(44.8)

(44,9)

(44.|2)

ZlB -Ul|a,rdq,dqo
i,k

9эkliпdэ alrrtq.
X{isusi ЬhОа bir maddi пбqtэ tigtin kinetik епеrji

m
1

dl
dt

(burada m-пёqtэпiп ki,itlэsi, dl-isэ trayektoriya elementinin uzunluýu) va
trayektoriyantn formasrnr tэуiп еtmэk i.igtin variasiya prinsipi

al^tTroa =о (44.10)

gaklindЭ оlur. Burada ineqral fэzшtm verilmig iki пёqtэsi аrаsшdа араrrlrr. Bu
fоrmаdа Yakobi tаrэfiпdэп yazrlmrgdr.

Zэrrасiуiп sэrЬоst hоrэkэti zamanl U=0 olur чэ (44.10) tэпliуi sаdэ пэtiсэ
чеrir

alat =о

уэпi zэгrэсik эп qrsa yolla hэrэkаt edir-dtiz хэtt Ьоуuпса.
Yепэ dэ tэsiriп (44,3) ifаdэsiпэ qayrdaq чэ опuп variasiyasrnt hэm dэ Е-уэ

gбrэ араrаq

л = $ал -(l -t)6E - Е&
аЕ

Bunu (44.2) dэ уеriпа yazsaq alrrrq ki,
as"

#:,-,, (44.11)

(44.9) fоrmаstпdа yazrlmrq qrsaldrlmrg tэsir tigtin Ьu ЬэrаЬаrlik

|a*dq,dqr
z(E -U)

- t -toI

1,14



ifadэsina gatirir. Вч isэ (44.8) tanliyinin inteqralrndan baqqa Ьir gey deyil. Bu ifаdэ
tгауеktоriуапrп tэnliyi ilэ Ьirlikdэ hаrэkэti tam tэуiп еdiг.

Мэsаlэ
(44.10) variasiya рriпsiрiпdэп trayektoriya tigtin diferensial tэnlik alrn.
Нэlli: variasiya almaqla

а ! J ь u at = -I{#-L dl - лГЕ 4 * r"\

ifadasini ума bilarik. ikinci hэddэ dl' = drz olduýu пэzэrэ alrnmr;drr, Опа g0rэ da
dld(a) = drd(&). Вu hаddэ hissэ-hissэ intqral alrb, inteqral altr ifаdэdэ fr -in
эmsаlmt srfira ЬаrаЬэr еtmэklэ trayektoriya tigi.in

zJ ьс d (J*u ffi\= 
-a(Jd/\- dl ) 0r

diferensial tэпliуiпi alarrq. Тэпliуiп sol tэrаfiпdа tёrэmэпi alrb чэ F = -0U
а7

qtivvэsini da"чil еtsэk tэпliуi
d'F F -ФOt
dlz 2@-U)

gaklindэ ума Ьilэrik. Burada , ={ trayektoriyaya toxunmr vahid vektordur.
dl

л-tFrу fэrqi isэ F qiiwэsinin trayektoriyaya поrmаl olan fl komponentidir.

d27 dt ,..

# =fr tсirэmэsi diferensial hэпdэsэdэп mэlum olduýu kiпi У^-а ЬэrаЬэrdir. R

Tayektoriyanrn эуrilik radiusu й trayektoriyanr baq normaltdtr. E-U farqinin уеriпэ
mч'

э- УШSаq alШlq К,

-mv' =nT= nn

Вudа эуri trayektoriya Ёzrэ hэrэkэt zamanl уаrапап normal tэriliп ifаdэsiпэ
uуýuпduг.

ý 45 Kanonik gevirmalar

Umumilэqmiý q koordinatlarrmn sеgilmэsi birqiymatli deyil. Umumilэ;mig
koordinatlar оlаrаq sistemin fэzadakr чэziууэtiпi birqiymэtli tэуiп edan istэnilan S
dэпэ kamiyyэt sеgilэ Ьilэr. Laqranj tэпliуiпiп (26) formast bu sеgimdэп asth deyil.
Вumэпаdаdеуirэlаrki, Laqranj tэпliklэri Qflz,..Q, kооrdiпаtlаrшdап Q,,Q, kеgidэ
пэzэrэп invariantdrrlar. Yeni а koordinatlarr kсihпэ q koordinatlarrnrn
funksiyalarrdrг. Bu zЕ}mап опlап еlэ segak ki, hэmiп аlаqэ аggаr ;эkildа zamandan
da asrlr olsun. yэпi sбhьэt

Q, = Q,(Q,t) (45.1)
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gэklindaki gечirmэlаrdап gedir (Ьuпlаrа Ьэzап пёqtэчi gечirmаlэr dэ dеуirlэr).
Aydrndrr ki, (45,1) gечirmэlэri zamanr Laqranj tэпliklэrilэ yanaýl Hamilton

tэпliklэri dэ (40.4) бz fоrmаlаппr dэуigmir. Lakin асrrrпсtlаr daha geniq
gечirmэlэrэ timumilagmiq impulslarm Р timumilэgmi; koordinatlarla q ЬэrаЬэr
eyni htiquqlu asrlt оlmауап dауigэпlэr rоluпч оупаmаsl ilэ эlаqэdаrdrr. Ona gбrэ
dэ gечirmэ anlayrgr еlэ gепiglэпdirilmэlidir ki, о 2S dэпэ asrh оlmауап
kэmiууэtlэriп hamtsmt gevrilmэsini эhаtэ etsin, Yeni kбhэ p,q dэуigапlэrilа yeni
Ф,Q dэуi;апlэri arasrnda эlаqэ yaratstn

Q, = Q,(p,q,t), Р, = P,(p,q,t) (45.2)

Miimkiin olan gечirmаlэr sinfinin bu ctir gепiglэпmэsi Hamilton metodunun an
mtihtim iistiinltiklэrindэn biridir.

Lakin ixtiyari (45.2) 9evirmolэri zamant hэrэkэt tэпliklэri бz kanonik
fоrmаlаппt saxlamtrlar. indi isэ yeni koordinatlarda tэпliklэriп

Q, (45.3)

fогmаlаrшt saxlanmasr i.igiin gечirmэlэriп ёdэdiуi qэrtlэri tapaq,. Н' -yeni Hamilton
funksiyasrdш. Веlэ gечirmэlэrэ kanonik 9ечirmэlэr deyilir.

Kanonik gечirmэlаr di.isturunu a;aýrdakr tisulla almaq оlаr. ý43 axrrrnda
gбstэrdik ki, Hamilton tэnliklarinni \ ,

бt[' p,dQ, -ro,1= 0 (45.4),[?" ,, )

;эkliпdэ yazrlmr; эп kigik tosir рriпsiрiпdэп alrna Ьilэr (bu zаmап koordinat чэ
impulslarrn hamtst asrlr olmadan variasiya olunur). Yeni koordinat чэ impulslaTrn
da Hamilton tэпliklэriпi ёdэmэsi tigtin onlardan an kigik tэsir prinsipi

0н,
ф,'

ан,
' ОQ,

Ф

6 (45.5)

ёdэmэlidirlоr. (45.4) чэ (45.5) эп kigik tэsir рriпsiрlэri yalnrz onlartn inteqralaltr
ifаdэlэri Ьir-Ьiriпdэп р, q, t-dэп asrlr funksiyanrn zamana gёrэ tam diferensialr
qэdэr fэrqlэпdiklэri zаmап Ьir-Ьiriпе ekvivalentdirlэr. Bu halda inteqrallarrn
variasiyasr zamanl onlartn fэrqi эhэmiууэt kэsЬ etmir (F funksiyasrnrn
inteqrallama sэrhаddiпdэki qiуmэtlэriп fэrqi).

Belaliklэ
I r,dч, - Нй =ZP ,dQ, - H'dt + dF

olmalrdrr. IIэr bir karronik gечirmэ ёztintin funksiyasr iiэ xarakteriza оlчпчr. Buna
gev irmэпiп yaradrct funks iyasr deyiliT.

Alrnan ifadani
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4Р =|'r,dч, -|Р,d9, +(н'- H)dt

aF
yi- л )

оQ,

aF
0Q"

Н'= Н +0F
0t

(45.б)

(45;l)
gаkliпdэ уйsщ, g0rtiriik ki,

Pi

Bu zaman F funksiyasmm kёhпэ чэ yeni koordinatlardan va zamandan asrlr olduýu

qэbul оlчпur: F = F(q,Q,t). F funksiyast mэlчm olduqda (45;l) ifаdэlэri kбhпэ

(q,p) чэ yeni (P,Q) dэуigэпlэri arasnda эlаqэ уаrаdш va hэmdа yeni Hamilton

t nKriyurrnr tэуiп .t rr"K tigtin ifаdэ чеrir.
Olu bit., ki, yaradrcr funksiyanr kёhпа koordinat q yeni Р impulsun funksiyasr

kimi еtmэk daha sэrfэli olsun. Bu halda kanonik gечirmэпiп yaradrct funksiyasrnr

tapmaq tigtin (45.6) dЁsturunda Lejandr gevirmasi apalmaq lazrmdrr. Yэпi hэmiп

ifadani
d(F +Zp,Q) =| p,dQ, +|Q,аr, + (tl' - HPt

gaklindэ yazaq, Bu ifаdэпiп sol tаrэfiпdэ diferensial i;аrэsi altrnda olan ifadэ q vэ

i аэуi;апtаriпdэП asrlr yeni yaradtct funksiyadrr. Hamin funksiyanr Ф(q,Р,r) ila

igаrэ etsak alrrrq ki2,
аФ о, = -0F . н, = 11 *0Р (45.s)Р,=й, L,, ор,, Ot

Дпаlоji yolla Р, Q чэ р, р dэуigэпlэriпdэп asrlt yaradrcr funksiyalara kе9mЭk olar.

q.ya edak ki, y.rri u. kёhпэ Hamilton funksiyalart arasmda аlаqэ eyni

formada olur: Н'- // fэrqi yaradtcr funksiyarrrn zamana gбrа xtisusi tбrаmэsi ilэ

ifаdэ olunur. xtisusi halda yaradtcr funksiya zamandan Фgаr ;эkildэ astlt olmazsa

Н' = Н оlur. Baýqa sёzlэ bu halda yeni н' Hamilton funksiyasrnr almaq tigЦn

kбhпо Hamilton funksiyasrnda p,q dэуigэпlэriпi Р,Qdэуi9эпlэrilэ ifada еtmэk

laztmdrr.
Kanonik gечirmэlэriп genigliyi Hamilton metodunda q vэ р dауiýэпlэriпiп

оwэlki arrlayr;laгrnr kifауэt qэdаr zэуiflэdir. (45.2) tэnliyi Р vэ Q dэуiýэпlэriпiп

hэr birini q чь р ilэ iаfdэ еtdiуiпdэп. Q dэуiqэпi оччэlki kimi tэmiz koordinat

dэуiýапi оlmчr.- iki qrup dауigэпlэr arasrndakr fэrq аrаdап gбttirЁltir. Bu hal

Q, = р,, р, = Qi3 gечirmэsi zamant ёztiпЦ эуапi оlагаq gёstэrir. Bu gevirma kanonik

tэпliklэгiп formastnt dэуigmir, sаdэсэ olaraq koordinat vэ impulslartn adlarmt

dayiqdirir.

2 Оgаг уагаdtсl funksiyanr о = | l (я, /){ qэkliпdэ sеgsэk ( f (g, r) -ixtiyari funksiyadrг), Опdа

geviTmani Q = .f,(q,t) qэkliпdэ аltгrq, уапi yeni koordinatlaT yalntz kбhпэ koordinatlarln vэ zamanln funksiyast

оlчг. Вч nбqtavi gечirmэlэгdir. Тэьii olaraq Ьч kanonik 9ечirmэlэriп xtisusi halr оlчг.

З Bu gечiгmапiп ymadtct funksiyasr F =|8,Q, -drr.
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Hamilton metodunda р чэ q dэуigэпlэriпiп adlarrntn Ьч сtir ;эrti olduýuna
gёrэ опlаrr kanonik qoýma dэуi;эпlэrdэ adlandrrrrlar.

Kanonik qogmalrq ýэrtiпi Puasson mёtэrizэsi ila ifаdэ еtmэk оlаr. Bunu i.igtin
эwэlсэ Puasson mёtэrizэlаriпiп kanonik gечirmэlаrэ паzэrэп invariant qaldrqlannr
isbat еdэk.

Tutaq ki, \.f ,g\о,п tёгэmэlэriп р va q -уэ gёrэ aparrldrýr Puasson mбtэrizэsi

\f ,g\r,п isэ tёrэmаlэriп Р чэ Q-уэ gёrа aparrldrýr Puasson mёtэrizаsidir. Onda

{fg\,,п = \fc\,,n (45.9)

Bu mtinasibatin doýruluýunu kanonik gечiгmэ чаsitэsilэ hesablama чаsitэsilэ
gёstэгmеk оlаr. Lakin hesablamadan istifada еtmэdэп a;aýrdakr mtilаtrizэlэrdап dэ
istifadэ еdэrэk inanmaq olar,

Нэr gеУdэп эччэl qeyd еdэk ki, (45.7) чэ (45.8) kanonik gечirmэlэrdэ zaman
Раrаmеtr rolunu оупауш. Опа gёrэ hэmiп ifadэni f чэ g kоmiууэtlэriпiп zamandan
аýgаr asrlt olmadrýr halda isbat etsak onda iimumi halda da isbat etmig оlчrчq. indi
g kЭmiУУэtiпi hэr hanst sistemin Hamilton funksiyasr olduýunu, tam formal

manada qэЬul еdэk. onda (42.1) dtisfuruna gёrа И,g} о" = -Ч. Lakin { toramasidt dt
_ bmcdrýrmrz fiktiv sistemin hэrэkаtiпiп хаrаktеriпdэп astlt ola bilmэz. Bu sэьэьdэп

da Puasson mёtэrizэsi bu чэ уа digэr koordinat sеgilmэsiпdэп asrh ola Ьilmэz.
(42.13) dtisfurundan чэ (45.9) tеоrеmiпdэп alrrrq ki,

{Q,Qr\o,, =О, {Р,Рr\о., =о, {1Qr\o,, =6n (45.10)

Bu ifаdэlэr Puasson mёtэгizаlэri чаsitэsilэ yazrlmr$ p,q -+ P,Q dэуi;апlэriпэ
kegidi чегэп 9ечiгmэпiп kanonik olmast ;эrtidir.

Maraqlr оlш qeyd еtsэk ki, p,g dayiganlэrinin hэгэkэt zamanl dэуigэпlэriпэ
kanonik 9еvirmэ kimi Ьаха Ьilэrik. Вu mtiddэапm mэпаsr agaýrdakrdrr. Tutaq ki,
Q, Уе р, kanonik dэуiýэпlэгiп t anrndakr qiymэtlaridir. q,-, Уе р,*, опlапп r+r
anrndakr qiуmэtlэridir. Ахшmсrlаr аччэlkilэriп чэ r iпtегчаlmш раrаmеtr kimi
funksiyalarrdrг.

Q,* = Q(8,, Р,,t), Р,*, = P(q,,P,,")
Bu diisfurlъrz Q, уе р, раrаmеtrlэгiпdэп Q,,, уэ р,-, dэуiýапlэriпэ gечirmэ

diisturlan kimi ba:<saq, onda hэmiп gечirmэ kanonik gечirmэ olacaqdrr. Q, YЭ Q,*,

пёqtаlэriпdэп l vэ r+r апlаппdа kе9эп hэqiqi trayektoriYa i.izrэ S(q,*,,q) tэsiгiп
dS = |(p,-,dq,+, - p,dq,) diferёnsiallnrn ifаdэsiпdэп aydrndrr ((а3.7)_lэ mtiqayisэ
et). Вu dtisturu (45,6) ila mtiqayisэsi g0stэrir ki, S gечirmэпiп yaradrcr
funksiyasrdrr.

ý 46 Liuvill tеоrеmi

Mexaniki hаdisэlаriп handэsi tэsчiri tigtin 9ох halda faza fezast аdlапап 25
бlgiilii fэzadarr istifadэ edilir. Нэmiп fоzашп koordinat oxlarrnda S dапэ
timumilэ;mig impulslmrn qiуmэtlэri qeyd оlчпчт. Вu fэzапrп hаr Ьir nёqtasi
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mexaniki sistemin Ьir halrna cavab verir. sistemin hэrэkэti zamant onu gёstэrэп

fMa пбqtэsi fMa fэzаsmdа mtiэууэп xett 9жш. Нэmiп эуi faza trayektoriyasr

adlanrr.
dГ = dq, ,..dq,dp, ...dp,

diferensiallarr hasilinэ fмаfэzаsmm "hасm elementi" kimi bacmaq olar. indi faza

fэzаsmtп hэr hansr oblastr tizrэ Jсг-уа baxaq. Bu hэmiп oblastm hэсmiпi vегir. Вu

elementik kanonik gечirmаlэrэ паzэrэп invariant qaldrýrnr gёstэrаk. Эgэr р, q
dэуigэпlэriпdэп P,Q dэуigэпlаriпэ kanonik 9ечiЙэ aparsaq onda p,q чэ P,Q

oblastlarrna uyýun olan hэсmlэr eyni olacaqlar

!,.Ion,.,.dq,dp,,,.dp"=l,,.loo,.,.dQ,dц.,,dP, 
(46.1)

Malum olduýu kimi 9ох ёl9iilЁ intervallarda inteqrallama dэуi;апlэriпiп gevrilmэsi

l ..! оg,.,,dQ"dр|..,dрs - l,.,l on,...dq,dp,...dp,

о _а\8,,.,,Q",ц.,.,р") (6.2)
" - a(q.-д,,p,--pJ

Вчrаdа D gevirmd Yakobianr аdlапш. Buna gбrэ da (46.1) teoreminin isbah,

ixtiyari kanonik gечiгmэпiп D yakobianrnrn vahidэ Ьэrаьэr olmastntn isbatrna

gэtirilir 
D.=| (46.з)

yakobianlarrn mэlum хаssэlэriпdэп istifadэ еdэk. yakobianlarrn bu хаssэsi

onlardan kэsirlэr kimi istifadэ еtmэуэ imkan чеrir. "siirэt" va "mэхrэс"-i -

a(q,q r, . . Q,, Р, Рr., . r" ) -уэ Ьбlэrэk alrrrq ki,

D- a(Q, ,Р, ",,Р") O(qr.,.,q,,p,,..,P")

фq,..,,q",4...,P") aQ, -л.,3, ,,,r,)

yakobianlarrn digar xassэsino gёrэ "stirэt" чэ "mэхrэс"-iпdэ eyni ifаdэlэr оlашr

yakobian, az dБуigапlэrdэп brlr yakobianlara gечrilirlэr. Bu Zaman itэп

dэуigэпlэrэ gёrэ bparrlan diferensiallamalar zamanl eyni sаьitэ Ьэrаьэr

gбti.irЁlmэlidir. Ona gёrэ

о _[a(Q,,...,Q,!} /u_И, ,{,J (46.4)
" - 

1 a(q,,,..,q,,)J, 
"ono 

/ а(4,...,Р, )

вu ifadэnin stirэtiпdэ olan yakobiana baxaq. тауiпэ gбrэ bu un/ur

еlеmепtlоriпdэп diizэldilmig s rmrqlr determinanta Ьэrаьаrdir (i-ci sэtir сэ k-ct

stitun elementi). Kanonik gevirmэni (45.s) formasrndakt Ф(q,Р) yaradrcr funksiya

vasitэsilэ aparaq.
эQ, а'Ф
dqn 0q оOР,

11g



Eyni qayda ilэ (46.4) dtisturunun mэхrасdэki determinantr i,k еlеmепб J'Ф .' 0qr01

Dеmэli bu determinantlar satir чэ sЁfunlarrntn уеrlэriпi dэуigmэklэ fэrqlэпirlэr.
Demali опlаr ЬэrаЬэrdirlэr чэ (46.4) пisЬэti vatrida ЬаrаЬаrdir. Вuпu da isbat еtтпэk
telab оlчпurdu.

indi iso tэsэwtir еdэk ki, tЪzа fэzаsrшп verilmig hissэsinin hэr bir пёqtэsi
baxdrýrmrz mexaniki sistemin hэrэkэt tэпliklэriпэ uyýun olaraq уеrlэriпi
dэуi;iтlэr. Вuпuпlа da hэr bir hissa уегlэгiпi dэуigэсаНаr. Вч zaman onun hэсmi
dэуigmэуэсэk

IdГ = сопst

Вu miiddэа (Liuvil teoremi adlarran)a faza fоzаslшп hэсmiпiп kanonik gечirmэlэrа
пэzэrэп invariant qalmasrndan irэli gэlir yе p,q dэуi;апlэriпiп hэrэkэt zamanl
dэуigmаlаriпэ kanonik gечirmа zаmаш dэуigmэ kimi Ьаха Ьilmэуiп пэtiсэsidir
(эwэlki paraqrafln a><trmda deyildiyi kimi).

Таmаmilэ analoj i tisulla

111tsýi|,!*,*r
i+k

inteqrallarrnrn da kanonik gечirmэlаrэ пэzэrэп invariant qaldrqlarrnr isbat etmak
оlаr. Вuгаdа inteqrallamafaza fэzаsmш ikiбlgtilii dёrd Olgtilti чэ s, sэthlэгi tizrэ
apartltr.

ý 47 Hamilton-Yakobi tэпliklагi

ý43-da koordinat чэ zamandan asth tэsir anlayrgr da"xil olundu. Gёstэrildi ki,
bu fuпksiуашп ý(g,r) zamana gёrэ xtisusi tёrэmэsi Hamilton funksiyasr ila

as
u, 

+ H(q, p,t) =0

tэПliУi vasitэsila эlаqаlidir. Опuп koordinatlara пэzэrэп mэхsчsi tёrэmэlэri isэ
impulslarla tist-tistэ dЁ;tir. Вuпа uуЕчп оlаrаq Hamilton funksiyasrnda impulslan

$ xtisusi tбrэmэlэrlэ ачэz etjikdэ, ,S(q,r) funksiyasrnrn ёdadiyi
0q

9*H(q,,...,n,,9,...,9,r)=o (47.1)
0t \Jl' "" )qr' '0q,'

а Вч miiddааш Liuvil tеоrеmi adlmrdrrmaq dэqiqsizlikdir (tаrсЁmэ9iпiп4еуdi)
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tanliyini alrrrq. Bu tэпlik Ьiгiпсi tэrtiьdэп xilsusi tбrэmэli diferensial tэnlikdir. Вu

Hamilton tэпliуi аdlапrr.
Laqrarrj tэпliklэri va kanonik tэпliklэrlэ yanaýl Hamilton-Yakobi dэ hэrаkэt

tэnliklarini inteqrallamanrn ba;qa Ьir timumi metodunun эSasrnl ta9gil edir.

вu metodu gэrh еtmоуэ Баghrkэп, аччэlсэ yada salaq ki, xtisusi tёrэmаli

birinci tэrtiьdап istэпilэп tэnlik ixtiyari funksiyadan asrlt timumi hэllэ malik olur.

дпсаq, mexanikaya tэtbiqindэ llamilton-yakobi tэпliуiпiп tam inteqral adlanan

helli эsаs rol оупауrr. Mbxsusi tёrэmэli diferensial tэnliyin halli asrlr olamayn

koordinatlarm sayl qэdэr asrlr оlmауап inteqrallama sаьitlэriпdэп asrh olarsa Ьеlэ

hэllэ tam inteqral deyilir.
наmiltоп-yакоъl tэпliуiпdэ astlt olmayan dэуi;апlэr koordinatlar va

zamandtr. Опа gёrэ s sэrьэstlik dэrасэsiпэ malik sistemin Hamilton-yakobi

tэпliуiпiп tam iпйqrаlrпа s+l dana asilt olmayan sаьitlэr da>ril olurlar. Вu zaman

tэпliуэ ,S(g,/) funksiyasrnrn yalnrz t0rэmаlэri daxil olduýundan ixtiyari sabitlэrdan

biri tam inteqгala additiv qэkildэ dаl<il оlur. yэпi Hamilton-yakobi tanliyinin tam

inteqralr
S = f(t,qr,,..,Q,,dt,.,.Q,)*A (47,2)

gэkliпdэ уап,lt.Вчrаdа а|d,z,,.а" чэ l ixtiyaгi sabitlэrdirs.

indi isэ Hamilton-Yakobi tanliyinin tam inteqralr ila hаrэkаt tэnliyinin biri

maraqlandtran halli arasrndakt эlаqэпi aydrnlagdrraq. Вчпчп Ёgiiп f(t,q,a)

funksiyasr yaradrct funksiya чэ dl...с"sаЬitlэriпi yeni impulslar qэЬчl еdэrэk q, р

dэуigэпlэriпdэп yeni dэуigапlэrэ kanonik gечirmэ араrаq. yeni koordinatlaTr

F,'рr'.,,F,_lа igara edak. Yaradrcr funksiya kёhпэ koordinat чэ уепi impulslardan

asrlr olduýundan biz (45.8) dusturundan istifada etmэliyik.

5 Hamilton-Yakobi tэnliyinin ilmчmi hэlli Ьizэ lмlm оlmща d4 qeyd edak ki, tam iпtеqrаl mэlum olduqda onu

ирmаq оlчr. Bunun ugiiп д sabitini qalan sаьitlагiп ixtiyari funksiyasttesab edaTak

S -- fQ,qr,.,Q,idt,..c,)+ Д\аr,..а,)

yazaq. Buradakl а, sabitlэrini kоогdiпаt ча zamanrn fuпksiуаIаrr kimi

ЭS 
=0

0а,

''

bnliyindan tapsaq, onda iimumi iпtеqгаh ixtiyari .Ч(а, . , , а ,) frmksiyasrndan asth оlаrаq tapa bilэrik. DoýTudanda

bu tisulla tapIlan S'funksiyasr tigiin

as Ias) =-(as)aoo (as)
й=lй)"- +lй),й=lй)"

/as)**, 
[;,Jo 

kэmiууаtlэгi Hamilton-Yakobi tэnliyini бdэуirlэr, gtbki tayin etdiyimizэ gtirа ý(f,q,c)

funksiyalsrl hэmiп tэпliуiП tаm inteqralrna Опа gёВ dэ hэmiп bnliy" $ ,ifadasi dэ ddayir.
оQ,
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Pi =
ц
0q,

р=
af
0а,

Н'=Н+ af
0t

7 funksiyasr Hamilton-Yakobi tэnliyini ёdэdiуiпdэп yeni Hamilton frrnksiyasrnrn
еупiуэtlэ sfira ЬэrаЬаr olduýunu gбrЁrtik

н,=н*t=/r'+Д=00t at

Вuпа gёrа yeni dэуigэпlэr tigtin kanonik tэnliklot а,=О, Р,=о gэkliпdа olurlar.

ai =-сопst , F, = сопst (47.3)

Digэr tэrаfdэп S dэпа
af
0а,

=F,

tэпliklэri s dэпэ q koordinatlannt 2s dапэ с,В sabitlэri чэ zamandan aslh funksiya
kimi tapmaýa imkan чеrir. Вuпuпlа da funksiya timumi inteqralrnr tapшrq.

веlаliklэ Hamilton-yakobi metodu ilэ mexaniki sistemin hэrэkэti
mэsэlаsiпiп hэlli aqaýrdakr эmэliууаtlапп арапlmаslпа gэtirir. Hamilton-Yakobi
tэnliyini qururuq чэ hэmiп tэnliyin (47.2) tam inteqralrnr taprnq, Опlаrr а ixtiyart
sаЬitlэriпэ gёrэ diferensiallayrb В sаЬitlэriпэ ЬэrаЬэr еdэrэk S dэпэ саЬri tэпliklэr
sistemini

Р = р, G,7,4)Oai

alrrrq. Bu tэпliуi hэll еdэrэk q koordinatlm zamanln чэ iki S dэпэ ixtiyari sаЬitlэriп

funksiyalarr kimi taprrrq. Bundan sопrа impulslarrn zamandan asrlrýrnt 4 = 
D'
0q,

tэпliklаriпdэп taptrtq,

182



Оgэr Hamilton-Yakobi tэпliуiпiп tam olmayan hэlli mэlumdursа s-dэп м
inteqrallama sаЬitlэriпdэп asrlr hэlli mэlumdursа bu halda iimumi hэlli tapmaq
mi.imktin olmasa da опuпп taprlmast asanlagtr. Мэsаlэп, S Ьir dэпа ixtiyari sаЬitdэп

asrlt olaraq mэlumdчrsа onda
a.s

- 
= соlБt

0а

mЁпаsiЬэti Ql..,Q, dэуi;mеlэriпi zamanla эlаqэlэпdirэп bir dэпэ tanlik verir.

Hamilton funksiyasr zamandan aqgar gэkildэ aяlr olmadrýr halda, yani sistem

konservativ olduqda da Hamilton-Yakobi tanliyi daha sаdэ gэkil alrr. Onda tasirin

zаmапdап asrlrlrýr -Et toplarranr ilэ tэуiп оluпur.
ý = ýo(g) - Дr (4'7.5)

(Ьах ý 44) чэ bunu (47.1)-dэ уеriпэ qoyduqda So(q) qrsaldrlmrq tэsir tigtin

н- Q-t,",,Q,
.0So

Sl л 
'OQl

dSo

оQ,
Е (47.6)

Hamilton-Yakobi tэnliyini altrtq.

ý 48 Deyiqanlorin ayrllmast

Bir gox miihtim (эhэmiууэtli) hallarda Hamilton-Yakobi tэnliyinin tam

inteqralrnr dэуiýmэlэri ауrrmа metodu ile almaq оlur. Dэуiýэпlэrа aylпna

metodunun maýzi aqaýrdakrndan ibaratdir

Tutaq ki, hэr hansr koordinat - (onu q, -lэ iqаrэ еdэk) чэ опа uyýun olan
а.ý

0q,

tёrэmэsi Hamilton-Yakobi tэпliуiпэ bir kombinasiya gэkliпdэ, hec Ьir

bagqa dэуi;эпdэп чэ zamandan astlt оlmауаrаq daxil оlurlаr
yэпi tэпlik

е[
а.ý

Q1,---
OQt

.{n,,,,#, #*(^,#}=o
(48.1)

;аkliпdэ уаzrlrг. Вurаdа q, koordinatt 4, -dan bagqa qalan koordinatlarr gёstаrir. Bu

halda hэlli
ý = лS'(q,,l)+ S,(q,) (48,2)

сэmi ;эkliпdа axtaraq. Bu ifadэni (48.1) dэ уеriпэ yazsaq
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.{ a.s,
Q,,tr;-

оQ,
,,#,r(u,,*)}=o (48.3)

(48,5)

tэпliуiпi alTrq. Tutaq ki, (48.2) hэll taprlmrgdrr. Onda onu (48.3)-dэ уеriпа уtиsаq,
bu ifаdэ еупiуэtэ gevrilir. Hamin eyniyyat q, koordinatlanmn ixtiyari qiуmэtiпdэ

ёdanilir. Aydrndrr ki, Qt dэуi;dikсэ yalnrz p-funksiyast dэуigэr, опа gёrэ еlэ
(4S.3) ifаdэsiпi еупiууаtэ gечrilmэsi р funksiyasrmn sabit olmastnt tаlэЬ еdir.

Веlэliklэ (48.3) tэпliуi iki tэпliуэ

,t 0S,

0q,
(48.4)Qt, =а|

.{ asas,
0q,

tq. ,dt -0
0t

ayrrlrr. Brrrada а| ixtiymi sabitdir. Bu tэпliklэrdэп birincisi adi diferensial
tэпlikdir. Bu tэnliyi inteqrallamaqla лý,(g,) funksiyasrnr taprrrq. Bundan sоffц
daha az asrlr olmayan dэуigапlэrdэп ibarat (48.5) xi.isusi tёrаmэli diferensial
tэnliyini alшrq.

Оgаr Ьu tisulla koordinatlarrn hamtsml чэ zamanl aylпnaq mtimkЁn olarsa,
onda Hamilton-Yakobi tэпliуiпiп tam ineqralrnrn taptlmast kчаdrаfurауа gэtirilir.
Konservativ sistem iiqiin faktiki оlаrаq sёhbat (47.6) tэпliуiпdэп yalntz
koordinatlann aytlmastndan gеdir. Таmаmilэ ауrrmаdап sonra tэnliyin inteqralr

S = ) ý,, (со ;аr,..,, а 
") 

- Е(аr,...,а ")t
k

(48.6)

gэkliпdэ yaz:.J:r. Burada s* funksiyalsrrmn hэr biri уа|пtz Ьir koordinatdan asrlr

оluг. Таm enerji Е, (47.6) tэпliуiпdэ ýо = Iý* yazdrkdmr sопrа dt.,,d, sabitlэrinin
funksiyasr kimi taprlrг. Ayrrlr;rn xiisusi halr dёчгii koordinatrn olduýu haldrr.
DёчrЁ koordinat ?l аý8ш gаkildэ Hamilton funksiyasrna va ona gёrа da Hamilton-

Yakobi tэпliуiпэ daxil olmur. Bu halda ,(r,,#)funksiyasr sаdэсэ olaraq #.
gevrilir, чэ (48.4) tэnliyindan alrrtq ki, S, = c,q, уэпi

'лý=лý'(q,/)+сrql (48.7)

Bu halda с, sabiti dёчrЁ koordinata uyýun оlап л( = $ i.pulsundarr baqqa Ьir
OQl

sey deyil. Qeyd edak ki, zаmашп -Et ;аkliпdэ konservativ sistem iigi.in ayrrlrgda
"d0vrЁ" t dэуigэпiпэ gёrа аушпа metoduna uуýuпduг.

Веlэliklэ, bardrýrmrz hэrэkэt tэпliklэriпiп inteqrallamanrn dёvrii koor-
dinatlardmr istifadayэ эsаslапап sadэlэ;dirilmasi hallarr Hamilton-Yakobi
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tэпliНэriпi aylIma metodu vasitэsila эhаtэ olunur. Вurауа koordinat dёvrЁ

olmadrýr hatda dэуigэпlаrэ ауlfiпапlп mttmktin olduýu hallar da buraya эlаvэ
оluпur.

Btitiin bunlar hamtst gёstэrir ki, Hamilton-Yakobi metodu hэrэkэt tэпliуiпiп
timumi inteqralmrn taptlmasmrn эп gЁclti mеtоdчdчr.

Hamilton_Yakobi tэпliуiпdэ dэуi;апlэrа aynlmastnda эlverigli koordinatrn

segilmasi gox miihiimdiir. Maddi пёqtэпiп miiхtэlif xarici sаhэlэrdэ hаrаkЭti

mэsэlэlэriпdэ fiziki mаrаq kэsь еdэп dэуigэпlэrэ ауlппа mtimkiin olan

koordinatlara bacaq

1, Sfеrik koordinatlar. Вu koordinatlarda (r,O,p) Hamilton funksiyasr

H=}(r:-9-*)+UQ,O,tp)

paklindэdir. Bu halda potensial enerji

щ "(е)+U = a(r)+
r'sin' 0r

gэkliпdа olduqda dауigэпlэrэ alTrlma mtimktirrrdtir. Вurаdа aQ), Ь(0) , с(р) ixtiyaГi

funksiyalardrr. Bu ifadadaki ахшmсl hэdd fiziki mаrаq kasb еtmэdiуiпdэп onu

пэzэrэ almadan

U = a(r)+ щ
r'

(48.8)

gэkliпdэ olduýu hala bаl<aq. Bu zaman So funksiyasr tigtin yMrlmr9 Hamilton_

Yakobi tэnliyi

*[*)' + a(r) - #lW) + z.bto>)- ;nu(#)' = 
"

gаkliпdэ olur. Burada р koordinatmrn dёvrii olduýunu аlаrаq tэПliУiП hЭlliПi

So = ре9 + ý, (r) + лSr(9)

о<Иrsаq опdа ý,(r) va Sr(9) funksiyalarr tigiin

[*)' +2mь(0)-$6=п

*(*)'+a(r)*#=,

tэпliklэriпi alrnq. Bu tапliklэri inteqraladrqdan sопrа пэhауаt аlшq ki,
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ý=_д/+рrр+l р -zmb(о)-*or -!
sln- у

2m|в - aqrfl-lar (48.9)

Burada Ро, В, Е ix,tiyari sаЬitlэrdir. Alrnan ifаdэпi onlara пэzэrэп
diferensia]layrb digэr sаЬitlаrэ ЬэrаЬаr еtmаklэ hэrэkаt tэпliуiпiп timumi hэlliпi
tаршq.

2. Parabolik koordinatlar. p,Q,z silindrik koordinatlardan {,r7',rр parabolik
kоогdiпаtlаrа kegid

, = !{с -о), р = л[й (48.10)

dtisturlarr чаsitэsilэ aparrlrr. € уе п koordinatlarr 0-dan со-а qэdэr qiуmэt аlrrlаr.

€ уэ ц-пrп sabit olduýu sэthlаr iki firlarrma parabolik goxluýundan ibaratdir (ёz
oxu simmetriya oxudur), (а8.10) эlаqэsiпi

r=

(€ *цЕ ,

z'+p =|G *п)

\+-+)*|6чФ, 
-u(€,ц,р)

2 (48,1 1)

(48.13)

radiusunu daxil еtmэklэ ba;qa formada da yazmaq olar.
Onda

F=r!-zэ , ,-1 Ц=r-z (48.12)

Maddi поqtэпiп €,ц,р koordinatlarrnda Laqranj funksiyasrn| yazaq. (48.10)

ifаdэsi zamana gёrэ dtifferens iallayrb

' = t(r' + р' ф' * 2')-U(p,p,")

(silindrik koordinatlarda Laqranj funksiyasr) ifаdэsiпdэ уеriпэ yмsaq

t=f,(Ё *п

ifadasini alrrrq. impulslar
m

чэ Hamilton funksiyasr

рЕ =1 е,=ft(€+rlh, Р, -- m€цр

H=Z +цр 2

* 
=Ol, 

+(J(€,q,ср)
zmЕц

;эkliпdэ almtr

m €+rl
о
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Bu koordinatlarda dэуigэfilэrэ ауlппа mtimkiin olan fiziki mаrаq kэsЬ еdэп
hal

U-

halrdrr.
Burada alman tэnlik

Нэlli

;aklindэ yazdrqdan sonra iki

чэ bunlarr inteqralladэqdan sопrа

irl4+)' -''[*)' 
] 

- й(+)' - а2:!@ 
= u

n,( OSo
Lcl 

-

,[ 
аб )' 

* .,1с1 - mЕ{ + * - r(*)' -,ъ(п) - mЕц + ý = о

а(С)+ Ъ(ri _ aQ + z) + b(r - z)
€+ц 2r

So=peQ+ý,(6)+Sr(ry)

(48.15)

dбчrti р koordinatr Р,Q formasmda ауrtlш. Sопrа tэпliуi m(6+rl)-уа чuruЬ

hэddiэri qrupla;drгdrqdan sопrа alrnq

,r(+)' +па$)-rпЕ{+ff= о

"(

dS,

dr7

\2 n2

| +mЬ(ц)-mЕц +2 = _р
)lц

ý=-Дr+рrр+l В _*о(Ё)1r ),L,

mЕ_В _ц@
2 2Tt 2ц

-*о,
(48.16)

mЕ
,

пэhауэt alrrrq. Вurаdа Р,В,Е inteqrallama sabitlaridir.

3, Elliptik koordinatlar. Вч Ё,ц,Q koordinatlarr

JG{r:a ) z=о€rlР:о (48.17)

di.isturlan vasitэsilэ daxil edilir, о parametri gevirmэ parametridir. f koordinatt
чаhiddэп оо kimi, 7 koordinatr isэ -1 dэп +1-э kimi dayi;ir. Оgэr z oxu tizэriпdэ
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gtittirtilmtig z = о yе z =-о 
l kbordinatlr l, ve А, пOqtэlэri arastnda r| уе r2

mэsаЫэriпi daxil etsak ( 4 = Q-o)'+ р' , rr= '("+о)'+ р') datra эуапi ifаdэ

аlшtr. (48.17) burada уеriпэ yazsaq

r, = о(€ -ц), r, = о(€ +r)
(48.18),_tz*Гt(. - 

-.
'2о

Tz-ft
2о

q-

diisturlarrm alrrrq. Silindrik koordinatlarda yMrlmrg Lаqгапj fi.шrksiyasurrn elliptik
koordinatlara gечirsэk

, Шо'
L=- , {с' - r,\{r- +)- Че- 1Х1 - ц,уl, - u(€,ц, р)

l1
t -I* ,u'

(48.19)

(48.20)

(48.22)

ifadasini alrrrq. Buradarr Hamilton funksiyasr iigi.in

tt-

+U(Ё,ц,р)

ifadэsini alrrrq. Fiziki maraq kэsЬ еdэп hal

2mо2
(С' -ip|*(t-,l")pi *

l
),,] 

-
ц

2

(48.21)

halrdrr а(€) va b(z7) -ixtiyari funksiyalardrr. Hamilton-Yakobi tэпliуiпdэп
dэуigэпlагэ ауlппапm пэtiсэsi

u=ýff=aI,(+)-,(T)i

.S = -Дr+ рrv+ l 2mо2Е +

+J 2mо2Е_е-?ц_giЬФ_

F -2mо'а(Ё)
,z _l

2
ра

0-о'|

-k,5о,-

' Sabit f хаttlэгi fokuslart Д, vе l, nёqbsinda оlап

z'P'l
.y+7g;tr--l

ellipsoidlэr ailasidir. Sabit ry ауrilаri Ьчпlшlа еупi fokusa malikdir,

z'P'l
о,ц, -;ЭТ_Л= |

ЫргЬоlоidlаrdiг.
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Мэsэlаlэr.

1.Zэrrэсiуiп u =f,- rz sаtrэsiпdэki hэrэkэti Ё9iiп Hamilton-Yakobi

tэnliyinin tam inteqralmt tapm. (Кчlоп чэ bircins sаlrэlэriп toplusu ). Bu hэrэkэt

r2 r1

ti9Ёn xarakterik оlшr koor-

dinat чэ impulsun saxla-

пап funksiyasrnr tэуiп
edin.

Нэlli: Bu sа}rэ

(48.15) tipli sаhэdir. Нэm

dэ

Fа(Ё)=а-;Ё',

ь(q)=о*"1п'

2о

ýэНl55

а а) 1

Hamilton-Yakobi tэпliуiпiп tam inteqralr (48.16) dtisturu ilэ tэуiп olunur. а(() vэ

D(7) oradakr funksiyalardrr. в -sabitinin mэпаýlш aydrnlaqdrmaq tigtin

2Фi+mа(Ё)-.rс*ý= О

zцрtr*птth)-rПп*fl=-Р

tэпliklэriпi ушаq, Bu tэпliklэri Ьir-Ьiriпdэп gжaq чэ Рr=9, Р" =9' аС' 0r7

as
,

ор

a,S

az
impulslarr ilaр,,. impulslarrnr, silindrik koordinatlarda yмtlmrg Рр

ifаdэ eЪak sаdэ gevirmo vasitasilэ alrnq

о = -,|? * }("r, - рр,) * *,1- t rо'

kvadrat mёtэrizаdаki ifadэ tamiz kulon sa}rэsi ti9iin spesifik (xarakterik) hэrэkэt

inteqralrdrг. (1 5. 1 7) vektorunun z komponenti).
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2,Наmiп эmэliууаtr U =L+&- sаhэsiпdа (iki tэrрэпmаz mэrkэziп аmэlэ
Tt fz

gatirdiyi kulon sahэsi: zэгrэсiklэr arasmdakr mэsаfэ 2S-dir).

Halli: Вu sаhэ (48.21) tiplidir. Нэm da

а(€)=9'!!,е,
о

Ь(ц)=а't-d2 rl
о

S(€,ц,р,t) tэsiri bu ifаdэlэri (48.22) di.isturunda уеriпа yMmaqla almtr. В sabitinin

mэnasl birinci mэsэlэdэ olduýu kimidir. Baxdrýrmrz halda bu ifadэnin

F=о' -М2 +2mo(a,cosd, + arcos2r)2
Ро+

2
ре

р'

saxlandrýrnr gёstэrir. Burada

м, =[Фl' = рЭr'+ рlр'-'#-Zzpp,Pp

0, чэ 0, qэkil 55-dэki bucaqdrr

ý 49 Adiabatik invariantlar

Bir0lgtilti finit hэrэkэt еdэп чэ ,.1-pafametri ilэ хаrаktеrizэ olunan mexaniki

sistеmэ baxaq. 2 -parmnetri sistemin ёztinti чэ уа onun olduýu sаhэпi хаrаktеrizэ

еdэ Ьilэrt,

Fоzr еdэk ki, l,-раrаmеtri har-hansr xarici sаhэпiп tэsiri ila zamana gоrэ

уачаý-уачаý (adiabatik оlаrаф dэуi;ir. Yavag-yavag dэуigmэ dеdikdэ )"-

раrаmеtriпiп sistemin hэrэkаriпiп Ьir periodu Т mЁddэtiпdэ az dэуi;mэsi Ьа5а

ouýulur.

Т Ч .. l, (49.1)
dt

I lfаdаlэriп qrsalr$ tigiin farz edirik ki, yalnrz Ьiг dэпэ bela рffаmеtr чаrdtг. Ancaq allnan ifаdэlэгiп hamrsr ixtiyaгi
sayda ршаmеtгlаr olan hala umumilэqdirila Ьilэг.
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2 sabit olsaydr, sistem qapalr olardr va mi.iэууэп r(Д) periodu ilэ чэ sabit Е
enerjisi ilэ periodik hагэkэt edardi. 2 -parametri dэуigэп olduф halda sistem

qapalr olmayacaq чэ опчп enerjisi sarlanmayacaq. Lakin qэЬчl etdiyimiz kimi 2 -

parametrinin zэyif dayigmэsi zamanl enerjini Ё dэуiqmа stirэtidэ м olacaq. Оgэr
hэmiп siirati period tizro ortalasaq чэ Ьuпuпlа da (tez) rэqsi hamarlasaq, onda bu

ztlman aluran -Ё qiymэti sistemin enerjisinin аrdэсэl оlаrаq zэif dэуigmэsiпi

gёstэrэсэk. Вu siirэt haqqrnda dеуэ bilarik ki, о ,1 раrаmеtriпiп dэуi;mэ siirэti ,t

ilэ mtitэnasib olacaq. Bagqa sёzlэ dеsэk, bu yuxarrda tэуiп olunduýu monada

dэуigэп Е-пiп 2 parametrinin funksiyasr olduýu demekdir. Е-пiп 2 -dan asrlrlrýr Е-

nin чэ 2 -nin hэr-hапsr kombinasiyanm sabitliyi gэrti kimi ifadэ oluna Ьilэr. ,1-

рагаmеtгiпiп yavag dэуi;mэsi ilэ mii;ауэt оluпап hаrэkаt zamanl invariant qalan

bela kеmiууэtlэrэ adiabatik invari antlar deyi lir.

Tutaq ki, H(q,p,)") ,а. раrаmеtriпdэп astlt sistemin Hamilton funksiyasrdrr.

(40.5) dtisturuпа эsаsэп sistemin enerjisinin dэуigmэ siirati

dE ан 0н d1 (49.2)
dt dt il, dt

оlчr. Bu ifadanin saý tэrоfi уачФ dэуi;эп 2 -dэуi;эпiпdэп чэ hэmdэ tez-tez

dэуigэп q чэ р dэуigэпlаriпdэп asrlrdrr. Епеrjiпiп sistematik dayi;mэsini ауrrmаq

iigtin, yuxarrda dеуilэпlэrэ uyýun olaraq (49.2) ifadэsini hаrэkаtiп periodu tizrэ

ortala;maq lazlmdrr. Вu zaman ,1-шп (чэ ona gбrэ dэ ,l-nrn) dэуi;mэsi az

olduýundan j -nt сэmlэmэ i;аrэsi хаriсiпэ grxarmaq оlаr.

dЕ ilан (49.3)
dt dt dl

ortalarran $ ifuаrriпэ yalnrz р че q -пчп funksiyasr olduýu hesab edilir. ),-dжt
al,

astlt оlmur. Bupqu s0zlэ оrtаl аmа ),-parametrinin verilmi; sabit qiуmэtiпэ uyýun

оlап hаrаkаt i,izrэ араrrlrr.

Оrtаlаmапl аýgаr ;эkildэ ушаq

м lT,

-_-lа2,- TI
dt

ан
il,

а =+ Hamilton tапliуiпэ чуgчп olaraq умаЬilэrik.
ор
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Bu ЬэrаЬэrliуiп kёmэуi iIэ zarnaпa gёrэ inteqrallamanr koordinata g0rэ

inteqrallama ilэ эчэz еdэk чэ hэrаkэtiп periodunun

т
T=l,at=ý dq

ан/
/ар

(49.4)

gаkliпdэ yazaq.o-igarosi inteqrallamamn koordinattntn bir period miiddatinda tam

dауigmэпi (irэli чэ geri) iizrэ арапlrl. Веlэliklэ (49.3) dЁsfuru

dq
ан
0р

dt

ан,/
/ар

f
ан/
#Т*

/ар

f
dq

(49.5)

fоrmаstш alr. Оwаldэ qeyd edildiyi kimi, bu ifаdэdэ inteqrallama hэrаkэtiп 2 -

nrn sфit qaldrýr haldakr hэrэkэt trayektoriyast tizra aparrlmalrdш. Bu trayektoriya

Ьоуuпса Hamilton funksiyasr sabit Е qiуmэt alrr, impuls isэ q dэуigап koordinatm

чэ iki asrlr оlmауап sabit раrаmеtrlэriп Е, 2 funksiyast olur. Мэhz impulsu Ьеlэ

p(q,E,l) funksiyasr olduýunu qabul еdэrэk чэ H(p,q,),)=E ЬэrаЬэrliуiпi )"-

раrаmеtriпэ gёrэ diferensiallasaq altrrq ki,

Бdт
-=_dt dt

0Н,aHOp_n
Ы" 0р 0Д

allaX _ _0р
aHlap il"

чэ уа

Bu ifаdэпi yuxarrdakr (49.5) inteqralrnda уеriпэ уапЬ чэ agaýrdakr inteqralaltr

funksiyanr { ;aklind е yиaraqalarrq ki,' аЕ'

M__o^ý*on
dt at 59р ааJaE

| Оgэг sistemin hэрkэti flrlапmаdап iЬагэtdirsэ q koordinatr isa р frrlапmа bucaýrdrrsa onda drp Uzta

inteqгallama Ьiг tam d0чr iizrэ, уэпi 0 -dап 2rт -уэ qэdаг apaгrlmaltdlr.
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Bu ЬэrаЬаrliуi yekun olaraq

Ц=о
dt

(49.6)

formaslnda ума Ьilэrik. Вurаdа I ila

t =}ý rач (49;7)

inteqrah i;ara edilmigdir. Bu iпtеqгаl Е va 2 -шп verilmi; qiуmэtlэriпdэ aparrlrr.

Bu пэtiсо gёstэrir ki, I kэmiууэti baxdrýrmrz yaxrnla;mada 2 -раrаmеtri dэуi9эп

zirmtm sabit qalrr, tэпi I adiabatik invariantdrr,

I kэmiууэti sistemin enerjisinin (чэ ,tparametrinin) funksiyasrdш. Bunun

епеrjiуэ nazaren xtisusi tёrэmэsi hэrаkэtiп periodunu verir, (49.4) dtisturuпа gёrэ

alrrrq ki,

zоЧ = $!aq =т (49.8)аЕ JaE

чэ уа Ьаяqа fоrmаdа

аЕ (49.9)
aI

Вurаdа ,=r/, sistemin rэqs tezliyidir.

Sistemin faza trayektoriyasr mrlayr;rndan istifadэ еdэrэk (49.'7) diisfuruna

ауапi hэпэdsi mэпа чеrmаk olar. Baxdrýtmtz halda (Ьir sэrЬэstlik dэrасэsi) faza

fэzаst iki ёlgulii p,q koordinat sisteminэ gэtirilir чэ periodik hаrэkэt еdэп sistemin

faza trayektoriyasr bu mtistэчidэ qapalr эуri аmэlэ gэtirir. Bu trayektoriya boyunca

aparrlan (49.7,) inteqralr qapalr эуri dа<iliпdэ qalan sаhэпi verir. Вuпu sa}ra tizrэ

арапlап lНqal inteqral

I = -:- l apaq (49. 1 0)
zпJ

gэklinda yмmaq olar.

Nisal оlаrаq birёl9tilti ossilyatorun adiabatik invariantrnr tэуiп еdэk. Onun

Hamilton funksiyasr

-=w
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-a'q'р'
2m

н

ЬэrаЬэrdir. Вurаdа w ossilyatorun mэxsusi tezliyidir.Fazatrayektoriyasmm tэnliyi

+ (49.1 1)
'''

H(p,q) = Е

enerjinin saxlanmast qanunudur. Bu уапmохlап Ji*B vе

Ellipsin 2п -уе bёltinmtig satrasi

,_Еt --

kimi ifadЭ оluпur. Qapalr sistem tigtin I yalшz sistemin епеrjisiпdэп astlt olur. Ona
gёrэ,S0 fuйsiyasrnl So(q,z,,t) gэkliпdа sе9э bilarik. Bu halda xЁsusi tоrаmэ

t'+l = р ifadэsi [+l ifаdэsilэ tist-tistэ dti;iir. Опа gёrэ dэ
\aq ), \aq ),

^ _1SoQ,I;7)у - ----:-cq

2Е/ , olan elliosidir
,/ mw' Д

(49.|2)

Вu ifаdЭпiп adiabatik invariant olmast gёstэrir ki, ossilyatonrn рагаmеtriпiп
уачаý dэуigmэsi zamanl onun enerjisi tеzliуэ mtitэпаsiь olaraq dэуigir.

ý 50 Kanonik dayi;anlar

indi futaq ki, ), раrаmеtri sabitdir, уэпi sistem qapalrdrr. I dэуi;эпiпi yeni
"impuls" qabul еdэrэk p,q koordinatlarrndan kanonik gevirma aparaq. Bu halda
yaradtct funksiya rolunu q,1 dэуigапlаriпdэп asrlr tэуiп olunmu; ýо qrsaldrlmrg

tэsir оупауrr. Doýrudanda da ýо funksiyasr E-nin mtiэlуэп qiymэtinda tэуiп
olumu;

SoQ,E;1)=lrQ,E;l)dq (50.1)
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оlur. Bu isэ (45.8) kanonik gечirmэ dЁsfurцпuп birincisi ilэ tist-tistэ dti;iir. ikinci

dtistur isэ yeni "koordinat " tэуiп edir. Onu w ilэ igаrэ еdэk

w=
0So@,I;),)

aI
(50.3)

(50.4)

I че ,w dауi;mэlэri kanonik dэуigапlаr adlarrrrlar.. r dэуigэпi bununla эlаqэdаr

оlаrаq tэsir dэуigэпi w -isэ bucaq dayi;ani adlanrrlar.

So(q,I,)") yaradtct funksiyasr zammtdan аýgаr ;akilda astlt olmadrýrndan yeni

н' Hamilton funksiyasr yeni dэуigmэlэrlэ ifаdэ olunmug k0hпэ t/ funksiyasr ilэ

iist-tistЭ dii;tir. Baýqa sёzlэ .I/' tэsir dэуigэпi ilэ ifаdэ оluпmug Д(/) enerjisidir.

Вчпа uyýun olaraq kanonik dэуiqэпlэr tigiin yMrlmrz Hamilton tэnliklari

I =0, w=
dE(I)

dI

fоrmаsшdа yazrlrrlar.

Birinci tэпlikdэп, gёzlэnildiyi kimi, alrrrq ki, / = соиsl elroгji ilэ birlikdэ r

tasir dэуi;апiпdэ sabitdir. ikinci tэпlikdэп isэ gбriirtik ki, bucaq dэуi9эпi zаmапm

xatti funksiyasrdrr,

dE
w = --=t + сопst = w(I)t + сопst (50,5)

dI

Bu rэqsiп fazasmt ifаdэ edir.

So(q,/) tasir funksiyasr q koordinatrnm 9ох qiymatli funksiyasrdш. Нэr period

mriddэtinda о эччэlki qiymatini аlmш чэ

Бо = 2lTI (50.6)

эlачэsiпi alrr. Bu (50.1) ifаdэsiпdэп va hэmdа /-nin (49.7) tэуiпiпdэп dэ aydrndrr

Bu mtiddэt эrziпdэ bucaq dэуi;эпi
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(50.7)

эlачэsiпi alrr.

Оksiпэ, эgэr bir F(q, р) (чэ уа опlаrш Ьirqiуmэtli r@, р) funksiyalarrnr)

kanonik dэуiqэпlэrlэ ifada etsak onda hэmiп funksiyalar (l -nrn verilmig
qiуmэtiпdэ) w-nrn 2т qoder dэyigdiyi zaman 0z qiуmаtlэriпi dэуigmэуасаklэr.

Ваяqа sёzlэ istэпilэп F(q, р) birqiymэtli funksiya, kanonik dэуigэпlэrlэ ifаdэ

edildikdэ, w dэуigэпiпlп zп periodlu, periodik funksiyasr olacaqdrr.

Нэrаkэt tэпliklэri qapalr оlmауап sistemlэr Ёgtiп da zamandan asilt J"-

рагаmеtrli kanonik dэуi;апlэr vasitasilэ tasvir oluna Ьilirlэr. Bu dэуi;эпlэrэ kegid
yena da (50.2)-(50.3) dЁsturlarr чаsitэsilэ, (50.1) So inteqralr yaradrcr funksiya

оlаrkэп арапlrr. Bu zaman So funksiyasr (49.7) formulu ilэ tэуiп оluпur 1 dэуi;эпi

ila ifаdэ оluпчr. (50.1) qеуri-mtiэууэп inteqralr чэ (49.7) miiэууэп inteqralr bu
zaman 1(t) funksiyasrnrn mtiэууэп sabit qiуmаtэ malik olduýu hal tigiin

hesablanrr. Bagqa sёzlэ, 2(r)funksiyasr sabit ,a,-ila эчэz etdikdэ аlпап эwаlki
S oQ, I, 2(t)) funksiyasr оIurl.

Yaradrct funksiyasr (2 parametri ilэ'Ьirlikdэ) zamandan аýgаr gэkilda asrlr

olan funksiya olduýundan yeni Hamilton funksiyasr arttq avvэlki ilэ tist-tistэ
dtigmэуасэk, уэпi Е(/)-ilэ tist-i.istэ dtiqmауэсаk

Kanonik gечirmэпiп (45.8) tirnumi dtisfuruna эsаýэп

н' = л(I;х)*} = вQ;л)+ bi

burada

(50.8)

(50.9)[=

igаrэlаmэsi edilib. Нэm dэ Д(z-уа gбrа diferensiallanandan sonra) (50.3) dtisturu

чаsitэsilэ I уё уу kэmiууэtlаrilа ifаdэ olunmalrdrг.

вчпdшr sоrша Hamilton tэпliklэri

' Lakin qeyd еdэk ki, bu yolla tэуiп olunan .So funksiyasl artrq zаmапdаи asrh Hamilton funksiyasl чаsitэsilэ tэуiп

оlчпап haqiqi qrsaldllmrg tasiгla tist-itsto dUgmiiг,
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ан, _r9ц] i
\fu ),,^

l ,lv

(50.10)

,i,=9#=,tr,r)-(#)

ау,

aw

tt,I

dw =2I cosz ydw

I,
= 

-S1.I1 
ZW

2w

(50.1 1)
|у,7

formastnt alrrlar. Вurаdа ,=rgl rэqsiп tezliyidir, (hamin tezlik уепеdэ 2-п1
\aI )^

s abit gёtiirdtiyЁmtiz halda hes аЬ 1апап tezl ikd ir).

Маsэlэ

Tezliyi zamandan aslh olan hагmопik ossilyatorun hэrэkэt tэпliуi kanonik

dэуi gэпlаrd е у azLn (Hamilton funksiyasr (4 9. 1 1 )-dir),

Нэlli: (50.1)-(50,3) ifаdаlэriпdэ biitiin эmэliууаtlаt ),пtп sabit (.ашп rolunu

w tezliyi оупауrr) qiуmеtlэriпdэ aparrlrr onda р va q ntin и, -ila эlаqэsi sabit

tezlikdэ olduýu kimi olar, (w = wr )

Г2Е Ет
q = ^lЭsiпw=.,11siпw, p="t2lwmcosw

\ mw- | mуу

Buradarr

so=I pdq=!r(#) J

va Sоffа

0asл=[
),(#),

(aso

t, а,

(50.10) ve (50.11) tэпliklэri agaýrdakr kimi olurlar.

i = -Ilcos2u ф

w 
lt, w=уч+йstп2уу

|9,7



ý 51 Adiabatik invarianttn

sахlапmа daqiqliyi

Нэrаkэt tэпliуiпiп (50.10) formast tэsir dэуi;эпiпiп adiabatik invariant

olduýtшru siibut еtmэуа imkmr чеrir.

So(q,I,),) q-шп goxqiymэtli fimksiyastdш, koordinatrn ba5lanýrc qiуmэtiпэ

qayrtdrýr zaman ona 2пI -пtп tam hasrlr эlачэ оluпчr. (50.9) tбrэmэsi isэ

birqiymэtli funksiyadrr, gЁnki diferensiallama sabit / halrnda арапlш чэ 
^ýо-а 

аlачэ

hэddiп tёrэmэsi stfir оlчr. ixtiyari birqiymэtli funksiyada olduýu kimi А
funksiyasr bucaq dэуi;эпi w-ilэ ifada olunduqda hэmiп dэуi;эпiп periodik

funksiyasr olacaqdш. Periodik zrfunksiyarrn- $ tёrэmаsiпiп period tizrэ оrtа
o|l)

qiуmэti srfira ЬэrаЬаrdir. Ona gёrэ dэ (50.10) tэnliyini оrtаlауаrаq чэ i,ttt
оrИlаmа igаrэsiпdэп kэпаrа grxardaraq (l -nrn yavaý dэуigdiуiпэ gёrэ ) alrnq ki,

(5 1.1)

вuпч da isbat еtmэk lazrm idi.

(50.10) чэ (50.11) hэrэkаt tэпliklэri adiabatik iпчЙапt qalmasr dэqiqliyi
mэsэlэsiпа Ьахmаýа imkan чеrir. Bu sualr a;aýrdakr kimi qoyaq: fеп еdэk ki,
2(r)-funksiyasl ,-+-со чэ ,-++о olduqda ),_ уа 2_ sabit limitlэrэ yaxrnla.qrr. /

wo

adiabatik invariantrn ba;lanýrc

t ->_о andakr I_ qiуmэti

verilmigdir. Опuп 1--11о Еlпш-

dakr dэyigmэsini М = I* - I_

tapmaq tэlэЬ olunur.

(50.10) tэnliyindan alrrrq

ki,

A.I = -ТТr, (51.2)
J aul

тr_l- _@l 1=о
\а," ),

ýэkil 5б
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Yuxarrda qeyd edildi ki, d-kэmiууэti и, dэуigэпiпiп periodik (period 2п-!е
ЬэrаЬэr) funksiyasrdr. Onu Furye slfаsmа ayшaq

л = !е'О'А, (51.3)

(п funksiyasr hэqiqi olduýundan ayrrlr; эmsallaTr А l = А-, ifadэsi ilэ аlаqэlidirlэr).

Вчrаdап $ torr-rsi tigЁn
аr,у

* = i,u"'o,д, = 2 Re !l/е""л,aw ?- ' ,--,
(51.4)

j _nrn kigik qiуmэtlэriпdэ й tбrаmэsi mtisbэtdir (onun igarasi }, -пlп i;аrэsi ila

eynidir. Вах (50.1 1)), yani уу zarnafl:.r:l monoton funksiyasrdtr. Ona gёrэ da, (51.2)

di.isturunda dt-ya gёrэ inteqrallarrmadan dw -!е gёrэ inteqrallamaya kegdikdэ

inteqrallama sаrhэdlэri dэуi;mэz qalrrlar.

ал d]" dt (51.5)
J 0w dt dw

dw

Burada (51.4)-u уеriпэ yaztb, w dэуigэпiпi formal hesab еdаrэk inteqralr

gечirmэуа uýradaq. inteqralaltr ifadenin w-nin haqiqi qiуmэtlэriпdэ mэхsusi

пёqtэlаriпiп olmadrýrnr qэЬul edib, inteqrallama kопfuruпu w-nin hэqiqi oxdan

рхаr1 уапmmtistэчiууэ kёgtirэk. Bu zaman kопtчr "xiisusi" пёqtэlэrэ toxunacaq

чэ onu dочrэуэ olaraq 9эki1 56-da gёstorilэn fоrmапt alrr. Tutaq ki, wo hЭqiqi ОХа

уахm olan mэхsusi nёqtadir, baýqa sбzlэ 0 эп az mtisbot хэуаli hissауэ malik оlаП

пёqtэdir, (51.5) inteqralrna эsаs эlачэ bu пёqtа эtrаfiпdап gэlir. НЭm dЭ (51.а)

SшаSшm hэr bir hэddi ехр(-limи.,о) vuruýu olan эlачэlэri vеrirlэr. Yalnrz эп kigik

mэпГt tistэ malik olan hэddlэ (уэпi i = l olan hэddi) kifауэtlэпsэk alrrrq ki,

AI ьэ exp(-Imwg) (51.6)

Tutaq ki, /._anl (kompleks эdаd), и,,о-хi.isusi пбqtауэ uyýun olan zаmап

antdtr. w(/о) = rno|roI sistemin parametrinin xarakterik dэуiqmа zamanl tэrtiЬiпdэdir.

Нэmiп zamanl , ' ilэ igara еdэk, (51.6) dflsturunda tisti.in tэrtiЬi

l Xtisusi hallarda ela ola Ьilэгki (5 l,4) srrasrna / = 1 оlап hэdd daxil o.Imasrn (mэs,, bu рагаqrаfrп ахtгlпdа

mэsэlэуэ Ьах). Butun hallarda srгауа daxil olan эп kigik / -olan hэddi gёtiiгmэk lazrmdrг. Oger ). раrаmеtriпiп
199

^/



Iйwо - r"-; (51.7)

olacaqdrr.

QэЬчl etdiyimэ gсirэ, r >> Г olduýundan о iist bбyiikdtiT. Веlэliklэ, 1t - 1_

fэrqi sistemin раrаmеtriпiп dэуi;mэ stirэti Maldrqca eksponensial olaraq маltгl.
,г/

wо-l 7"-уа gоrэ birinci yaxrnlaýmada (yani yalnrz -W|' hэddlэriп iistdэ

saxlamaqla) tayin еtmэk iigtin (50.11) dtisturunda ,t daxil olan kigik hэddi atmaq
olar. Yani уzйmаq оlаr ki,

Ф::- = w(I , 1(t)) (5 1 .8)

Вч zaman w(I,X) funksiyasrnda / arqumentinin sabit olduýu qэЬul olunur. Dеуэk
ki, r -уэ ЬэrаЬэr qэЬчl оluпur.

Onda

I\|о= w(I, )"(t))dt (51.9)

(Burada iпtеqrаlшr a;aýr sэrhэdi оlаrаq t-nin ixtiyari hэqiqi qiymэtini gёttirЁlэ
Ьilэr. ц -nun xayali hissэsi Ьu qiуmэtdэп astlt olmur).

(51.5) inteqralr й (51.8) dtisturundan (чэ (51.4) sшastnda Ьir hэdd ff Kirni

qэЬul edildikdэ) tayin olunduqda

^I 
ьэ Re [ie- tr,d,

J w(I ,1) (5 1 . 10)

formasmt altr.

Buradan gбriiпЁr ki, (hэqiqi оха уахlп пёqtэlэri sеgэrkэп) bir-birilэ rэqаЬэt

араrап xЁsusi пёqtэlэr аrаsmdа ).(t) ча У. funksiyalannm xЁsusi фоlучs,
budaqlanma пёqtэsi) пёqtэlагi igtirak еdirlэr. Вuпuпlа эlаqэdаr olaraq qeyd еdэk
ki, М-ПШ eksponensial kigikliyi пэtiсэsi hemin funksiyalarm xiisusi пёqtаIэriпiп
olmamast miilatrizasindэn irali gэlir.

Маsаlэ

t
yava; olmasr б = : fоrmчlа ila ifаdэ edilirsэ, b0yuk r olduqd4 опdа /о - r(о оlчг. Вчгаdа f. , 1(ё)

т
funksiyasmrn r -dan asrlr оlmауап xiisusi пёqtэsidir.

' Оgаr 2(l) funksiyasrnrn ba5lanýrc чэ son qiуmэtlэгi ЬаrаЬаrdiгsа (1* 
,= 
1_) onda hэm М чэ опчпlа ЬэrаЬэг

ЬЕ = Е,- Е_ 1ьа9tалglс чэ son епеrji) fэrqiпdе az оlасаqdаг. (49.9) эбаsэп АД = wA.I olacaq.
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Tezliyi

,уу w|
|+ ае'
|+ ео'

qапчпu ilэ W-=W,o qiymэtlarindan t=-ф olduqda *,=Л*о f=o olduqda

qiуmэtiпэ qэdэr (о>0 d<<}ry.) уачаý dоуigэп harmonik ossilyator tigtin nlt.-nt

qiymatlэndirin.

нэlli: 2 parametri olaraq w tezliyinin ёztinti qэьul еtsэk onda
(al)
l 

-- - 

|

[u-'*a е'+|)

оlаr. Bu funksiya е-* =-| чэ e-d =-а olduqda polyuslara malikdir. lwdt

intervalmt hesablandrqdan sопrа taprrrq ki, Imи,о-iп эп aýaýl qiymэti аъ = -h(-a)

polyuslarrnrn birindэn meydana 9lхlr ча

worfa,a>1

.orJif о,о <|

Jra
w2

Im wo

ifadasina ЬэrаЬэrdir. Harmonik ossilyator tigfin П о-f sin2w (ý5O-э aid mэsэlэуэ

Ьах). Ona 96rэ (51.3) srrasr iki hэddап (l =+2) iЬаrэt оlur. опа g0rэ dэ hаrmопik

ossilyator iigЁn

^I 
ь) exp(-2lmwo)

ý 52 ýarti periodik herakat

Finit hаrэkэt еdэп (biitiin kooгdinatlarr iizrэ) 9ох sэrbastlik dэгэсэsiпа malik

qapalr sistеmэ baxaq. Bu zaman forz еdэk ki, mэsэlэ Hamilton-yakobi metodunda

tam dэуigэпlЫэ ауrrlа Ьilэпdir. Bu о demekdirki qrsaldrlmt9 tэsir, miiэууэп

koordinatlarr segdikdэ

so = T.ý,(g,) (52.1)

сэmi gэkliпdэ yMrla Ьilэr. Buradakr .S, funksiyalarmm hэr biri yalnrz Ьir koor-

dinatdan asilrdш
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Umumilэ;mi; impulslar
а.sл dSп _-_---!l-_-----.l-yi- лоQ, dQ,

olduýundan лS, funksiyalarrnrn hэr biri

S, = ! p,dq, (52.z)

formastnda yMrla bilar.

Bu funksiyalar birqiymэtli dеуillэr. Нэrэkэt finit hэrэkэt olduýundan kооr-
dinatlarrn hэr biri mUэууэп sonlu intervalrnda dэуigа Ьilэrlэr. q, koordinatlaпnrn

bu iпtегчаltпdа "irэli" ча "geri" dауi;mэsi zamanl tэsir

ASo 2пI,
^,S

(52.з)

аlачэsiпi altr,

Burada {

Ii
ý r,dч, (52.4)

2r

inteqral rndan iЬаrэtdir. inteqrall аmа gёstэrilэп iпtегчаldа aparrl rrl .

Yепаdэ avvэlki paraqrafda birёlgЁlii hэrэkэt tigtin apardrýrmrz kanonik
gечirmэуа analoji gечirmэ apaIaq. Yeni dэуigэпlэr " 1, tэsir dэуigэпi" чэ

,", = Щ#'o. = 2 
as* !q.з,0 (52.5), il, а aI,

"bucaq" dэУi;эпi olacaqdrr, Вurаdа Yепэ dэ Yaradtct funksiya { dауigэпlэri чэ

koordinatlarrn funksiyasr kimi ifаdэ olunmuq tэsir funksiyasr olacaqdrr. Bu
dэуi;апlэrэ gёrа yazrlmrg hэrаkэt tэrliklэri

1, =0, *,=фil,
Ii = CoПSt (52.6)

' Lakin qeyd edok ki, Ьчrаdа q, kooгdinatrntn mtimktin оlап iпtегчаldа fогmаl dэуigmаsiпdэп sёhbat gеdiг. Опчп

bir0lgiilii hэrэkаtdа olduýu kimi period miiddэtiпdэ hэqiqi dayigmasinda sOhbat gеtmiг. Bir 9ох sэrЬэstlik
dэrасэsiпэ malik olan sistemin hаrаkэti hэm iimumi halda hаmdэ hэг bir koordinatrn ayrrlrqda zamana gбгэ
dayigmэsi periodik deyil.
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aE(I)t 
+ const (52j)w,=j,

ifаdаlэriпi чеrirlэr.

(50.7) ifаdэlэriпэ analoji olaraq taplrlq ki, q, koordinatmm tam dэуigmэsi

zamanl ("irэli" чэ "geri") ц funksiyag 2п qэdаr dayi;ir

bw, - 2п (52.8)

Ba,;qa sоzlэ w,(q,I) kэmiууэtlаri koordinatrn birqiymэtli olmayan funk-

siyalarrdrr. Опlаr koordinatrn Ьir tam dёчгii zamanl 2п -пtпtаm misli qэdэr dэУi;ir.

Вu xassэsi hэmdэ y,,(p,q) funksiyasrnrn (р чэ q ilэ ifadэ olunmu;) sistemin faza

fэzаsшdа xassэsi kimi baga dЁgmэk оlаr. t funksiyalarrmn 0zlэri р чэ q dэуi-

gапlаriпэ пэzэrэп tэуiп olunduqda hэmiп dауigапlэriп birqiymэtli funksiyalarrdrr.

Onda I,(p,q)-пi w,(q,|-dэ уеriпа yazsaq bfu w,(p,q) funksiyasrna alarrq. Нэmiп

funksiya faza tэzastnda gбttirtilmti; ixtiyari qapalr ayrini dolandrqda 2z -шп tam

misli чэ уа 0 qэdэr dэуigэr.

Вurаdап gжшki, sistemin hаlшrп birqiymэtli F(p,q)' funksiyasr kanonik

dэуigэпlэrlэ ifаdэ edildikdэ bucaq dэуigэпiпiп periodik funksiyasrdrr. Periodik hэr

biT dэуigэпа gёrо 2п -уе ЬэrаЬаrdir. Опа gбrэ Ьеlэ funksiyanr goxdan Furye

srrаsmа ауlгmаq оlаr.

л = Ё.. .tд,,,,...,,r'Q'"'
/,=- I,=_

+...+/.у ,)

(1,1r,.,.l, tam эdэdlэrdir). Bucaq dауi;эпiпiп zamandan asrlrhýrnr Ьurаdа уегiпэ

yazsaq F frrnksiyasmln zamandmr asrlrlrýr

д= Ё.,. t u,,,,,,,.*o{u[,, +-...-,,+li 62.9)
{=< l,=< L['0;, 'aI,))

dtisduru ilэ tэyin оluпаr.

Bu camin hаr Ьir hэddi zаmапm

lrw, + ..,+ lrw, (52.10)

tezlikli periodik funksiyasr. Bu ifаdэ

l Frrtarrma koordinatlarr _ 9 bucaqlarr (Ьах sэh. l94) sistemin hah ila qеугi birqiymэtli эlаqэlidirlэГ, ciinki Р
Ьчсфtшп 2z -пrп tam hаsili ilэ Ёгqlэпэп qiуmаtlэri sistemin еупi halrna чуýчп gэlir. Опа gOга эрr q

kооrdiпаtlагl arasrnda Ьеlэ Ьчсаqlаг чагsа onda опlаr F(q, р) fimksiyaslna уаlпи Sin Р ча уа COS Р рkliпdэ
dbxil olmalrdш. ВчпIаrrп sistemin halr ilэ аlаqаlэri Ьiгqiуmэtlidir.
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эsаs tezliyin tam hasillэrinin сэmidir. Апсаq (52.10) tezliyinin hаr biri digэriпiп
tam hasili (ve уа rasional hissasi) olmadrýrndan сэm periodik funksiya deyil. Bu
sistemin q koordinat чэ р impulslarma da aiddir,

Веlэliklэ, sistemin hэrэkэti i,imumэп va hэr Ьir koordinat tigtin periodik
funksiya deyil. Вч о demekdir ki, sistem hаr hanst haldan grxdrqdan sопrа sonlu
zarnan mЁddэtiпdэ hэmiп hala qayrtmayacaq. Lakin tэsdiq еtmэk olarki, kifayat
qэdэr zaman kegdikdэn sопга sistem hamin hala kifayэt qэdаr yaxrnla;acaq. Веlэ
hэrэkэti Ьu ctir аdlапdrгmаým эsаs sэЬэЬi hэrэkэtiп bu хаssэsiпэ аsаslашr.

Mtixtэlif xtisusi hallarda iki (va уа 9ох) эsаs tezliklэr )r, mtiqayisэ еdilэ Ьilэп
(r, -nin ixtiyari qiуmэtlэriпdэ) ola Ьilmэz. Bu zaman dеуirlэr ki, сrrlабmа чаrdш va

оgэr S dэпэ tezliklэrin hamrsr mi.iqayisa edila bilэndirsa onda dеуirlэr ki, sistemin
hэrэkоti tаmаmilэ crrla;mrgdrr. Aydrndrr ki, axшtncr halda hэrаkэt tam periodikdir
чэ Ьеlэliklэ biitiin zапэсiklэriп trауеktогiуаlаrr qapahdrr.

Crrla;manrn olmast hэr 9еуdэп эччэl sistemin enerjisinin asrlr olduýu astlt
olmayan kэmiууэtlэriп ( 1, ) sayrnrn azalmasma gэtirir.

Tutaq ki, w, чэ r.yz tezliklэri

п2
ilr,

(52,t2)

ifаdэsilэ Ьir-Ьirilэ эlаqаlidirlоr. Burada п| уе п2 tam эdэdlэrdir. Buradan gorЁni.ir

ki, 1, vэ .I, kamilyэtlari епеrjiуэ yalnrz пrI, + п,I, сэmi ;эkliпdа daxil оlurlаr.
Crrlagmr; hэrэkэtiп эп baglrca xiisusiyyэti birqiymэtli hэrэkэt inteqrallarrnm

sаУmm ctrlagmamtq haldakrna пisЬэtэп artmasmdadrr (eyni sэrЬэstlik dэrасаsi
olduýu halda). Axшtnct halda 2ý - l dэпэ hэrэkэt inteqrallarrndan yalnrz S dэпэsi
birqiymэtli hal funksiyalarrdrrlar, Опlапп tam dastasi S dапэ r, dауi;эпlэriпdэп

iЬаrэtdir. Qalan ý - 1 dапэ hэrэkэt inteqrallarrnr

,0Е аЕ,й-.rt (52.13)

fэrqi gэkliпdэ yazmaq оlur, Bu ifаdэlэriп sabitliyi (52.7) dtisfurundan birbaga
аlmtr. Lakin bucaq dэуigэпlэriпiп birqiymэtli olmadrýrndarr onlar sistemin halmr
birqiymэtli funksiyalar deyillar. Crrlaýma olduqda чэziууэt dэуiýir. Yэпi (52.12)

mtiпаsiЬэtiпэ gёrа

аЕ
w. =-,il,

w|пz - |!2п|

z04

аЕ
il,п|

аЕ

(52.1 1)

(54.14)



inteqralrn Ьirqiуmэtli olmasad4 опuп birqiymэtsizliyi 2п -l1l77 tam hasilinin

эlачэsiпdэп iьаrэt оlur. опа gбrэ dэ hэmiп kэmiууэtlэгiп triqonometrik funk-

siyasmr gбti,irmэk Нfауэtdir ki, Ьirqiуmэtli hэrэkэt inteqralr аlmsm.

Crrla;mr; hэrоkэtа misal U = -% sаhэsiпdэ harэkatdir (bu раrаqrаfа aid

mэsэlэуэ Ьа<). Мэhz bu vaziyyat yeni mэxsusi birqiymэtli (15.17) hЭrЭkЭt

inteqralrnm meydana gэlmэsiпа sэьэь оlчr. Bu inteqral iki (hэrаkэtэ miistavi

hаrэkэt kimi Ьжrrrф adi hэrаkэt inteqrallaTr - impuls М чэ Е епеrjidэп эlаvэ

уаrашr. М чэ Е hэrэkэt inteqrallarr istэnilan mэrkоzi sаhэ ii9tin xarakterikdir.

Нэm dэ qeyd edak ki, эlачэ birqiymatli inteqralrn уаrапmаSI crrla;mrg

hаrэkаtiп bir xassэsini dэ meydana 9rхаrrr. Crrla;mr; halda hэrэkэt tanliyi yalnrz

bir koordinat sistemindэ deyil, mtixtalif koordinat sistеmlэriпdэ dэуi;апlэrа

ауlrmашп miimkiin olamsma gэtirirl. Doýrudan da z, kamiyyatlэri dэуi;эпlэrа

ау11mшI1 mtimkЁn еdэп koordinatlarrn birqiymэtli hаrэkэt inteqrallan оlurlаr.

Lakin ctrla;ma olduýu halda birqiymэtli hэгэkэt iпtеqrаllаrrшп sayl S-dэп 9ох

оlчr, опа gёrэ da опlаrm hansmtn { dэуi9эпi kimi birqiymэtli оlmur. Misal olaraq

уепэ dэ kepler hеrэkэtiпi gёstэrэk, Bu mэsаlэ hэm sferik koordinatlarda hэm dэ

paTabol ik ko ordinatlarda dэу i9 эпlэrа ауtrmшtr mi,imkiin edir.

оччэlki paraqrafda tэsir dэуigэпiпiп bir ёlgtilti finit hэrаkэt zammtt adiabatik

invariant olduýu gбstэrildi. Bu miiddэа 9ох sэrьэstlik dэrэсэsiпэ malik olan sistem

iigtinda qi1ччэdа qalrr. Bunu ý5l-dэ ;эrh olunan metodun bir baga timumilэý-

dirmэklэ isbat etmak оlur.

2() parametrli 9ох olgtili.i sistemin kanonik dэуigэпlэrdа yazrlmtý hэrэkэt

tэпliНэri hэr bir { tasiTin dэуi;mэ siirэti Ugiin (50.10) ifаdэsiпэ analoji olan

i, = -{i (52.15)
avri

ifadэsini чеrir. Вчrаdа уепэ dэ л = r+l . Вu ifаdэпi sistemin эsаs perioduna" \01 ),
пisЬэtэп bёyiik, ancaq 2(r) parametrinin dэуigmэ Zаmапmа пisЬэtап kigik zaman

аrаsmdа ortaiamaq laztmdtr. Bu zaman уепэ da j ifadэsi оrtаlаmа i;аrаsiпdэп

kэпаrа gжапltr. а^А.. ifadэsinin orta qiymэti isэ 2 раrаmеtгiпi hэrэkэt zamanl
' /фi

sabit qэьчl еdэrэk aparrlrr. Buna gёrэ da hэrэkэt ;эrti periodik olur. onda д

'Вч halda biz qi = q'.,(qr), q,, = q'r(qr) fiivial koordinat gечirmэlэтiпэ baxmlrlq.
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kэmiууэti w, bucaq dэуi;эпlэriпiп birqiymэtli periodik funksiyast olacaq чэ onun

аtХ/л., tбrеmэsiпiп оrtа qiymэti srfir olacaq.
/Ni

Axrrda gохsэrЬэstlik dэrэсэsiпэ malik qapalr sistemin finit hэrэkэtiпiп
xarakteri Ьаrэdэ timumi halda Hamilton-Yakobi tэпliуiпdэ dауigэпlэrэ ауrtlmапrп
olmasmt qabul еtmэdап Ьэzi qеуdlэri еdэk.

Dэуi;эпlэrэ ayrrla bilan sistemin эsаs xassэsi Ii hэrэkэt inteqrallarrnrn

biTqiymэtli olmastdш. Bu halda onlartn sayt sэrbastli dэrасаlаriпiп sayrna ЬэrаЬэr
оlur. Umumi halda dэуi;эпlэrэ ayrrla Ьilmэуэп sistem tigtin birqiymэtli hэrэkэt
inteqrallarrnln sayl опlаrm saxlarrmastmn fэzа чэ zaman izotropik vo bircinslilik
хаssэlэri ilэ mэhdudla;drrrlrr. Yэпi enerjinin, impulsun чэ impuls momentinin .

saxlanmast ilэ mэhdudlа;drrrlrr.

Sistemin faza trayektoriyasr birqiymatli hэrаkэt inteqrallarrmn verilmig
qiуmэtlоri ilэ tэуiп olunan faza fэzastnrn oblasttndan kegir. Faza fэzаsmdа S dэпэ
birqiymэtli hэrэkаt inteqrallan olan dэуigэпlэrэ ауrrlа Ьilэп sistem tigrin hэmiп
gэrtlэr vаsitэsilэ S-ёlgiilti goxluq (mnoqoobraziye) (hiреrsэth) yaradrr. Кifауэt
qэdэr uzun zaman miiddэtiпdэ trayektoriya hэmiп hiреrsэthi kifауэt qэdэr stx
doldurur.

Dэуi;эпlэrэ ayrrla Ьilmэуэп sistem tigtin isэ, onun az olan birqiymэtli inteq-
rаllаrmtп sayr ilэ faza trayektoriyasr faza fэzаstпdа daha 9ох ёlgtilti oblastr (tama-

milэ чэ уа birhissэni) doldurur.

Nоhауэt, аgэr sistemin Hamilton funksiyasr dэуi;эпlаrэ ayrllmanr mtimki,in
еdэп funksiyadan yalпz kigik hаddlэrlэ fэrqlэпirsэ, onda hаrэkэtiп хаssэsi da

;эrtiperiodik hэrэkэtiп хаssэsiпэ 9ох уахш оlur, Нэm da bu yaxrnlrýrn dэrасэsi
Hamilton funksiyasrndakr эlачэ hаddlэriп yaxrnlrq dэrэсаsiпdэп daha ytiksэkdir.

Мэsэlэ

U = -% sаhэsiпdэ elliptik hэrэkэt i.igtin tэsir dэуigэпiпi hesablayrn.

Нэlli: r,p polyar koordinatlarda hэrэkэt miistэчisiпdэ

',=*!o,dp=M
g\-Ч*=-м+а
r) r'

I, = +Е
'*(

, ',l,;I Б
!1а

Вurаdап tэsir dэуi;эпi ilэ ifadэ olunmu; епегji
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mа2

ftrTJ
yalпtz I,+I, сэmiпdэп astltdrr. Bu isa hэrэkэtiп crrla.gdrýrnr g0starir hэr iki эsаs

tezliklэr (р-уе чэ r-э gёrэ) i,ist-tistэ dtigЁr. Trayektoriyamn р va е раrаmеtrlэri 1.

va /, dэуigэпlэri чаsitэsilэ

__ t,. 
", =r_( 

,r, 
)'Р =-,mа [ln+I,)

ifаdэ оluпur. I,, Ip doyiqэnlэrinin adiabatik invariant olduqlarrndan а

koeffisientin чэ уа m-kiitlэsinin yava; dэуi;mэsi zaff:rall orbitin eksentгisitetinin

dэуigmir, onun ёlgtisii isэ и чэ а ila tars mtitэпаsiЬ olaraq dэуigir.

г__
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