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Redaktorun
dérdiincii nosra miigaddimasi

“Nauka” nasriyyat1 bu cildle L.D.Landau ve E.M.Lifsisin “Nezari fizika” kur-
sunu yenidon nagr etmoaya baglayir.

Bu tom ilk dofs olaraq E.M.Lifsisin 6liimiinden sonra nasr olunur. Monim
{izorimo kursu miillifsiz ¢ap etdirmak kimi kadarli ve mosuliyyatli vazifo diigmiis-

diir.

“Mexanika”nm indiki nesrinde tiglincli nagrdon sonra askar olan mexaniki
sohvlar diizoldilmis ve izahlarin dogiqlesdirilmesi tiglin kigik doyisikliklor edilmig-
dir. Bu diizolislor EM.Lifsis torafinden hazirlanmi§ ve monim tarofimdan ingilisca
noegsrinds gismon nazero alinmugdir.

May 1987-ci il L.P.Pitayevski

Ugiincii nagro miiqaddima

Bu kitab ikinci nosrindo birinci nogrinden toxminen farglanmirdi. Yeni nogri
hazirlayarken hor hansi gzs ¢arpan yeniden islomoays ehtiyac yaranmad1. Ona gora
kitabin bylik hissesi oldugu kimi yazilmigdir (bir ne¢d nosriyyat sshvlarini diizalt-—
mok sertils). Adiabatik invariantlara hasr olunmus axirinci paragraf L.P.Pitayevski
ilo birlikde manim torafimden islanmis va slavaler edilmisdir.

Iyun 1972 ci il E. M. Lifsis



Birinci nogro miiqgoddima

Bu kitabla bizim “Nozeri fizika” tomlarimizin hamisinin ardicil olaraq ye-
niden nosrine baglamaq ozmindoyik. Onun yekun plami asagidaki kimi tesavvilr
olunur. .

1.Mexanika

2.Sahs nazariyyaesi...

3.Kvant mexanikasi

4. Relyativistik kvant nozariyyasi

5.Statistik fizika

6.Hidrodinamika

7. Elastiklik nazariyyasi

8. Sort mithiitiin elektrodinamikasi

9. Fiziki kinetika

Biz 1.J.Dzyalosinski va L.P.Pitayevskiys kitabin korrekturasini oxumaqda
komoklorina géro minnoatdarliq edirik.

Moskva iyul 1957 ci il L.D.Landau, E.M.Lifsis

Sentyabr 1964 cii il



1 FOSIL
HOROKOT TONLIKLORI
§ 1 Umumilosmis koordinatlar

Mexanikanin asas anlayiglarindan biri maddi ndqto anlayisidir’. Bu anlayis
altinda horokatini tosvir etdikde 6lgiilirini nezero almamaq miimkiin olan cisimlor
basa diigiiliir. Aydindir ki, cismin 6lgiilorinin nazsrs alinmamasi konkret mosalonin
sortindon asilidir. Masalon, planetlorin Giinog atrafinda horoketini &yronarok
onlara maddi néqts kimi baxmagq olar. Lakin onlarm sutka orzinde firlanmalarina
baxdiqda onlart maddi néqts hesab etmok olmaz. Maddi noqtenin fozadaki
voziyyati onun X,y,z dekart koordinatlar1 va ya 7 radius vektoru ilo toyin olunur. 7
vektorunun t zamanina gors tdramasi

<
il
&%

2=
maddi ndqtenin siirati, ikinci tortibden téromasi CZIT: iso tocili adlanir. Galacokds,
gobul olundugu kimi, zamana gora diferensiallamani horifin stlindo qoyulmus
néqta ilo isars edacoyik v =7.

N dons maddi néqtalsrdan taggil olunmug sistemin fozadaki voziyyatini toyin
etmok N dono radius-vektoru yani, 3N dona koordinatt bilmok lazimdir.
Umumiyyatls sistemin vaziyystini birqiymatli toyin etmak {iglin zoruri olan, bir-
birinden asili olmayan komiyyatlors sistemin sorbastlik deracelerinin say1 deyilir. ™
Baxdigimiz halda bu odod 3N-5 borabordir. Homin kemiyystlorin dekart
koordinatlart olmasi vacib deyil. Mosolonin gortindon asili olaraq bagqa
koordinatlarin sistemi daha slverisli ola bilsr. Sistemin vaziyystini tam xarakterizs
istonilon S dond g,.q, g; doyisenlori sistemin imumilosmis koordinatlari, onlarin

téromolari ¢, ise imumilogmis siiratlori adlanir,

Umumilosmis koordinatlarin zamanin miloyyen aninda verilmasi sistemin
“Mexaniki haln1” zamanm sonraki anlarindaki giymotlorini bilmek monasinda
toyin etmir. Sistemin koordinatlarinda verilmis giymstlorinds onun siirstlori
ixtiyari qiymatlors malik ola bilar vo buna uygun olaraq sonraki zaman anlarinda
sistemin veoziyysti miixtolif ola biler (yeni zamanm sonsuz kigik dr
intervallarinda).

Koordinatlarin ve siiratlorin eyni zamanda malum olmasi, tacriibe gosterildiyi
kimi, sistemin halin: tamamilo toyin edir va sistemin galocok herakatini toyin
etmoys imkan verir. Riyazi néqteyi nazorden bu o demekdir ki, ¢ koordinatlarmin

! Biz bir ¢ox hallarda “maddi néqts” anlayisinin avazine “zarracik” anlayigindan istifads edacoyik.
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ve ¢ slirotlorinin verilmasi § tocilini zamanin homin aninda birgiymatli tayin
etmoys imkan verir'.

Tacili koordinat va siiratlordo slagalondiren ifadolers horaket tonliyi deyilir.
Bu ifadolor ¢(r) doyigenlorine nazeron ikinci tortibden diferensial tonliklordir.
Homin tordiklari inteqrallamaqgla g(z) asililigini, yeni mexaniki sistemin heorokat
trayektoriyasini tapmaga imkan verir.

§ 2 9n kicik tasir prinsipi

Mexaniki sistemin horokst qanunun on imumi ifadesi on kigik tesir (vo ya
Hamilton) prinsipi vasitosilo verilir. Bu prinsips gore hor bir mexaniki sistem
miiayyan

U1, gs+41-92..45t)

vo ya qisa sokilde L(g,4,7) funksiyast ilo xarakterizo olunur. Sistemin harokati iso
agagidaki gorti 6dayir.
Tutaq ki, zamanm ¢=¢ va t=¢, anlarinda sistem koordinatlarin ¢% va 4@

giymatlori ilo xarakterizo olunan miiayyan vaziyystds olur. Bu zaman sistem bu iki-
_ndqte arasinda els harakat edir ki,

S= J'L q, q,t}It 2.1

h

mteqrah on kigik mumkun olan qiymet alsin®. L funk51ya51 Laqgranj funksiyasi
(2.1) iso tasir inteqral1 adlanir.

Lagranj funksiyasinin yalniz ¢ vo ¢ doyisenlorindon asili olmasi1 va §, § va
s. yliksok tartibdon téromslordon asili olmamas: yuxarida geyd etdiyimiz mexaniki
sistemin halimin q koordinatlar1 vo ¢ sliratlori vasitosile birqiymatli tayin edilmasi
faktinin ifadosidir.

(2.1) inteqralinin minimumluq masaloni holl eden diferensial tonliklorin
cixarihisina kegok. Formulalarin yaziligini sadslogdirmok maqsadils forz edok ki,
sistem bir sorbastlik deracesine malikdir, yeni yalniz bir dons q(t) funksiyas: toyin

- edilmoalidir.

Tutaq ki, gq=q(t) funksiyas1 S-inteqralimi minimumlagdiran funksiyasidir.
Demali q(t) trayektorlyasmdan har hansi

g(t) + &q(t) (2.2)

! fsarolomanin qisa olmas: fighn gox hallarda ¢ isarssi altinda 41,4,>---95 koordinatlari goxlugunu uygun olaraq

4(4,,4,,-.-45) coxlugunu basa diigocayik.
? Lakin, qeyd etmok lazimdir ki, an kigik tosir prinsipinin bu formada ifadssi, harakatin tam trayektoru iizro homigo
dogru olmur. Yalniz trayektoriyanin ayrt-ayri sonsuz kigik hissalari tigtin dogru olur. Tam trayektoriya i¢iin (2.1)
inteqrali minimum giymot yox ekstremal qiymat ds ola bilar. Lakin bu vaziyyat horokat tanliyi alarkon gox
shomiyyst kosb edir, ¢iinki harskat tanliyini alarkan yalmz ekstremalliq sortinden istifads olunur.

8 .



trayektoriyasina kecdikdo S inteqrali artir. Burada & (o) funksiyas: s-don ¢,-ys
goder intervalda sonsuz kigik funksiyadir. (onu ¢(f) funksiyasinmn variasiyas
adlandirirlar ) +=1 vo t=1, anlarinda miiqayise olunan (2.2) trayektoriyalarnin
hamisi eyni ¢¥ va ¢® giymstlori aldiglarina gérs

5Q(t1)=5q(t2)=0 (2.3)

olmalidir, ¢(t)-don g+ &(t)-yo kegdikds & -in doyigmosi
| (g + 83,9+ 8,1t - [ Lig, ¢, 1)t

farqi ilo toyin olunur. Bu forqi & vo &;-nin iistlerine gors ayrilis1 (inteqralalt: ifade
do) birinci tertibden hoddlorle baglayir. §' inteqrainda minimumlugunun zsruri
sorti hamin haddler ¢oxlugunun sifira berabar olmasidir; buna inteqralin birinci
variasiyast (vo ya adston sadace variasiya) deyilir. Beloliklo on kigik tosir
prinsipini belo

& = 8[L{g,g,04 =0 (2.4)

I

Vo ya variasiya alsaq

% (oL oL
{ L(—a—q—éq + é;&] 1=0
soklindo yazmaq olar.

ﬁ:-{%&q oldugunu yada salsaq vo ikinci hodda hisse-hisse inteqrallama

aparsaq aliriq ki,

oL
&5 =2
4, %

" oalar dfeL
— e — — = 2.5
,l+£[aq dt(aqnﬁth 0 @)

Alinan ifadads (2.3) sortino géro birinci hadd sifir olur. Qalan inteqral & -nun

ixtiyari giymotindo sifira barabor olmalidir. Bu iso yalmz inteqral alti ifadenin
eyniyyatla sifira barabar oldugu halda miimkiindiir.
Belsliklo

tonliyini almig olurug.

! Umumiyystla-ekstremalliq



Bir nego sarbastlik doracasi olduqda on kigik tesir prinsipinde S dens ¢;(»)
funksiyalarinin her biri asii olmayaraq variasiyaya ugramalidir. Aydindir ki, bu

halda biz S dana

d(oL) oL _ (. _
Ej(a—q_ij—-a—(}:—O(l—l,Z,...S) (26)

tonlikkarini almig olardig.

Bu tenliklor axtardigimiz tenliklordir. Bu tonliklor mexanikada Laqgran;j'
tonliklori adlanirlar. )

Lagranj funksiyast malum olarsa (2.6) tenliklari tacills, koordinat va stiratlor
arasinda miinasibst yaradir, yoni sistemin horoket tonliklorini verir.

Riyazi noqgteyi-nozordon (2.6) tanlikleri ¢,(f) koordinatlar: tiglin S sayda ikinci .
tortibdon diferensial tonliklor sistemidir. Belo sistemin timumi hoalline 2S dens
ixtiyar1 sabitlor daxil olur. Onlari toyin etmok vo belsliklo mexaniki sistemin
haraketini tapmaq tiglin, sistemin verilmis andak: halmni xarakterizo edon baslangic
sortlorini, masalon, koordinat va siiratlorin baglangic qiymatlorini bilmoek lazimdir.

Forz edok ki, mexaniki sistem iki A vo B hissaesindon ibaratdir A vo B
sistemlorinin hor biri qapali olduglari halda L, vo L, Laqranj funksiyasina
malikdir. ©gar homin hissaleri bir birinden o qader aralasaq ki, onlar aralarindak:
qarsilight tosiri nezors almamaq miimkiin olsun, onda imumi sistemin Lagranj
funksiyasi

limL=1L,+L, 2.7

limitine yaxinlagacaqdr.

Lagranj funksiyasinin bu additivlik xassoesi, qarsiligh tesirde olmayan
hissalorin harokat tonliklori diger hissalera aid olan dayigenlsrden asili olmamasi
faktini gostarir.

Aydindir ki, mexaniki sistemin Laqranj funksiyasini ixtiyari sabite vurduqda,
bu Lagranj tonliklerinde 6ziinii gdstormir. Diigiinmok olard1 ki, buradan ciddi bir
geyri-miioyysnlik meydana cixir: miixtalif izole edilmis mexaniki sistemlorin
Lagranj funksiyalarin1 mixtolif ixtiyar1 sabitlers vurmaq olar. Additivlik xassasi bu
geyrimiloyyonliyi aradan qaldirir. Additivliik xassasi biitiin sistemlorin Lagranj
funksiyalarin1 eyni zamanda eyni sabitlors vurmaqa icaze verir. Bu ise 0z
novbesinds fiziki sistemin Ol¢li vahidlorinin ixtiyari segilmesino gatirir. Bu
masalaya biz §4-do qayidacagiq.

Bundan sonra agaqidaki imumi qeydi etmak lazimdir. Bir-birinden koordinat
va zamandan asili f(g,r) funksiyasinin zamana goéro tam diferensiali qodor

forqlenon L'(q,4,t) vo L(q,4,¢) Lagranj funksiyalarina baxaq.
. . d
L(9.4:0=Lg.3:0+—1(a1) (2.8)

! Variasiya hesabi kursunda (2.1) formasinda olan integrallarinin eksteremumunu hesablayan halda bu tanlikier
Eyler tanliklori adlanirlar
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Bu funksiyalar vasitasilo hesablanmig (2.1) tasir inteqrallan agagidaki kimi
slagolidirlar.

h 1, 5
§'= [L(q.q.0dt = [ Lg.g.0dt + | %dt _ s+ 7G®0)- 00
4

4 L}

bagqa sozlo desok, bir birindon variasiyasi sifira baraber olan slave haddls
forglonirlor. Beloliklo &5’ =0 ifadesi &5 =0ifadssilo iist-listo diislir ve bu zaman
harokat tanliyinin formasi deyismaz qalir.

Beloliklo Lagranj funksiyasi har hansi f(g,r) funksiyasinin zamana gora tam

diferensiali daqiqliyi ils tayin olunur.
§ 3 Qalileyin nisbilik prinsipi

Mexaniki hadisslori dyronmok {igiin hor hansi hesablama sistemi lazimdir.
Miixtolif hesablama sistemlorinds horokst qanunlari, Umumiyyotls, miixtolif
formada olur. ©gor ixtiyar1 hesablama sistema kegsok ola bilar ki, hatta on sade
hadisslerin qanunlari ¢ox miirokkeb sokil alsin. Tebiidirki, elo hesablama sistemi
se¢mok lazimdir ki, bu hesablama sisteminds mexanikanin qanunlar: an sada sokil
alsin. Ixtiyari hesablama sistemina nozoran faza qeyri bircins v qeyri izotrop olur.
Bu o demakdir ki, heg bir bagqa cisimlo qargiliql tesirds olmayan cisim {igiin onun
fozadaki miixtolif vaziyyatlori vo onun fozadaki ixtiyar: istiqgamoti mexaniki
noqtey-nazardon ekvivalent deyildir. Bu mtiddea ham do zaman anlayisma aiddir,
timumi halda zaman bircins deyil, yoni zamanin miixtolif anlar1 ekvivalent deyillor.
Foza vo zamanin bu xassalsrinin mexaniki hadisalorin tasvirinds amolo gatirdiklori
¢otinliklor aydindir. Masalon, bu halda sorbast (yeni xarici tesire moruz galmayan)
maddi noqte siikunstds qala bilmaz: zorrociyin miioyysn andaki stireti sifir
oldugqda, névbati anda maddi ndqts siirat alib miisyyon istigamatde harakat edo
biler.

Lakin elo hesablama sistemi segmok olar ki, homin hesablama sistemino
nozoren foza bircinslilik vo izotropluq, zaman ise bircinslilik xassasine malik
_olsun. Bels sistem inersial (stalat) hesablama sistemi adlanir. Bu sistems nazeron
sorbast cism miioyyan anda siikunotdadirse o hamigs sitkunstds qalacaqdir.

Biz indi atalot hesablama sisteminds haroket edon sarbast maddi ndqtenin
Lagranj funksiyas1 barodo bozi miilahizolor ylirlids bilarik. Foza ve zamanin
bircinslilik xassalori gostorir ki, hamin funksiya maddi néqtenin 7
radius vektorundan vo ¢ zamanindan aggar sokilds asili ola bilmaz, yani yalmz v
sliratindon asili ola bilar. Fozanin izotropluq xassesi iso gosterir ki, Lagranj
funksiyast stiratin istiqgamatindon da asili ola bilmaz. Demasli o yalmz siiratin adadi
giymatindsn, yani onun kvadratindan #* =v* asil1 ola bilar. :

L=I(*) , (3.1)

11



Laqgranj funksiyas: #-den asili olmadifina gore —Zé:o olur vo Lagranj tonliyi
r

igl} =0 soklini alir' vo buradan alinir ki, QIE = const Q%_ yalniz siiratin funksiyasi
dt ov ov o
oldugundan alingq ki,

s V = const 3.2)

Belolikls biz otalot hesablama sisteminds istonilon serbast horokatin giymat vo
istiqamotca sabit siiratlo bag verdiyi noticasine goldik. Bu miiddea otalat ganunun
magzini toggil edir.

Ogor baxdigimz stalat sistemi ilo yanasi ona nisbaton barabarsiiratli diizxattli
horakat edon ikinci bir sistemo baxsaq, onda sarbast harakat qanunun bu sisteminda
da avvalki sistemdoki kimi olacaq: serbast horokst yenoads sabit siirstlo bag
veracok. Tacriiba gostarir ki, bu sistemlorde yalmz sorbest horokst qanunlar eyni
olmur. Homin sistemlor biitiin basga mexaniki miigayisode bir-birine tamamilo
ekvivalent olurlar. Beloliklo, goriiriik ki, yalniz bir dens yox, sonsuz sayda bir-
birino nisbaton borabarsiiratli vo diizxsttli edon stalot sistemlori vardir. Bu
sistemlorin hamisinda foza vo zamanin xassslari vo mexanika qanunlari eynidir. Bu
miiddoa Qalileyin nisbilik prinsipidir. Bu prinsip mexanikanin on vacib
prinsiplorinden  biridir. Deyilonlerin hamus1 otalst hesablama sistemlarinin
xassolorinin nadirliyini aydin gésterir. Bu xassolorina gors mohz bels sistemlsrdon
mexaniki hadisolori Gyrenerken istifado edilmslidir. ©ks hallar xiisusi qeyd
olunmazsa galocokds har yerds yalniz stalot hesablama sistemlorins baxacagiq.

Sonsuz sayda belo sistemlorin bir-birine ekvivalentliklori ham do gdstarir ki,
bagqalarina nazaran segilo bilen heg bir “miitloq” hesablama sistemi mdveud deyil.
Bir-birina nisboton ¥ siirati ilo horokst edon XK' va K’ hesablama sistemlorine
nazoran eyni bir maddi néqtenin 7 va # koordinatlari bir-birilo

(3.3)

miinasibatils slagelidirlor.

Bu zaman hor iki hesablama sistemindo zamanin axinimn eyni oldugu basa
disiiliir.

t=1 3.4)

Zamanin miitleqliyi klassik mexanika anlayislarmin osasim toggil edir’. (3.3)
vo (3.4) disturlart Qaliley gevirmalori adlanir. Qalileyin nisbilik prinsipini
mexanikanin harakst tanliklorinin bu ¢evimalara nazeran invariantliq tolobi kimi da
ifado etmok olar.

§ 4 Sorbast maddi ndqtonin Laqranj funksiyasi

Laqgranj funksiyasmin toyinine on sade haldan maddi ndqtenin otalot
hesablama sistemindo sorbast harokstinden baslayaq. Yuxarida gostordik ki, bu

! Skalyar komiyyatin vektora gora téramasi, komponentlori, hamin funksiyamn vektorun uygun komponentlarine
§6r9 toramolorins baraber olan vektor basa ditgiliir.
Zamanin mittlaqliyi nisbilik nozariyyasi mexanikasinda dogru deyil.
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halda Lagranj funksiyasi yalniz stirot vektorunun kvadratindan asili olur. Bu
asthiligin aggar soklini tapmaq Ugilin Qalileyin nisbilik prinsipinden istifado edsk.
Ogar K otalot hesablama sistemi X' stalst hesablama sistemino nezoron sonsuz
kigik stiratilo horoket edirss, onda ¥ =7 +&. Horoket tonliklori biitiin hesablama
sistemlorine nozeron eyni formada oldugundan, belo ¢evirmelor zamani L(vz)
Lagranj funksiyasi, ondan f(g,#) funksiyasinin zamana goro tam diferensiali gador
farglonon L' funksiyasina gevrilmalidir (§2 axirina bax).

L'= L(v’2)= L(v2 +2(VE)+ 32)

Bu ifadoni &-nun Ustlorine gore siraya ayirib yiksok tortibdon sonsuz kigik
kamiyyatlori nozors almasaq taparniq ki,

L(v’2)= L(v2)+ %2(&'5)

Bu boraborliyin sag tsrafindeki ikinci hadd v siiretinin xatti funksiyas: oldugu

halda zamanin tam diferensiali olacaqdir. Ona goéra do % ifadasi siiratden asili

deyil, yoni Lagranj funksiyas: baxdigimiz halda siirstin kvadrati ilo miitanasibdir.

Bu formada olan Lagranj funksiyas: siiratin sonsuz kigik ¢evrilmalori zamani
Qaliley nisbilik prinsipini 6dediyinden birbasa alinur ki, Lagranj funksiyas: sonlu ¥
stiratilo X hesablama sisteminin K’ sistemino nozoran horskati zamani invariant
galir. Dogrudan da

L'=av?=aw+V) =av* +2avV +aV?

voya
L'= L+gt-(2arV +av*)

Burada ikinci hadd tam diferensial oldugu ligiin atila bilor. a sabitini adston % ilo

ovoz edirler va belalikls sarbost horakat edon ndqtenin Lagranj funksiyas:

2

my
=" (4.1)

soklindo yazirtq. m komiyysti maddi noqtenin kitlosi adlanir. Lagranj
funksiyasinin. additivlik xassosine géro qarsiigh tesirde olmayan ndqtslor
sisteminin Laqranj funksiyasi

L= ; m?zva (42)

sokildo olur'. Qeyd etmok lazamdir ki, yalniz bu xassadén istifads etdikdo kiitlonin

! Zarraciklorin nbmrolorinin gdstoran indekslar olaraq latin slifbasinin birinci hariflorindon koordinatlar gdstaron
indekslor tigiin iss i, k, L.. hariflorinden istifads edocayik.
13



bu clir toyini fiziki (real) mona kesb edir. Ikinci paraqrafda qeyd edildiyi kimi
Lagranj funksiyasmi ixtiyari sabito vurmaq olar; bu herokst tonliyinde 6ziint
gOstormir. (4.2) funksiyasinda bu ciir vurma kiitlonin 6lgii vahidini doyismoya
gatirir; hoqiqi fiziki monaya malik olan ayri-ayr1 zorrociklarin kiitlolori nisbati iso
bu clir gevirmo zamani doyismoz qalir.

Asanhgla gérmok olar ki, kiitlo monfi ola bilmaz. Dogrudan da on kigik tesir
prinsipina géra maddi ndqtenin fozanin 1 noéqgtesinden 2 nodqtesine haqiqi horakati
zamani

inteqrali minimum olur. Kiitlo manfi olsa idi onda zorraciymn 1 néqtesindan avvalca
tez-tez uzaqlagdift vo sonra tez-tez uzaqglasdifi vo sonra tez-tez 2 ndqtesine
yaxinlagdigy trayektoriya Uizro tosir inteqrali miitloq giymstco istenilon qader
bdyiik monfi giymst ola bilardi, yoni minimum giymat ala bilmoezdi

() 42
’ —(dtJ " (*3)

oldugunu qeyd etmok daha faydali olardi. Buna gore Laqranj funksiyasini yazmaq
tiglin uygun koordinat sistemindo &/ qovs elementini tapmagq kifaystdir. Masalan,
dekart koordinatlarinda di* = dx* + dy* + dz* va ona gors da

L=12’-(x2 +30+2) (4.4)

silindrik koordinatlarda di*> = dr* + rdp* + dz* . Buradan
L=-n2—1(i‘2+r(b2+22) 4.5

sferik koordinatlarda di* = dr® + rd9* + r*sin® @lgp®
L=%(i2 +r¢ +r2sin29¢2) (4.6)

§ S Maddi noqtalor sisteminin Lagranj funksiyasi

Indi iss bir-birils qarsiligli tasirdo olan vo bagqa cisimlords qarstligh tasirds
olmayan maddi ndqtaler sistemine baxaq. Bela sistemlara gapali sistem deyilir.
Mbslum olur ki, maddi néqtslor arasindaki qarsiligli tesiri, qarsiligl tasirde olmayan
noqtslarin (4.2) Laqranj funksiyasina koordinatin miiayyan (qarsiliqli tasirin
xarakterindon asih olaraq) funksiyasini slava etmokls tosvir etmok olar. Homin
funksiyanin U ils igars etsok aliriq ki,

2
L=Z—”£’21)E-—U(rl,r2,...) 5.1)

14



(7%- a-c1 noqtenin radius vektorudur). Bu ifado qapali sistemin Lagranj
funksiyasinin imumi formasidir.

. mv2
gy

camino sistemin kinetik enerjisi, U -funksiyasina sistemin potensial enerjisi deyilir.
Bu ifadslorin monast §6-da aydinlagdirilacaqdir.

Potensial enerjisinin maddi ndqtalarin veziyyatlerinin zamanin eyni bir andaki
qiymotlorinden asih olmas1 gdstarir ki, zarraciklarin hor-hans1 birinin veziyystindo
bas veren doyisirikli qalan zarraciklerin voziyyatlerindo ani olaraq 6ziinii biruzs
verir; bu iso qarsihigh tosirin ani “yazildigi”mi gostorir. Klassik mexanikada
qarsihigh tasirin belo xarakterds olmasmin qagilmamazligi, klassik mexanikanin
ossas miiddalart zamanmn miitleqliyi vo Qalileyin nisbilik prinsipi ilo ¢ox six
olagolidir. Qarsihiqli tesir ani yayilmasagdi, yeni qarsiigh tesir sonlu siirstlo
yayilsaydi, onda bu siirat (bir birine nisboton herakst edon) miixtslif hesablama
~ sistemlorinde miixtalif olardi, ¢iinki zamanmn miitlogliyi bitiin hadisslor Ui¢lin
stiratlorin toplanmas1 ganunu tatbiq etmays imkan verir. Bels olan halda garsiligh
tasirds olan sistemlorin horokot qanunlar: miixtslif (stalot ) sistemlorinds miixtolif
olardi. Bu ise Qalileyin nisbilik prinsipine zidd olardu.

Biz §3-ds yalmz zamanmn bircinsliliyindon danigdiq. Lagranj funksiyasimn
(5.1) formas: gostorir ki, zaman ham do izotropdur, ysni onun xassesi her iki
istiqamat tiglin eynidir. Dogrudan da t-den t-ys kegid ¢evirmoesi Laqranj
funksiyasm1 ve belaliklo do Lagranj tonliklorini doyismoz saxlayir. Bagqa sézls,
ogor sistemdo her hansi horskst miimkiindiirss, onda miitloq oksina horokot do
miimkiindiir, yoni sistemi avvalki hallardan oks qaydada kegorok horokot etmosi

miimkiindiir. Bu monada klassik mexanika ganunlarina géra bag veran harokatlor

hamis1 donandir.
Lagranj funksiyasini bildikdan sonra bir
4oL _o (5.2)
dtov, or,

harokat tonliklerini yaza bilarik. Bu tonlikdos (5.1) ifadesini yerins yazsaq

m, Lo Y (5.3)
dt or,

tonliyini alariq. Bu sokilds yazilmig herokat tanliklori Nyuton tonliklori adlanirlar.
Homin tenliklor qarsihigli tesirds olan zorraciklorin mexanikasmin osasmni togkil
edir. (5.3) tanliyinin sag terafindoki

(5.4)

vektoru, a-c1 ndqtays tesir edon qiivve adlanir. U-funksiyas: kimi o da yalmiz
zorraciklorin koordinatlarindan asili olur. Onlarin siirotlorindon asili olmurlar.
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Buna gors do (5.3) tenliyi gdstsrirki zerraciklorin tecillaride yalmz koordinatdan
asili olurlar.

Potensial enerji ixtiyar1 sabiti slave etmok daqiqliyi ilo toyin olunmug
kamiyystdir, belo sabitin slave olunmasi hereket tonliyini dsyisdirmir (bu §2-ci
Lagranj funksiyasinin birgiymatsizliyin xiisusi halidir). Homin sabitin se¢ilmasinin
on tobii ve Umumiyyatls gobul olunmug usulu beladir: zorraciklor arasindaki
mosafs goxaldiqca potensial enerji sifira yaxinlagmalidir.

Horokoti tosvir etmok iiglin dekart koordinatlari ovezine ¢, Umumilogmis

koordinatlardan istifads etdikdo uygun ¢evirmoler aparmaq lazimdir.

. o, .
X, = 1.(G G ds) s X, =Zai‘1,
k¥ 04y

Bu ifadslori

L=%Zma(5c: +iE+2)-U

funksiyasinda yerina yazsaq
1 .
L= a (@44~ V(@) (5.5)
ik

ifadosini aliriq. Burada a,komiyyatlori yalniz g, koordinatlarimin funksiyalaridir.

Umumilosmis koordinatlarda yaziimig kinetik enerji avvalde oldugu kimi yenodo
stiratlerin kvadratin funksiyasidir. Lakin indi o homds koordinatin funksiyasi ola
bilar.

indiyo kimi biz yalmz qapali sistemlordsn damgdiq. Indi iso miloyyan ganunla
harokat edan B sistemi il qarsiliqh tasirds olan qeyri qapali A sistemins baxaq. Bu
halda deyirlorki, A sistemi verilmig xarici sahado (B sistemi vasitosilo yaradilan)
horokat edir. Herokot tonliklori hor bir koordinatin asili olmayaraq variasiyas:
naticasinds an kigik tesir prinsipindon alindigina gére, A sisteminin I, Lagranj
funksiyasimm almagq {iglin biitdv 4+ Bsisteminin L Laqranj funksiyasindan istifado
eds bilerik. Bu zaman ¢, koordinatlarini zamanin malum aggar funksiyas: hesab
etmaliyik.

A+ B sistemini gapali sistem hesab edorok yaza bilorik ki,

L=TA(qA’qA)+TB(qB’qB)_U(qﬁ’qﬁ).

burada birinci iki hadd A va.B sistemlorinin kinetik enerjilori, liglincii hodd iss
onlarn birgo potensial enerjisidir. Bu ifado do ¢, ovozino zamanin aggar
funksiyasim yazib va T (g,(f),¢,()) kinetik enerjisini zamanin aggar funksiyasi

olduguna goro nozars almasaq, onda
L= TA(‘IA"}A)_U(‘]A»%("))

oldugunu gorarik.
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Beloliklo aliriq ki, sistemin xatici sahado horoketi adi formada Lagranj
funksiyas: vasitesilo tesovir olunur. Lakin ovvalkinden bir farq yalmz ondan
ibaratdir ki, indi potensial enerji zamandan asgar sokildo asil ola bilar.

Beloliklo bir zerraciyin xarici sahods harakati tiglin Lagran; funksiyasi

2
=—"%—-U(r,t) (5.6)
harokat tanliyi iso
my=D 5.7)
or

soklindadirlar.
Sahonin biitiin noqtolerinde zarraciys eyni F qivvesi tosir edirso bels saho
bircins sahe adlanir. Aydindir ki, bels sahonin potensial enerjisi
U=-Fr (5.8)

ifadasine berabardir.

Bu paragrafin axirinda Laqranj tonliklerinin konkret mosalalora tatbigi barada
asagidaki qeydi edok. Oksar hallarda cisimlor (maddi noqtolar) arasindaki qarsihgh
tosirin olagolor xarakterli, yeni zerraciklorin qarsihgh voziyystlerina goyulmus
mohdudiyystlor soklinde verildiyi mexaniki sistemloro baxmali oluruq. Faktiki
olaraq belo olagalor cisimlori miixtolif gubuglar (sterjen), iplor vo sarnirlor. va s.
vasitosilo barkitmoklo yaradilir. Bu veziyyet cisimlorin harakatindo yeni faktor
amolo gatirir. Belaki, cismin harakati birlosmo ndqtolerinde stirtiinms ilo misayat
olunur. Bunun naticasinda do moassle tomiz mexaniki masole gargivasindon konara
¢ixir (bax §25). Lakin biz ¢ox mosalolords siirtiinmo o qader zayif olur ki, onun ..
horokato tosirini tamamilo nozors almamaq mimkiin olur. Cisimlori “birlagdiran
elementlorin” kiitlolorini nozers almamaq mimkiin oldugu halda iso onlarin
oynadig1 rol sistemin s sarbastlik daracalorinin saymi (3N-o nisbaten) azaltmagdan
ibarat olur. Bu halda harakati tayin etmak liglin yeno da (5.5) diisturundak: Lagranj
funksiyasindan istifado etmok lazimdir. Bu zaman asitli olmayan mumilogmis
koordinatlarin say1 faktiki sarbestlik doracalorinin sayina baraber gotiiriilir.

Masalalar.

Bircins agirliq sahssinds (afirliq qiivvasinin tacili-g) olan asagidaki
sistemlorin Laqranj funksiyalarini tapin.

1. ikiqat riyazi raqqas (sokil 1).
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Saokil 1. Sokil 2.

Holli. Koordinatlar olaraq / vs J, iplarinin saquli istiqamotdo amolo gotirdiklori ¢,
V3 ¢, bucaglarim se¢ak. Onda m, kiitlali zarracik Ugiin alinq ki,

T, =';'m1112¢12 U=-mglcosy,
ikinci zorrociyin kinetik enerjisini tapmaq iglin  onun  x,,y,koordinatlarmi

(koordinat baglangic1 asqi ndqtesinde segilmis, y oxu iso saquli istiqgamotds agag:
yonalrmsdlr) @, Vo ¢, bucaglar1 vasitasils ifado edak:

x, =l sing, +1,sing. ¥, =l cosg, +1,cosp
1 2 1 2
Bundan sonra aliriq ki,
T,= =z (xz +;)= _[112 C L + 20, COS(¢’1 - ¢2)¢1¢2]
vo nohayat
MM, 5. M, o, iy
T=——""2l'¢} + __21122¢22 +mlh, 9, cos((ox - ¢z)+ (my +my)gl cosp, +m,gl, cosg,

2. Asq1 noqtosi (kiitlesi m, ) ifliqii istiqamotds (sakil 2) harokst edo bilon

- m, kiitloli miistavi roqqas.
Hoalli. m, néqtesi liglin x koordinatini, raqqasin ipinin saqquls amalo gatirdiyi
¢ bucaqum segarak aliriq ki

L=t e, 5 ™ (? + 20 cos p)+ gl cos

Asq1 ndqtosi agagidaki kimi horokot eds bilon miistovi ragqasin:
saquli gevra boyunca sabit y tezliyi ilo (sokil 3.),

acos gt qanunu ilo ifligi istiqamotdo,

acosy qanunu ilo saquli istigamotdo

oo w
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vV
a a PN\ a
X
X
i
t m a a
y
m,
Sekil 2. Sokil 4.

Holli: a. m nétesinin koordinatlar1
x=acosy+Ising, y =—asiny +I/cosg

Lagranj funksiyasi

2
L= %—(/‘)2 +mlaA?sin(p - y)+ mgicose

burada yalmz zamandan asih olan hadd vo mal cos(p - ») ifadesinin zamana gore

tam diferensiali atilmislar.
b. m notasinin koordinatlar
x=acosy+Ising, y=lcosp

Lagqranj funksiyasi (tam diferensiallar atdigdan sonra)
2
= K;L(/)z +mlay*sinptsing + mglcosg

c. Analoji olaraq
2

L= @z—l—gbz +mlay* cosytcos + mglcosp

4, Sokil 4-do gostorilon sistem m, noqtasi saquli ox boyunca horokat edir,
sistem saquli ox otrafinda sabit Q bucaq stiratilo firlanir.

Holli: a xottinin saquli oxla emelo gotirdiyi bucagt 6, sistemin firlanma
bucagini ¢ ilo isaro edok: ¢=Q; m néqtolorinin hor birinin yerdoyisme element
dl? = a*d6* + a*sin* 6dp* m, ndqtesinin A asql noqtesindon olan mosafasi 2acosé-
dir. Ona goro do di? =-2asin40 . Laqranj funksiyasi

L =ma*(0* +Q*sin® §) + 2m,a’ sin’ 06 +2ga(m, +m,)cos 8
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I1 FOSIL
SAXLANMA QANUNLARI
. § 6 Enerji

Mexaniki sistemin harokoti zamam onun halini toyin edon 2S sayda ¢, va g,

komiyyatlori zaman kegdikca doyisirlor. Lakin, hamin komiyystlordon asili elo
funksiyalar vardir ki, onlar horakat zamani sabit qalirlar. Onlarin giymatlori yalniz
baglangic sartlorindon asili olurlar. Bu funksiyalar horakat inteqrallar: adlanirlar.

S denos sorbastlik doracesino malik olan qapali sistem ii¢iin asili olmayan
horokat inteqrallarinin say1 2S-1-dir. Miiddea asagidaki sade miilahizadon aydin
olur. Horokot tonliklerinin timumi hollorinin 2S dons ixtiyan sabitlorden asili olur.
(bax soh. 12). Qapal sistemin herokst tonliklori zamandan aggar sokilds asth
olmadifindan zamanin baslangic ani ixtiyar: olaraq secilo bilor. Ona goérodo
tonliyin hallindoki inteqrallama sabitlorindon biri ¢, ani kimi gétiirlila biler.

g:(t) = q,(t +15,¢,¢5...C5 1)
4,(1) = g, (t +1y,¢,5¢,...Cp5,)

soklinds yazilmig 2S denos funksiyalardan ¢+7, anini kanar etmokla ¢, sabitlorini g,
Vo ¢, doyisonlorinin funksiyalar1 kimi tapa bilerik. Onlarda horoket inteqgrallan
olacaqlar. _

Lakin harokat inteqrallarinin hamisi mexanikada eyni rol oynamirlar. Onlarin
i¢orisinds bir negolorinin saxlanmasi1 zaman vs fazanmn xasselsrinden onlarn
bircinslilik vo izotropluq xasselsrinden irali golir. Bu saxlalal kamiyystlorin hamisi
¢ox vacib olan Uimumi xassoyo -additivlik xassesine malikdirlor.Onlarin timumi
sistem qiymotlori bir-biri ilo qarsiliglt tesirde olmayan ayri-ayrt hissalarin
qiymaotlori comino barabaor olur.

Bu név saxlanan komiyyatlorin additivlik xassslori onlara ¢ox vacib mexaniki
rol verir. Forz edok ki, masels, iki cisim miioyyon zaman miiddatinle qarsiligh
tosirds olublar. Hom qarsiligh tesirden ovval hom do qarsiligh tesirden sonra tam
sistemin additivlik inteqrallama sabiti ayri-ayr hissalorini inteqrallama sabitlorinin
camins barabar oldugundan, saxlanma ganunlar sistemin qarsiligh tasirden avvalki
halini bilorok onun tesirden sonraki hali barsds miisyysn miilahizo yiiriitmaye
imkan verir.

Indi zamanin bircinsliliyi xassasindan irali golon saxlanma qanuna baxagq.

Zamanin bircinsliliyi xassesinden almir ki, gapali sistemin Lagranj funksiyasi
zamandan aggar sokildo asili ola bilmoez. Ona gors do qapali sistemin Lagranj
funksiyasinin zamana goro tam téromasi

dL _ a_L.+ZaL.
dt iaqiqi igq.—iqi

soklindo olacaqdir. (Laqranj funksiyasi zamandan aggar goklinde asili olsayd:
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baraborliyin sag terofine % haddi slave olunardi). Burada §£ haddini Lagranj

tanliyindan istifade ederok %(—S—ILJ ilo avaz etsok

9

dL_s(dfor), o) dfsoL,
a2\ ailag )Mo M )T dar\ &g,

voya _
d oL
— 7. —L|=0
dt (ZE% ]
Buradan goriniir ki, _
zq,—a—{—'——L=const (6.1)
7 0g,

komiyyati sistemin horokati zamam doyismoz qalir vo inteqrallama sabitlsrindon
biridir. Bu kemiyyst sistemin enerjisi adlanir. Enerjinin additivliyi (6.1)
diisturundan Lagranj funksiyasindan xatti asili olduguna gors onun additivliyindan
natics olaraq ¢ixir.

Enerjinin saxlanmasi1 qanunu yalmz qapali sistemlor tigiin deyil, hom da sabit
xarici sahodo (yoni zamandan asili olmayan) olan sistemler {iglin do Odonilir.
Enerjinin saxlanmasi qanunu alarken istifads etdiyimiz Lagranj funksiyasinin
zamandan asgar asili olmamasi bu halda da 6denilir. Enerjisi saxlanilan sistemlori
bazi hallarda konservativ sistem do adlandirirlar, §5-do gorditylimiiz kimi qapah
sistemin (ve ya sabit xarici sahads olan) Lagranj funksiyasi

L=T(g,4)-U(9)

diisturu ilo ifads olunur. Burada T siiratlerin kvadratik funksiyasidir. Bu halda
bircins funksiyalar haqqinda Eyler teoremini tatbiq etsok aliriq ki

oL < OT _
Ldigg =gy =

Bunu (6.1) diisturunda nozers alsaq tapiriq ki,
E=T(g,9)+U(q) (6.2)

Dekart koordinatlarinda
2
E=§a:ﬂﬂzv—“+U(r,,rz...) (6.3)

Beloliklo sistemin enerjisi iki miixtolif haddlerin comi goklinds - kinetik vo
potensial enerjilorin comi gaklindo ifads oluna bilar. Kinetik enerji yalniz stiratdon,
potensial enerji yalmz koordinatdan asihi olurlar.
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§ 7 impuls

Digar bir saxlanma qanunu fozanm bircinsliliyindon meydana ¢ixir.

Bu bircinsliliyo gore qapali sistemin mexaniki xassolori sistemi fozada 6ziina
paralel olaraq koglirdiikde doyismir. Bu deyilens uygun olaraq sonsuz kigik &
qadar paralel ko¢lirmays baxaq vo bu zaman Lagranj funksiyasinin doyismadiyini
tolob edok.

Paralel koéglirmo dedikdo sistemin biitiin ndqtelorinin eyni mosafs qodor
doyismasini ifado edsn ¢evirmo basa diigiiliir, yoni onlarin radius vektorlar
7, —>F+& olur. Lagranj funksiyasinin zorraciklorin koordinatlarinin sonsuz kigik

doyigmoleri, stiratlerin iss dayismoz qaldigt halda doyismosi

oL . OL
=25 %l

kimi olacaq. Burada comloms amaliyyat: maddi néqtalorin hamisi tizro aparilir. 7 -
nun ixtiyar: olmasindan 8L =0 olmast
: oL
2o 7.1
=, | (-1
olmast talabing ekvivalentdir.
Burada (5.2) Lagranj tonliyindon istifads etsak aliriq ki,

d{ oL d oL
;Z(av J dt[zav ] 0
Belslikls, bir qapali mexaniki sistem tigiin

25) gé (7.2)

a

vektoru komiyyst harokst zamani deyismoez qalir. P vektoru sistem impulsu
adlanir'. (5.1) diisturu ilo ifade olunan Lagranj funksiyasini diferensialladiqdan
sonra aliriq ki, impuls siiratlorls

P = Zmaﬁa (7.3)

soklinds ifada olunur. Impulsun additivliyi aydindir. Bundan slave enerjiden fargli
olaraq, mexaniki sistemin impulsu hissalor arasindaki qarsiligh tesir oldugu halda
da ayri-ayr1 zarraciklorin

E =my,

impulslar1 comins barabar olur.

! Khnolmis ad1 — horokat miqdan
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Impuls vektorunun her iig komponentini xarici saho olmadiqda saxlanilir.
Lakin xarici sahs oldugu halda da impulsun ayri-ayr1 komponentlori saxlana bilar.
Bunun iciin xarici sahsnin potensiali dekart koordinatlarinin hor-hansi birinden
asili olmamalidiq. Aydindir ki, homin koordinata parlel olaraq ko¢lirma zamani
sistemin xassasi doyismoyocok vo bundan istifade edorok gostormok olar ki,
impulsun homin oxa proyeksiyasi doyismoz qalacaq. Belo ki, z oxu boyunca
yonelmis bircins xarici sahads impulsun x vo y komponentlori saxlanirlar.

Ovvakli (7.1) borabarliyi sads fiziki menaya malikdir.

oL _ oU :
==

a

or,
toromasi qapal sistemin a-c1 zorraciyina tosir eden qlivvadir. Belsliklo (7.1) ifadasi
gostarir ki, qapali sistemin biitlin zarraciklerins tesir edon qiivvalerin comi sifira
borabordir.

S F, =0 (7.4)

a

Xiisusi halda iki maddi ndqteden ibaret olan sistem iigiin 7 +F =0: birinci
zorraciye tosir edon qiivve adadi qiymotca ikinci zarraciys tesir edon qlivvayo
boraber olub istigametco ikinci maddi ndqtoye tesir edon qiivvenin oksine
yonelmigdir. Bu miiddsa tesirin oks tesire beraborliyi miiddoasi adlanir. Sgor
horokst g Umumilogmis koordinatlari ilo tesvir olunursa, onda Lagran

funksiyasinin @imunilogmis stiratlers gors téramslari

p=2k (7.5)
g,
timumilosmis impulslar,
0
= 7.6
Feg (7.6)

téromoleri iss imumilesmis qiivvaler adlanirlar. Bu név isarslamslerdo Lagranj

tonliklori
P=F (7.7

soklini alirlar.

Dekart koodinatlarinda imumilogmis impulslar P, vektorunun komponentlari
ilo ast-isto digirlor. Umumi halda £ komiyystlori ¢, Umumilogmis
koordinatlarmin xotli bircins funksiyalari olurlar. Bu xatti - bircins funksiyalar
homiso kiitls ilo siiratin hasili ils Gist-list diigmurlar.

Masala.
Kiitlosi m olan zarracik ¥, stiratils sabit U, potensialina malik olan sahadan,

sabit U, potensialna malik olan sahays kegir. Zarraciyin sliratinin dayismo
istigamatini tayin edir. '
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Holli. Sahalerin potensial ‘enerjilorilori saholori ayiran miistovilore paralel
istiqgamotdoki koordinatlardan asili deyil. Ona goro do zorraciyin impulsunun
homin miistovi proyeksiyas: saxlanilir. Zorraciyin ovvalki  va ikinci sahadaki
7, sliratlorinin sahslori ayiran miistaviys normal istiqamoti ilo smsls gatirdiklori
bucaglar1 uygun olaraq 6, vo 6, ilo isaro etsok alariq ki, ¥,sin6, =¥,siné,. ¥, vo ¥,
sliratlori arasindaki alags enerjinin saxlanmasi ganunundan alinir. Noticada alinq
ki

sing,
sin 6,

\/l+————(U -U,)
my,

§ 8 Atalat morkazi

Miixtalif (otalot) hesablama sistemlorinds gapali mexaniki sistemin impulsu
miixtolif giymots malik olur. Ogor X' sistemi K sistemino nozoren V siiratilo
harokst edirso, onda zorrociklorin homin sistemlors nezaren ¥, vo ¥, siiratlori
v,=¥ +V ifadssilo slagslonirlor. Ona gore mexaniki sistemin homin hesablama
sistemlarine nozaran P va P' impulslari

P= Zm,,v‘z + Zmav(’, + VZma
b a a

vaya

=P'+Vy m, 8.1)

diisturu ils ifads olunur.
Xiisusi halda, els K’ hesablama 31stemler1 var ki, homin hesablama sistem-
impuls sifira barabar olsun. (8.1) diisturunda P' =0 yazsaq

Y. 8.2
"y S, ®2

alinq.

Mexaniki sistemi tam impulsu sifira barabardirse onda deyirlar ki, mexaniki
sistem uygun hesablama sistemina nozoran siikunotdodir. Bu miiddea maddi
ndqtonin siikkunat halinin tamamils tobii imumilogmesidir. Buna uygun olaraq (8.2)
diisturu ilo toyin olunan ¥ siirsti mexaniki sistemin tam bir cisim kimi irsliloma
horakstinin siirati fiziki mona kosb edir. Belaliklo goriiriik ki, impulsun saxlanmasi
qanunu, mexaniki sistemin tam bir cisim kimi siikunat vo herakot hali mavhumunu
tayin edok.

(8.2) diisturu gostorir ki, mexaniki sistemin P impulsu ilo 7 siirati arasindaki
olags kitlesi p=)'m, kitlosine malik olan maddi ndqtenin impulsu ilo siirati

arasindaki olaqo disturu ilo eynidir. Bu voziyysti kiitlonin additivliyi miiddeas:
kimi do basa diigmok olar.

(8.2) dusturunun sag torofini R vektorunun zamana goro tam tdromasi kimi
ifada etmak olar
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_ mr, .
R _Z___ 8.3
E ma ( )

Sistemin tam bir cisim kimi fozada yerdoyismosins radius vektoru (8.3) diisturu ilo
toyin olunan maddi ndqtenin yerdoyismesi kimi baxmaq olar. Bu ndqtays sistemin
otalot morkozi deyirlor. Impulsun saxlanmasi ganunu, sistemi otalet morkezini
berabarsiiratli diizxottli horeksti ganunu kimi do ifads etmok olur. Bu formada
ifado edilmis qanun §3 —do maddi ndqte Uglin verilmig stalot qanunun
timumilogmasidir.

Qapal: sistemin mexaniki xassalerini 8yrenarken stalst markozinin sitkunatda
olan sistems nozoren Syrenilmesi daha slveriglidir. Bu halda mexaniki sistemin
atalot morkozinin barabarsiiratli diizxattli harokati maselenin hollinden ayrilir.

Bir tam kimi siikunatdo olan mexaniki sistemin enerjisino adaton daxili enerji
E, deyilir.

Daxili enerji maddi noqtalarin nisbi herokatlerinin kinetik enerjisi vo onlarin
garsiligl tosirinin potensial enerjisi cominden ibaratdir. V siirotile horakat eden
sistemin tam enerjisi

2
E=*".g,
2

(8.4)
soklinda ifads olunur. :
Bu duistur kifayat goder aydin olmasina baxmayaraq onun gixariligini verak.

Mexaniki sistemin X vo K’ sistemlorindoki £ vo E' enerjilori asagidaki kimi
slagalidirlar.

2
=l mv2+v=lmaV'+I7 +U ='u—V—2—+I7' my, + UAL +U
2 aa 2 a 2 @ 2

vo ya
2
E=E+VP+ "2” (8.5)

Bu diistur vasitesilo bir hesablama sistemindon digorine kegdikds enetjinin
cevrilmosi qanunu verilir. Impulsun bu ciir kegid zaman ¢evrilmosi diisturu (8.1)-
do verilmisdir.

X' sisteminds atalot markozi sikunatdedirss onda P'=0 E'= E,, olur vo
yenada (8.4) diisturunu aliriq.

Masals -

Bir atalot hesablama sisteminden digarine kegdikds tasir funksiyasinin
¢evrilmosi qanununu tapin.

Holli: Lagranj funksiyast sistemin kinetik va potensial enerjilori forgine
borabar oldugundan (8.5) diisturuna analoji olan dusturla gevrilir.

L=L+ (1713')+ -;— uv?
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Bu ifadoni zamana ‘gére integralladiqdan sonra lazim olan ¢evrilms qanunu aliriq

S=8"+ y(ﬁ{’)+%yV2t

burada R' atalot morkozinin K'sistemindaki radius vektorudur.

§ 9 impuls momenti

Saxlanma ganunun fozanin izotroplugundan irsli golon saxlanma gqanunun
alinmasina kegok. Izotroplug, koordinat oxlarinin istiqgamstinin fozada firlanmasi
zaman qapali sistemin mexaniki xassalorinin doyigmadiyini ifads edir. Bununla

A
op
oQ or

Sokil 5

oslagadar olaraq sonsuz kigik firlanmalara baxaq
vo bu zaman sistemin Laqranj funksiyasinin
doyigsmadiyini tolab edok.

Miitloq qiymsti Sp bucagina borabar vo
istiqamoti ise firlanma oxunun istiqgamati ilo iist-
isto diison &6 vektorunu daxil edok (hom do
firlanmanin istigamatini 6 vektoruna nozeran
vint istiqamoti kimi sec¢ak).

Hor seyden ovval bu ciir firlanma zamani
ixtiyar1 maddi noqtenin radius vektorunun
artimini tapaq. Koordinat sisteminin baglangici
firlanma oxunun {izorinds se¢ilmigdir. Radius
vektorun ucunun Xafti yerdoyismesi firlanma
bucags ilo

lé?l:rsin G6¢

diisturu vasitesilo ifads olunur (sokil 5). Bu

vektorun istiqgameti ise 7 vo 6@ vektorlarinin
oldugu miistaviya perpendikulyardir. Ona gors do
aydindir ki,

& =[] 9.1)

Koordinat sisteminin firlanmas: zamani yalniz zarrociklorin radius vektorlan deyil
hom do zarraciklorin siirstleri do ¢evrilirlor Biitlin zorrociklorin siirstlori eyni
sokilda dayigirlor. Ona goro do torpanmoz koordinat sistemino nozeren siirstin

artimi

& = [5g7] 9.2)

Bu ifadslori Lagranj funksiyasinin doyismazliyi sertinde yerins yazsaq
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5L=Z[a—f‘&a+ af 5@,]:0
oF v

a a

a

Burada gr;]i = 1;’,, , SVTL = P, avozlonmolorini etdikdan sonra aliriq ki,

> (Blow 1+ Blow, -0

a

Burada vuruglarin yerini dovrii olaraq deyisek ve bu zaman qarisiq hasilin
dayismadiyini nozers alib 6 vektorunu mohtarize xaricing ¢ixarsaq aliriq ki,

5y 5, +5,5)= L) ZAR

5@ vektorunun ixtiyart oldugundan alirnq ki,

d =
E;;[;;Pa]=0

yani buradan aliir ki, qapali sistemin harakati zamani vektoru komiyyast
m=3 R 9.3)

saxlanilir. Bu komiyyat sistemin impuls momentin (va ya sadaco impuls) adlanir’,
Bu komiyystin additivliyi aggardir. Hom do impuls halinda oldugu kimi homin
xasss hissociklar arasinda qarsiligli tosirin olub olmamasinindan asili deyil.

Bunlarla additiv horokot inteqrallari tamamlanir. Beloliklo ixtiyar1 qapali
sistem yalniz yeddi dono belo inteqrallama sabitlorine malik olurlar: enerji,
impulsun vs impuls momentinin {i¢ komponentlori.

Impuls momentinin toyini diisturuna zorraciyin radius vektoru daxil
oldugundan onun giymati imumiyystle koordinat baglangicinin segilmasindon asu

olur. Koordinat baglangiclar1 @ qoder mesafado olan iki koordinat sistemino
nazoran eyni bir ndqtonin radius vektorlarini uygun olaraq 7, va 7 isars etsok onda

7 =F+a.Ona gbro do

IS NG

vaya
i = it +|aP| (94)

Bu diisturdan gdriiniir ki, sistem biitévlikds sikunatlo iso (13=0) onda onun
momenti koordinat baglangicinin segilmosindon asii olmur. in}puls rgomenti
qiymetini bu geyri-miiayyanliyi onun saxlanma qanununa tosir etmir, gﬁnlfl'qapah
sistemin impulsu da saxlamulir. Bir-birine nazaran ¥ siiratile horakat edan iki otalot
X vo K' sistemlorine nozoren impuls momentlori arasindaki slage diisturunu

! Firlanma momenti, va ya bucaq momenti adlan da istifado olunur.
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¢ixaraq. Verilmis anda X ve XK' hesablama sistemlorinin baglangiclarinin Ust-iisto
dugdiiyiinii gobul etsok onda ¥, =¥, +V olar. Onda aliriq ki,

EEWA AW WA A4

Almnan ifadslorin sag torofindoki birinci hodd XK' sistemindaki M’ impuls
momentidir. ikinci hodde (8.3) diisturuna osason otalot morkozinin radius
vektorunu daxil etsak aling ki,

A = 51 + u|R7] : (9.5)

Bu diistur bir atalot hesablama sisteminden digarina keg¢dikco impuls momentinin
gevrilmo qanununu ifads edir. Bu diistur (8.1) va (8.5) diisturlar: ile ifade olunan
impulsun vo enerjinin ¢evrilmasi qanunlarina oxgardir. ’
Ogor K' sistemi mexaniki sistemin biitovlikde sikunctde oldugu sistem
olarsa, onda 7 otalot morkozinin siirati olacaq, w¥/ iso sistemin (K sistemino

nazoron ) tam impulsu P olar. Onda

51 = 31"+ |RP] (9.6)

Basqa s6zlo desok mexaniki sistemin # impulsu onun biitiin bir cisim kimi
sikunotde oldugu sistema nozoron “moxsusi momenti” ilo onun biitév bir cisim
kimi harakatinin [Ri’] momenti comina barabardir.

impuls momentinin biitin komponentlorinin saxlanmasi qanunu (ixtiyari
koordinat baglangicina nozoron) yalmz qapali sistem 0glin dofru olmasina
baxmayarag, bu qanun mohdudlagdirilmis sokilds xarici sahodo olan sistemlor Gigclin
do 6danilir. Yuxarida aparilan ¢ixariligdan aydindir ki, impuls momentinin sahonin
simmetrik oldugu oxa goro proyeksiyasi saxlamlir. Belo simmetriya oxu strafinda
sistemi firlatdigda onun mexaniki xassesi doyigmir. Olbstds bu zaman hesablama
sisteminin baslangict simmetriya oxu iizerinde gétiiriilmalidir vo impuls momenti
hamin ndqtays nozaran tayin olunmalidir.

Bels hallarin an vacibi markozi simmetrik sahadir. Bu sahads potensial enerji
yalniz morkazls fozadaki ndqtenin arasindaki masafodon asili olur. Aydindir ki, bu
halda impuls momentinin morkozdon kegon ixtiyart xott {izro proyeksiyasi
saxlamlir. Bagqa sozlo ixtiyar1 ndqtoye gore toyin olunmus impuls momenti deyil,
yalmz sahonin merkazins gora tayin olunmug moment A7 saxlamlir.

Basqa misal: z oxuna nozeron bircins sahs. Bu halda momentin z oxuna
nozoran proyeksiyas: M, saxlanilir.

Qeyd edok ki, impuls momentinin hor hansi ox (onu z oxu adlandiraq) iizrs
proyeksiyasi Lagranj funksiyasini diferensiallamaqla almagq olur.

oL
M= " 9.7)

Burada ¢ bucag: z oxu otrafinda firlanma bucagidir.
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Bu, yuxarida verilon impuls momentinin saxlanmasi qanunun ¢ixarilisindanda
aydindir. Buna bir baga hesablama vasitesilo omin olmaq miimkiindir r,¢,z

silindrik koordinatlarda (x, =r,cosg,,y, =r,sing, ifadslorindon istifads edorak)
tapiriq ki,
Mz =Zma(xaya—yaxa)=zmara2¢a (98)

Digor torofden Lagranj funksiyast homin koordinatlarda
L= -;—Zma(r'a2 +rlgk + z':)— U

soklindo oldugunu bilorok, onu (9.7) diisturunda yerins yazib téroms aldigdan
sonra (9.8) diisturunu aliriq.
Maosaslalar.
1. Impuls momentinin dekart komponentlarini va miitlaq qiymetini silindrik
(7,9,2) koordinatlarda tapin.
Cavab: M, = msin(rz - z¢)— mrzgcosp
M, =mcos (o(zf - rz')— mrz@sin @
M, = mrng
M= mzrz(/')(r2 + zz)+ m*(rz — zr)*
2. Homin ifadsleri (7,6,¢) sferik koordinatlarda tapin.
Cavab: M, = -mr*(fsing + @sincosfcos )
M, = mr*(6cosp — gsinfcosbsin p)
M, =mr*sin® 6¢
M? = m*r* (0 +sin* 6p*)
3. Asagidaki sahslards horokat zamam1 P impulsun vo M momentin hans:
komponentlari saxlanilirlar:
a) sonsuz bircins miistavinin sahasi
Cavab: P, P,M, (sonsuz miistavi, Xy miistovisidir)
b) sonsuz bircins silindrin sahasi
. Cavab: M,,P, (silindrin oxu -z oxudur)
¢) sonsuz bircins prizmanin sahasi
Cavab: P, (prizmanin tilleri z oxuna paraleldir)
d) Iki maddi néqtenin sahesi
Cavab: M, (noqtsler z oxunun tizarindodir)
e) sonsuz bircins yarimmiistovinin sahasi
Cavab: P, (sonsuz yarimmiistavi, Xy miistovisinin y oxu ilo mehdudlasan hissasi)
f) Bircins konusun sahasi
Cavab: M, (konusun oxu — z oxudur)
g) Bircins ¢evravi torun sahasi
Cavab: M, (torun oxu — z oxudur)
h) sonsuz bircins silindrik vintvari xatti sahesi
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Holli: Lagranj funksiyas: vintin oxu strafinda dp bucagi gadar firlandiqda vo eyni
zamanda vintin oxu boyunca zi&a qodor kogiirma etdikde doyismez qalir (h-
V3

vintin bir addimidir) ona gora do
o=k oL 5¢=(1§-@—+M,J&p=o
0 0 2z

" op
buradan aliriq ki,

M, +i}’Z = const
2r

§ 10 Mexaniki oxsarhq

Lagranj funksiyasni ixtiyar: sabiti vurdugda Lagranj tonliklorinin
doyismodiyini aggar sokilde goriiriik.

Ovvalde (§2-do geyd olunan) belo voziyyst konkret horskat tonliklsrini
inteqrallamadan bir gox miihiim hallarda herokstin xarakteri barads ¢ox laziml
miilahizoler yiiriitmays imkan verir. Belo hallardan biri potensial enerjinin
koordinatin bircins funksiyasi oldugu, yeni funksiyanin

Ular,amy,....,ar,) = a*Ulr,n,...1,) (10.1)

sartini 6dadiyi haldir. Burada @ ixtiyar: sabit, X isa bincinslilik doracasidir.
Biitiin koordinatlar1  dofo vo zamani iso B dafs doyisdiran

Ty = O, t— pt

dr,
dat
a%gz dofa doyisorlor. Potensial enerji ise a*-ya vurulacaqdir. Oger a ilo f

cevirmosini edok. Bu zaman siiratlorin hamist v = % dofs kinetik enerji is9

arasinda

2
a B : i-8
F=¢ yoni f=a Z

olagesinin yaratsaq, onda bels gevirmo naticasinde Lagranj funksiyas: o* smsalina
vurulacaq vo belalikls Laqranj tonliklori doyismoz qalacaglar.

Zartraciklorlorin - koordinatlarinin - eyni  oded dofs deyigdirilmesi  bir
trayektoriyadan ona hondesi cohotdon oxsar olan vo ondan yalmiz 6ziiniin xatti
olgtileri ils forqlonan trayektoriyaya keg¢id demokdir. Belolikla bels naticays galirik
ki, potensial enerji koordinatin (dekart) X tortibden bircins funksiyas: oldugu
halda harsket tenliklori biribirine handasi oxsar olan trayektoriyalarin olmasina
imkan verir. Bu halda harokoto sorf olunan zamanlar (trayektoriyanin miioyyan
noqtslari arasinda ) arasinda

L
= l) (10.2)
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miinasibati 6denilir. Burada % nisbati trayektoriyalarin xstti Slgiilorinin nisbatidir.

Zamanlar nisbati ilo barabar, sistemin ixtiyar1 kemiyyatini ds % nisbati ils ifads
eda bilirik. Masalo, stiratlor, enerji va momentlor tigtin

! 1 x v \k ’ 1 Hk
1=(5)’, £=(’—J, £=[’-) ’ (10.3)
Y I E / M {
nisbatlorini alinq.

Dediklorimizi numayis etdirmok {iglin bir ne¢o misal gostarak.

Golacokde gore bilocoyimiz kimi, kigik rogslor adlandirdigimiz halda
potensial enerji koordinatin kvadratik (k=2) funksiyasi olur. Bu halda (10.2)
diisturundan alinir ki, bels rogslorin periodlari onlarin amplitudasindan asili deyil.
Bircins qiivvs sahasindo potensial enerji koordinatin xatti funksiyas: olur (bax 5.8),
yoni k=1. Onda (10.2) don aliriq »,

t Vi

Buradan almir ki, masals, agirliq sahosinds diismoe zamanlarin kvadratlar nisbati
onlarin baglangic hiindiirliiklori nisbotine barabardir.

Iki kitlsnin Nyuton cazibssindo vo ya iki ytiklii zarrociyin Kulon garstligh
tosiri zamani potensial enerji zarrociklor arasindaki mosafs ilo ters miitenasibdir,
yani k=-1 tortibdon bircins funksiyasidir. Bu halda

¢ (rY:

(¢
ve biz deys bilorik ki, mosols, trayektoriyalar iizrs firlanma zamanlarinin
kvadratlari nisbeti onlarin orbitalarnin 6lgiilerinin kublari nisbsti kimidir (Keplerin
ligiincli qanunu).

Sistemin horoketi potensial enerjinin koordinatin bircins funksiyasi olan
fozamn mohdud oblastinda bag verirss, bu halda kinetik vo potensial enerjilorin
zamana goOro orta giymotlori arasinda ¢ox sade miinasibot mévcud olur. Bu
miinasibet virial teoremi adi ilo maghurdur.

. Kinetik enerjinin siirotlorin kvadratik funksiyasi oldugunu bilerok, bircins
funksiyalar haqqindaki Eyler teoremindon istifads ederak

235;‘7« =2T

or
vaya

- B, ifadasindan yaza bilarik ki,

2T=Zﬁa-‘a =-‘%(Zﬁa;‘;]_zi‘a’%a (10'4)

a

Aldigimiz bu ifadoki zamana gére ortalayaq. Har hans1 bir f(r) funksiyasinin orta
qiymati
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F=lim= j' F(odt

roe
L o , : dF ()
kimi toyin edilir. Asanligla gormok olar ki, ager f (t)=7 mohdud F(¢)
funksiyasmmn zamana géro tam diferensialidirsa onda onun zamana goro orta

giymati

r-w

ljj{,*umf_(z);@zo
ro Ty dt T

olur. :
Tutaq ki, sistem fozanin mehdud hissesinds sonsuz olmayan surstla horokat edir.
Onda Zr P, hoddi mohdud olacagq, buna gbro do (10.4) diisturunun sag torofindoki

birinci hoddin orta qiymeti sifir olacaq. lkinci hoaddo iso P,, Nyutonun ikinci

ou -1
ganununa osason - —- yazsaq aliriq ki’,

a

oF = (10.5)

Baxdigimiz halda potensial enerji k-ci doracads bircins funksiya olarsa, onda Eyler
teoreming asason (10.5) diisturu
2T =kU (10.6)

axtardigimiz ifadeni verir.
E=E=T+U oldugundan (10.6) diisturunu asagidaki ekvivalent formada da
yazmagq olar.

E (10.7)

Bu ifade U va T -m1 sistemin tam enerjisi ilo ifade edir.
Xiisusi halda kigik ragsler (k=2) ligiin
T=U

oldugunu, yani kinetik enerjinin orta qiymstinin potensial enerjinin orta qiymatine
berabar oldugunu aliriq. Nyuton qarsthiqlt tosiri (k=-1) ligiin iso
2T =-U

olur. Bu halda E=-T oldugundan bels qarsiligh tesir zamani haroket tam enerjinin
yalniz menfi qiymot aldig1 halda fazanin sonlu oblastinda bag verir (bax § 15).

' (10.5) ifadasinin sag torafina bozi hallarda sistemin virial deyirlor.
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Masalaler.
1. Eyni potensial enerjili miixtalif kiitlali zorraciklorin eyni trayektoriya lizra

harakat zamanlar nisboti necadir?

Cavab L= 2

t \m

2. Potensial enerjini hor hans: sabit vuruq dofo doyisdikde onlarin harakat
zamanlar1 necs dayigar?

Cavab - = —(1,
t U
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III FOSIL
HOROKOT TONLIKLORININ INTEQRALLANMASI
* § 11 Birélciilii horakat

Bir sorbastlik dorecesine malik sistemin horaksti birdlgiilii harokot adlanir.
Sabit xarici sahads olan bels sistemin on imumi Laqranj funksiyasi

L= (g’ -U(g) (11.1)

soklindadir. a(g)-limumilogmis q koordinati dekart koordinati olarsa (onu x
adlandiracaq)

=m7"‘2—u(x) (11.2)

Bu Lagranj funksiyasma uygun olan Laqgranj tmliyi tmumi sokilds
inteqrallanir. Bu halda hotta haraket tonliklorini yazmaga da ehtiyac qalmur va bir
baga onun birinci inteqralinda — enerjinin saxlanmas: ganununu ifads eden
tonlikden istifads etmok kifayotdir. Belolikle (11.1) Laqgranj funksiyas: ligiin aliriq
T ki,

mx*

2+U&FE

Bu ifads birinci tertibdon vo doyigonlorine ayirmagla inteqrallanan diferensial
tonliklardir. Aliriq ki,

= 2E-U()]
buradan

(11.3)

= \/EJ-*—L + const
27 JE-U(x)

Aldigimiz bu hollds iki dens inteqrallama sabitlorinin rolunu E tam enerji vo
integrallama sabiti const oynayur.

Kinetik enerji homigo adad oldugundan horokot zamant tam enerji potensial
enerjidon bdyiik olur: basqa sozlo harokst fozanin o oblastinda bag verir ki, orada
U(x)< E olsun. : :

TutaqU(x) ki, asithlig1 sokil 6-da gostorilon kimidir. Homin grafikdo tam
enerjinin verilmis qiymotino uygun olan iifigi xatt cizmagla horokstin bag vers
bilacayi oblast1 toyin edo bilirik. Belsliklo, sokil 6-da gostorilon halda horokot
yalniz AB oblastinda, va ya C-don sagdak: oblastda bas vers bilar.

Tam enerjinin potensial enerjiys borabor

U(x)=E (11.4)

oldugu néqtalor herekstin sarhad ndqtalorini tayin ‘edir. Homin ndqtalor dayanma
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néqtslari adlanirlar. Bu néqtalords stirat sifir olur. ©gar horakat oblasti iki noqgts ila
mohdudlasirsa, onda horakat fazanin mahdud oblastinda bas verir vo horaket finit
horokoy adlanir. Ogor horokst mohdudlagdiriimayibsa vo ya yalniz bir torafden
mohdudlagdirilibsa onda horokst infinit adlanir vo zarrocik sonsuz uzaqglagmig
noqtays gedir.

Sokil 6

Birdlgulii finit harakat rogsi harakstdir-zarracik iki sorhad noqtoleri arasinda
periodik olaraq tokrar olunan horskat edir (sokil 6-da AB potensial guxurunda x, va
x, noqtalari arasinda). Bu zaman horokatin dononliyi xassasine (sokil 18) asasen
x,-don vo x,-ys qader mosafoys sorf olunan zaman miiddeti x,-don x -0 goder
mosafoyo sorf olunan zaman miiddotine beraber olur. Ona goreds herakatin
periodu, zorrociyin x, vo x,-den x -5 qayitma miiddoti, x-don vo x,-ys getms
miiddetinin ikiya hasilins barabar olacaqdir vo ya (11.3)-5 asasan

x;(E) dx
o= | e

Bu halda x, vo x, noqtolori (11.4) tonliyinin E tam enerjinin verilmis
qiymeotlorindski kékloridir. Bu dustur horsketin periodunun £, enerjidon asili
olaraq tayin edir.

Masalaler.

1. miistovi riyazi reqqasmin (I uzunlugda m kiitlsli maddi agirhiq qlivvesi

sahasinds) periodunu toyin edir.
Holli. Ragqasin enerjisi

(11.5)

pomle
2

— mglcosg = -mglcos g,

burada ¢-roqgasin tarazliq ndqtesinde meyl bucagl, o, iso meyl bucagmnn
maksimum qiymotidir. Horokstin periodunu ¢ bucagmin 0-dan g¢,-a godor
doyismo miiddatinin 4-o hasili kimi hesablayaraq tapirq ki,
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ll'l"—

T= 4/ —2(
2g ;}cosq) cos @, g\/

2
- Sin£ L . I [ ¢ .
Bu ifadodo —2 =sin¢ ovazlonmasini etsok ineqral T =4 ,——JK(sin—"—) soklini
sin g, 2g % 2

72

alir. Burada K(k)= I‘T—%_%lz——- birinci név elliptik inteqraldir. Ogor

~ (;° <<1 (kigik rogsler) olarsa K(k) funksiyasinin siraya ayrilisi

T=2n i(1+i¢g+...)
g 16

Bu ayriligin birinci hoddi malum elementar diisturu olur.
2. m kitlali cismin herokatinin periodunu enerjiden asili olaraq asagidaki
sahalords harokati halinda toyin edin.

i @
sm°2

Cavab.

W

dy

I!.\/l y'

Horokat tonliklorinin inteqrallanmasi avezlomasi  vasitssilo inteqrali Eylerin
adlanan inteqrala gotirmok olur. B-inteqral I'-funksiya ilo agagidaki kimi ifads
olunur.

(B
T= 2\/— J' JEdrAx ZME

2+ 27anl“(lj L
=— N/ pa2
n 2
T-nin E-don asililig1 (10.2), (10.3) mexaniki oxsarliq ganununa uyguﬁ golir.
U,
b)U—-—ch2 ~U,<E<0

Cavab. T v= m</2m
ay|E]

C) v=vgiax

Cavab. 7 =
aE+U,
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§ 12 Rogsin perioduna gora potensial enerjinin toyini

Zorraciyin U(x) sahesindo ragsi herekstinin T periodunun E,, enerjide

asitligin: bilorak, potensial enerjinin formasini ns deracads barpa etmok masslosine
baxaq. Riyazi néqteyi nozerdon bu (11.5) ineqral tonliyinin T(E) asiliifi molum
olarsa qeyri molum

U(x) funksiyasinin ta-

_ pilmas1 masalorina ek-
U=A vivalentdir. Bu zaman

U(x) funksiyasiin
fozanin baxdigimiz in-
tervalinda yalmz bir
minimuma malik oldu-
gunu ovvalcoden forz
edocayik. Integral ton-
liyi bu gorti 6demaoyan
hollerinin  olmasinin
miimkiinlityli kenara - qoyacagiq. Olverislilik n oqteyi-nezerden koordinat
baslangicim potensial enerjinin minimum ndqtesinde gdtiirok vo hamin ndqteds
potensial enerjinin giymatini sifira baraber segak.

X koordinatma U -nun funksiyas: kimi baxaraq (11.5) inteqralin ¢evirmayo
ugradaq. x(U) funksiyas: ikigiymotli funksiyadir — potensial enerjinin har bir
qiymoti x koordinatnm iki miixtslif giymetinde meydana ¢ixir. Buna uygun olaraq
(11.5) inteqrali iki inteqralin comind x=x-don x=0 vo x=0-dan x=x, kimi

Sokil 7

barabar olacag. Bu zaman dx-don %dU -5 kegirik. Bu iki oblasda x-in U-dan

asthhigmi x=xU) va x=x,U) soklindo yazacagiq. Aydindir ki, dU-ya gora
inteqrallama sarhadleri E vo 0 olacaqlar. Belaliklo aliriq ki,

tfdr, dg]| du
T(E)=«/5_jdxdgj) P FJM’) kA

va ya inteqrallama aparmann ardicilligm doyigerak

(E)dE dx,(U) _ dx(U) dUdE
Ji——“/—j I[ } Jla-EXE-U)

0

dE-ya gbro inteqrallama sadadir vo z-y3 barabardir. Bundan sonra dU-ya gora
inteqrallama gox sadelosir va aluur ki,

IT(E)dE e Zmx, (o) - %, ()]

( bu zaman x,(0)=x(0)=0 oldugu nozars alinmisdir). Alinan ifadede « -nin yerina

U yazsaq almur ki, -



‘j’ T(E)dE

x,({U)- x,(U (12.1)

m/_

Beloliklo T(E) molum olduqda x,(U)-x(U) forgini tapa bilirik. x,(U) ve x(U)
funksiyaldn iss geyri miloyysn qalirlar. Bu isa 6z novbesinds gdstsrir Ki, periodun
enerjidon verilmiy asililigma gatiron sonsuz sayda U =U(x) ayrilori mévcuddur.
Homin ayrilor els deformasiyalarla farqlonirler ki, U eyni qiymstindo x-in iki
qiymstinin forqi doyismir.

Ogor U(x) funksiyasinin ordinat oxuna nozeron simmetrik olmasini tolsb
etsak, yani toleb etsak ki,

x,U)=-xU)=xU)

onda hallin coxqiymetliliyi yox olur. Bu halda (12.1) ifadasi x (U) funksiyas: tigtin
birqiymatli
1 YT(E)E
U =
)= { JU-E

(12.2)

ifadssini verir.
§ 13 Gotirilmis kiitlo

Qarsiliglt tosirdo olan iki zorracikden ibarat sistemin horokati masolasi (iki
cisim mosalosi) tam vo timumi gokilds hall olunan an vacib mosaladir.

Bu mosalonin holli iiglin atilan birinci addim olarag, hamin horakatin iki
horakets-atalot morkozinin haorokotine vo ona nozoron zarraciklerin heroketi
mosalasine ayirmagla necs sadologdiyini gdstorak. ki zorraciyin qarsiligh tesirinin
potensial enerjisi yalniz onlar arasindaki mosafaden, yoni onlarn radius
vektorlarinin farginin adadi giymstinden asili olur. Ona gore do belo sistemin
Lagranj funksiyas1

%2 =2
L=y ) (13.1)
formasinda olur.
Zorraciklor arasindaki qarsiligh mesafe
PR,

Raduis vektorunun segak va koordinat baglangicini sistemin stalat markazinds
seg¢ak. Onda

mp +mf, =0

olur. Bu axirinc: iki tenlikdan tapiriq ki,

- m,
7= 2

m
! 1

7, F=-
m+m, m+m,

~Ny

(13.2)
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Bu ifadsleri (13.1) tenliyindo ye:rine yazsaq aliriq ki,

=2
mr

=——-U® (13.3)
burada
mz_'_nl_”ﬁ_ (134)
m+m

isaralomoleri edilmigdir. M kemiyyatina gotirilmis kiitls deyilir. (13.3) funksiyas1
formal olaraq m kiitloli maddi ndqtonin terpsnmoz merkszs nisbston simmetrik m
xarici sahasinds harakatinin Lagranj funksiyasi ile tist-listo diigiir.

Beloliklo iki qarsihgl tesirds olan maddi néqtelerin haroksti masaleri, bir
maddi ndqtenin verilmis U(r) xarici sahoesinds ki horokati masalesina gotirilir. Bu
mosalonin 7 =7(r)holinden m, vo m, kiitloli zarraciklerin trayektoriyalari 7 =7#(f)
va 7, =%() (onlarin otalst markazine nozaron) (13.2) tonliklori vasitasils alinir.

Masalo

Sistem M kiitlali bir zorracik vo n dens eyni m kiitleli zerrociklordan toggil
olunmugdur. Otalot morkezini aradan ¢ixarmagla, massleni n dond Zarraciyin
harakoti mosslasine gatirin.

Holli: M kiitloli zerraciyin radius-vektorunu R, m kiitlsli zerraciklorin radius
vektorlart B, (a=1,23,...n) ilo isaro edok. M Kkiitlali zorraciklo m kiitleli zarracik
arasinda mosafani 7, = R, - Rils isars edib, koordinat baslangicini stalst morkazinda
se¢ok. Onda ‘

MR+mY R,=0

Bu iki tonlikden tapiriq ki,

R=—-n121;, R =R+F,

burada u=M+nm
Bu ifadslori

M]LQ2 M 3
L="—~+—> R -U
2 2; “

Lagranj funksiyasi yerina yazsaq aliriq ki,
_myp_mss 2 U
b3 za:v“ 24 (ZV)

burada ¥, =7,
Potensial enerji yalniz zarraciklor arasindaki mosafodon asili oldugundan

funksiyast kimi gostarilo biler.
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§ 14 Morkazi
sahado harakat

ki zerrociyin he-

rokoti mosolasini  bir

zorraciyin haraksti mo-

salasino gatirarkan, biz

Sokil 8 zorraciyin  potensial

enerjisi hor hansi tor-

penmaz ndqtaye qader

olan r masafasindon asili olan xarici sahads harakatino gatirdik. Belo sahs markozi
saho adlanir. Belo sahoada zarraciys tosir edon qlivve
ou(r) __aU¥
oF  orr

F=

ododi giymetcs yalmz r mosafesinden asihi olub, istiqgamotco radius vektor
istigamatinds yonelmis olur.

§9-da gostorildiyi kimi sistemin sahasine nozeron toyin olunmug impuls
momenti saxlanir. Bir dono zarracik ligiin

M =[7p)

m na r vektorlan bir-birina perpendikulyar olduglarindan, impuls momentinin
saxlanan komiyyot olmast gostorir ki, zorrociyin r radius-vektoru homigo bir
miistovi tizerinds - m vektoruna perpendikulyar olan miistovi izerinds olacaqdir.

Belaliklo maddi ndqtonin morkozi sahads horokat trayektoriyas: bir mistovi
{izorindo olur. Bu miistovido r,p polyar koordinatlarimi daxil etdikde Laqgranj
funksiyasini '

L=%(?+F2¢2)—U(r) (14.1)

soklinda yaza bilarik ((4.5) desturu ilo miigaiss et).

Homin funksiya  doyigenindon asgar gokilds daxil olmayan istolinon g,
imumilogmis koordinat dovrii (siklik) koordinat adlanir. Homin koordinat tigiin
yalmz Laqgranj tonliyinden aliriq ki,

doL_aL _,

drog, g,

yani homin koordinata uygun timumilegmis impuls p, = 2—1’ harakat inteqral1 olur.
o q;

Bu iss dovrii koordinatlar olduqda harakat tenliyini inteqrallamaq mesalasini ¢ox

asanlagdirir.

Baxdigimiz halda iimumilogmis impuls

p,=mr'
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horokst migdan momentinin z komponenti M, =M ilo tst-iiste diistir ((9.6)-ya
bax). Belaliklo biz impuls momentinin saxlanmasi qanuna qay1diriq.
M =mr'g = const (14.2)

Qeyd edok ki, maddi ndqtenin morkezi sahads horoksti iiglin bu ganunun sado

hondasi monas1 vardir. —;—??d(p ifadosi  iki bir-birina yaxmn radius vektorlarla

trayektoriya qovstiniin smolo gatirdiklori sektorun sahssidir (sokil 8). Onu 4f il
isaro edok. Onda zorraciyin momenti
M =2mf (14.3)

soklinda yazmaq olar. Buradak: f toremasine sektorial stirat deyilir. Ona gora do
impuls momentinin saxlanmasi sektorial siiratin sabitliyi demokdir- harakat edon
radius-vektoru borabor zaman fasilosindo boraber sahaler ¢ixir (Keplerin II
qanunu'.)

Maddi ndqtenin morkazi sahads horokoti masolasini tam holl etmok tictin,
horokot tonliklorini yazib holl etmok ovezins, enerji ve impuls momentinin
saxlanmas! qanunlarindan istifado etmok daha olveriglidir. (14.2) disturundan

istifads edorak ¢-ni M-lo ifads edib, enerjinin ifadesinds yerine yazdiqda aliriq ki,

: 2
mr?

M2 o2 2 -
= 72+ 770+ UCr) 4ot UO) (14.4)
Buradan

. dr 2 M?

=2 | 2[E- - )

Fe= \/:n [E-u)] i (14.5)
vo ya doyisonlare ayiraraq inteqrallasaq

+ const (14.6)

_ dar
t.-j 2 MZ
Pe-ve-25;
m myr

 Bundan sonra (14.2) ifadssini
do= —Aizdt
mr

soklinda yasz, bu ifadays 4t -nin yerino (14.5) ifadasini integrallasaq aliniqg ki,

-A{dr
9= J' r’ + const (14.7)
M? .
2mlE-U(r)]- —=

1 Morkezi saheds impuls momentinin saxlanmasi qanuna bozon saho inteqrali deyilir.
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(14.6) vo (14.7) dusturlar1 qoyulmus mesoloni timumi formada hall edir. Bu
diisturlardan ikincisi r vo ¢ dayigenlori arasinda olaqo yaradir, bagga sézls
trayektoriyanin tonliyidir. (14.6) diisturu iss horokot edon néqtonin markezdan olan
mosafosi  zamanin qeyri-aggar funksiyas: kimi toyin edir. Qeyd edok ki, ¢
dayigenin zamandan asili olaraq monoton doyisir: (14.2) diisturundan goriiniir ki,
¢ funksiyas1 6z isaresini he¢ zaman doyismir. (14.4) diisturundan gériiniir ki,

horakatin radial hissasing
2

Uy =U(r)+ P (14.8)
effektiv” potensial enerjili sahada birdlgiili harakat kimi baxmagq olar.
2
- komiyystine moezkazo qagma enerjisi deyilir. r-in
mr
2
U+ = (14.9)
2mr

tonliyini ddoyan
qiymati harakat
oblastinin
morkazdan olan
sorhoaddini  tayin
edir. (14.9)
borabarliyi
6denildikds radial
stirot 7 sifir olur.
Lakin bu zarraciyin
dayandigim
gostormir. (bir
Olgiili  hoerokotds
oldugu kimi) ¢iinki
bu halda bucaq
stirati ¢ sifir olmur.
F=0 baraborliyi
trayektoriyanin
“donmo  noqtesi”
adlanir. Bu noqtads
r() funksiyasi ya
artmadan azalmaga
va ya oksins déntir.
r-in - miimkiin
olan giymsti yalmz bir »>r, sorti ilo mohdudlasarsa onda zarraciyin harakati

infinit haroket olur: onun trayektoriyas: sonsuz uzaqlasmis ndqtaden galir vs yena
ds sonsuz uzaqlagmis néqtoys gedir.

Ag
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Ogar r-in doyismo oblasti iki r,,, v r,,. serhaddine malikdirss onda harakat
finit horakat olur va trayektoriya biitinliikle »=r,, Ve r=r,, g¢evralori arasinda

qalan holge daxilinds yerlogir. Bu heg do trayektoriyanin gapali ayriden ibarat
olmasim gostormir. Radius-vektoru r=r,,, ¢ixib r, -a vo oksina r,, -a qayitmasi

zaman miiddatinds radius-vektorun dénma bucag1 Ag

M
L™ —zdr
Ap=2 | e (14.10)
T \/Zm(E—U)——z
;

diisturu ilo teyin olunur. Ap bucagi 2z -nin rasional hissesine beraber olmasi
Ap =272 trayektoriyanin qapaliliq gortidir. Burada m vo n tam sdadlordir. Onda
n

bu zaman periodunun n dofo tekrari zamam néqtonin radius-vektora m dens tam
dovr edir vo 6zinlin avvalki vaziyystine qayidir, yani trayektoriya qapanir.

Lakin bels hallar ¢ox nadirdir va U(r) funksiyasinin ixtiyar: formasinda Ag
bucagi 27 -nin rasional hissesine borabar olmur. Buna géra do timumi halda finit
horokatin trayektoriyas: qapali olmur. O sonsuz sayda minimal vs maksimal
ndqtelorden kegir (sokil 9 oldugu kimi) ve sonsuz b8yiik zaman intervalinda iki
sothad gevrolori arasinda qalan halgeli doldurur. Morkezi sahoenin yalmz iki
noviinds finit haroketin trayektoriyasi qapali olur. Bu sahsler potensial enerjinin

% va ya r’-lo miitonasib oldugu saholerdir. Bunlardan birincisine ndvbati

paraqrafda baxilacaq. Ikinci hal iso fozavari ossilyatora uygundur (bax §23 mosala
3).

Dénmo ndqtelerinds (14.5) kvadrat kok (bununla birlikde (14.6) va (14.7)
diisturlarindak: integrallalti ifads do) 6z isaresini doyisir. ¢ bucagm radius-
vektorun dénme noqtesine ydnolmis  istiqanstindon  hesablasaq  onda
trayektoriyanin homin ndqtoys her iki terofden qonsu olan noqtolords
trayektoriyanin pargalart yalmz isaro ilo bir-birindon farglonocakler. Bu iso
trayektoriyamn homin istiqgamotdo nozeron simmetrikliyi demakdir. Har hans:
- r=r, ndqtesine qodar getssk, onda ona nozoran simmetrik olan eyni patganin
oldugunu gorarik vo s. Demali trayektoriya diiz vo oks istigamatda tekrar olunan
eyni pargalardan ibarat olur. Bu hal infinit trayektoriyalar tigtin do dogrudur. Bu
trayektoriya r,,, noqtesinds baslayaraq sonsuzluga qodor davam eden simmetrik
budaglardan ibarstdir.

Morkozogagma enerjisinin olmasi (M =0 haldaki horoket zamani ) r—0

yaxinlagdiqda %2 qanunu ilo sonsuzluga yaxinlasdigi zaman (hemin potensialin

cozbetmo potensiali oldugu halda belo) zarraciyin sahanin morkozine diigmaesinin
qargisinin alir. Zorraciyin morkazs diigmasi potensial enerjinin r — 0 kifayst godor

siiratlo - «-a yaxinlagdig1 halda miimkiindiir.
2

>0

mr? M
—=E-U(r)—-
2 ™) 2mr?

barabarsizliyinden ,
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2
rUr)+ —M—— < Er?
2m

vo ya ifadesinden alinir ki, r sifira yaxinlagan qiymati yalniz
: 2

M
2 e
r U(r)lr-ao < 2m
(14.11)
2
sorti 6donildikds ala biler. Bagqa s6zls U(r) ~w-aya — % 2y Q> ]2\/1— ganunu ilo
m

yaxinlasmali yada - —-1;-9 miitanasib »>2 olmalidir.
4

Masalalar.

1. Sferik roqqasin — 1 radiuslu sfera {izro horakat edon m kiitloli maddi
ndqtenin harokat tonliyini inteqrallayin.

Halli: koordinat baglangici sferanin merkazindoa segilmis, polyar OX ise saquli
istiqamotdo asagiya y6nolmis sferik koordinatlarda raqqasin Lagranj funksiyasi

L="" (02 +sin’ ¢ )+ mglcos @

¢ -koordinatt dévrii oldugundan, impuls momentinin z komponenti ilo {ist-iiste
diison P, imumilagmis impuls saxlanan kemiyyat olur.

ml*sin® Op = M, = const (1)

Enerji iso
2A2 2
E= mi” (6'2 +sin’ G¢ ) mglcosf = mi6 2m112‘i;n20 - mglcos@ 2)
Bu ifadsnin tap1b1 dayismokle ayirsaq alirniq ki,
deé
=] ®
—1~2~[E U, 6)
Burada
2
U 8)=——— lcos@
+0)= 2mlPsinig e

effektiv potensial enerji qobul olunmusdur. (1) tenliyinden istifade edorok ¢
bucag: ligtin aliriq ki,

M, de
CIam J sin’0,/E-U,, () @)

(3) va (4) inteqrallar1 uygun olaraq rva III név elliptik inreqrallar sorhoddi iso
E=U,, tenliyinden toyin olunur. Axirinci tonlik cos® gore kub tonlikdir. Homin

tanliyin -1 vo +1 intervalinda iki kokii vardir. Homin koklor sfera tizorinds iki
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¢evranin vaziyyatini toyin edirlar. Horokatin trayektoriyas: homin gevraler arasinda
yerlosir.

2. Topo bucagl 2a olan, topasi iists saquli yerlogdirilir. Konus lizro maddi
ndqtanin agirliq qlivvesi sahasindaki, harokot tenliyini inteqralayin.

Holli: Koordinat baglangici konusun topasinds segilmis polyar OX iss saquli
istigamatda yuxar: yonalmis sferik koordinatlarda Laqranj funksiyas:

_m(., 212 22
=¥ +r*sin’ ap’)-mgrcosa

¢ -koordinat d6évriidiir, ona gora do M, saxlanilir.
M, =mr’sin® ag

Enerji
.2 2
E= + £ +mgrcosf
2 2mrtsin‘a &

Birinci mosalods totbiq olunan iisulla taptriq ki,

t‘—'J‘ ar

Fle-v00

0= M, J' dr
sin® av2m P JE-U,(r)

2

M
U, (r)=———=%———+mgrcosd
ef() 2mr’sin’ a &

E=U,sorti (M,#0 olduqda) r-o nozoron kub tonlikdir. Onun iki hoeqgigi koku

vardir. Homin kokler konus iizorinds iki dens paralel ¢evralorin vaziyyatini toyin
edir. Horakatin trayektoriyasi homin gevralor arasinda yerlasir.

3. m, kiitloys malik asqi noqtesi horizontal istigamstds horokst eds bilen
miistovi roqqasin harakat tanliyibi inteqrallayin

Holli: §5 mosalo 2-do alinmig Lagranj funksiyasinda x-koordinati dovriidiir.
Ona gbro do iimumilogmis P, impulsu saxlanan komiyyatdir. Homin impuls

sistemin tam impulsunun horizontal komponenti ils st-tisto dugtr:

P, = (m, +m,)%+milpcosg = const (1)
Sistemi stikunatdo gotiirmok homise miimkiin oldugundan gotiirmak
olar ve (1) tonliyinin inteqrali
‘ (m, +m,)x +m,lsing = const” (2)

Milnasibatini verir. Bu ise iz ndvbesinda otalot moarkozinin horizonta_q
istiqgamatinda sitkunat do oldugunu gostorir. (1) tonliyindan istifada edorak enerji

iciin
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22
E= ml ¢ (1— M cos? qu—nglcosgo 3)

2 m, +m,
ifadesini aliriq. Buradan iso
—
(=1 m, ,[ m, +m, sin (oa’(p
2(m, +m,)’ \ E + m,glcosp
m, zerrociyin koordinatlari x, =x+Ising, y,=Icosp-ni (2) tenliklori
vasitasile ¢-lo ifade ederak tapiriq ki, homin zarraciyin trayektoriyast horizontal

yarimoxu Im, /(m,+m,)va saquli olu | olan ellips pargasindan ibarotdir. Ogor
m, - o olarsa onda ¢evrs lizro raqs eden adi riyazi roqqasa qayitmis olur.

§ 15 Kepler masalasi

Markozi sahenin sn vacib hali potensial enerjinin r-lo tors miitonasib vo
uygun olaraq qiivvenin r2-Ia tors miitanasib oldugu haldir. Buraya Nyuton cazibs
sahasi vo elektrostatik Kulon sahslari daxildir. Malum oldugu kimi birinci yalniz
cazibo xarakterli, ikinci ise hom cazibs hamdas itoloma sahasi ola bilor.

Ovvalco
v=-2 (15.1)
r
cazibe sahesino baxaq. Burada miisbot  sabitdir.  “Effektiv”’  potensial
enerjinin
a M
U, o (15.2)

qrafiki gokil 10-da gosterilon kimidir. O r >0 +w-a, r —»>o iso menfi torofden
sifira yaxinlasir. » :Myam nodqtasinds

2
Wsho=50 (15.3)

baraber olan minimuma qiymat alir.
Homin qrafikden goriiniir ki, £>0
oldugda zarraciyin harokati infinit,
E <0 olduqda iss finit olacaqdir.
Trayektpriyanin aggar formasi
(14.7) dusturu vasitesilo alinir. Bu

ef

diisturdan Ury=-2 yazib,
"

elementar inteqrallama apardigdan
r sonra aliriq ki,
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M ma

Q= arccos—=t=e__ | const
m’a’®
2mE + I

Alman ifadods ¢ bucaginin baglangicim elo seg¢ok ki, const=0 olsun va

M?
y p=—,
ma

I
7— 2EM?
T

e=,1+ 5
ma

2b (15.4)

X
!. ae —J isarolomalorini etsok

trayektoriyanin

£=l+ecosqo

r

(15.5)

2a

Sokil 11 tonliyini alariq. Bu
tonlik fokus noqtesi
koordinat baslangici

secilmis konusvar1 kasiyin tonliyidir. P va e orbitin parametri vo eksentriteti
adlanirlar. (15.1) tanliyindan goriiniir ki, ¢ -nin baslangic giymatini segilmasi ¢ =0
ndqtasinin markoze an yaxin noqts olduguna dslavat edir (perihali ndqtasi) (15.1)
qanunu ilo qargiligh tosirdo olan ekvivalent iki cisim mosslesinds do her bir
zorraciyin orbiti fokustvari fokuslar1 onlarin stalot morkozinds olan konusvari
kasikdon ibaratdir. '

(15.4) dtisturundan goriiniir ki, £ <0 olduqda eksentristet e <1-dir, yani
orbita ellipsdir vo paraqrafin avvelinde deyildiyi kimi, herokst finit horokotdir
~ (sekil 11). Analitik hondssenin molum diisturlaria gors ellipsin boyiik vo kigik

yarimoxlart :

ge P __ @ pob M _
1-¢¢ 28 Vi-et  |2nmE

(15.6)

Enerjinin miimkiin olan qiymati (15.3) ifadosi ilo Ust-iisto diigiir. Bu zaman =0
olur vo ellips gevrays gevrilir. Qeyd edok ki, ellipsin boyiik yarimoxu yalmz
zorraciyin enerjisinden (momentindan yox) asil1 olur.

Sahonin morkazina an yaxin vo on uzaq masafo

=_£—=a(1—e), Froa =—E—=a(l+e) (157)
l+e 1-e

min
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Bu ifadslari (a-nin va e-nin (15.6) va (15.4) ifadslorini nozare alaraq). U, (r)=E

tonliyinin kokleri birbasa da almagq olardi.
Ellips iizro firlanma zamani, ysni horokstin T periodunu, (14.3) goklinde
yazilmig “sahs inteqralindan * almaq daha slveriglidir. Homin ifadeni zamana gore

stfirdan T-ys gadar inteqrallasaq aliriq ki,
2mf =TM

burada f orbitin sahasidir. Ellips ligin f=mb vo (15.6) diisturlan vasitssila
tapiriq ki, :

T=zm%\[-”z=m / . (15.8)
a 2|E| ,

Horokatin periodunun kvadratinin orbitin xotti olgiilorinin kubu ilo miitenasib
oldugu artiq §10-da gostorilmigsdi. Qeyd edok ki, period yalmz zerraciyin
enerjisindon asilidir.

E >0 olduqda horokat infinitdir. E>0o0ldugda e>1 olur, yoni trayektoriya
hiperboladir. Trayektoriya sahasinin morkszini (fokusu) sakil 12-ds oldugu kimi
dolanir. Perihelinin morkazdan olan masafasi

min=__p—'=a(e—1) (15.9)
e+1
burada
P _ay.
y T =% 1= 5r hiperbo

lanin yarimoxudur.
E=0 oldugda
e=1, yoni zarracik
P parabola iizrs harokat
edir. Perehelindon olan

masafd Frin = % :

X Bu hal zorraciyin
sonsuz uzaglagmis
néqtadon stikunat
harakato bagladigi

zamam basg verir.
Zarraciyin

koordinatinin

zamandan asililig

Sokil 12 (14.6) diisturu
vasitesilo  alinir. Bu

asililiq alverigli

parametrik formada agagidak: kimi ifads oluna bilor.
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Ovvalca elliptik orbitaya baxaq. (14.6) inteqralini (15.4) va (16.6) diisturlan
vasitasilo a vo e-ni daxil etsok aliriq ki,

"\/zﬁlf\ﬁﬁ P 1 B

TE" 2mfE]

Alinan ifadads r —a=—accos¢é avozlonmasini etmoklo inteqral agagidaki kimi ifado

olunur.
t= 1/’—nﬁz—}—j(l —ecos&)dE = 1/—rfz—é-zij-(f —esin &)+ const
o a

Burada zamanin baslangicini elo segsok ki, const=0 olsun. Onda r va t-nin
asagidaki parametrik ifadslorini almis olariq.

=\/;—;"1j(1—ecosf)d:=\/7”f——3j(:~esin§) (15.10)

(t=0 aninda zorrocik perihelide olub). Homin & parametri vasitssilo zarraciyin
x=rcosp Vo y=rsing koordinatlarinda (x vey oxlarn uygun olaraq ellipsin

béyiik ve kigik yarimoxlari istigametinde y6nolmisdir) ifads etmak olur. (15.5) vo
(15.10) ifadslarindan aliriq ki,

ex=p-r=a(l-e*)—a(l-ecosé) = ae(cosé —e)

y koordinatint vr* - x* kimi yazsaq nohayst

x=a(cosé —e),
y y=avl-e’siné
(15.11)

olacaq. Ellips boyunca bir tam
firlanmaya ¢ parametrinin 0-
dan 27-yo qodor deyismosi

a(e-1) X uygun golir.
T Tamamils analoji

hesablamant hiperbolik
trayektoriya li¢lin  aparsaq
agagidaki naticoni alarg.
3
r =a(eché —1),t = 1Iﬁaa—(eshé - é)

Sokil 13 x=ale-ché)y= aVe? —1shé

(15.12)
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burada ¢ parametri —codan +w goder doyisir.
Indiise U()=2 itoloms sahasinds horakate baxaq (a>0 ).
¥

Bu halda effektiv potensial enerji
- a M2
ro 2mr?

r 0-dan «-a gadar doyisdikdo, monoton olaraq +w-dan 0-a  qodor  dayisir.
Zarraciyin enerjisi yalniz miisbot, horokst iso infinit olur. Biitiin hesablamalar
yuxarida aparilanlarla analojidir. Trayektoriya (parabola E=0 olduqda)
hiperboladir.

~ |

=~1+ecosg (15.14)

(p v e parametrlori avvalki (15.4) diisturu ils toyin olunurlar).

Bu halda traektoriya sahonin markozinin gokil 13-do gosterildiyi kimi
yanindan kegir.

Perihelindon olan mosafa

=L =a(e+1) (15.15)
e—1

min

Zamandan asililiq agagidaki parametrik tonliklar vasitasils verilir. |

_ _ /ﬂ
r=a(eché +1),t = = (eshé +¢) (15.16)
x=alché +e)y = ave? - 1shé

- Paraqrafin axirinda qeyd edok ki, U(¢)=Z ( a-nin ixtiyar1 igarosinds) horokat
r

zamani yalmz bu sahoyo aid olan moxsasi harokst inteqrali vardr. Birbaga
hesablama ilo gostarmok olar ki,

]+ % = const (15.17)

saxlanan komiyyatdir.
Dogrudan da bunun zamana gore tam tSromosi
iz 22 _ @27
r ¥

ifadesine barabordir. Burada i7 = m[#7]ifadesindon istifads etsok

S oo av aF(F
mr(vv)—mv(rv)+—__-——a@
7 r

Alman ifads do mv =%her9kat tonliyindon istifade edorsk homin ifadanin

dogrudan da sifira barabar oldugunu gostara bilarik.
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Saxlanan (15.17) vektoru boyik ox tizro fokusdan peruheliys dogru
istigamotlonmisdir. Onun adodi giymati iso ae-ys borabardir. Bunun iigiin homin
vektorun perihelids giymatini hesablamaq kifaystdir.

(15.17) hereket inteqralinda A7 vo E inteqgrallart kimi zerrsciyin halinin
(koordinat va siiratin) birqiymstli funksiyas: oldugunu geyd edsk. Galacakda §50-
ci gorocayik ki, belo slave birgiymetli inteqrali meydana ¢ixmasi harakatin
cirlagmasi isa alagadardir.

Masaloalar.

1. E=0 enerjili zorraciyin U = -2 sahasinda heroksti edorkon koordinatin
r

zamandan asthligini (parabola iizrs) tapin
Holli:
‘= J‘__Ld’___
2a . M

m ﬂ’l2

inteqralinda
2

Anfa (1+772)=§(1+772)

avazlomosini etsok, naticads axtardigimiz asililigin asagdak: parametrik formada

¥y =

oldugunu gororik. P parametri —«-da + -a qoder doyisir.

3 2
p 2 ’mp i1
=1+ t=—=| 1+
’ 2( n)' a 2[ 3}

x=L2(-n), y=pn

2. Maddi néqtenin U(r) = _gz_ « >0 sahosinda horokst tenliyini inteqrallayin.
r

Holli: (14.6), (14.7) tenliklorindan istifads edorok vo ¢, komiyyatlorinin
uygun baglangic qiymetlerini segmokla aliriq ki,

M? 1 2mE 2ma
=z —= | ——————cos| @]l ——
a) E>0 olduqda, >4 it YTy c l:%, e }
M? 1 2mE 2ma
IR —_—— Sh —1
b) E >0 oldugda, o <9 . ,/ Yy {(P IYe }

M? 1 [ 2m|E| 2ma
—_ —_—= C, - 1
¢) E <0 olduqgda, S <a =\ zma | N 2

Biitiin hallarda
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a) vab) hallarinda ¢ —» « yaxinlasdiqda zarracik markazins diistir. Hor hansi
sonlu » mosafasinden morkazs diigmo

el o]

3. U =-2 potensial enerjiys sonsuz kigik sU(r) slavesi etdikdo finit
r

harakatin trayektoriyasi qapali olmur va hor bir ddvrdan sonra periheli 5¢ bucagi
qader yerini dayisir. a) U = '% vob) U= Vrl qiymatlori liglin Sp -ni

hesablayin.
Holli: » doyisenin r,, -dan r__ -a vo sonra r,, -a doyismasi zamani ¢ bucag

(14.10) diisturu ils tayin olunan Ag-qadar dayigir. Hamin diisturu

A(o——Z— j sz(E U)——dr

kimi yaza bilerik (golocokda fiktiv olaraq dogulan inteqral almamagq iigiin). Bu

U(ry=-2+6U yazib 8U -nun iistlorino gore siraya ayiraq. Bu zaman sifirinn
r

- tortibdon olan hadd 27 -ys barabor olacaq. I tartibdon olan hadd iso axtardifimiz
yerdayismani veracokdir

g ™= 2méUdr o (2m);
Ap=——0 —| == || r*sUd 1
¢ aMJ Y 6M(M)-£r ¢ M
2m(E + ~)——

burada dr -o gors inteqrallamadan, “hayacanlanmamis” trayéktoriyas1 izro de-yo
gora inteqrallamaya keg¢ilmisdir.
(1) disturunu a) halinda inteqrallamaq gox asandir vo
_2zPm 228
So = =2
AN YE ap

ifadesini verir (p- hayacanlanmamus ellipsin (15.4) ifadasils verilon parametridir.
b) halinda r5U =7/ v %-i (15.5) ifadesindon gétiirsok aling ki,

6naym’ _ 6my

op =— =—
, 4 M* ap*
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IV FOSIL
ZORRICIKLORIN TOQQUSMASI
§ 16 Zarraciklorin parcalamcasi

Impuls vo enerjinin saxlanmasi qanunlar1 6zii-6zliiylinde bir ¢ox hallarda
miixtolif mexaniki hadisalerin xarakteri barado shamiyystli noticsler ¢ixarmaga
imkan verir. Bu halda an shamiyyatli olan odur ki, homin xasseler prosesds istirak
edon zorraciklor arasindaki qargiligli tasirin ngviinden asth olmur.

Zorrociyin “6z-6ziina” iki hissoys pargalanma, yeni Xarici qlivvenin tosiri
olmadan pargalanma prosesino baxaq. Par¢alanmadan sonra alinan hor iki zarracik
bir birindon asili olmayaraq horakat edirlar.

Bu proses zorraciyin (pargalanmadan ovval) siikunotds oldugu hesablama
sistemindo daha sade sokil alrr. Impulsun saxlanmasi qanununa gors parga-
lanmadan sonra alinan zarrociklerin impulslarin comi sifir olur, yani zarraciklar
borabar va oks istigamatli impulslarla harakat edirlor. Onlarin p, adadi qiymstlori
enerjinin
2

2
Edwc = Eldax + ﬂ— + Ezdax + 3
2m, 2m,

saxlanmasi qanunundan tayin olunur. Burada m, va m, zerraciklerin kiitlolori, £,
vo E,, onlarn daxili enetjilori, E;,ax iso ovvolki (pargalanan) zorrociyin daxili
enerjisidir. h
“Parcalanma enerjisini” & -lo isaro edak.
e=E,  —E, .~ E ; (16.1)

(aydindir ki, pargalanmanin imumiyyotlo miimkiin olmasi li¢lin bu komiyyat
miisbot olmalidir). Buradan alinir ki,
£=£i[_L+L]=L§. (16.2)

2\m my,) 2m

Buradan da p, toyin olunur (m-gatirilmis kiitlo olur), zarraciklorin siiratlori iso

V10=£Q'; vzo"_‘&'

m 2

Indi ise pargalanan (birinci) zarraciyin pargalanmaya qodar ¥ siiratle horokat
etdiyi hesablama sistemins kegok. Bu sistem @mumi impulsun sifira barabar
oldugu “stalot morkozi sistem”-nin (s-sistemi) oksino olaraq laboratoriya (-

sistemi) sistemi adlandirirlar.
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Pargalanmadan alman zarrsciklorden birine baxaq: onun 1 vo s-sistemlordaki
siratlarinin uygun olaraq ¥ va ¥, isaro edok. Malum %=V +%, voya v~V =¥,
ifadasindon alinir ki,

. V24V -2vV cos@=v] (16.3)
burada 8 zarraciyin siiratinin ¥ siiratilo amols gatirdiyi bucaqdir (ugma bucagy).
Bu diistur vasitesilo pargalanma zorrociyin siirstinin onun laboratoriya sistemindo
ugma bucagindan asililii  toyin olunur. Bu asililiq gokil 14-do gosterilon

a) V<y, a) V>v,
Sokil 14

diagramma vasitasils ifado olunmugdur. Diagramdan ¥ surati v, radiuslu g¢evronin
her hansi bir ndqtesine, morkszdsn ¥ mosafads olan A néqtesinden gokilon ilo
toyin olunur. ¥ <v, vo ¥ >v, hallarina gokil 14-do a) va b) diagramlan uygun
golir. Birinci halda zarracik istenilon bucagi altindan ¢ixa bilor. ikinci halda iss
zarracik yalniz

. V,

sin@_, :7" (16.4)

diisturu ils tayin olunan 6, bucagindan artiq olmayan bucaq altinda irsliys dogru

¢ixa bilor (A néqtesindan gevraya ¢okilon toxunan istiqamati).
1 vo s-sistemlorindoki gixma 6 va ¢, bucaglar arasindaki olage homin
digramlarindan tapilan
v, sin6,

1g0 =
g Vo €086, +V

(16.5)

diisturu ils ifado olunur.
Bu ifadeni cosg,-a gérs hall etsak

2
cosé, =—vain201cose /1-%2—sin29 (16.6)
0 0
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~ diisturunu alarg. v, >¥ olduqda 6,-la ‘¢ arasinda olage (14.a) diagramindan go-
riindiiyli kimi qarsisinda + isaresini gétiirmek lazimdir (bu zaman 6, =0olduqda
6 =0 alinir). v, <V oldugdaiss 6,-la arasindaki alage birqismstli olmur: §-nin her
bir qiymatine 6,-1n iki qiymeti uygun golir. Homin hailar 14 b) soklinds gevronin B
va C noqtolerine markozdan ¢okilmis #, vektorlarma uygun galir. Bu halda kvadrat

kokiin qarsisinda hor iki igars uygun golir.

Fiziki totbiglor zamam yalniz bir zorraciyin deyil, ¢oxlu zarraciklerin par-
¢alanmas1 prosesinoe baxilmasi zoruri olur. Bu zaman par¢alanma zarraciklorinin
istiqamata (bucaglara) va eneriya gre paylanmasi mosalosi meydana gixur.
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Belo halda avvalki zarraciklorin fazada xaotik yeni orta hesabla izotrop
paylandiglarini farz edacayik. :

S-sisteminde qarsiya qoyulan suallarin cavabi aydindir. Par¢alanma
zarraciklarinin hamisi (eyni névden olan) eyni enerjiys malik olurlar va onlarin
istiqgamoatlers gdrs paylanmalar1 izotropdur. Axirinct miiddea svvalki zarraciklorin
fozada izotrop gokilds paylanmasi haqqinda etdiyimiz farziyys ils slagalidir. Bu iss
do,cisim bucag1 altinda ¢ixan zarrociklor saymnin tomin elementin giymatils

miitonasib olmasi, yéni %-ya barabar olmasi demaokdir. Buradan 4, bucaglarina
4 .

gdra paylanmasi do, =27 sin6,dg, etmokla aliriq

—;-sin 8,46, (16.7)
l-sistemds paylanmani (16.7) diisturunu uygun gevirmayo ugratmaqla ala bilerik.
Masals I-sistemds kinetik enerjiys gbro paylanmani tapaq: v=v,+¥ ifadesini
kvadrata ytiksaldok

v =v] +V? +2v ¥ cosé,

buradan tapiriq ki,

2
dcost, = %Qf)
Yo

2
Buraya T =% ifadosini daxil edok (burada m zorraciklerin paylanmasina

baxilmasindan asili olaraq m, vo ya m, ola bilsr) va (16.7)-ds yerina qoyaq. Onda

axtardigimiz
ar
2mvV

(16.8)

paylanmas: alariq.
Kinetik enerji on kigik 7= —’;—(vo -¥)* giymetindon on boyik T =%(v0 +V)

giymotine qodor doyigo bilor. (16.8) diisturundan goriiniir ki, bu intervalda
zarraciklarin paylanmasi izotropdur.

Zarraciyin ikiden g¢ox zarraciklore pargalanmasi halinda enerji vo impulsun
saxlanmasi qanunlari zarraciklorin siiratlers ve istiqgamstlors géro paylanmalarmnda,
iki zarraciys par¢alanma halina nisbaton daha ¢ox ixtiyariliys yol verir. Xiisusi
halda, s-sisteminde pargalanma zarraciklorinin enerjilori molum qumata malik
olmurlar. Lakin her bir parg:alanma zarraciyinin ala bilocoyi enerjinin yuxan
sorhaddi moalum olur.

Homin sorhoddi toyin etmok tiglin baxilan (m,) kiitlali bir zarracikdon bagqa
qalan zarraciklor goxluguna bir sistem kimi baxaq. Onun daxili enerjisini  E,, -

Is igars edok. Onda m, zarrociyinin kinetik enerjisinin (16.1) va (16.2) diisturlarina
asasan

pO M mI 3
=20 = ~E
2m, M ( dax dax )

10 =
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N

soklinds yazmaq olar (M-ovvalki zorreciyin kiitlesidir). Aydindir ki, 7, miimkiin
olan on bdytik giymati en kigik qiymeto malik oldugu halda ala bilor. Bunun tigiin
iso m, zarrociyindon bagqa qalan zarraciklorin hamisi eyni bir siiratlo harokot
etmolidirlor. Bu halda E), onlarin daxili enerjilorinin comins baraber

dax

E .~ Eu — Ese Torqi iso ¢ pargalanma enerjisino barabar olur. Belslikla

(B =20 (16.9)

Masalalar.
1. Zarraciklorin 1 sistemindoki 4, vo 6, bucaqlar1  arasinda  olagoni  iki

zarraciya par¢alanma halinda tapin.
Holli: S-sistemdo zorraciklorin ¢ixma bucaglann §,=r-6, disturu ilo

alagalenir. g,,-yerina sadoca olaraq ¢, yazib (16.5) disturunu har iki zarracik tigiin
V +v,,c0s6, =v,,sinf,ctgb,
V —v,,cos6, = v,,sinf,ctgh,

soklinds yaza bilorik. Bu iki borabarlikden §,-i kenar etmok olar. Bunun lgiin
hamin tenliklori cosé, va sing, goéroyazib sin’g, +cos’§,+1 comini hesablamaq

lazamdir. Bundan sonra "% = %n oldugunu nozere alaraq (16.2)-den istifade
20 1

~_edarak agagidaki tonliyi aliriq.
| 2. Pargalanma zorraciklorinin l-sistemindo ¢ixma istiqamatlorine gore
paylanmasini tapin.
Halli: v, >V halinda (16.6) ifadasinds kokiin qarsisinda “+” isarasi gotliriib

(16.7)-do yerins yazaq. Onda axtardigimiz paylanmani agagidaki sokilda aliriq:

VZ
ol v 1+—-cos260
> 2——cos+——z°—2— (0<0<7)
v
° I—V—zsinze
Yo

v, <V oldugu halda 6,-la ¢ arasinda olan har iki slageni nozars almaq lazamdur.
6 bucag artdigca ona uygun olan 6, bucaqglarinin biri atib, o biri iso
azaldigindan (16.6) ifadesinde dcosé, ifadslorinin kokiin qarsisinda her iki igarani
gbtlrditytimiiz haldaki qiymeotlorinin forqini (comi yox) gotirmok lazimdir.
Naticads alinq ki, -

2
1+V—2c0529

2
1- V—zsin2 ]
Vo
3. l-sistemdo her iki pargalanma zarraciklorinin gixig istigamatlari arasindaki
bucag toyin edin.
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Holli: 6 bucag (16.5) diisturu ils toyin oluna 6, vo 4, bucaqlariin comino
borabardir =46, +6, (bax masalo 1). Homin bucagin tanqensi an asan hesablanir.
Almmmig ifadenin ekstremumunun todqiqi ¢ bucaginin miimkiin olan intervalinin
v ils v, vo v, sirotlorinin nisbi gqiymetlerindon asih olaraq agagidak:
qiymatlorini verir:

0<B<m,dgor vy <V <vy
T—-0,<8<m,ogar V<y,
0<0<8,,983 V >v,

(milayyan olmasi Gglin v,, >v,, oldugunu gabul etdik). Bu zaman 6, bhcagl

diisturu ils tayin olunur.

§ 17 Zarraciklarin elastiki toqqusmasi

Zarraciklorin toqqusmasi onlarin daxili halim deyigdirmirse belo toqqusma
elastiki togqqusma adlanir. Buna uygun olaraq bels toqqusmaya enetjinin sax-
lanmas1 qanununu tatbiq etdikdo daxili enerjini nozars almamaq olar.

Har iki zarraci-
yin otalot morkozi sii-
kunstdo olan sistems
(s-sistemi) nozaron
toqqusma sado gokil
alir. ©Ovvalki parag-
rafda etdiyimiz kimi
komiyyastlorin s-siste-
mindoki  isaralorini
“0” indeksi ila forg-
londiracayik. Zarrs-
ciklorin S-sistemindo
toqqusmadan avvalki
sliratlori onlarin labo-
ratoriya sistemindaki

W \& v,
stiratlorilo
v, = i M
, ©mam,
Sakil 15
v, =
2 m+m,

soklinda ifads olunurlar. Burada v =v,-%, (bax (13.2)). Zarraciklorin impulslan
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impulsun saxlanmasi qanuna gérs qiymatce boraber istiqamotcs bir-birinin aksins,
enerjinin saxlanmasi qanununa gérs ise onlarin adedi giymatlari do doysmoz qalir.
Beloliklo s-sistemindo togqusmanin noticesi hor iki zarraciyin stiratlorinin
firlanmasindan ibarat olur. Yoni impulslar adadi giymotca doyismaz, istiqgamaotce
bir-birinin oksina olaraq qalirlar. Oger m, zarraciyin toqqusmadan siirstinin

7, vahid vektoru ilo igars etsok aliriq ki, (onlar strixlorle farglandiririk)

vii (17.1)

= '
VA, Vyo =
m +m, m,+m,

Vi =
Burada laboratoriya sistemino kegmok {iglin bu ifadslore stalst moarkozinin 7
stirotini olavo etmok kifayatdir. Beloliklo, zorraciklorin laboratoriya sistemindo
toqqusmadan sonraki siiratli li¢lin
M +m117, +m,V,

m . my +my
Vi = — Ly, +— 1 2Y2 (172)

]
m, +m, m +m, m, +m, m +m,

f
Vjo =

ifadolorini alinq. Yalmz enerji vo impulsun saxlanma qanunlarindan istifads
etmoklo alman molumatlar bununla qurtarir. 7, vektorunun istigamatins gslincs o

zarraciklor arasindaki garsihiqli tesirden va onlarin togqusmadan avvalki garsiligh
~ vaziyyatlerindon asth olur. Alinan naticolori hondasi izah etmok olar. Bu zaman
siiratlorden impulslara kegmok daha slveriglidir. (17.2) baraberliyini uygun olaraq
m, Vo m, vurmagla

m, m,

p| =mvh,; + (P, + Py), pPh=—mviiy + (P + Dy) (173)

1 2 m, +m,

a) my<m, a) m, >m,

Sakil 16

ifadolorini alinq (burada m= mm‘l"; gotirilmis kitladir). Radiusu mv-yas barabar
1 2 :

olan g¢evra ¢okok va 15-ci gakil g¢okok. Ogor 7, vahid vektoru OC xatti iizro
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yonoalmis, onda 4C ve CB vektoru p| vo p, vektorlarmi verir. 3 va p,-nin

verilmis giymstlorinds ¢evronin radius vo A vo B néqtolorinin vaziyyet

dayismoazdir, C noqtssi ise ¢evra lizarinds ixtiyari voziyyat ala biler.
Zarraciklorden birinin (tutaq ki, m, zarraciyinin) toqqusmadan avval

siikunatds oldugu hali tofsildt: ilo nazorden kegiror. Bu halda 0OB=—"2—p, =my
m, +m,

¢evronin radiusuna barabor olur. AB vektoru iss birinci zarraciyin toqqusmadan
ovvalki p impulsuna beraber olur. Bu zaman m <m, olsa A ndqtasi gevronin
daxilinds, m, >m, olduqda iss g¢evronin xaricinds qalir. Uygun diaqramlar 16 a) vo
b) sokillorinds verilmisdir. :

Sakillorde gosterilon 6, va 6, bucaglan zarraciklerin togqusmadan sonra
zorba istigamatinden ( p, -istiqa- -
matinden) meyl bucag-laridirlar.
Sakilda y ilo isars edilon markezi
bucaq (5, vektorunun istiqamati)
birinci zarraciyin stalot morkozi
sisteminde  d6nme  bucagidir.
Sokildan goriintir ki, 6 ve 6,
bucaqlri y bucagi ilo agafidaki
kimi ifads olunurlar.

1g0 = — 2L
- m+mycosy
T-X
[ —
o2
(17.4)
Sokil 17 Hor iki zarraciklerin toqqusmadan

sonraki siirstlorinin adadi giymot-
lorini do x bucag vasitesilo

agagidaki kimi ifads etmok olur.

2 2
\/m +m; + 2m, m, cos 2my
y = NI T AT COS Y v == sin& (17.5)
m, +m, m+m, 2

6,+6, comi zorraciklorin toqqusmadan sonraki stiretlori arasindaki bucaqdur.
Aydindir ki, m, <m, oldugda 6,+6, > % , m >m, olduqda 6, +6, < % olur.

Zarraciklorin toqqusmadan sonra bir diizxett boyunca herokot etdiklori
(“qars1-qarsiya cazibs”) hala y =z qiymoati uygun golir. Bu zaman C ndqtesi ya
(16 a) soklinde A noqtesindon sol torsfde olur yeni p| ve p;, vektorlart oks
istigamotds yénalmis olurlar, ya da A vo O ndqtalerinin arasinda (16 b) soklinda
oldugu kimi, yoni 7] vo p, vektorlar1 eyni istiqgamatds yonalmis olurlar.

Bu hal {iciin zarraciklorin toqqusmadan sonraki siiratlori
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="My L (17.6)

my +m, m, +m,

o

olurlar. Bu halda #, ikinci zarraciyin ala bilocayi an bdyiik siirstdir. Togqusmadan
osvval siikunatds olan zarraciyin ala bilocayi maksimum enerji

m,'t 4mm
Elmax - 2 2max .. 1752 E 17.7
’ 2 (ml + mz)z 1 ( )

2
burada E, =5"‘2l diisen zorraciyin baglangic enerjisidir. m, <m, oldugda birinci

zorraciyin toqqusmadan sonraki siiroti istenilon istiqgamsts y6nolo biler. Ogor

m, >m, olarsa onda diigon zorrociyin meyl bucagi miisyysn maksimal qiymotden

artiq ola bilmoz. Bu zaman AC xatti ¢evrays toxunan olur (sakil 16 b). Aydindir
ocC

ki, sing__=—— vaya
1max OA y

sing, =22 (17.8)

1 max
m

Biri toqqusmadan avval siikunstda olan iki eyni kitlsli zarrociklorin togqusmast
daha sads gokil aliq. Bu halda ham B, ham do A néqtalari gevrs lizarinds olurlar.
Bu zaman

Q=%, @:”;X (17.9)
v,’=v00522(—, A =vsin% (17.10)

Qeyd edak ki, zarraciklor togqusmadan sonra diiz bucaq altinda harakot edirlor.
Mosals
Diigon m, zorraciyinin, stikunotdo olan m, zorraciyin siirstlerini  onlarin

laboratoriya sistemindoki meyl bucaqlari ilo ifado edin.
Holli: Sakil 16-da aliriq ki, p; =20Bcos, vaya v, = 2vcosh,. pl=AC
: m.

. 2
iiglin aliriq ki,

OC? = A0 + p* ~240p; cosb,

voya
1\2
Vv 2mv m—m
4| —=—Zcosf +——=2=0
v m, v m +m,
Buradan
!
VY m R
L =— cosf t m? —m?sin’ 6,
v om+m, m, +m, ,

( m, >m, olduqda kvadrat kokiin qarsisinda har iki isaroni gotiirmak lazimdir).
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§ 18 Zorraciklorin sapilmasi

Bundan osvvalki paraqrafda gosterildiyi kimi iki zorraciyin togqusmasinin
naticasini tam toyin etmok ( y bucagini tapmaq) tigiin zarracikler arasinda garsiliglh
tosiri nozers almagla
y horokot tonliyini hall
: etmoak lazimdir.
Umumi gaydaya uy-
gun olaraq avvalco m
kiitlali  zerraciyin  U(r)
torpanmoz qlivve morko-
zindon (zarraciklorin ata-
lot morkazinde yerlos-
mis) meylini hesablamaq
kimi ekvivalent mosoloys
baxaq. §14 gostorildiyi
kimi zarraciyin markozi
sahada trayektoriyasi
moarkezo on yaxin ndq-
toya ¢okilmis dlizxatts
Sokil 18 nozoron  simmetrikdir.
(sokil 18 OA). Ona gora
do orbitanmn hor iki
assimtotu homin diizxstti eyni bucaq altinda kesirlor. Homin bucagi ¢,-la isaro

etsak onda zorraciyin y meyl bucagi sokilden gorundiiyl kimi
=20, (18.1)

olacaqdir. ¢, bucagi isa (14.7) diisturundan
M
w —5dr
Dy = J' L Py (1 8'2)
\/ 2mlE~-U(r)]- —

integrali ilo ifads olunur. Inteqgral morkezs on yaxin r, néqtesinden sonsuz
uzaqlagmis ndqtoys qador aparilir. 7 -un inteqralalti ifadenin kokii oldugunu
yadimiza salaq.

Baxdigimiz halda horakst infinitdir. Bu zaman E ve M sabitlorinin avozine
zarraciyin sonsuz uzaqlagmig ndqtodoki v, stirstinden vo p hodof mosafosindon
istifade. Hodof mosafasi sahonin morkozindon v, istiqgamatine ¢okilmis
perpendikulyarin uzunlugu, yeni qiivve sahasi olmasaydi zarrociyin morkez
yanindan kego bilocoyi masafays deyilir (gokil 18).

Enerji vo moment homin komiyystlorls
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mv,

E<T=,  M=mp, (18.3)

disturu ilo ifads olunurlar. (18.2) diisturu iss agagidaki formani alir

pdr
< )
v T (184
Y| S s
r my,

Bu diistur (18.1) diisturu ils
birlikda » bucaginin p-mo-
safasindan asihigini toyin edir,
Adoton fiziki  totbiglor
zamani ayri-ayrt zerraciklorin
.’ meyl etmosilo deyil, eyni v,
sliratino malik olan eyni zor-
raciklor dostosinin morkazdon
sopilmosi mosalasine baxurlar.
Dostadaki ayri-ayr1 zerraciklor
miixtalif  y bucagi altinda
sopilirlor. Vahid Zaman
miiddotindo 5 ilo  y+dy
bucaqlar1  arasinda  sapilon
Sokil 19 zarrociklorin sayint g -lo isare
edok.  Oz-6zliiytinde  bu
kamiyyet sepilmoni xarakteriza edo bilmir, ¢linki o diigen zarraciklerin sixligindan
asilidir (ona miitonasibdir). Ona gore do
do =2 (18.5)
nisbotini daxil edek. Burada n zorrociklor dostosinin vahid en kesiyindon vahid
zamanda kegan zorraciklorin sayidir (tobii olaraq destenin en kosiyine gore bircins
paylandigini forz edirik). Bu nisbst sahos 6l¢iisiine malikdir vo sopilmoenin effektiv
- kosiyi adlanir.

Forz edok ki, y ilo p arasindaki slago qarsiligh birqiymstlidir; bu sopilmo
bucaginin hadof mosafosinin monoton azalan funksiyas: oldugu halda dogrudur.
Beloolanhalda  y ilo y+dy bucaq intervalinda, hadef mesafaleri p(z) ilo
p(x +dy) intervali arasinda olan zarraciklor sopilirler. Belo zorraciklarin sayt n-in
radiuslart p va p+dp olan gevrolori arasinda qalan holgenin sahasi hasiling

barabordir, yani dN = 2modpn. Ona gors da effektiv kasik

dN =2mpdp (18.6)
Effektiv kosiyin sapilms bucagindan asililifini tapmagq li¢iin bu ifadani
do = 27p(x) d’i’g‘) dy (18.7)
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formasinda yazmaq kifayastdir. d%x ifadosinin (adston oldugu kimi') monfi

qiymet ala bilacoyi hali nazaran miitleq gismat (modul) isaresi altinda yazdiq. Bir
¢ox hallarda do effektiv kosiyini dy xatti bucaq elementino gors deyil, do cisim
bucagina gors hesablayirlar. Tops bucaglar1 y vo z+dy olan konuslar arasindaki
cisim bucagi do =2z sin ydy . Ona géra do (18.7)-don aliriq ki,

do = L|de

18.
sing |dy (18.8)

Zarraciklor doestasinin torpsnmaz qiivvo morkazindon sapilmali masslesindon
faktiki olaraq homin zarraciklor dastasinin siikunatds olan zarracikler dostasinden
sopilmoasi masalasins kegdikds (18.7) diisturuna otalet morkozi sisteminds effektiv
kosiyin sopilme bucagindan asililigi diisturu kimi baxa bilerik. Effektiv kosiyin -
laboratoriya sisteminde bucagindan asililifi tapmaq liglin y bucaim (17.4)
diisturu vasitesilo 6 bucagn ilo ifado etmok lazimdir. Bu zaman hom diigon
zorraciklorin (agor y-ni 6,-lo ifado etsok), homds ovvalco siikunatds olan
zarraciklerin (agor y-ni  6,-lo ifads etsok) sopilmasinin effektiv kosiyini tapmig
olurug.

Masalaloar.

1. Zarraciklerin radiusu a olan miitlaq bark kiiradon sopilmesinin effektiv
kasiyini tapin (yoni garsiligh tesir qanunun U = r<a, U=0 r>a oldugda
formasinda verildikds).

Holli: Zarracik kiiranin xaricindo sarbast horakot etdiyine vo kiironin daxiline
gira bilmadiyinden zarraciyin trayektoriyas: kiiraciya toxunma néqtssine ¢okilmir,
radiusa nozoron simmetrik olan iki diiz xattdon ibarst olacaq (sokil 19). $akilden
gorlindiiyli kimi
i = acos%

Bu ifadoni (18.7) vo ya (18.8) diisturlarinda yerlna yazsaq aliriq ki,

p =asing, =asin

do-—-ﬂZ—sm;(dx———do )

yoni s-sistemdo sopilms izotropdur. Bu ifadeni bucaga gore inteqrallasaq tam
effektiv kesiyin o =m?® oldugunu gorarik. Bu iss 0 demekdir ki, zorraciyin kiiradon
{imumiyystlo sopilmesi iiglin lazim olan hodaf sahesi kiire kesiyinin sahasine
barabar olmalidir.

Laboratoriya sisteminds kegmak {igiin y bucagin (17.4) diisturu vasitssile 6, -
bucag ils ifads etmok lazimdir. ((17.4) ve (16.5) diisturlarinin formal olaraq oxgar
olduglarindan) hesablama §16-da ikinci mosalesindeki ilo tamamilo eynidir.
m, <m, oldugda (m, -zerraciyin , m,-isa kiireciyin kiitlaloridir)

! p( Z) funksiyasi gox qiymatli funksiya oldugda, aydindir ki, hamin funksiyanin biitin budaqlara gbrs comini
gotiirmak lazimdir.
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2
m
) 1+—5cos26,
a |, m m
do, =—| 2086, + ——=2=——|do,
4| m, ™ gn?a
Lsin® 6,
2

do, =2msinfd6,  m, >m,olduqda iso
2
, 1+ m—‘zcos 26,
do- Sy
1-"sin’ G
m,

m, =m, oldugda iso
do, = a’lcos 6)|do,

Bu ifadeni (1) ifadasinds (17.9) diisturuna miivafiq olaraq x =26, yazmagla bir-
basada almaq olar.

Svvolcadan sitkunatds olan kiirslor ise homise y = -26,. Bunu (1)-do yerina
goysaq aliriq ki,

do, = a’|cos 6,|do,

2. Eyni hal tgiin effektiv kosiyi sopilon zarrociklorin itirdiyi ¢ enerjisindon
asil1 funksiya kimi tapin.

Holli: m, zerraciyin itirdiyi enerji, m,-zarraciyinin aldig1 enerjiys borabordir.
(17.5) va (17.7) dissturlarina uygun olaraq aliriq ki,

2mlm . .
£=E,=— 22vi51n21=5m51n2—7-(—
(ml +m2) 2
Buradan isa
2”'1127’72 22X -2 X
e:Egz( )vasm L=g . Sin"=
m, +m,

Bu ifadeni birinci moesslonin (1) diisturunda yerine yazsaq aliriq ki,
, d€

&

max

do=m

Beloliklo zorrociklorin ¢-nun sifirdan ¢, -a qoder qiymotlorine gore
paylanmasinin bircins oldugunu goriirik.

3. Zorraciklorin U ~ ™ sahasinds sapilmasinin effektiv kasiya  ¥,,-
stiratindon neco asilidir?

Holli: Potensial enerji k=-n tortibdon bircins funksiyadirsa onda (10.3)
diisturuna uygun olaraq p ~v*"f(x)

p=""1(2)
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olur (oxgar trayektoriyalar li¢iin bucag1 eynidir). Bu ifadoni (18.6)-da yerino yazsaq
alinq ki,

do ~v;"do

2

4, Zarraciyin U(r)=-2 sahasindo
r

markozo “diisma”sinin effektiv kosiyini
toyin edin.
Holli: Moarkozs 2a >mp*?: sortini

8doyan zarraciklor diigo bilor. (bax
(14.11)) Yoni hodof mosafolori

P = /7-% L2 -dan gox olmayan zorrs-

ciklor morkoza diigo bilirlor. Ona gors

ef

r axtardifimiz effektiv kosik
2 27
O = TPy ==
my

K

Sakil 20
5. Eyni mesaloni U(r) = —%— (n>2,
r

- a >0 olduqda) sahasinds hall edin.
Halli:

2.2
mpv., «a
U,=—t5=-=
A VS
effektiv potensial enerjinin r mesafosinden asililig1 gokil 20-ci gostarildiyi kimidir.
Bu zaman

2 an

©,) =u, =("_‘.2_)9_(_”£1_J_

sahoasinin merkezina enerjisi £> U, olan zarraciklor diigiir. p,, -u U, = E sortindon
toyin edarak tapiriq ki,

my.

2

azm(n—Z)?( az }n

6. m, kitlali zarraciyin ( m, kiitlali vo R radiuslu) sferik sothin tizerino

diismasinin effektiv kasiyini tapin (kiitlolor arasindaki cazb etmo giivvasi Nyuton
qanununu &dayir). -

Holli: Diigmo sothi »

i <R-dir. r_ -zarraciyin trayektoriyasinin sferanin

morkozing on yaxm olan mosafssidir. p hadof mesafosinin miimkiin olan giymsti
Tin = R gartini 6dayir. Bu iss U, (R) = E tenliyinin hallins vo ya

2.2 2
mlvavpmax _g - mlvtn

2R? R 2
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tonliyinin holline berabordir. Burada a=mmm, (y-qravitasiya sabitidir ) ve
~ m, >>m, oldugundan m, ~m, qobul etmigik. Buradan p,,, tayin edorak tapiriq ki,
o =R’ (1 + z]g—nf)

o

v, > olduqda tebiidir ki, effektiv kosik sferanin hondosi kesiyinin sahesine
yaxinlagacaqdir.
7. Effektiv kosiyin (verilmis E enerjida) sepilmé bucagindan asililigin bilerok
sepon  U(r) moarkszinin formasim barpa edin. U(r) funksiyasimn monoton azalan
(caziba sahssi) funksiya oldugunu, ve U(0) > E, U(x) >0 oldugunu forz edin

(B.Firsov 1953).
Holli: do ifadasini sopilmo bucagina goro integrallasaq

Jflﬂdx=ﬂp2 (1)
29X

hodof mosafasinin kvadratini toyin edirik. Buisa  p(x)-nin (ve bununla da 2(p))
moalum funksiya oldugunu gosterir. Asagidaki
1 1

U
s r 5 X p H w E ( )
avozlonmolarini gabul etsak, onda (18. f) va (18.2) diisturlar:
7 — x(x) - 't ds 3
2 '!; Vaw? — s )

soklinds yaziriq. s,(x) burada
xw?(sy)— s =0
tonliyin kokidiir. (3) tenliyi w(s) funksiyasi tglin intgral tonlikdir; homin tonliyi
§12-da istifado olunan wisulla hall etmak olur. (3) tenliyinin har iki torafini va —x -9
bsliib 0-dan « -ya goder dx-a gors inteqrallasaq tapiriq ki,
T?Z‘ —y(x) dax _f° & dsdx _ J"'([a) ]‘- dxds _ ﬂx°(a) ds
) 2 a-—x 39 \/(XWZ—S2Xa“x) 0 x(:o)\/—(xwz_szxa_x) o W

va ya sol tarefdo hisso-hisss inteqrallama aparsaq aliriq ki,

a -"o(a)
ﬂ«/g—'[«/a—x%dx=zr —di
[}

v W

Bu ifadoni a —ya gors diferensialayaq, bundan sonra s,(e) avezine sadacs olaraq s
yazsaq vo buna uygun olaraq «-ni 5%2 -ilo ovoz etmoklo alinan ifadeni

diferensialda yazsaq alinur ki,
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nd(i)'ld L ? ACLIBP)
w) 2w o |8 w
';V-Z' - X
voya
| A
—mdinw= d( ) | Z(x)dx
(] F -
Bu tonlik bir-baga integrallanir. Bu zaman tanliyin sag terofinde dx va

d(%v )-ye inteqrallamanin yerini doyigmak lazimdir. s=0 (yeni r >»)  olduqda

w=1 (yoni U =0) oldugunu noazars alsaq, vo avvalki r vo q doyisonlorine kegsok
axirmci naticoni (iki ekvivalent formada ) alariq

—expl L [ aren L g\ _xlpkp
w= exp{7r ;[Arch o dp dp} = exp{ I \/__rz_wz_

Bu distur -qgeyri-aggar sokilodo w(r) (ve bununlada U(r)) funksiyasimin biitiin
r>r. vo E-nin verilmis qiymotlorindo zorraciyin ola bilecayi ndqtslarin

—_ min

koordinatlarindan (r-don) asililigini verir.
§ 19 Rezerford diisturu

Yuxarlda aldigimiz diisturlarin  on  lazimh (shemlyyath) totbiqi yliklii
zarraciklorin Kulon sahasinds sopilmoesidir.

(18.4) diisturunda U = % yazib, elementar inteqrallama aparsaq aliriq ki,

a

mvip
@, = arccos 3
a
1+ 5
mv,p
2

2

a

P = 24tg;00
m'v,

buradan

va ya (18.1) diisturuna osasen g, = (r- l)/ daxil etsak aliriq ki,

aZ
p= — cth% (19.1)

@

Bu ifadadon x-ya gors alib (18.7) diisturunda yerins yazaq
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2 cOS“-
d0'=7r( azJ — 2 4y (19.2)
mv, sin3—x—
2
diisturunu  voya
2
Jo o[ 2 } do (19.3)
(vaf, sin‘%

diisturunu ahiriq. Bu diistur Rezerford diisturu adlanir.

Alinan natics o -nin isarasinden asili deyil, ona gore do alinan nastico hom
cazibo ham ds italomos Kulon sahalerins aiddir.

(19.3) diisturu toqqusan zarraciklorin sepilmssini onlarmn otalot markazi
siikunotdo olan sistemdo toyin edir. Laboratoriya sistemins kegid (17.4) diisturunun
vasitasilo tapilir. (19.2) disturunda y == -26,yazsaq avvelco siikunotds olan
zarraciyin '

2 2
daz=27r(iJ sinb, d02=(—a——j do, (19.4)

mv: ) cos’é, mv: ) cos’ 6,

effektiv kosiyini alirig. Digen zorracik iglin gevirme omoliyyat1 ¢ox boyiik
diisturla ifads olunur. Bunun lgiin yalniz iki xtisusi hala baxagq.

Ogor sepon zorraciyi m, Kiitlesi, sapilon zarraciyin m, kiitlesinden boylik
olarsa, onda y ~6,, m~m, olur va

2
do
do, =| 2| 2 19.5

7 (4E1J sin* & (172)
2

2
ml voo

diisturunu aliriq. Burada K = diigen zarrociyin enerjisidir. ©gar zarraciklorin

kiitlolori eynidirse (m, =m,;m = in) onda (17.9)-dan almir ki, =26 ve bunu
(19.2) diisturunda yerina yazsaq

2 2
do, =2n £ 0,05;9‘ do, = = C_Oig‘ do, (19.6)
E, } sin" 6§, E, ) sin" 6,

diisturunu aliriq.

Ogor zorraciklor eyni olarlarsa, onda sopilmoden sonra hansi zZarraciyin
toqqusmadan avval siikunatda oldugu, hansi zarraciyin iso herakstds oldugu barode
fikirlosmok menas1 olur. Bu halda biitiin zerraciklorin sopilmesinin effektiv
kasiyini hesablamagq iigiin do, va do, ifadolerini, 6, va 6,-nin yerino 4 yazib
toplamaq lazimdir. Onda alinq ki,

d0'=(£—)2(——1—+ 14 ]costo (19.7)

\E, ) \sin*@ cos

Yens do (19.2) diisturuna qayidaq vs hemin diisturun komoyi ilo sopilon
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zorraciklarin effektiv kosiyini onlarin qarslliqll tosir zamani itirdiklerin enerjidon
asth olaraq paylanmasim tapaq. Sepilen zarrociklorin m, kiitlesils, sopan
zaorraciklorin m, kiitlolori arasinda miinasibat ixtiyari olduqda sopsn zsrraciklorin

atalot moarkazi sisteminds aldif: siirst
: . 2m, . X
v, =———v,sin%
m, +m, 2
disturu ilo ifads olunur (bax (17.5)). Buna uygun olaraq homin zarraciyin aldig:

enerji vo demali m, zarraciyinin itirdiyi enerji

12 2
m,v 2m .
e=lt 2 22 X
2 m, 2

Bundan sin % -ni &-lo ifads edib, (19.2) diisturunda yerine yazsaq aliriq ki,

2
do =222 % (19.8)
myv, &

w0

Bu diistur gargida qoyulmus masolani hall edir, yoni effektiv kosiyi ¢ enerjisinin

2,2
funksiyasi kimi ifads edir. Bu zaman sifirdan ¢ = 2, -ya qadar qiymat alir.
m,

Masalalar.
1. U= ra—z (a > 0)sapilmenin effektiv kasiyini hesablayn.

Halli: meyl bucag:

Effektiv kosik

2r'a -y do

do = mv: y*(2z - y) siny

2.Radiusu a dorinliyi

iss U, olan sferik potensial
cuxurdan  (yeni U=0
r>aolanda, vo U=-U,
r<a olanda) sopilmonin
effektiv kasiyini hesablayin

Holli: Zoarraciyin
dizxattli trayektoriyasi
Sokil 21 guxura daxil olanda vo

¢ixanda  smar.  §7-doki
masalonin hollindon « diisms vo B smma bucagi (sokil 21) asagidaki gokilds
olagolidirler.
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sina 2U,
—=n, n=_1+
sin f my

©

meyl bucag g =2(a - ). Ona gérs do alirq ki,

sin(a -1 ) p ;

. 1
- =CcosZ —cigasint =—
sina 2 2 n

Bu tonliklor vo sokildon aggar olan asina=p tenliyinden birlikde «-ni kenar
etdikdon sonra p ilo y arasinda

n* sinzg
2 2
=q —
p X

n* +1-2ncosZ
2

olagesini aliriq. Nohayat bu barabarliyi diferensiallayacaq effektiv kasiyi aliriq:

s 2 (ncos%— ][n—cos-g]
do = an do

4cosZ (l +1* —2ncos®
2 2

¥ bucagy sifirdan (p =0 olduqda) -a( p=a oldugda) godor giymetlor alir.
cos%—‘& -1 tonliyinden tapilir. do konusu y < z,,, daxilinds biitlin bucaglara gore
n

inteqralladiqdan sonra alinan, tam effektiv kesik, aydindir ki, hendesi kesiyin ma’
sahasina baraber olur.

§ 20 Kicik bucaqlar altindan sopilmo

Boyiik hadof mosafosinde bag veron sopilmoys baxdigda effektiv kesiyi
hesablama ¢ox asanlasir. B6yiik hadof mesafalorindo U zayif olur, buna gora do
meyl bucagi kigik olur. Bu zaman hesablamam birbasa laboratoriya sisteminds,
otalot morkozi sistemini daxil etmoden aparmaq olur. X oxunu sepilon
zarraciklorin baslangic impulsu istiqgamstinds segok ( m, zerracik) xy mistovisini
iso sopilmo miistovisindo segok. Zarraciyin sopilmaden sonraki impulsunu pjisars
etsak aydindir ki,

7
. P
sing, =—*

P

olar. Ki¢ik meyletmslords sin6,-i 6,-1o moxracdoki p|—i ise p, =mpy,-lo ovez etmak
olar, onda

g, =L (20.1)

my,

w
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olar. Sonra p,=F, oldufunu nszors alaraq, impulsun y oxu istiqgamstinds tam
dayismosini

P, = |Fdi (20.2)

soklindo yaza bilarik. Bu halda qgtivve
U _ dUdr_ dUy

F = —_— —— ———

’ oy dr or dr r

(20.2) integralna kicik U daxil oldugundan, hesablama zamani, hemin daqiqlikds
zarraciyin diizxatt (y=p diizxotti boyunca) berabersiiratli (v, siiratilo) heroket
etdiyini gabul edos bilorik. Buna uygun olaraq (20.2) diisturunda

F'y - __6_1_(_]__ s dt = _d_x_
ar r v,
“oldugunu gobul edib
y —- P[4V
Py =7y Jodrr

el o

ifadasini alangq.

Nohayst dx-o goro integrallamadan dr-o gore inteqrala kegok. Diizxattli yol
Uglin r* =x* + p* oldugundan x-in —co-dan  + -a gador doyisdiyi zaman r «-dan
p-ya qadar vo sonra p-dan +« -a gadar doyisogokdir. Hom do

rdr

2 2

r'-p

dx =~

Nohayat (20.1) sapilms bucag liglin agagidaki ifadani ahrlql.
2p tdU  dr

0 =
: my. ey dr J,ﬂ -p’

(20.3)

Bununlada 6,-lo p arasindaki axtardigimiz asihiligt tapmus oluruq. Laboratoriya
sistemindaki effektiv kosik (18.8) disturuna oxsar ifads vasitasilo tapilir (y-nin
avazind 6,). Homdos sing,-i 6,-1a ovaz etmak olur va

do = i/-’-’ﬁﬁi)dol | (20.4)
6, 6,

Mosaloalar.
1.(20.3) diisturunu (18.4)-don alin.

! Hesablamam stalot morkszi sisteminds aparsaydiq onda X bucag tigiin do eyni ifadani alardiq (m = m, ). Cinki
kigik 01 va ¥ bucagqlari (17.4) disturuna osasan

6 =

m,

m, +m,

ifadasils slagalidirlor.
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Holli: Fiktiv dagilan inteqral aradan qaldirmaq iiglin (18.4) diisturunu
__0 f p_2U
Do =~ op )

min

rr omv?

soklinde yazaq. Burada inteqralin yuxari sorhaddini R- baraber qilib naticads onu
w-yaxinlagdiraq. U-nun kigik oldugunu nezars alib, kokii U-nun istlerine gore
siraya ayirag, r,,, -U is9 p -ya barabar gotlirak. Onda aliriq ki,

%:f pdr +6°° U(r)dr

2,/1-3- Py i 1 £
r2 @ r2

bu isa (20.3) diisturuna ekvivalentdir.
1. U= % . (n>0) sahasindo kicik bucaglar altinda sopilmanin effektiv
kosiyini tapin.
Halli: (20.3) diisturundan alinir ki,
6 = 2 pan J‘ dr

n+1_\/7 p

2
Bu ifads do p—2= u avazlonmosini etsak inteqral Eylerin B-inteqralina gatirilir. O
r

isa 6z névbesindo I' -funksiya ils ifade olunur vo

el (n+1)

ml oop I“(_J
2

Buradan p-nu 6, -Is ifads edib (20.4)-ds yerina yazsaq almir ki,
2
n+l n
1 2«/7?1"(—2—)

do=— az 6?,"2(1+l]do,
n I,(n) C my, n

91

2
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V FOSIL
KICIK ROQSLOR
§ 21 Birdlgiilii sarbast ragslor

Mexaniki sistemin on ¢ox yayilmig névi sistemin dayanigli tarazliq ndqtasi
otrafinda etdiyi kigik ragslordir. Bels horokati §yronmaya on sade haldan baglayaq.
Tutaq ki, sistem bir sarbastlik dorocesine malikdir.

Dayanigh tarazliq néqtesinde sistemin U(q) potensial enerpsl minimum

qiymat alir. Sistemi bu voziyyatdon ¢ixardiqda ~2—U qiivvesi meydana ¢ixir va
q

sistemi tarazliq veziyystine qaytarmaga galisir. Sistemin tarazliq noqtesinin -
koordinatini g,-ls isars edok. Tarazliq noqtesinds kicik meyl zamant U(g)-U(g,)

forginin ¢-gq, forqino goro ayirdiqda birinci tortibdon sifira berabsr olmayan
hoddls kifayatlonmak olar. Umumi halda bels hodd ikinci tartibden olan haddir.

U(@) - Ulgy) z%(q—qof

burada k miisbat omsaldir. (potensial enerjinin ikinci tortib téramosinin g =g,
noqtasindeki qiymatidir). Golacokds potensial enerjinin onun an kigik giymatinden
hesablayacayiq (yeni U(g,)=0 gotiiracayik). Koordinatin tarazliq qiymstindon
aralanmasini {i¢lin

x=q—-q, (21.1)

isarslonmesini edok. Belalikla éhrxq ki,
2

Ux) = ’“7 21.2)

Bir sarbastlik daracasine malik olan sistemin kinetik enerjisi imumiyyatla
%a(q)cf = %a(q)ic2

soklindodir. Baxdifimiz yaxinlasmada a(g) omsalini onun g=g, noqtesindoki
giymetine baraber gotlirmok kifaystdir. Sadolik Uiglin a(q,)=m ovozlonmosini
edok’.
a(qy) =m
Onda birdlgiilii kigik rags eden sistemin® Lagranj funksiyasi tigiin
mx®  kx’

_mi kT 21.3
L==m-" (21.3)

ifadosini yaza bilarik.

Bu funksiyaya uygun olan harakot tenliyi

! kemiyyatini, x in dekart koordinati oldugu halda kiitls il iist-tisto digdytinii qeyd edak.
2 Belo sistema gox hallarda birdlgiilii ossilyator deyirlor.
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msi+ k=0 (21.4)

vaya
+wlx=0 (21.5)
soklindo olur. Burada
w=.|% (21.6)
m

(21.5) diferensial tonliyinin iki deno asili olmayan halleri coswt v sinwr -dir. Ona
goro tonliyin timumi halli
X = ¢, Coswt + ¢, sinwt 21.7)

soklindadir. Bu ifado agagidaki kimido yazila biler
x = acos(wt + a) (21.8)

cos(wt +a) = coswtcose —sinwtsina onda (21.7) ifadosilo miiqaisadon almur ki, a vo
a sabitlori ¢, vo ¢, sabitlarilo

a=cf +c;, tga=—£2— (21.9)

Soklinds slagalidirlar.

Beloliklo sistem dayamiqli tarazliq ndqtosi atrafinda harmonik rogsi horakot
edir. (21.8) diisturunda periodik vurugun qarsisindaki a smsali ragsin amplitudast,
kosinusun arqumenti iso fozasi adlanir; e -fazasin baslangic qiymatidir ve
aydindir ki, zamanim baglangicinin segilmasindon asihidir. w-rogsin dovril tezliyi
adlanir; nozeri fizikada ona adoton sadaco olaraq tezlik deyirlor, bir do homin
gaydaya omaol edacoyik.

Rogsin tezliyi horokstin baslangic sartlorinden asili deyil vo ragsin osas
xarakteristikasidir. (21.6) diisturundan goriintir ki, tezlik mexaniki sistemin
xarakterindon asilidir. Qeyd edik ki, tezliyin bu  xassa ragsin kigik rogs olmast
ilo olagedardir vo yitksok tortibden olan haddlari nezere aldiqda aradan qalxir.
Riyazi noqteyi-nozorden bu xasse potensial enejinin koordinatin kvadratik asili
olmasindan irali galir.

Ki¢ik rags edon sistemin enerjisi

<2 2
E=mx +E—=—nl(5cz+w2x2)
2 2 2

vo ya (21.8)-i nozars alsaq.
| E=%mw2a2 (21.10)
soklindo olur. O ragsin amplitudunun kvadrati ils miitonasibdir.
Rogs edon sistemin koordinatmn asiihifmi bir ¢ox hallarda kompleks

ifadanin hogqiqi hissesi kimi gostormak
x = Re{de™ } (21.11)

daha alverisli olur. Burada A kompleks sabitdir. Onu
A=ae" (21.12)
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Soklinde yazsaq (21.8) diisturunu alirig. A sabitine kompleks amplitud
deyirlor. Onun modulu adi amplituda ilo arqumenti iso baslangic faza ilo ist-listo
diistir. Eksponensial vuruglardan istifads etmok, triqonometrik funksiyalardan daha
olverislidir, ¢linki onlar1 diferensialladiqda formalar1 doyigmir. Bu zaman onlar
iizorindo yalmz xotti ompliyyatlar apardiqda (toplama, sabits vurmag,
diferensiallama vs inteqrallama ) haqiqi hissa alma isarasini, imumiyystls almaq
olar, vo yalniz axir naticads haqiqi hissani almaq olar.

Mosaelalor.

1. Ragsin ampiitudunu vo baglangic fazanin koordinat va siiratin x, vo v,

baslangic qiymatlerlos ifads edin.

Caxab:
2
2% v
a=1’xg+—-°7, 1ga = ——
w wx,

2. Atomlann miixtalif izotoplarindan toggil olunmug ikiatomlu molekullarin
ragslori nisbetini toyin edin: atomlarin kiitlalori uygun olaraq: m,,m,va
mi,m, '

Holli: izotop atomlar eyni ciir qarsiligla tesirds olduglarindan & =#'. Kinetik

enerjinin m omsali gatirilmis kiitlo
olur. Buradan (21.6)-ya uygun

A olaraq aliriq
W _ [mmy i )
w mm;(m, +m,)

3. m Kkitleli noqte diizxatt
boyunca harokst eds bilir. Maddi
| néqto bir ucu A ndqtesinds olan
yaya birlogdirilmigdir. A ndqtasi diiz
xottad 1 mosafssindadir. Yayin
uzunlugu I-dir. O F qilivvasi ilo
dartilmigdir  (gokil  22), m
zarraciyinin ragslori tezliyini tapin.
Hslli: Yayin potensial enerjisi
(yiiksak tortibden kigik hodler
doqigliyi ila) F qiivvesils yaym &
Sokil 22 uzanmasi hasilina borabordir. x <</
olduqda

m X

2
51:412+x2—1~527

. Fx? « . v pon2 o
Yoni U = TR Kinetik enerji 7 /2 oldugundan
F
w= 1’——-
ml
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4. Mosalo 3-do sertler daxilinde m ndqtesi r radiusu ¢evra boyunca harakst
edir (gokil 23).
Halli: Baxdigimiz halda (¢ <<1 olarsa) yayin uzanmast

8 =r* +( +rf —2r(+r)cosp —lzL;l.rlgoz

Kinetik enerji isa 7= %mrngz. Buradan

N )
rim
5. Sokil 2-do gostarilon asqi

ndqtesi  (m,  kitlesi)  Uifiigi
istiqgamotdo horokst edo bilon
raqqasin rags tezliyini toyin edin.
Holli: ¢<<1 oldugda §14-do 2-ci
mosolesinds  alman  diisturdan
istifads edarok aliriq ki,

_ mm® _mygl o
2Am, +m) 2
Buradan

e |8 tm)
m,l

6. Agirliq sahesinds olan
oyri boyunca yonoldikds ragsin
tezliyinin ~ amplitudadan  asili
olmayan oyrinin formasim toyin
edin.

Halli:  Qoyulan  gortlori
Odayan ayri elo olmaldir ki, onun

r lizari ilo horakat zamani zarraciyin
2
potensial enerjisi U =£s2— soklindo

olsun. Burada s tarazliq

\ ndqtesinden hesablanmig
/ / / / / uzunlugdur. Bu zaman kinetik
. Sekil 23 enerji 7= mjz olacag (m-

zorrociyin  kiitlesidir) va  S-in
baglangic giymotindon asili olmayaraq w=\/z . lakin agirliq sahosindo U =mgy
m
2
(burada y saquli koordinatdir). Ona goéra —k;— =mgy,vaya y= ;V—zsz. Digor tarofdon
, g

ds* =dx* + dy*. Buradan iso

77



2
xzj. (%} —1dy=j- 2Miy—ldy

Inteqrallamam y = %(l; cos&) ovezlonmosini etdikdon sonra aparmaq daha
w
alveriglidir. Onda aliriq ki,
x= ﬁ(& +siné)
Bu iki beraborliklor axtaqdigimiz oyrinin tenliyini parametrik §okildo verirs
Bu oyri sikloida ayrisidir.
§ 22 Macburi ragslor

Indi iso dayison xarici qitvva tosir edon sistemin rogslori Oyrensk. Belo
rogslore, ovvalki paraqrafda baxdigimiz ve sorbast rogsler adlandirdifimizdan
forgli olaraq macburi ragsler deyilir. ©vvolde oldugu kimi rogslarin kigik olmasi
farz olunur. Buna géro do xarici sahs kifayst qadar zoyifdir. Oks halda o bdyiik x
yerdayismosi meydana gatirildi.

Bu halda sistem moxsusi potensial enerji %kxz -1 ilo yanag1 xarici sahoni tosiri

ilo olagodar olan U,(x,r) potensial enerjiys do malik olur. Bu slave potensial
enerjini ki¢ik x-in tistlorine gora ayirsaq aliriq ki,

U,(x,0)2U,0,0)+x U,
a x=0

Birinci hadd yalniz zamandan asilidir onu gérede onu Lagranj funksiyasinda
nazore almamaq olar. (Basqa bir funksiyanin zamana goéra tam diferensiali kimi).

Ikinci hadds _6;18 ifadosi tarazliq ndqtesinds sistema tesir edon vo zamanin
X

miloyyan funksiyasi olan xarici “qiivve”-dir. Onu F() ilo isaro edok. Beloliko
potensial enerjiys - F(t)x hoddi alava olunur ve Laqranj funksiyasi

mx®  kx?

L= -2 =) (22.1)

soklini alir. Buna uygun horokat tonliyi
mi+kx = F(t)

vaya
$ 4w = F () (22.2)
m
olur. Burada yens do sarbost ragslerin w tezliyini daxil etdik.
Molum oldugu kimi sabit smsal1 geyribircins diferensial tonliyin timumi halli

bircins tonliyin imumi holli ile geyribircins tonliyino moxsusi hollori comina
borabordir: x=x, +x,, x,-ovvalki paraqrafda aldifimiz bircins tonliyin helli, x,-

isa geyri bircins tenliyin xiisusi hoallidir.
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Macburedici qlivvonin zamanin y tezlikli periodik funksiyasi oldugu xiisusi
shomiyyasts malik olan hala baxaq
F(t)= fcos(n + B) (22.3)

(22.2) tonliyinin xtisusi hallini x, =bcos(# + ) soklindo axtarmaq. Bu halli
tonlikdo yerino yazsaq alinq ki, &= % w? —y’); bircins tanliyin hoellini slave

etdikdon sonra alinir ki,

x = acos(wt + a)+ —(—Zf—z—)cos(ﬂ + ) (22.4)
mw® -y

a vo a sabitlori baglangic sertlorindon tapilir.

Belaliklo sistem periodik mocburedici qlivvenin tesiri altinda iki név
harokatdo istirak edir. w—tezlikli vo y -tezlikli ragsler.

(22.4) halli rezonans halinda w=y tatbir edilo bilmaz. Horokat tonliyinin bu
halda Gimumi hollini tapmaq {igiin (22.4) hollini sabitlori ¢evirmaya ugrayaraq
agagidaki kimi yenidon yazaq

x = acos(wt +a)+ —(Zf—z-)[cos(yt + B)—cos(wt + )]
mlw® -y

y -»w olduqda ikinci hadd 0/0 saklinds geyri mioyyanlik verir. Bunu Lopital
qaydast ils agdiqdan sonra aliriq ki,
x= acos(wt+a)+-—f—-tsin(wt+ﬂ) (22.5)
Zmw
Belsliklo gériiriik ki, rezonans halinda ragsin amplitudu zamandan xatti asili olaraq
artir (Bu artma rogsin kigik ola bilmoyacayi vo bununla da yuxarida sorh olunan
nazariyyanin totbiq edile bilmayacayi hala qader davam edir).
¥ =w+ ¢ (& -ki¢ik kamiyyatdir) oldugu zaman kigik rogslarin neco olduguna
baxaq. Umumi hslli kompleks sokildo agagidaki kimi yazaq
x = Ae™ + B’V = (A + Be™ )e""' (22.6)

A+Be™ haddinin ™  bir periodu 2% milddstinds az  doyigdiyini
" nazars alsaq onda rezonans yaximnliginda horoketo dayison amplitudlu kigik rogs
kimi baxa bilorik’.
Axarincisi C ilo isars edsk. Onda
C= lA + Be™

A vo B-in yerino uygun olaraq ae’® vo be” yazsaq aliriq ki,

C* =a® +b* +2abcos(ef + f— ) (22.7)
Belaliklo ragsin amplitudasi
|a - bl <C<a+b

3 Ragsin fazasindak: “sabit” do dayisir.
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intervalinda ¢ tezliyi ilo periodik olaraq rags edir. Bu doytinmas hadisasi adlanir.
(22.2) horokot tonliyi F(t) macburiedici qlivvenin ixtiyari formasinda da
Uimumi gokilds inteqrallana bilor.
Bunu asanlagdirmagq xatirine ovvalcadan tonliyi

9 (¢4 iw)— il + iwx) =~ F(7)
dt m

voya
‘f e = —F(t) . (22.8)
burada ;
E = X+iwx (22.9)

kompleks doyigoni daxil edilmigdir. (22.8) tonliyi artiq iki tertibli 3 deyil,
birtartiblidir. Ogar sag toraf onun halli £ = 4¢™ goklindo (A sabit) olardi. Umumi
qaydaya asason geyribircins tonliyi hallini & = A(r)e™ soklinde axtarib A(¢) lglin

Aty =L F)e™
m

tonliyini aliriq. Alinan ifadeni inteqrallamagqla (22.9) tonliyinin hollini

E=e {j F(t)e“"”’dt+§0} (22.10)

0

formasinda aliriq. Buradaki &, inteqrallama sabiti £-nin zamanin t=0 anmndaki

giymatina barabar olmasi gortinden segilir. Bu ifade axtardigimiz {imumi halidir.
x(t) funksiyas1 (22.10) diisturunun xayali hissesinin iw-ya nisbetine baraberdir®.

Aydindir ki, moacburi rogs edon sistemin enerjisi saxlanmir. Sistem Xxarici
qiivvanin manboyindon enerji alir. Qiivvanin tosir etdiyi zaman miiddstinds ( —co-
dan «-a qoder) aldig1 tam enerjini hesablayaq. Bu zaman enerjini baslangic
qiymat sifira berabor gotiiriiliir. (22.10) diisturunu inteqralin asagi serhaddini 0-n
yerine -~  gotlirorak vo &(-) = 0 segorok inteqrllasaq ¢ — o aninda

2
j F(t)e™ dt

2L
|§(°OX '"mz |

oldugunu alirig. Digar tarafden sistemin enerjisi
E—2(x +wix?)= 1;’-|§12 (22.11)

disturu ilo toyin olunur. -nin ifadssini burada yerins yazsaq.
2

- L[ Fwear 22.12)
m S .

* Aydindir ki, bu zaman F(t)-funksiyasim haqiqi formada yazmagq lazimdur.
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diisturunu aliriq. Goriindiiyti kimi enerji F(t) qiivvesinin Furye komponentinin
modulunun kvadratt ilo tayin olunur. Bu zaman tezlik moxsusi rogsin tezliyins
barabar olur. :

Xiisusi halda xarici qiivve yalniz kigik zaman miiddstinds (l—ya nisbaton )
w

tosir etdikds ™ gotiirmak olar. Onda

2
1 0
E= ZZ(J; F(t)dt} _
Bels notica avvslcadan aydindir. Bu ifads qiivvenin ki¢ik zaman miiddstinds

sistems kifayst qodar yerderismo vermadan ona j Fdt impulsu verdiyini gosto-
rir.

Masalolar.

1. Asagidaki hallar Gigiin sistemin F(t) qlivvesinin tesiri ilo meydana gixan
mocburi ragsini, ogar sistem t=0 zamaninda tarazliq halinda siikunstds olarsa,
tapin:

a) F =const = F,

Cavab: x= F°2 (1-coswt) sabit qiivvenin tosiri rogsin bag verdiyi tarazliq
mw .

noqtasinin dayisdirir.
b) F=at
a

Cavab: x = —(wt —sinwr)
mw
C) F=Fe™
F, ot a .
Cavab: x = ————(e™™ —coswr +=sin wr)
mw™+a”) w
d) F=F,e“cosft
Cavab:

X = Fo *
;[(wz_._az _ﬂz)z +4a2ﬂ2J

*{-(w2 +a’ —,[32)coswt~l—g(w2 +a’+ fY)sinwt+e™™ [(w2 +a? —ﬂz)cosﬂt~2aﬁsinﬂt]}
w

(mosalolori hall eden zaman qiivveni kompleks formada  F = Fel*** kimi yazmagq
daha slveriglidir).
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2. F=01<0, F="/ ar<roldugdave F=F,  1>T oldugda (sokil 24)

F F
 Fo Fo
T t T t
Sokil 24 Sokil 25

qanunu ilo deyigen xarici qlivvenin tosiri il bag veran ragsin yekun amplitudunu
tayin edin. (t =0 anina qadar sistem tarazliq vaziyystinde siikunstdadir)
Holli: Zamam 0 <t < T intervalinda, baglangic sartini 6dayan

FO
™’

x= (wt —sinwt)

t >T olduqda halli
FO

x=c¢ cosw(t —T)+c,sinw(t ~T)+—
W

soklindo axtaraq. x vo x-nin r=7 olduqda kasilmazlik sortindon aliriq ki,

F, F
sinwl', ¢, =—2—(-coswT
mTw’ Y “ mTwJ( 1)

c =-

Bu halda ragsin amplitudast

2F, . wTl
a=qc} +c; =—-sin—

mTw 2

olur. Qeyd edak ki, F, qlivvasi gec “tasir edirsa” ( vklyucayetsya) amplituda o
qadar kigik olur (yani T ns gador béyiik olursa).
3. F, sabit qlivvesi mshdud T zaman miiddatinda (sokil 25) tosir etdiyi halda

masals 2-da baxilan suallara cavab tapmali.
Holli: Masolenin hallini ikinci mosalodoki kimi tapa bilarik, Lakin (20.10)
diisturunda istifado etmok daha asandir. +>T7T oduqda x=0noqtesi strafinda

sarbast rogsler alinir. Bu zaman
T

¢= E"—e"”je"’”dt -5
m

0

(1 - e-iwl )éiwl

olur. |¢* =a’w* diisturuna uygun olaraq ragsin amplitudunu verir. Noaticado aliriq

ki,

2F, . wT
5 Sin——
mw 2

a=
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4. Eyni mesoaloni F qﬁvvééinin 0-dan T-kimi F="¢ 0% ganunu ilo doyisorkon
(sokil 26) hall edin.
F F

Fo

. /\ T
T t N t

Sakil 26 Sakil 27

Holli: Eyni qayda ils tapiriq ki,

a =20 Wi “2wTsinwT +2(1 - coswT)
Tmw

5. Eyni mosaloni qlivvonin 0-dan T =—2£-ya godor zaman miiddotinds
w

F =F,sinwt (sokil 27) qanunu ilo dayisdiyi halda hall edin.
Holli:

F . .
F(t)= F,sinwt = —2—°.(e’w’ - e""”)
i

ki,
Er

mwz

a=

§ 23 Cox sarbastlik doracasina malik olan sistemin raqslari

Cox sarbestlik doracasine (s) malik sistemin sorbast ragsleri nozariyyasi §21-
da baxdigimiz birdlgiilii rogslorinki kimi qurulur.
Tutaq ki, sistemin U potensial enerjisi ¢,  Umumilogmis koordinatlarin

funksiyast kimi g, =g,, (=1.2,...s) ndqtesinde minimum giymat alir. Kigik
| X =4q; —qio (231)

yerdayismosini daxil edib potensial enerjini onun iistlarine gors siraya ayirib ikinci
tortibdon sonsuz kigik kemiyystls kifayatlonsok onu miisbat toyin olunmus

U=%Z@pn (23.2)
ik

kvadratik formakimi yaza bilorik. Burada da potensial enerjinin onun minimum
giymatindon hesablayiriq. k, va k, omsallar1 (23.2) diisturuna eyni  x,x,

hasillerinin smsallari kimi daxil olurlar, onlar1 4% indekslorins goro simmetrik
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hesab etmak olar.
Umumi halda

Za,k (9)4:4x

sakhnda olan (bax (5.6)) kinetik enerjldakl a, omsallarinda ¢, =¢,, gobul edib
a, (q,,) =m, isarolonmasini etsok

%Zm,kfciick (23.3)
ik

miisbat toyin olunmus kvadratik forma gaklinde yaza bilerik. m, omsallarin1 da
indekslore gére simmetrik
my =my

soklinda gobul eds bilarik.

Belolikla sarbast kigik rogs edan sistemin Laqgranj funksiyasim

L= Dt k) (23.4)
ik

kimi yaza bilarik.

Indi iso Laqranj tonliyini quraq. Tonliys daxil olan téromalori tapmagq iigiin
- Lagranj funksiyasinin tam diferensialin1 yazaq
dL = ‘;‘Z(mﬂcxid’.ck +my X dx; —kyx,dx, - kyx,dx, )

ik

Comin giymati comlome indekslorinin yerinden asili olmadifina géra birinci ve
tigtincii hadds ivo k indekslarinin yerini doyisib m, vo &, omsallarimin simmet-

rikliyinin nozers alsaq tapiriq ki,
dL = Z(mfk"‘kd"‘i - kthkdxi)
ik
Buradan goriiniir ki,

oL oL
g = ;m’kxk s T[ = _Ek:kikxk

Ona gors da Lagranj tonliklori

) ; kxk+zk:kikxk=0 (23.5)

formasinda yazilir. Bu tonliklor s dono xofti bircins sabit omsalt tonliklor
sistemindon ibaratdir. Umumi gayda {izre homin tonliklor sisteminin
=A™ (23.6)

soklinds axtaririq. Burada 4, -holalik geyrimiioyyan omsallardir. Bu ifadssi (23.5)
sisteminda yerino yazib e™ -ys ixtisar etdikden sonra 4, amsallari Gi¢iin

Z (“ wim, +k, )Ak =0 (23.7)

k

ifadosini aliriq. Bu sistem tonliklorin sifirdan forgli-halli olmast tgiin
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s —wm, | =0 (23.8)
determinant: sifira barabor olmalidur. ‘

(23.8) tonliyi w?-nazarsn s-tortibden tonlikdir. Bu tenlik xarakteristik tonlik
adlanir. Homin tenliyin tmumi halda s-dons miixtolif haqiqi miisbst w’
(@ =12,...s) hollori vardir (xiisusi hallarda bu hollorin bir negosi ist-Usto diige
bilar). Bela toyin olunmus w, -kemiyyatlorino sistemin moxsusi tezliklori deyilir.

(23.8) tenliyinin koklorinin hogiqi ve miisbat olmast fiziki miilahizadoen da
aydindir. Dogrudan da, w,-min  xoyali hissesinin olmasi x, koordinatlarinin
zamandan asilihiginda (demali  x,-ninds) eksponensial olaraq artan vo ya azalan

vurugun olmasima gatirib ¢ixarardl. Lakin baxdigimiz halda belo haddin olmas1
miimkiin deyil, ¢linki belo haddin olmas: zaman kegdikca tam enerjinin E=U+T
dayismosina sabab ola bilerdi, bu ise enerjinin saxlanmast qanuna ziddir.
Bunu riyazi yolla da isbat etmak olar. (23.7) tonliyini 4 -ya vurub i-ya gora
comlosok alarq ki, '
S (~wimy, + k)4 4, =0

ik

Buradan iso
W2 - ZkikA;Ak
ZmikA:Ak

Burada siirat ve moxracda olan kvadratik formalarin hegiqiliyi m, vo k,
omsallarinin haqiqi va simmetrikliklorindon irali golir. Dogrudan da

[zk:kka:AkJ = ZkikAiAI: = ZkkkiAiAl: = Zk:kikAkAi.
i ik i i

onlar hogiqi adadlordirlor. Demoli w?-da hogigidirler’,

-tezliklorinin tapdiqdan sonra onlarin hor birini (23.7) diisturunda yerina
yazsaq homin tezliys uygun olan omsallarm tapa bilorik ©gor -tezliklorinin
hamis1 miixtolif olarsa, onda malum oldugu kimi, 4, emsallar1 (23.8) determinant-
larnin  w-nin -ilo avazlonmis minoruna miitonasib olur. Homin minoru A,, -ilo

isara etsok, onda (23.5) tenliyinin xiisusi halli
x, = A, C.e"

5 amsallarina gora diizoldilmis kvadratik formanin miisbat tayinliyi onlarin (23.2) formasindan dayisanlarin aqigi
oldugu halda aydindir A4, smsallari kompleks olduqda onlan a, + ib, asgar sakilds yazsaq ve yenada
omsallarnin simmetrikliyini nozoro alsaq

kA4, = > ky(a,—ib)a, +ib,) = > kyaa, + > kibb,
ik ik ik ik

olar. Demali iki miisbet toyin olunmus kvadratik formanin comino bsrabar olar.
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sokilnds olacaqdir. Burada C, ixtiyari kompleks sabitlordir. Umumi hall iso xiisusi
hollorin comina (s-deno) baraberdir. Haqiqi hissays kegarok hamin hellori

X, = Re{i A,mCae"w“’} =Y A0, (23.9)
- a=l a

soklinds yaza bilorik. Burada
@, = R {C,e™} (23.10)

avozlonmasi edilmigdir.

Belaliklo goriirtik ki, har bir koordinatin zamana géra doyismasi s-dens sado
periodik ragslarin xatti kombinasiyasindan ibarstdir. Hor bir haddin tezliyi mslum
amplitud va fazalari ixtiyaridir.

Tobiidir ki, elo Umumilogmis koordinatlar siigmok olarmi ki, homin
kordinatlarin har biri yalniz bir sado rogs etsin suali meydana ¢ixir. (23.9)
formulasinin formas1 bu masaloni hall etmayin yolunu géstorir.

Dogrudanda, (23.9) ifadssini as-deno molum olmayan ©, doyisanlorindon

asil1 tonliklor sistemi kimi baxib hall edorok onlar1 x,,x,...x, koordinatlan ils ifads
edo bilorik. Demoali ®, doyisenlorine yeni iimumilagmis koordinatlar kimi baxa
_ bilarik. Bu koordinatlar normal koordinatlar, onlarin etdiklori sads periodik ragslor
iso normal ragslor adlanir. Normal koordinatlar

0, +w0, =0 (23.11)

tonliklorini 8doyirlor. Demsli normal koordinatlara nozoran yazilmis tenliklor s
dons bir-birindon asili olmayan tonliklor sistemindon ibarot olur. Normal
koordinatin tacili yalniz homin koordinatdan asili olur, ona gora do onun zamandan
asililigini tapmagq {igiin onun vo ona uygun olan stirstin baglangic ondaki qiymatini
bilmak kifayastdir.

Bagqa s6zlo desok sistemin normal koordinatlar1 tamamils asili deyillor.

Deyilonlorden aydindir ki, normal koordinatlarda yazilmis Lagranj funksiyast
har biri yalmz bir w, tezliyino uygun golon birdlgiili ragslerin ifadesini veran

haddlerin camindan ibarat, yoni agagidaki
L=ZL”;-(®;+W;®;) (23.12)

sokildo olur. Burada m, -miisbat sabitlordir.

Riyazi néqteyi-nazordon, bu (23.9) ¢evirmolori vasitosilo hom kinetik
enerjisind uygun olan (23.3) vo hom do potensial enerjiys uygun olan (23.2)
kvadratik formalarim eyni zamanda dioqonal soklo gatirmisik.

Adaton normal koordinatlar1 els segirlor ki, Lagranj funksiyasinda siirstlorin
omsallar1 vahida barabar olsun. Bunun iigiin

sz ='\/”Z®a (23'13)

ovazlonmasini etmak kifaystdir. Onda
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L= 202 +wi2)
Xarakteristik tonliyin koklori arasinda eyni koklor oldugu halda da yuxarida gorh
olunanlar az deyisir. (23.9) vo (23.10) horoket inteqrallarmnin imumi formast (s-
dono sayda ) deyismoz qalir. Yalniz farq ondan ibarst olur ki, eyni kdklers uygun
olan A, omsallart determinantin minorlar1 olmurlar. Mslumdur ki, bu zaman
homin minorlar sifir olurlar®, ‘

Hor bir eyni tezliys (vo ya deyilon kimi cirlagmis) cirlagma Ustiine uygun
olarag o qader normal koordinat qars1 durur, lakin homin koordinatlarin secimi
birgiymatli olmur.

Kinetik vo potensial enerjiys eyni w,-ya uygun olan haddlor eyni ganunla

gevrilon 02 vo Y02 soklindo daxil olduglarindan onlarn camlari invariant

saxlayan istonilon xatti gevirmays maruz qoymagq olar.

Sabit xarici sahado olan bir maddi noqtenin ii¢8lgiilii ragslerini normal gokile
salmaq ¢ox asandir, Dekart koordinat sisteminin baglangicim U(x,y,z) potensial
enerjini minimum qiymoat aldigi noqtede segok. Onda potensial enerji X, y, Z
koordinatlarinin kvadratik funksiyasi, kimetik enerji isa

=1;—(3‘c2 +37° +22)

(m-zarraciyin kiitlesidir). ise koordinat oxlarinin istigamotlonmasinin se¢ilmasindan
asili olmur. Ona goro do uygun firlanma vasitosils yalmiz potensial enerjini
diaqonal gokilo gotirmak lazimdir. Onda

=2 +7)-= (b + by +h2?) (23.14)

1
2

olur vo buna gorage X, y, z oxlar istigamotinde bag veran ragsler normal ragsler

olurlar.
[k, 2 k
W, = Wy, ==, Wy =4
m m m

2
xiisusi halda morkosi-simmetrik sahads (k, =k, =k, U= %—) har ti¢ tezliklor list-

{isto diisiirlor (bax masalo 3).

Normal koordinatlardan istifade etmoklo gox sarbastlik deracesine malik olan
sistemin mocburi rogsleri mosalesini birélgiilii mecburi ragslor masalasine gotirmak
olur. Sistemin Laqranj funksiyasi ona tosir edsn dayison xarici quivvaleri nazors
almaqla

L=L,+) F,®x, (23.15)
k

8 Umumi hallda zamandan asili eksponensial hoddlorls yanas: tstlit haddlarin olmamas: da “kompleks ragslor ”in
olmamastni tosdiq edan fiziki miilahizalerin noticosidir. Belo haddlerin olmasi enerjinin saxlanmast qanuna zidd
olard1.
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soklinds yazilir. Burada L, sérbest rogslorin  Laqranj funksiyasidir. x,
koordinatlar1 avazine normal koordinatlar yazsaq aliriq ki,

L= T (2 -wio)+ T 100,

. (23.16)
burada
A
— F t ka
f®)=2E0 T
isaralonmasi edilmigdir. Uygun olaraq harokat tonliklori
O, +w,0, = fu(0) (23.17)

yalniz bir dons Q, (r) namslum funksiyasindan asili olacaqgdir.

Mosalalar.
1.Lagranj funksiyasi

2
L= —;—()'c2 + j}z)——g—"—(xz +y2)+ axy
. olan iki sarbestlik deraceli sistemin rogslorini toyin edin ( - axy qarsilight tssirdea
olan iki eyni w, tezlikli sistem)
Holli: Harokat tanliklari

. 2. . 2.
X+wix=ay, - Vtwy=ax

(23.6) hollini yerine yazsaq aluur ki, ‘
A.(ws-w)=ad, A, (wy —w')=ad, (1)

xarakteristik tonlik (w? - w?)? = @*. Buradan

w=w!-a, W, =w) +a
w=w, olduqda (1) tenliyi 4, = 4, verir, w=w, olduqda iss> 4, =-4, alimr. Ona
gora do '

1 1
x=“/_£"(Q1+Q2)! y=”E(Ql'Q2)

(}/ﬁ omsallann teksdo gosterilon normallagmaya goro segilibdir). a << w?(zaif
alaqa) olduqda alirq ki,

a

W) R W, — W, & W, +—

2w, 2w,

Bu halda x, y koordinatlanmin dsyismesi iki bir-birine yaxin tezlikli raqslorin
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toplanmasindan ibarat olur. Daha dogrusu = w, —w, = 2 tezliyi ilo bag veran
Wo

déyiinmadan ibarst olur (bax §22). Bu halda x koordinatinin amplitudu maksimum
olarken y-in ki, minimum va oksins olur.

2. Ikigat miistovi raqqasin (gokil 1) kigik rogslerini toyin edin.

Halli: Kigik ragsler tiglin ( ¢, <<1,¢, <<1) §5 maselo 1-do tapilmis Lagranj
funksiyasi

m, +m, m, +m m
: ‘ ~=rehe;

L=

112 ’—2'12 (02 +myl 1,0, - 2 gl (/712

formasim alir. Harakat tonliklori

(my +my)\ @, +myL,f, +(m; + m,)gp, =0
Lo +1,p,+gp =0

(23.6)-n1 nozars aldigdan sonra aliriq ki,
A (m, +m, )(g -1, wz)—— A,w'm,l, =0
- Al W + 4, (g -Lw')=
xarakteristik tonliyin koklori

Wi, =EmgT{(m‘ e X0, +1,) %A (m, + m, Wom, +m X, +1,) —aml,
1*1%2

m, - « olduqda tezliklor ‘, % Vo J % -lors yaxinlagirlar. Bu da iki asih olmayan
i 2

raqgaslarin tezliyidir.
2. Zarraciyin U(r) :%—sahasinde (faza ossilyatoru) horekat trayektoriyasini

tapin.

Holli: Ixtiyari morkozi sahads oldugu kimi horokat bir mistovi lizorinde bas
verir. Homin mistevini Xy miistovisi segok. x,y koordinatlart eyni w= \/Z tezlikli

m
sado rags edirlor. _
x=acos(wt+qa), y =bcos(wt + fB)
vaya
X =acosg, y=bcos(p+08)=bcosdcosgp—bsindsing

burada p=wt+a, &= -adovozlonmasi edilmisdir. Bu tenliklorden cosg vo sing

-ni toyin edib, onlarin kvadratlar: comini tapsaq aliriq ki,
2 2

2 .
}—2—+y—2—~ﬂcos6 =sin’§
a® b° ab

Bu iso morkozi koordinat baglangicindan olan ellipsdir. 6=0 oldugdan
trayektoriya diizxatt pargalarina gevrilir (cirlagir).
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§ 24 Molekullarin ragslori

Ogor xarici sahads olmayan, bir-birile garsiligh tesirde olan zarrociklor
sistemino baxirigsa, onda sistemin sorbastlik deracalerinin hamisi ragsi xarakter
dasimir. Belo sistemlarin tipik niimaysndali molekuladir.

Atomlarn tarazliq noqtosi strafinda ragsi harokstindon bagqa molekula biitév
bir cisim kimi irslilomo vo firlanma horokati do edo bilar. Irslilomo harakatine iig
sorbostlik daracesi uygundur. Bu goder do timumi halda firlanma sarbestlik
daracasi vardir. Belaliklo n-atomlu molekulun rogsi harakstina dens uygun golir.
Biitin atomlar1 bir diizxett iizro paylanmig molekullar istisna olunur. Homin
diizxott otrafinda damigmaq monasiz oldugundan, bu halda firlanma sorbastlik
daracalori say1 2-yo barabar olur vo rogsi sorbastlik deracalerin say1 -ys barabar
olur. : ’
Molekullarin rogslorine aid mexaniki mosoloni hell etdikdo masalonin
ovvalindaca irslilomo va firlanma sorbestlik doracolerini kenarlagdirmaq igiin
molekulun tam impulsunun sifira barabar olmasini qobul etmak kifaystdir. Bu gort
molekulun atalst morkazinin torpenmaz olduguna ekvivalent oldugundan, onda
ostalot moarkazi koordinatlarmin sabit olmas: kimi ifads eda bilarik.

-

Yazaraq (burada #,, a-c1 atomun tarazliq ndqtesinin radius-vektoru #,-isa
homin ndqtaden meyl gdstarir). Homin sarti

m,r, =const = Zma a0
vaya

Zmaua =0 (24.1)
formasindan yaza bilarik.

Molekulun firlanmasini aradan qaldirmaq ti¢lin onun impuls momentini sifir
gotiirmok lazimdir. Impuls momentinin har hans: bir ifadenin zamana gére tam
diferensial1 goklinds yazila bilmoediyinden onu homin funksiyanin sifira barabarliyi
kimi ifado eds bilmorik. Lakin sonsuz kigik ragsler istisna olunur. Dogrudan da
yens do 7, =7, +#, yazib, ikinci tortivden kigik hoddlore kifayotlonsok impuls
momentini

M =Y 5, )= Som ot =2 7 2 MalFuoh ]

kimi yaza bilarik. Bu ciir yaxinlagmada onun yox olmast garti

Yom,JFot,]=0 (24.2)

soklinds olacaqdir (bu halda koordinat baslangis1 ixtiyari segils bilor).

Molekulun normal rogslari onu toggil eden atomlarin yerlosma simmetriyasina
asaslanaraq, atomlarin tarazliq noqtesi atrafinda horakatlorinin xarakterino osason
tosnif (klassifikasiya) etmok olar. Bu msqsadla qrup nozoriyyssi adlanan timumi
metoddan istifado olunur. Qrup nozoriyyesi bu kursun bagqa tomunda sorh
edilmisdir’. Burada ise yalniz beri sade misallara baxacagiq.

7 «“kyant mexanikast” bax fasil XII

90



Molekulu tosgil edon n atomlarin hamisi bir miitovi {izerinds olarsa, onda
atomlar1 homin miistovido saxlayan normal ragslori, atomlar miistoviden ¢ixaran
normal rogslordan segmok olar. Hor ikisinin saym asanligla tapmaq olur. Miistovi
{izra horakat tiglin dons sarbastlik doracasi lazim oldugudan, atomlar1 miistoviden
¢1xarmayan normal ragslorin say1 -o barabar olacaq. Qalan sarbastlik doracalarinin
say1 atomlart miistoviden ¢ixaran normal ragslars aid olacaqdur.

Xotti molekullar oldugda iso atomlar1 xatt Gizerinds saxlayan uzununa ragsleri,
onlart diizxattden ¢ixaran ragsari ayirmaq olar. Comi n atomlu diizxattdo saxlayan
sorbostlik  dorocesinini say1 n dono oldugundan ve onlardan biri iroliloma
harokatine aid oldugundan, onda atomlari diizxett Uizerindo saxlayan normal
ragslerin say1 n-1 dens olacaqdir. Diger terofden xatti molekulun rogsi horakat
tigiin comi dono sarbastlik dorocasi vardir. Demoli atomlar1 diizxottdon ¢ixaran
normal koordinatlarin say1 -0 borabardir. Lakin homin koordinatlara aid comi dona
miixtalif tezlikler var. Ciinki homin rogsler iki ndv bir-birinden asili olmayan
isulla bas verir. Homin ragslor molekulun oxundan kegon va bir-birino
perpendikulyar olan iki miistevilor lizro bas verir. Simmetriya milahizasindon
aydindir ki, bu ciir normal ragslerin her ikisi eyni tezliys malik olacaqlar.

Mosalalar®,

1. Ucatomlu xotti simmetrik ABA molekulun (sokil 28) ragslerinin
tezliklorini tapin (molekul potensial enerjisinin yalmz A-B vo B-A mosafasinden
va ABA bucagindan ) astli olmasi1 gebul olunur.

Holli: (24.1) diisturuna ssason atomlarin uzununa x,,x,,x, yerdayismaloari

m,(x, +x;)+myx, =0

miinasibstile olaqolidirlor. Bundan istifads edorsk molekulun uzununa ragslori
{iglin Lagranj funksiyasi

m, . . my, ., k
=——A-(x12 +x32)+—£x22 %
2 2

2
*[(xx _x2)2 +(x3 —xz)z]

" kimi olacaq. Bundan sonra yeni Q, =x, +x, Vo @, =x —x, koordinatlarini daxil
edarak alinq ki,

M o My oy Ky’ o ks
L:—L + —= -— +—
T 0l 1 L0

Buradan y =2m,+m, molekulun kiitlasidir.

® Daha miirakkob molekullarin ragslorinin hesablanmasim agagidak: kitablardan tapmaq olar. M.V.Voltensteyn,
M.A. Elyagevig, V.N.Stepanov. “Kolebaniya molekul”. Qostexuz. 1949. Q.Qersberq. “Kolebatelmye i vragatelniye
spektor: mnogoatomnix molekul”.M.1949
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Buradan gériiniir ki, 9, vo @, koordinatlar1 normal koordinatlardir. Q,

3 | 2 | 1
ol - 2
- O * > b)
; ¢ 1o
Sokil 28
asasan

koordinati molekulun ortasina nezsron
antisimmetrik (x, =x,, gokil 28a,)
ragslerine uygun golir. Onun tezliyi

w, = |t
m, mg
Q, koordinat1 simmetrik (x, =-x,, sokil
28,b) rogsloro uygundur. Onun tezliyi
kl

Y
. m,

Atomlarin enins yerdayigmolori,
V1, ¥, vs (24.1) va (24.2) diisturlarina

mA(y, +y3)+m3y2 =0, =X

miinasibatilo olagalidirlor (gokil 28 ¢, oyilmenin simm rogsi). Molekulun
ayilmasinin potensial enetjinin &,/* 5% soklindo yazaq (burada & - 4B4 bucaginin

= -dan olan faeqidir). O yerdoyismas vasitasile bels ifads olunur:
1
6= 7[(}’1 _J’2)+ (y3 - Y2)]

V> ¥, ¥, yerdayismolorini & -ilo ifads edarak enine ragsinin Laqranj funsiyasint

m

k,l? kI

R e e e

2 2

2 4u 2

soklinds yaza bilirik. Burada

w. = 2k, p
52 mAmB

2. Homin geylari ticbucaq formali
ABA (sokil 29) molekulu tiglin

Halli: (24.1) \E) (24.2)
tonliklsrinden atomlarin i
yerdoyismoalorini x ve y oxlan izro
komponentlari (sokil 29) agagidak: kimi
slagolidirler:

m,(x, +x;)+mgx, =0
my(y, +y;)+mgy, =0
sina(y, —y;)—cosa(x, +x,)=0
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A-B vo B~ A mosafolorinin doyismaleri &,va d, 4, -4, Vo 4, —u, vektorlarmin

AB Vo BA lizra proyeksiyalarinda » alinr:
O, =(x, —x,)sina +(y, - y,)cosa
A, =—(x, —x,)sina+(y; - y,)cosa

ABA bucagmin doyigmasi iso homin vektorlarm 4B vs Bd4parcalarina
perpendikulyar olan istiqgamatlors goro proyeksiyalar: vasitesilo ifads olunur.

1 . 1 .
=;[(x, —-x,)cosa— (¥ —yz)sma]+—l—[—(x3 —x,)cosa —(y, —y2)51na]

Molekulun Lagranj funsiyast

m,, ., . mg ., k l
=~2A(u3+u§)+—2iu§——2i(az2 N2 50

Yeni Q =x,+x, Q,=x -x V3 g,=y+y, koordinatlarim1 daxil edok. #
vektorunun komponentlari homin koordinatlara bels ifads olunurlar:

1 1
xl :—(Qa +q:l)’x3 =_2_(Qa —qxl)’x2 =—_:—AQa
B

2

1 1
»= g(qsz +Q,c1ga),y; = E(qsz ~Q,cfga)y, =——Aq,
m

B

Hesablamadan sonra Laqranj funsiyasi ii¢iin

. 2 .
p=Taf 2 L lor ey Bl g2 g |1+ i’ a |-
4 mg

my sm a 4m,, my, sin“a

qfl(k in? & + 2k, cos® a)- & Ak, 2k, ) (2k, — k,)si
h ,sin® a + 2k, cos” a qS2 . cos’ a+ sin’ +q,,q522 , — Kk )sinacosa

2
B mp

ifadesini aliriq. Buradan goriiniir ki, g, koordinati

k 2m, .
w? == 1+—4sin’ a
m, mg

tezlikli normal koordinatdir. w, tezliyi y oxuna nszeron antisimmetrik

(x, = x,, 3, =-¥,, sokil 29, a) tezlikdir. q,,,q,,

koordinatlari ise iki rogse (Y oxuna nozsran

simmetrik: x, =-x,,y, =y,, sokil 29,b,c)

A uygun olan koordinatlardir. Onlara uygun
olan tezliklar (w, vo w,,)

m O N

Sokil 30
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w‘—wz=[£(l+2ﬂcosza‘}+—2i(l+2m sin aﬂ 24tk 2 -0
m, My m, mg mym;

xarakteristik tonliyin koklori ilo toyin olunur. 2a =7z oldugu halda bu tezliklorin
hamist masala 1-da tapilan tezliklorlo tist-iista digiirlar.
3. Eyni seylori geyri simmetrik xotti ABC molekula tigtin (sakil 30).
Holli: Atomlarin uzununa (x) va enins (y) yerdoeyismalori
m X, +mpX, +mex; =0, myy +mpy, +mey; =0 .

maly, =mel,y,

ifadslori ils alagolidirlor. Dartilma va ayilma potensial enerjilarini

by iy Bl

soklindo yazaq (2/=1/ +1,). Mosalo 1-do aparilan hesablamalara oxsar
hesablamalar eninos ragslerin tezliyi tiglin

o N 47
W, = "-2—7 + —
[\ me mA mg
ifadosini, w,,w,, uzununa ragslarin tezlikleri ti¢iin
wh-w? = {k{—l--g-—l—].{,k{[__l__i,_l_jjl*_ pe,k, -0
my Mg mg M m,mym

kvadrat tonliyin kéklarini verir.
§ 25 Sonan ragslor

Indiys kimi bir harakatin bogluga bag verdiyini va ya miihitin harokato tosirini
nazoro almamaq mumkiin oldugunu fozz edirik. Hogigotds ise cisim miihitdo
horokat etdiyi zaman, miihit ona miiqavimet gosterir vo harokoti azaltmaga ¢alisir.
Bu zaman hoarokat edan cismin enerjisi istiliya ¢evrilir vo ya dissipasiya olunur.

Belo soraitdo horokot prosesi artiq tomiz mexaniki proses olmur ve bunun
dyronilmoasi miihitin horokatini , ham miihitin hem do cismin daxili istilik halint
nozore almag toleb edir. Bu halda, masals, artiq horokat eden cismin tocilinin
yalmz koordinat vo siiratlorin funksiyast oldugunu tesdiq etmok miimkiin deyil.
Yoni harokst tonliyinin mexanikada oldugu kimi oldugunu tesdiq etmok olmur.
Belolikla cismin miihitdoki harskati artiq miixanikanin masslesi olmur.

Lakin miiayyon hallarda cismin miihitde harokstini mexanikanin horokst
tonliklorina miloyyen haddlor olava etmokls Syrenmok olur. Bura teezliklorlori
mithitds gedon dissipativ proseslorin tezliklorino nisboton kigik olan regsi
horoketlor daxildir. Bu sort &denilorss onda cisme yalniz siirstinden (verilmis
bircins miihit tigiin) asil1 olan siirtiinma qiivva tasir edir.
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Ogor bu sort kifayst goder kigik olarsa onda siitriinmo qiivvesini onun
tistlorino goro siraya ayirmaq olar. Siikunatda olan cismo siirtiinms qiivvasi tasir
etmoadiyindon bu siramin sifirinct hoddi sifira beraber olacaq vs birinci sifirdan
farqli hodd siitorlo miitenasib olacaqdir. Belolikle bir6lgiilii kigik ragslor eden
sistems tasir edon qlivvesini

fmr =—ox

soklindo yaza bilorik. Burada o misbat omsaldir, monfi igarssi iss siirtiinme
qiivvesinin siiratin oksino tesir etdiyini gdsterir. Bu qiivveni horskst tonliyinin
((21.4) ilo miigaiso et) sag tarofina slavs edorak.

mx = —kx — ox (25.1)
tanlitini aliriq. Bu tonliyi m-9 boliib
ke, 2 _9 (25.2)
m m

svozlonmolorini w, siirtiinmo olmadiqda sorbast ragslerin tezliyidir. A -kemiyysti

iso sénma amsah adlanit’.

Belolikla
¥4+2Ax+wix=0 (25.3)

fenliyini alirig. Sabit omsalli xstti diferensial tenliklorin imumi qaydasina ssason
tonliyin hollini x = ¢” goklindo axtarib, r iiglin agagidaki
rt42ir+wl =0

xarakteristik tonliyi aling.
(25.3) tonliyinin imumi halli

2 2
x=ce" +c,e, n, =—At A -w,

kimidir.
Burada bir ne¢s hali farglondirmok lazimdir. gar 4 <w, olarsa r iglinct iki
* kompleks qosma qiymat aliriq. Bu halda hereket tonliyinin imumi holli agagidak:

x = Re{Aexp(— At+ itm)}

ifads olunur. Burada A ixtiyari kompleks sabitdir. Bagqa ciir holli

. 2z
® AT hasilin barabar (§)uistiz) aded (T = —— perioddur) sénmanin loqarifmik dekrementi adlanr.
w
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x=ae™ cos(wt +a) w=wi-A (25.4)

soklinde yazmaq olar. Burada a vo a haqiqi sabitlordir. Bu diisturlar vasitesils
ifado olunan horokst sénon ragslor adlanir. Bu ifadays eksponensial azalan
amplitudali harmonik roqs kimi baxa bilorik. Amplitudanin azalma siiroti A-
parametri ils tayin olunur. Regsin w tezliyi, stirtiinms olmadiqda bas veran sarbost
ragslerin tezliyindsn azdir; A <<w, oldugda w ilo w, forqi ikinci tortibdon sonsuz
kicikdir. Stirtiinmo olduqda tezliyin azalmasini avvalcadsn do gérmaek olardi, ciinki
siirtiinmos imumiyyatla harakati longidir.

Ogar A<<w, olarsa onda 2% bir period miiddetinde roqsin amplitudasi

toxminon doyismir. Bu halda koordinat ve siiretin kvadratlarimin bir period
miiddotinde orta giymotlorine baxmaq miloyyen mona kosb edir. Bu ortalama
zamani e~ oamsalinin sabit qaldigini qobul eds bilarik.

Aydindir ki, bels orta kvadratik haddlor ¢™* -lo miitonasib olurlar. Ona gorads
sistemin enerjisi orta hesabla

E=E;e™ (25.5)

ganunu ilo azalir. E,-enerjinin baslangic giymetidir.

Indi tutaq ki, 4 >w,. Onda r-in har iki qiymati haqigi vo manfidir.

Hollin timumi formasi

TN ~ 3
x=ce (A=y A2 +wd )t +eye (A 4wl ) (25.6)

Goriiniir ki, siirtiinmonin kifayat qader bdyiik oldugu zaman bag veren harokat |x|
azalmasindan obarat olur. Yoni (+ >~ oldugda ) asimptotik olaraq tarazliq
ndqtesine yaxinlagmaqdan ibarstdir. Bu clir herokot aperiodik sénms adlanir.
Nohayat xiisusi halda A=w, oldugda xarakteristik tonlik yalmz bir kéke (ikiqat
kéka ) r = -A-ya malik olur. Mslum oldugu kimi bu halda diferensial tonliyin halli
x=(c, +c,)e ™ (25.7)

soklinda yazﬂir. Bu aperiodik sonmonin xiisusi halidir. Bu da rogsi xarakter
dasimur.
Cox sorbastlik doracasine malik sistemlar ligiin x, koordinata uygun olan
{imumilogmis stirtiinmo qiivvesi siiratlorin
For =2 0% (25.8)

soklinda xatti funksiyasi olurlar.
Mexaniki noqgteyi nozordon «, omsallarmin ik omsallarina goro
simmetriyast barads bir sz demok olmaz. Statistik fizika tisullar: ilo gdstormak

olar ki', hamise
a, =ay (25.9)

Buna gora do (25.8) diisturu (25.11) kvadratik

! «Statistik fizika” bax § 123
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F=%Za,.k5c,.5ck » (25.11)
ik

formasinin
for == Z (25.10)
ox;
toromosi kimi yazila bilr. (25.11) funksiyasi dissipativ funksiya adlanir.
(25.10) qiivvesi Lagranj tenliyinin sag torafino slave olunmalidir.

dor oL _oF (25.12)

drox, ox, o
Dissipativ funksiya 6zliiyiinds vacib fiziki menaya malikdirs Bu funksiya vasitasilo
sistemda enerjinin dissipasiyast intensivliyi toyin olunur.

Bunu tastiq etmok {iglin mexaniki enerjinin zamana gore tam téromasini
hesablamagq kifayastdir.
dE d oL d oL 0L oF
—_— -,————L = x| ————— | =— X, ——
i ar (zx' o, ) zx'(dt &, ax,.) LA

i i i i

F-funksiyas1 siiratlorin kvadratik funksiyas: oldugundan, bircins funksiyalar li¢lin
Eyler teoremini totbiq edorok yuxaridaki ifadonin sag torafinin 2F -2 berabor
oldugunu gorarik. Belaliklo

E_ o (25.13)
dt .

yoni enerjinin dayismo siirati dissipativ funksiyanin iki misli ile toyin olunur.
Dissipativ proseslor enerjini azaldiglarindan, homise F >0 olmalidir, yani (25.11)
kvadratik formasi miisbat olmalidir.

Siirtiinmo olduqda kigik ragslorin tenliklari (25.5) tonliklorinin sag torafino
(25.8) quivvelerini alave etmakls alinir.

Zmikjék +Zkikxk z—zaikxk (25.14)
k k %

Bu tonliklords x, = 4,¢” yazib e"-yo ixtisar etsok, 4, amsallari Uglin Xatti cobri

tonliklarini
S (mur? +ayr+ky )4, =0 (25.15)

k
alirig. Bu sistemin determinantini sifira barabar edib r doyigmolerini tapmagq Gg¢lin

|m,,kr2 +aikr+k,.k|=0 (25.16)

xarakteristik tonliyini aliriq. Bu tenlik r-ys gore 2s tortibdon cobri tenlikdir. Bu
tonlikdo omsallarin hamist hoqiqi oldugundan tenliyin kokleri ya hogigi ya da
kompleks qosma olacaqdir. Bu zaman hagiqi koklarin hamisi monfi, kompleks
koklorin ise heqiqi hissoleri manfi sdodlordir. Oks halda koordinat va siiratler vo
onlarla yanagi sistemin enerjisi zamana goro eksponensial olaraq artardl. Ancaq
dissipativ qiivvalar olduqda sistemin enerjisi azalmalidur.
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§ 26 Siirtiinmo oldugda mocburi ragslor

Sirtiinmo oldugda macburi rogslarin tadqiqi, § 22-do baxdifimiz siirtiinma
olmadigda macburi rogslerin todqiqine oxsardir. Burada xiisusi hala macburedici
qiivvenin periodik funksiya oldugu hala miifossal (genis ) baxacayiq. Bu hal xilisusi
shomiyyato malikdir.

(25.1) tonliyinin sag torofine fcosy -periodik qlivveni slavs edib, m-o ixtisar
etdikdon sonra horokat tonliyini

i+2M+w§x=-f—cosﬂ (26.1)
m
soklindo yaza bilerik. Bu tonliyin hallini kompleks gokilds axtarmaq daha slverigli
oldugundan cosy -nin yerine ¢” yazaq

X4+ 2% +wlx Ly
m

tonliyin xtisusi hollini x = Be” goklinds axtarb

_ f
5= m(wg -y? +21'/17) (26.2)

- ifadesini aliriq. B amsalim be” gaklinds yazaraq b va 6 -ni tapiriq

b= L , (g6 =221

e v =

(26.3)

Nohayot Be™ = be'™™*? -nin haqiqi hissesini taparaq (26.1) tonliyinin xiisusi
hollini tapiriq. Buna bircins tenliyin timumi hsllini slave edsrsk (aydinliq namins
w, > 4 hal1 iglin ) nahayat aliriq ki,

x = ae™ cos(wt + a)+bcos(yt + 5) (26.4)

Birinci hadd zaman kecdikca eksponensial olaraq azaldigindan kifayst gador
zaman kegdikdon sonra yalniz ikinci hadd

x = beos(yt + 5) (26.5)

qalir. b amplitudu iiglin yazilmis (26.3) ifadosi y tezliyinin w,-a yaxinlagdiqda

artmasina baxmayara, siirtiinme olmadig: haldaki kimi sonsuz qiymat almur.
Macburedici  qlivveni  verilmis f - amplitudasinda, rogsin amplitudasi

y =Wl ~24* -qiymotinds maksimum olur, A<<w, oldugda bu gismet w,-dan
ikinci tartibden kicik haddla forglonir.
Rezonans oblastinda baxaq y = w, +¢ gotiirak (&-kigik oalavadir), hamds forz
edak ki, 1 <<w,. Onda (26.2) diisturunda toxmini olaraq
i —wi = +w )y —w,) =~ 2w,¢, 2ily = 2idw,

Ona géra da
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- f
T 2m(e- iA)w, (26.6)

vaya
b g8 =% (26.7)

2mwoN et + A2
Rogsler macburedici qiivvo arasindaki & fazalar forqinin mocburedici
qiivvenin y tezliyinin doyigdiyi zaman doyismosinin xarakterik xiisusiystini qeyd
edok. Bu forq homigo monfidir, yoni roqs hamise macburedici qiivveys nazarsn
“geri qalir”. Rezonansdan uzaqda y <w, oldugu torofden & forqi sifira, y>w,
tarofdon iso —7z-yo yaxinlagir. §-nin 0-dan ~ -ya qoder doyismasi tezliyin qisa
oblastinda (eni ~ 1) w,-a yaxin olan tezliklords bas verir. y = w,-olduqda fazalar

forqi - % -den kecir. Qeyd edok ki, macburi ragsin tezliyinin y = w, olduqda = -ys

qador doyismosi siirtiinms olmadigi halda sigrayis1 bag verir (22.4 ifadesinden
ikinci hadd isarasini deyisir). Stirtunmonin nazers alinmasi bu sigrayisi yox edir.

Qorarlagmis horokat halinda halinda, sistemin (26.5) qanunu ilo macburi rogs
etdiyi zaman, onun enerjisi doyismez qalir. Bu zaman sistem miintozom olaraq
(xarici giivvo monbayindon ) enerji udur. Homin enerji siirtlinmo naticasindd
dissipasiya olunur.

Sistemin orta hesabla vahid zamanda uddufu enerjinin xarici qiivvenin
tezliyinden asilhigini 1(y) -ils igara edok. (25.13) tenliyinds almnir ki,

I(y)=2F

burada F dissipativ funksiyani bir period miiddstindsnki orta giymotidir. Birleili
harokot ti¢lin (25.11) ifadesi F = ax% = Amx* olur. (26.5)-diisturunun burada yerins

yazsaq aliriq ki,
F = 2Amb*y*sin*(# + 5)

sinus kvadratinin orta qiymati %-ye barabardir, Ona gora do

I(y)= /1mb2}'2
Yo (26.8)

Rezonans yaxinhginda,
amplitudanin (26.7)-qiymatini
yerine yazsaq
LA
ley= dm g* + A*

iyl 1 &
Sokil 31 (26.9)
udulmanin tezlikdon bu nov
asitlihifmna dispersiya asililigi deyilir. Rezonans ayrisinde (gokil 31). I(¢)-nin
maksimal qismotindon iki dofs azalmig qiymotine qoder dayisdiyi intervala
rezonans oyrisinin yarmm eni deyilir. (26.9) diisturundan goriintir ki, bu halda
hamin en sénma omsal A -ilo iist-iisto diigtir. Maksimum hiindiirlityli ise
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A -ilo tors miitonasibdir.

Belslikls, sonma amsali azaldiqca rezonans oyrisi dar vo hiindiir olur. Yeni
onun maksimum daha iti olur. Rezonans oyrisi altinda galan sahs ise doyigmir. Bu
saho

1)y = rcerde
0

~w,

inteqrali vasitasile ifade olunur.

I(¢) oyrisinin |e]-nun artmasi zamam ¢ox tez azaldigindan |¢|-nun boyik
giymotlari o godor do ohomiyystli olmur. Ona gora do I(¢)-nmin (26.9) ifadisini
inteqrallayarkon inteqralin agag1 serhaddinin -« gotiirmak olar. Onda

2 fA% de o’
[1(e)ae = 2= j————— = (26.10)

dm S+ 2 4m

-

Mosala

Strtinmo olduqda f = f,e® cosy qiivvasinin tesiri ilo bas veran macburi
- ragslori tayin edin.

Holli: Horokat tonliyin kompleks sokildo

X+ 25 +wlx =—£;ie“’”"
hall edsk va sonra hoqiqi hisseni ayiraq. Naticada aliriq ki,
x = be™ cos(yt + &)
b= S
m\/(wg +a’ -yt +20A) +4y*(a + AY

2v(a+ A)

1g0 =
& wi -7  +a’ +2aA

§ 27 Parametrik rezonans

Elo qapali olmayan sistemlor var ki, xarici tosir onlarin parametrlorinin zaman
kegdikco doyismosine sabab olur'. Birdlgiilii sistemin parametrlori (21.3) Lagranj
funksiyasina daxil olan m vo & komiyyotlordir. Onlar zamandan asili olduglar
halda harakat tonliyi

%(mx)Jrloc:O 7.1)
soklinds yazilir. t doyigoninin ovozino r parametrini dr =% ® ifadasi ilo daxil

etsok horokat tonliyi

! Belo sistemlara an sads misal asqi néqtosi saquli istiqgamatda periodik harokat edo bilan roqqasdir (bax masals 3)
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2
g—f+mkx=0
dr

soklini alir. Ona goro do timumiliyi pozmadan

d*x )
- +w (Ox=0 (27.2)

formasinda olan tonliklors baxa bilarik. Bu tenlik (27.1) tenliyinden m=const olsa
almar.
w(t) funksiyasi mosalenin gortindon toyin olunur. Tutaq ki, bu funksiya y

tezlikli (7 = 2% periodlu) periodik funksiyadir. Bu w(t +1) = w(t) olmas1 demekdir.

Ona goéro do (27.2) tenliyi +—¢+7T g¢evirmasind nazeren invariantdir. Buradan
natica olaraq almr ki, sgar x(t) tenliyin halli olacaqdir. Bagqa sOzla ogor x,(f) va
x,(t) ifadsleri (27.2) tenliyinin bir birindon asili olmayan halloridirse, onda onlar
t > t+7 gevirmasi zamani Oz aralarinda xatti olaraq ¢evrilmalidirlor. Bu zaman x,
v x,-ni elo segmak olar ki, onlarin bu gevirme zamani doyismosi har hansi sabits
hasilinden ibarat olsun.

x (¢ +T) = pwx, (1), x, (¢ +T) = %, (1)

s0=w Lo,  x0=sTLo (27.3)
Burada [[ (» ve [ 1, -zamamn periodik (T-periodlu) funksiyalaridir. Buraya
daxil olan u, va p, sabitleri miloyyon sérti ddemalidirler. Dogrudan da
2 +wi(Ox, =0, %, +w' (H)x, =0

tonliklorini uygun olaraq x, va x,-o vurub, toraf-tarafe ¢1xsaq alinq ki,
. . dy. .
X)Xy — Xy X = E(xlxz - xlxz) =0

voya
X,x, — X%, = const (27.4)

(27.3) soklinda toyin olunmug x,(f) vo x,(1) funksiyalart arqumentlorini t-den T-ya
doyisdikds (27.4) tenliyinin sol terafi y,u, vurulur. Ona gors do aydindir ki, (27.4)
invariant qalmasi

i, =1 (27.5)
olmasint tolob edir. uu, sabitlori haqqinda basqa naticolori (27.2) tenliyinin
smsallarinin haqiqi olmasindan istifade etmakls almaq olar. ©ger x(¢) bels tonliyin
hor hansi inteqralidirsa, onda x"(f) kompleks qosma funksiya da tonliyin holli
olacaqdir. Bu isa o demekdir ki, g, u, clitl u"p": cltil ilo Ust-Usts diigmoalidir.
Basqa sézlo ya u, = x> olmalidir, ya da p,, 4, hor ikisi haqiqi olmalidir. Birinci

halda (27.5)-i nozars almagqla alinr ki, g =%¢* vo ya |u|’ =\lwl’ =1, m, u
. 1

sabitlerinin modullar1 vahido barabardir.
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ikinci halda (27.2) tenliyinin iki asith  olmayan hollori
5= [0, %0=p4TLo (27.6)

soklinds olurlar. Burada x omsali vahiddon farqi miisbst vo ya monfi sabitdir. Bu
funksiyalardan biri (birinci va ya ikinci |#|>1 va ya |[u<1 olduqda) zamana goro
eksponensial olaraq artir. Bu iso sistemin slikunat halinin (x=0 tarazliq néqtasinds)
dayanigsiz olmasi demokdir. Bu haldan kifayst qoador kigik meyl x-in
yerdoyismesinin zamana gora tez artmasi sobob olur. Bu hadiso parametrik
rezonans adlanir.

Ona diqqgst yetirilmalidir ki, x vo x-nin baslangic andaki1 qiymstlari daqiq
olaraq sifirdirsa onda onlar sifir olaraq qalacaglar. Bu iss adi rezonansdan farglonir
(§22). Adi rezonans halinda yerdayigmonin zamana gors artmasi (t-ys miitonasib
olaraq) x vo x-nin sifir baglangic qiymatlorinds dos bas verir.

Parametrik rezonansin, ¢ox shomiyyotli halda w(r) funksiyasmnin w, sabit
komiyystindon az forqlendiyi halda meydana golms gortini tapaq. Tutaq ki, w(r)
sado periodik

w2 (£) = wl (1 + hcos ) 27.7)

~ funksiyadir. Burada #<<1-dir. (h-1 miisbat hesab edo bilorik. Bunu zamanin
baslangicim1 se¢moklo oldo etmok olar). Asagida géstoracoyik ki, parametrik
rezonans w(r) funksiyasi 2w,-a yaxin olduqda daha intensiv siirotdo meydana galir.

Ona goéra do 4 =2w, + ¢ qoabul edok. £ << w,".

Horokat tonliyi’
i+ w1+ hcosw, +ex=0 . (27.8)

x = a(t) cos(wo + %)t + b(t)sin(wo + %)t (27.9)

soklindo axtaraq. Burada a(r) va b(f) (sin vo cos amsallarina nisbst) yavas doyisen
funksiyalardir. Hollin bu formas: aydindir ki, doqiq deyil. Haqigstdo iso
x(t) funksiyasina tezliyi w, + % tezliyindon (2w, + ¢ )-inin tam iistli dofo forglonon
haddler do daxil olmalidir. Lakin homin hoaddlor h-a gors yiiksok tartibdon
hoddlordir v birinci yaxinlasmada onlari nazera almaya bilorik (bax masale 1).

(27.9) ifadoesini (27.8) do yerino yazaq vo hesablamani ¢-nun birinci tortibi
dogiqliyilo aparaq. Bu zaman a=ea, b=gb (bu forziyysnin rezonans hal {ligiin
dogruluguna naticadon inana bilorik) olduguna qobul edok. Trigonometrik
buruglar1 cama cevirmak lazimdr.

£ 1 3¢ 1 e
cos| w, +— ltcos(2w, + ¢ =—cos! 3w, + — [t+—cos| w, +— |t
( () 2) (wo )’ 2 ( ) ZJ > ( ) 2)

vo 8. yuxarida deyilonlora uygun olaraq 3(w0 + %) tezlikli hoddlori atsaq aliriq ki,

' Bu gokilda (¥ va A ixtiyaridir) yazilms tonliklor ritazi fizikada Maty;a tanliklori adlanoriar.
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: , ) .
- (24’1 +he + 8 wao sin(w0 + f)t + (2b —ag+ %QJWO cos(wo + f)t =0
2 2 2 2

Bu boraborliyin 6denilmasi sinve cos -vuruglarmmn hamisinin eyni zamanda sifir
boraber olmasin: talob edir. Buradan ise a(r) ve b() funksiyalsri ti¢lin iki dena xatti

diferensial tonliklorlor sistemini aliriq. Umumi qaydaya asasen holleri e” ys
miitonasib gokilds axtaririq. Onda

sa+l[3+ hw")b:'()
2 2

va bu iki cabri tonliklorin 8danilmasi ti¢iin
Wi, Y
Ta =2 | =&t 27.10
; 4[[ ) } (27.10)
ifadasini verir.

Parametrik rezonansin meydana gixmast gorti s-in haqiqgi olmas: ysni s* >0 L
Beloliklo parametrik rezonans

id <g<ﬁ”21°- 27.11)

2w, tezliyi otrafinda intervalinda meydana ¢xar’. Bu intervalin eni h-la
miitonasibdir. Hemin intervalda bas veran giiclandirms amsal: da o tertibdadir.

Parametrik rezonans sistemin parametrinin doyismo tezliyi y-nin 2W% -0

yaxin (n-istonilon tam adoddir) oldugu halda sa bas verir. Bu zaman ragslerin
gliclonmo amsalinin aralmasi miisahids olunur.

Parametrik rezonans hadisesi sistemdo zoyif strtinmo olduqda da bag verir.
Ancaq bu halda dayamgsizliq oblast: bir az daralir. § 25-do gordik ki, stirtlinma
roqs amplitudasini e qanunu ilo sénmosina sobab olur. Ona gora parametrik
rezonans zamani ragsin giiclonmesi ¢“*”qanunu ils bas verir (stirtinma olmadig:
halda mosalenin hallindsn alinan s > 0), dayamgsizliq oblast: isa s — 4 =0 sertinden
tapilir. Beloliklo (27.10) ifadesindon alman s-den istifade edorak rezonans oblasti
figlin (27.11) avazino

hw, ’ 2 hw, ’ 2
- —'2—* —4A4" <e< ——2—‘ -4 (2712)

1 -5 2
(27.6) dilsturundan 4 s-lo g =-—e 7"° sortilo alagalidir. (t-ni # +
Wo

gevrilmosi zamant (27.9) isarasini

dayisir).
? 9gar yalmiz rezonans oblastinin sarhaddi ilo (sahonin daxilinds s igiin ifads ilo maraqlanmadan) maraglansagq,
onda sorhadds s=0 oldugundan istifads edorsk hesablamam sadslogdirmok olar. Yani (27.9) disturundaava b

sabitdirlor; bu zaman dorhal £ =% hw% ifadesini aliriq ki, bu da (2.7. 11) sarhaddina uygun galir.
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barabarsizliyini aliriq.
Diqgeti ona ydnsldok ki, bu zaman rezonans istanilon Kigik h amplitudasinda
- deyil, yalmiz miloyysn 4, (“noroq”) sorhaddindon sonra bag verir (27.12) diisturu
ligiin bu sorhadd
" _4
o

hy

Gostormok olar ki, ZW% yaxmhgindaki rezonans igiin h, sorhaddi Al

miitonasibdir, yoni n-artdiqca artir.
Masaloalar.
1.y =2w, otrafinda rezonans zamani dayanigsizliq oblastini #* dogqigliyi ilo

tayin edin.
Halli: (27.8) tonliyinin hallini

x=a, cos(wo + —;;Jt +b, sin(w0 + -;;)t =aq, cos3(w0 + %Jt +b, sin 3(w0 + g)t

soklinde axtaraq. Burada (27.9) ifadesinden forqli olaraq L-a goro névbsti tortibden
hoddlor nozors alnmigdir. Yalmz dayamigsiziq oblastimin  sorhaddi  ilo
maraqlandifimizdan  a,,b,,a,,b, amsallarini sabit hesab edocoyik (soh. 107-do

" edilon geyds uygun olaraq ). Triqonometrik funksiyalarn hasilini (27.8)

diisturunda yerina yararken onlarin comlori kimi yazib, S(Wo + g) tezliklorino malik

olan haddleri ataraq alirq ki,

e hw? hw? £ e} hw? hw?
[—ao(w06‘+—4—)+—2~9—a0+ 20 a, |cos w0+5)t: _bo wog_*__.4_ - 20 b0+ 20 b| *

2 2
* sin(w0 + fjt + +[ i a, - 8w§al]cos 3(w0 + E)t + [hw" o — 8w2b, }sin 3(W0 + £Jt =0
2 2 2 2 2

W, +§ tezlikli haddlords h-in 1-ci v 2-ci daracasile miitonasib olan haddir,

- 3(% +§) tezlikli haddlards isa birinci tartibdon olan haddler saxlanmigdir. Kvadrat

métarizalarin icarisindaki har bir hadd ayri-ayriligda sifira beraber olmalidirlar.
Axirine iki haddon aliriq ki,
h h

a, =]—6ao, b, =Eb0

bundan sonra avvalinci iki haddan aliriq ki,

Bu tenliyin 4 daqigliyi ilo hall etdikds axtardigimiz
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gt _ Ly

w, =0
2 32

sorhad giymaotini aliriq.
2. y = w, otrafinda rezonans zaman dayaniqsizliq oblastinin serhoddini tayin
edin. '
Holli: y =w, +¢ alib
%+ w21+ hcos(w, + el =0

harakat tonliyini aliriq. Axtardigimiz sorhad qiymati ¢ ~ 4* oldugunu nozors alaraq
holli

X =a, cos(w0 + s)t +b, sin(w, + £} +a, cos 2(w0 + £)t +b,sin2(w, + &k +¢,

soklindo axtaraq. Burada birinci iki tertibdon hoddler nszers alinmigdur.
Dayanigsizliq oblastin sarhaddini teyin etmak li¢lin yena do amsallart sabit qabul
edib alinqg ki,

hw} ) hw? .
-2w,a, + = % +hwlc, |cos(w, + &)t +| — 2w,eb, + —~2—bl sin(w, + &) +

2

. hw}
4{— 3wla, +h%aoJcos2(w0 +e) +[— 3w?b, +—;)°—b0:Isin 2(w, + &) +

h 2
{c,wg +—;iao} =0

buradan tapiriq ki,

a, =—gao, b, =%b0, c =—}61a0
va sonra dayanigsizliq oblastinin iki

5=—%h2w0, ez—ilzhzwo

sorhoddini aliriq.
1. Asq1 noqtesi saquli istiqamotds rogs eden miistovi raqqasin kigik rogsleri
zamani parametrik rezonansin yaranma gartini tapin.
Halli: § 5 masala 3 ¢)-do tapilmig Laqranj funksiyasindan kigik ragsler {igiin

(p<<1)
&+ wl (1 + 4511-005(2w0 + g)t)(o =0

herokot tenliyini yaziriq ( burada w? = g/ ). Buradan gériiniik ki, motnde daxil
edilon h parametrinin rolunu 4% nisbeti oynayir. Onda (27.11) garti

2aJ§

%

l 2

o1 <

soklini alir.
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§ 28 Anharmonik ragslor

Yuxarida sorh olunan kigik ragsler nazeriyyasi sistemin kinetik vo poyensial
enerjilorini koordinat vo siiratlors nazeren siraya ayirib yalniz ikinci tertibden olan
hadlerle kifayatlonmoys osaslanir. Bu halda horoket tonliklori xotti olurlar, ona
géro do xatt ragslordon danigilirdi. Bu név yaxinlasmanin raqs amplitudanin kifayst
goder kigik oldugu halda tamamilo qanunu olmasina baxmayaraq, novbati
yaxmlagmani nozers almaq (anharmonik ve ya geyrixatti adlanan ragslori) harokati
zoyif lakin keyfiyystca yeni xiissusiyyatlorinin meydana ¢ixmasina sabab olur.

Lagranj funksiyasim tgiincii tortibdon olan hodlore gador siraya ayiraq. Bu
halda potensial enerjids x, koordinatinin {i¢lincii tartibden olan hoddler, kinetik
enerjido x,%x, kimi hoddler meydana ¢ixir, bunun ovvalki (23.3) istifadesinds |
farglonmasi a,(¢) funksiyasmnin ayrilisinda x-in birinci tertib kifaystlonmokdon
irali golir. Beloliklo Lagranj funksiyas1

1 .. 1 .. 1
L= EZ(mikxixk - kikx."xk)+ Ez(niklxixkxl)_SZ(likaixkxl) (28~1)

ik ik} ikl

soklinds olur. Burada #,,, /,,-yeni sabit amsallardir.
Ogoar ixtiyari x, koordinatlarinda Q, normal koordinatlarla (xstti yaxinlagma)

kegsak, bu gevirmolarin xatti gevirmolorin xatti oldugundan (28.1) caminds igiincii
vo dordiincii hodd analoji comlaro ¢evrilocoklor. Alinan ifadode x, vo 3

dayismolorinin yerino Q, vo Q, doyisenleri olacaqdir. Bu camlordoki omsallari
Aoy VO Mg il isaro etsok Laqgranj funksiyasi

L= %Z(Q: _WZQ§)+]5 Z Z"’ﬂi’QaQﬁQr —% Z/‘aﬂyQanQy (282)
@by apBy

formasin: alacaqdir.
Bu Lagranj funksiyasindan alman Laqranj tonliklorini tofsilati ils
yazmayacagiq. Osas masalo oldur ki, homin tenliklor

0, +w.0, = 1,(0,0.0) (28.3)
soklinda olurlar. Burada f,-funksiyas1 9, vo @, -nin ikinci tortibden bircins
funksiyalaridir.

Ardicil yaxinlasma metodunu tatbiq edarak bu tenliklerin hallarini

0, =0, +0." (28.4)

soklindo axtaraq. Burada 9 << 0¥ va 9" “hoyacanlagmamis ”
Q(l) + W(Z)Q(\) =0

tonliyini 6dayir vo adi harmonik
0" =a_cos(w,t+a,) (28.5)
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rogslarinden ibarotdir.
(28.3) tonliyinin sag torofinds novbati yaxmlagsmada yalniz ikinci tortibdon
olan hoddleri saxlamaqla 9 koordinati liglin

0. + w07 = £,0°,0°07) (28.6)

tonliyini aliriq. Burada sag torafdo (28.5) diisturunu yerino yazmaliyiq. Naticado
sag torofi sade periodik funksiyalarin comi kimi gostorila bilon xatti geyribircins
tonlikar aliriq. Masslon

000 =a,a, cos(w,t + aa)cos(wﬂt + al,)=

- %aaaﬂ feoslow, +w, ) +a, +a, |+ cosl(w, -w, ¥ +a, —a, }

Beloliklo (28.6) tonliklorinin sag teraflorinds sistemin maxsusi Jezliklorinin
cami va forqi ilo ifade olunan haddler alinir. Tonliklorin hoallini hamin n6v periodik’
funksiyalar goklinds axtarmaq lazimdir. Belslikls, biz ikinci yaximnlagmada sistemin
w, normal rogsleri lizarino

tw, (28.7)

tezlikli olavas rogslerin meydana ¢ixdigini goriiriik ( bu hom do 2w, vo 0
tezlikli rogslarin sifirtezlikli rags sabit stirligmays uygundur).

Bu rogsler kombinasiyon rogslor adlanirlar. Kombinasiya rogslorinin
amplitudlann normal rogslerin a,a, (vo ya a;) amplitudlan hasili ilo
miitonasibdirlor.

Novbati yaxinlagsmalarda daha yiiksok tortibli hoddlori nazore alarken,
kombinasyon tezlikler arasinda normal w, (w, +w, -w,) tezlikli ragslora do rast

galinir. Yuxarida tosvir olunan metodun totbiqi zamani horskst tonliyinin sa§
torafindo rezonans hoddler olurlar. Homin hoddlor zamani gérs artan amplitudal:
haddlori meydana gotirirlor. Bununla borabar fiziki olaraq aydindir ki, qapali
sistemdo xarici enerji monbayinin olmadig: halda rogslerin intensivlinin 6z-6ziina
artmast miimkiin deyil.

Haqigetdo iso, yliksok tortibli hoddlori nazere aldiqda w, asas tezliklorinin,
onlarin “hoyacanlasmamis” haldaki potensial enerjinin kvadratik hoddlarinin
omsallar1 w'®, tezliklorino nisbaton doyismasine bag verir. Hallordo artan hadlorin
omols golmasi ise

cos(w® + Aw, ¥ ~ coswt - tAw, sinwOt

tipli ayrilisin naticesidir. Bu ayrilig t zamaninin klfayst gader boylik qiymetlarina
qanuni deyil.

Ona gors do ndvbati yaxinlagmaya baglayarksn aI‘dICII yaxinlasma metodu elo
doyisdirilmalidir ki, halldoki periodik vuruqlar avvsldan tezliklorin doqiq diizgiin
giymatlorini alsmnlar. Tezliklorin doayismosi iso tonliklarin hollorini rezonans
haddlerin olmamas: gertindan tapdifimiz zaman omsals golir.
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Homin metodu birdlgiilii anharmonik ragsler misalinda niimayis etdirok.
Bunun tigiin Lagranj funksiyasini

L= mi® _ mwy x -2y —’—nﬁx4 (28.8)
2 2 3 4
formasinda yazaq. Buna uygun horokat tanliyi
¥+ wix=—ax® ~ px’ (28.9)
soklinds yazilir.
Tonliyin hallini
x=xP +xP 4 x®

ardicil yaxinlagma sirasi kimi axtaraq. Burada
x" = acoswt (28.10)

w-tezliyin daqiq qiymaetidir. Onu da
w=w, +w® +w® +

sira gsoklindo axtaracagiq (x“-do baslangic fazani zamanin baglangic anim
se¢moklo hamiso sifir gotiirmok olar). Bu zaman harokat tenliyinin (28.9) formada
yazihigi ¢ox da olverigli deyil, ¢linki (28.10) ifadesini yerina yazdigda onun sol
torafi sifir olmur. Ona géro hamin tonliyi ekvivalent formada
2 2
%‘;—jﬂng:—axz e —(1—;’:%]55 (28.11)
soklinds yazaq.
Burada x=x® +x®, w=w,+w" yazib ikinci tortibdon kicik olan haddlori
atsaq x® lglin

2 2

56'(2) 2..(2)

+wlx? =—aa’ cos® wr +2ww!”

)

acoswt =— cos 2wt + 2wwPacos wt

tonliyini aliriq. Alman ifadonin sag torsfinde rezonans hoddin olmamas: gorti
w® =0 verir. Bu da paraqraflarin avvalindo gorh edilon ikinci yaxinlagmanin
tapilmast metoduna uygun galir.

Bundan sonra geyribircins tenliyi adi qayda tizra hall edib aliriq ki,
2 2

x® =2 B o5 ot (28.12)

2w, 6w,

bundan sonra (28.11) tenliyinds x = x® + x® +x®, w=w, + w? yazib x ligiin

PA ng(” - _2ax(l)x(2) _ﬂx(m + 2wow(2)x(1)

tonliyini, vo ya sag torafo (28.10) vo (28.12) ifadolerinin yazib sado gevrilmaden
sonra aliriq ki,

2 2.2
. o Saa® 3
9 4+ wix® = -a’ £+—2— cos3wr +a 2ww® + ————=a’ B |coswt
4 6w’ 6w, 4
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coswt rezonans haddinin amsalini sifira borabar edarak asas tezliyo slaveni

Lo - (iﬂ__ézf_},z (28.13)

8w, 12w

tapiriq. Bu ragsin amplitudunun kvadrat1 ilo miitonasibdir. Uglincti tartibdan
kombinasyon rags
x® = —3——[—61——+§]cos3wt (28.14)

T 16w? \ 3w}
formasinda alinir.

§ 29 Qeyrixattli ragslorda rezonans

Sistemin macburi rogslori zamani anharmonik hoddlorin nazars alinmasi
rezonans hadisesinin ¢ox mithiim yeni xiisusiyyastlorini meydana ¢ixarir.
(28.9) tonliyinin sag tarafine y tezlikli periodik xarici qlivvani slavs etdikds

5c'+2ﬂ.7'c+ng=£cosyt—acx2—lﬂx3 (29.1)
tonliyini aliriq. Burada 2 sonmo amsalr siirtiinmoe qiivvasi do slave olunmugdur
(golocokde onun kigik oldugunu gobul edacayik). Ciddi desok, sorbast roqgs
tanliyinde geyriotti haddlori aldiqda, macburedici qiivvenin amplitudasinda yiikssk
tortibli haddorde nozoros alinmalidir. Bu hoddlor x yerdoyismosinin onlarda
asililigin1 nozors alir. Biz bu hadiseni keyfiyat xarakterini dayismir. Tutaq ki,

y=w,+¢&

(& -kigikdir), yoni adi rezonans halina yaxiniq. Onda ager asagidak miilahizslordon
istifada etsak bas veran horokotin xarakterini aydinlagdirmaq tgtin (29.1) tenliyini
birbaga tadqiqi etmays ehtiyac qalmur.

Xotti yaxmlasmada macburi rogslorin b amplitudasimn xarici qiivvanin f
amplitudu va y tanliyindon rezonans yaxmliginda (26.7) tonliyi ilo verilir. Onu

b? = (6% +27)= - (29.2)

4m*w}

soklinds yaza bilorik.

Ragslarin geyrixattiliy onlarin moxsusi tezliklorinin amplitudadan asilifina
gotirir. Onu

W, + 2b’ (29.3)

kimi yazaq. Buradaki 4 sabiti qeyrixattilik smsalindan aggar sokilds ifade olunur.
(bax (28.13)). Buna uygun olaraq (29.2) diisturunda (daha dogiq y-w,-kigik
oldugda ) w,-1 w, + xb* ile avoz edirik.

Natico do
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bl ) o |- L (29.4)

dm*w?

tonliyini aliriq (¢ =y —w,), voya

2
e= bt [ / ) -2
2mw,b

(29.4) tonliyi »*-na gors kub tonlikdir. Hamin tonliyin hoqiqi kokleri macburi
ragslarin amplitudunu tayin edirler.

Xarici qiivvenin amplitudu malum oldugda macburi regslerin amplitudunun
xarici qlivvenin tezliyinden asililiina baxagq.

£ -in kifayst qodor kigik qiymotinds 5 amplitudu da kigik olur. Ona géro da -
(29.4) ifadssinds #-nin 2-don yiiksok istlorini nozers almamaq olar, onda b(¢)
igiin (29.2) disturunu alrg. Bu asihhiq sokil 32, a-da £=0 noqtesinda
maksimuma malik simmetrik ayri kimi gostorilmisdir. fqiivvasi artdiqca ayri
deformasiya olunur, lakin 6z xarakterini saxlayir (birco maksimum noqtesi) (sokil
32, b). Maksimum néqtasi y >0 oldugda ¢-nun miisbat qiymatlorine dogru yerini
doyisir. Bu zaman (29.4) tenliyinin koklsrindan yalniz biri haqiqidir. Lakin £ = f,
(onu agagida tayin edacayik ) giymetindon baglayaraq ayrinin xarakteri dayisir.
f > f,-nin har bir giymotinds tezliyin milayyan oblastinda (29.4) tonliyinin li¢
dons haqiqi halli olur. Bu halda (saokil 32, ¢) ayrisinin BCDE hissasi uygun galir.

Homin oblastin serhaddi D ¢a C noqtolerinda gﬁ = oo gortindon tayin olunur. (29.4)
&
tonliyini ¢-na gors differensalladiqda aliriq ki,
db _ —eb+ b’
de &*+ 2% —4yeb® +3x°p*

Ona gora doa D va C noqtalarinin vaziyysti

e —4xble+3x7p  + A7 =0 (29.5)
tonliyi ilo (29.4) tonliklorinin birlikds hellindon alinir. e-nun uygun halleri hor
ikisi miisbatdire > 0. Amplitudanin sn boylik qiymoti Z—i =0 ndqtesinde alinir. Bu

zaman ¢ = yb* va (29.4) tonliyindon aliriq ki,
b f (29.6)

Fmax = 2mw, A

Maksimumun bu giymsti (29.2) tenliyinden alinanla ust-ﬁsté distir. Gostarmok
olar ki, (burada onun iizerinds dayanacagiq') (29.4) tonliyinin hagiqi koklorinden
ortancis! (yoni gokil 32, c-do-qiriq xattla gosterilon CD hissasi ) sistemin dayanigsiz

! Isbatin1 , masalon, N.N. Bogolyubov, Y.A Mitropolski. “Asimptotigeskiye metodi v teorii nelineynix kolebamiy”
Fizmatqiz, 1958 kitabinda tapmagq olar.
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ragslerins uygun golir. Bu halda olan sistema, istonilon sonsuz kigik tesir sistemi
ya az vo ya ¢ox olan koklora uygun tezliklers rags etmoaya ¢evirir (yoni BC va ya
DC hissalorins). Belaliklo, sistemin real ragslorine ABC vo ya DEF hissaleri uygun
golir. Bu halda on shomiyatli xiisusiyyat iki mixtolif amplitudali ragslerin bag
verdiyi oblastin olmasidir. Beloliklo, macburedici qlivvenin tezliyinin ardicil
artmasi zamani macburi rogslorin amplitadu ABC xotti lizre artir. C ndqtesindo
amplituda qurilir vo sigrayisla E ndqtesino uygun olan giymsto kegir vo sonra
(tezliyin sonraki artimi zamam ) ayrinin EF hissosi tizro dayigocokdir. ©ger yens do
tezliyi azaltsaq onda mocburi rogslorin amplitudu FD ayrisi izro doyigacak, D

ndqtasinds sigrayisla B-yo qador artacaq va sonra BA xatti izre azalacaqdir.
f,-in giymatini tapmaq igiin goririk ki, 7, (29.5) kvadrat: tonliyinin (4*-na
uygun ) hor iki kokiiniin iist-iisto diigdilyli zaman f-in aldif1 qiymotdir: 1= f,
oldugda CD-hissssi bir noqteys (dénmoe noqtesine cevrilir) (29.5) tenliyinin
diskriminantim sifira barabar aliriq ki &? =34%; tonliyin uygun halli zb* = 2% PR
b -nin bu qiymatlarini (29.4)-da yerina yazsaq
. 32m*wix

imilidihid b 29.7
=S 29.7)

ifadasini alinq.
Rogslorin geyrixattli  y ~w, olduqda rezonans hadisalorinin xarakterinin

dayismosi ilo yanagi, ysni w,-a yaxin tezlikli rezonanslarin meydana ¢ixmasina
sabab olur. Homin rezonanslar tezliklori w, tezliyindon kifayot goder forqlonon
xarici quivvaler tersfindon yaradilir.

Tutaq ki, xarici qiivvonin tezliyi y ~ W% , yani

b WO
f=0 }/=—__+£

Birinci xotti yaxinlagsmada homin qiivve
sistemds homin tezlikli ve amplitudasi
glivvonin amplitudas: ilo miitonasib olan

19gs
4
<0 = AL - cos(—w—O + 5}
3mw, 2

yaradir ((22.4) diisturuna uygun olarag).
Ancaq ikinci yaxmlasmada geyrixatti
) haddlari nazars aldiqda, bu rogslor (29.1)
Sakil 32 harokst tenliyinin sag torofinde 2y ~w,

tezlikli hoddi amolo gatirir. Mohz x®-i

D 2259 4 wix® 4 ox@? 4 @ = 2
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tezliyindo yerino yazib, iki qat arqumentin kosinusunun daxil edib vo sag torafds
yalniz rezonans haddlori saxlasaq aliriq ki,

2
#1245 + w2x® + ax® 4 pOP = - 98“{ —cos(w, +2e) (29.8)
m°w,

Bu tonlik (29.1) tonliyindoen 7 qilvvasinin avazino f*-lo miitonasib olan hoddi
dayanmas ils farqlanir. Bu o demekdir ki, yuxarida baxdigimz xarakterli rezonans
y~w, tezliyinde alinir. Lakin bu halda rezonansin intensivliyi az olur. b(e)

asililifini almaq lgiin (29.4) diisturunda f-in yerins ‘Saf%mwz Vo £ yerino 2¢
A

yazmaq lazimdir

X v 2] 16a’f? .
bile - ) + 22 ST (29.9)
Indi tutaq ki, xarici qiivvanin tezliyi
y=2w,+¢&
Birinci yaxinlagmada
x¥ = ———]:-z—cos(Zwo +el
Imw

0
(29.1) tonliyinde x=x®+x® yazsaq ovvelki haldan forgli olaraq rezonans
xarakterli xarici qiivve veran haddlor ala bilmirik. Lakin x®x® hasili ilo miitonasib
olan tgiincii tortibli hodlordon parametrik tipli rezonans amalo galir. ©gar biitlin
qeyrixattli hadlorden yalniz hemin haddi saxlasaq onda x® {igiincii
¥ 427 + wix® = 200 Wx®

vaya

4
0

¥ +24x® +wl {l _ cos(2w, + e)t}c(z) =0 (29.10)
Imw
tonliyini aliriq, ysni artiq bildiyimiz kimi (siirtlinmoni nozsrs almaqgla) miisyyan
tezlik intervalinda ragsin dayanigsizligina gatiron (27.8) tipli tonliyi aliriq.
Lakin ragsin yekun amplitudunu tayin etmok Ulgiin bu tonlik kifayst deyil.
Yekun amplitudun toyini qeyrixattiliklo slagalidir. Bu geyri-xattiliy nozere almaq
{igtin horokat tonliyinds hamds x® gdro qeyrixatti haddloride saxlamaq lazimdir.

¥ 42259 + wix® + ax? + ' = ____32af2 cos(2w, +&)x® (29.11)
mw,

Asagidaki voziyysti nozors almagla bu mosaleni todqiq etmsk ¢ox asanlagr.
(28.11) tonliyinin sag torofinde

*® =p cosl:[wo + %]t + 5}

yazaq. Burada b-rezonans ragsinin axtardigimiz amplitudadir, § -golocakda o
goder do miihiim olmayan sabit faza forqidir. Vo iki periodun vuruglarmn iki
kosinusun
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P sz COS[(WO +£)t —6}
3mw, 2

haddini aliriq. Bu hadd sistemin w, -tezliyine gére rezonans xarakterlidir. Ona gors
do yeno mosalo paragrafin svvalinds baxdigimiz qeyri-xatti sistemdo rezonans
mosalasine gatirilir. Forq yalniz ondan ibarstdir ki, xarici qiivve rolunu 09{% 2

Wo

haddi oynayir (¢ yerindo % durur). (24.9) disturunda bu svezlomeni etdikdo

2 2,272
b? (i—xsz pa| =2l
2 36m”w,

Bu tonlik 5-ya g6rs hall etsok amplituda iigiin agagidaki miimkiin olan giymatlori
tapiriq

aliriq

b=0 (29.12)
2
prollE, [ o —/12} (29.13)
xl2 6mw,
-
2 _l1¢& of 2
_1e_ _ 29.
b 1[2 \(Gmng A (29.14)

Sokil 33-den alinan 5 -nin ¢ -dan asihlig1 gostorilmisdir. (x >0 olduqda, x <0
olduqda iso ayrilor oks istiqamatda yonolmis olurlar). B ve C néqtalari

3
3mw,

giymotlorina  uygun  golirlor. B
E noéqtesindon sol terafde #=0; yani
rezonans yoxdur ve ~w, tezlikli rogs

meydana golmir. B ve C arasindaki

intervalda iki kok vardir: 5 =0 sokil 33-
""""""""" T ¢ da BC pargast va (29.13) ifadesi (BE
budagi ). Nohayat C noqtesindon sag
torafda  (29.12)-(29.14)  koklerinin
hamisi. Lakin bu giymstlorin hamisi
dayamqlt rogsi rejimo uygun deyil. 5 =0 qiymati BC! hissesindon dayanigsizdir vo
homda isbat etmak olar ki, (29.14) kokiine uygun olan rejim hamiso dayamqsizdir

Sokil 33

! Bu interval (27.12) parametrik rezonansa uygun golir. Homds (29.10) ifadesini (27.8)-lo miiqayisasinds aliriq ki,
lh‘ = 2% 4+ - Baxdifimiz hadisanin olmasinin mimkiinliyd
3mw, .
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(qalan iki rejimin ortasinda qalan). Sokilds 33-ds 5 -nin dayamgqsiz qiymatlori qirq
xottlorlo gostarilmisdir.

Xarici qiivva tezliyinin todricon azaldigi halda avvelco “sikunatds” olan'
sistemin 6ziinli aparmasin1 miigahide edok. C noqtosine ¢atana qader b =0qalr.
Sonra bu.hal “pozulur” vo sistem EB budagina kegir. ¢-nun sonraki azalmasi
zamani raqgsin amplitudu azdir vo B ndqtasinda sifir olur. Tezliyin oksina artmasi
zaman raqsin amplitudu BE? ayrisi boyunca artir. Buradan goriiniir ki, 5(¢) asilihg

(29.4) tanliyinds f-in ovazine 3b z%wz Vo avazing % yazdiqda alir

2
bz[(g—xbz) +/12} z?ff b* = Ab*

2
prof A1 /sA+A _p
3x 21 x\3x 4x
Sakil 34-do (x >0o0lduqda) b(e) asililiga verilmigdir. Dayanigli hala yalnmz 5 =0
ndqtasi (absis oxu) voe AB budag uygun galir. A néqtosing
_3pa-4) 2 AR A
4 x4 * 47°4

Bu tenliyin koékleri, =0

giymatlori uygun golir. Rags rejimi yalniz - ¢ > ¢, olduqda yaranir. Bu zaman 5 > b,
olmalidir. 5=0 hali hamiso dayanigh oldugundan raqgsin yaranmasi tigiin baglangic
“italomo” lazimdir.
Alinmig disturlar yalniz kigik ¢ -larda dogrudur ¢-nun ki¢ik olmasi 1-nin
kicikliyi ilo tayin olunur. Bu

b 5 zaman qiivvenin amplitudu 4~ 4
sortini ddayir.
C
PR
Sokil 34
2 |
3mw0

sorti iss 4> A, sortino uygundur.
! Yada salaq ki, biz burada yalmz rezonans ragslorino baxiriq. Onlarin olmamast sistemin sitkunstds olmas1 demsk
deyil. Sistemds zayif y tezlikli macburi ragsler yaranir.

? Lakin yadda saxlamaq lazimdir ki, alinmg biitiin formalar b amplitudanin va £ -nun kifayat qador kigik qaldiglar:
halda dogrudurlar, Haqigatds BE va CF ayrilori bir néqtods blrlasarak qurtarirlar. O ndqtays gatdiqda rags rejimi
pozulur vo b =0 olur.
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§ 30 Tez ossilyasiya edan sahado horakat

Eyni zamanda sabit U sahasinds vo
f = fycoswt + f,sinwt (30.1)

boylik w tezliyi ilo (£, vaf, funksiyaIarl yalniz koordinatdan asilidirlar) zaman
géro deyisen s qlivvasinin tesiri altinda olan zarraciyin heroketine baxaq. Burada

“boylik” s6zti altinda w>> % sartini 8doyan tezliklor nozardo tutulur. T zarraciyin

yalniz v sahosinde horokatinin periodudur. s qiivvesi U sahasinds tesir edon
qiivvaya nisbaton heg ds zayif hesab olunmur. Lakin homin glivvenin tosiri ilo bas
veran zorrociyin rogsi yerdeyismosini kigik hesab edocoyik (bu yerdayismeni
asagida & -ilo igara edacoyik).

Hesablamalari sadslosdirmak iiglin halolik bir 6l¢iilii sahado (yalniz bir x foza
koordinatindan asil1 olan ) hersksts baxag. Onda zarraciyin harakot tonliyi'

. dUu
mx=—-?d;+f (30.2)
soklinda yazilacaqdir.

Zoarraciys tosir edon sahonin xarakterino goro, avvalcadon moalumdur ki,
zorraciyin horoksti hor hansi miintozom trayektoriya izra yerdoyismaden vo eyni
zamanda onun otrafinda yaranan kigik ossilyasiyalardan ibarst olacaqdir. -Buna
uygun olaraq, x(f)-ni :

x()= X))+ &) (30.3)

comi soklinds yazaq. Burada &(r) qeyd olunan ossilyasiyadir.
&(r) funksiyasinin 2% miiddotinds orta qiymoti sifir olur, x(r) funksiyasi isa

homin miiddstdo ¢ox az deyisir. Onda orta giymati herifin {istiinds kigik xattls isaro
etsok aliriq ki, ¥ = X(r). Yoni X(r) tez-tez ossilyaisyaya gdro ortalanmis miintozom
horakati tosvir edir. Homin funksiyani tayin eden tonliyi ¢ixarag’. (30.3) ifadosini
(30.2)-do yerino yazaq vo &-nin Ustlerina gore siraya ayib &-nin birinci tartibi ila
miitonasib haddlarls kifaystlansok

du ,dU

mX+m5=—E— dXZ

af

— 304
+ f(X,D+¢ X (30.4)
tonliyini aliriq. Bu tenlikds miixtolif xarakterli — hem ossilyasiya hom do hamar
haddlor vardir. Aydindir ki, hamin hoddler ayri-ayr1 qruplarda qarsiligh ixtisar
olunmalidirlar. Ossilyasiya eden haddler ligiin

mé = f(X,1) - (30.5)

! x -koordinat: dekart koordinat: olmas1 macburi deyil. Buna uygun olaraq m miitlaq kiitlo vo sabit olmasi da vacib
deyil. Bu sortlor (30.2) tenliyinds do 8dsnilir. Bu gortlar yekun naticani doyigdirmir (asagiya bax)

2 m-in x-don asili oldugu halda bir gadar uzun hesablama aparmaqla asanhqla gormak olar ki, (30.7) va (30.8)
diisturlari bu halda da dogrudurlar. '
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tonliyini yazmagq kifaystdir Qalan hoddlors kigik vuruglar daxil olur. Ona gors do
yuxarida yazilandan kigik olurlar. (£ -ya galdikds o bdylik w*-ilo miitonasibdir vo
ona gorada kigik deyil) (30.5) tonliyinde f-i (30.1) kimi segib inteqrallasaq (bu

halda X sabit kimi gotiiriiliir) aliriq ki,
: ___f
== (30.6)

Indi isa (30.4) tonliyini (yuxarida deyilon monada ) zamana goro ortalayaq. f vo &
funksiyalarmin birinci tartiblorinin orta giymati sifir oldugundan alinq ki,
du _df du 1 _df

=t
" dx édX dxX mw? de

Bu tonliys yalniz X () daxildir. Yekun olarag hamin tonliyi
du,,

mX = o (30.7)
soklindos yazaq. Burada “effektiv potensial enerji”
L f = 24 12) (30.8)

soklinda tayin olunur’.
Bu ifadeni (30.6)-ilo miiqayiss etd1kda slavo (U-ya noazoron ) hoddin
ossilyasiya horakstinin orta kinetik

U, =U+%? (30.9)

enerjisi oldugunu asanliqla gors bilarik.

Belalikls, zarraciyin ossilyasiyaya nozaran ortalanmis horokati, zarraciya sabit
U sahssindon slave, doyisen sahonin amplitudasi kvadrati ilo miitonasib olan sabit
sahonin tesir etdiyi sahodo horskati kimi olar. Alinmis nsticoler asanligla, g,

koordinatlar ilo tosvir olunan istonilon sorbastlik deracasine malik sistema totbiq
oluna bilar. Onda (30.8) effektiv potensial enerji ovazino

-U+ ZZa fife= U+Z Su gk (30.10)

ifadesi alnir. Burada ;' (imumiyystlo koordinatin funksiyasi ) odedleri a,
adadlsrindan diizeldilmis matrisanin oks matrisasimn elementloridir (bax (5.5)).

Masalalor.

! Asagida gorh olunan metodun ideyaél A.Lkapise (1951) torofindan verilmigdir.
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1. Asqt noqtesi béylik y (y >> ,/ 3% ) tezliyi ilo saquli istiqamotdo rags edan

raqqasin dayaniqli tarazliq ndqgtesini tapmn.
Holli: § 5-do mosolo 3 c¢-do alinmig Laqranj funksiyasindan goriiniir ki,
doyigen qlivva
f =-mlay® cos ptsing

(x koordinati kimi ¢ bucag secilmigdir). Bu sebabdan do

’ az}/2 s
U, =mgll —cosp+ sin
eff g q’ 4gl @

Dayanigh tarazliq néqtesi bu funksiyanin miimkiin noqtosidir. Asqi yOnolmis
saquli istiqamat (¢ = 0) hamigo dayanighdir
a*y? >2gl

olduqda yuxar saquli istiqgamat da (¢ =~ ) dayamgli olur.
2. Homin seylori asq1 n6qtesi iifliqi regsler edon raqqas ligiin
Holli: § 5-do masslo 3 b-do alinmig Laqranj funksiyasindan tapiriq Ki,
f =mlay*cosycosg

Vo sonra
2,2

- ay 2
U, =mgll—cose+ cos
off g [ @ 4gl ¢:|

Ogor a’y? <2gl olarsa onda ¢=0 ndqtesi dayanighdir. Ogar a’y” >2gl olarsa -
onda dayaniqli tarazliga
2gl

2,2
ay

cosp =
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V1 FOSIiL
BORK CISMIN HOROKOTI

§ 31 Bucagq siirati

Mexanikada bork cisms, aralarindaki mosafs sabit qalan maddi ndqtoler
sistemi kimi torif vermak olar. Aydindir ki, tabistds mévcud olan sistemlor bu gorti
yalniz toxmini Odoyirlor. Bork cisimlorin okseriysti adi seraitdo 6z forma vo
Olgtlorini o gader az dayisirler ki, bark cisimlorin horokst qanunlarmi dyranarkan
bu dayismolari nozers almaya bilerik.

Golocek gorhlerimizdo bir ¢ox hallarda baork cisimlore maddi ndqtolorin
diskret ¢oxlugu kimi baxacagiq. Bununla ¢ixariglarin bazilori sadolagir. Ancaq, bu
heg bir vachls bark cisimlars sort miihiit kimi baxmaga zidd deyil. Bark cisimlars
solt miihit kimi baxdiqda onlarin daxili qurulusu bizi maraqlandirmir. Diskret
ndqtelor izro comloma aparilan diisturlardan, solt miihit Gi¢lin yazilan diisturlara
ke¢mak tiglin zarraciklorin m kiitlosini pdV kiitlasila ovoz edib cismin biitiin hocmi

iizra inteqrallamaq lazimdir (burada p kiitlo sixlifi, 4% -hacm elementidir).
Bork cismin horokstini dyronmok tligiin iki koordinat sistemi segilir: “tor-
panmaz”, yani inersial XYZ sistemi vo torpanon (horokot edon) x, =x,x, = y,x, =z

koordinat sistemi segilir. Torpanon koordinat sistemi bark cisimlo méhkam bir-
losmis vo biitlin harokatlords onunla birlikds horakat etdiyini gabul edirik. Horokot
edan koordinat sisteminin baglangicini bark cismin stalot markazinds se¢mok daha
alveriglidir.

Bork cismin torpenmoz koordinat sistemins nozersn vaziyysti torpsnen
koordinat sisteminin voziyysti ilo birqiymstli toyin olunur. Tutaq ki, R radius-
vektoru torpenan koordinat sisteminin baglangic O-nu gésterir (sokil 35). Homin
koordinat sistemini terpenmoz koordinat sistemine nazoran istiqamatlonmasi ii¢
dons asili olmayan bucaqlar vasitosilo verilir. Beloliklo, R radius-vertorunun
komponentlorilo birlikdo 6 koordinat alirig. Belsliklo istonilon bork cisim 6
sarbastlik doracesine malik olan sistem olur.

Bork cismin ixtiyari sonsuz kigik yerdeyismoasine baxaq. Onu iki hissonin
comi kimi gdstormok olar. Onlardan biri bork cismi 6ziino paralel sonsuz kigik
kégtirmadon ibarstdir. Bunun naticesindo bork cismin otalot moerkezi ovvalki
vaziyyatden son vaziyysts kegir. Bu zaman torpanan koordinat sisteminin oxlarinin
istiqgamatlori doyismir. Ikinci hisso stalot morkazi otrafinda sonsuz kigik firlan-
madan ibaratdir. Bunun naticesinda bark cisim son vaziyyatini alir.

Bork cismin ixtiyari néqtesinin torpanan koordinat sistemino nezaran radius-
vektorunu 7 -1o isars edok. Homin noqtonin torpanmaz koordinat sistemins nozeran
radius-vektorunu 7-lo igars edok. Onda P noqtesinin 7 radius-vektorun
yerdayismosi 47 iki hissadon dR va [d@F] yerdayismosinin caminden ibarat olacaq

dF = dR +[dF]
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dR-otalot morkazinin ‘yerdoyismosi, [4@]-iso de bucagi qader firlanma zamani 7
vektorunun doyismosidir. Alnan barabarlik dr-ys boliib (yerdsyismonin bag
verdiyi dr zaman muiddati)

a7 dR

—=y —_— [ g—@:— = ®
=7 : v, . Q (31.1)
avozlonmolarini etsok aliriq ki,
j=v+lF] . » (312)

7 -vektoru bark cismin otalot markezinin siiratidir. Onu hamds bark cismin

iraliloma horokati siirotide adlandirirlar. & vektoru bark cismin firlanma horokat

siirati adlanir, onun istiqamoti

7 (homdo d@-in istiqamati ) firlanma

X3 oxunun istigamati ilo Ust-lsto

diisir. Beloliklo berk cismin

ixtiyari noqtesinin v siirati onun

iralilomo va firlanma siratile ifade
0O oluna bilar.

Qeyd etmok lazimdir ki,

(31.2) diisturunu cixararken koor-

R X4 y dinat baglangicinin cismin - stalst
morkozinde secilmosi faktindan
istifado etmodik. Belo se¢imin us-

X tiinltiyli sonralar, harokat edon cis-
Sokil 35 min enerjisinin hesabladiqda aydin

olacaqdir.

Indi iso tutaq ki, cisimlo bagli olan koordinat baslangici cismin otalot markazi
O ndqtoesindo deyil ondan hor hans1 @ mesafssinds olan O' noqtasinds segilmigdir.
Hamin ndqtenin horakat stirstini 7' firlanma siirstini Q' -lo isars edak.

Bork cismin hor hansi P noqtesini segok. Homin ndqtenin O' —ndqtesine
nazoran radius-vektorunu 7'-lo isare edok. Onda 7=7'+a olacaq. Bunu (31.2)
diisturunda yerinos yazsag, aliriq ki,

5 =7 +[0a+ [0a']

Digor torofdon, 7' vo &' -in toyins gére v=V"+ [ﬁ'&] olmalidir. Ona gora ds aling
ki,

5 =7 + [0, O'=0 (31.3)
Bu borabarliklordon ikincisi ¢ox vacibdir. Buradan goriiniir ki, bark cisimls
mohkom bagh olan sistemin firlanma bucaq siirati hemin koordinat sisteminden

tamamilo asolo deyil. Bels sistemlorin hamisi zamamn verilmis aninda bir-birine
paralel olan axlar strafinda adodi giymotca bir-birino barabar olan  bucagq stiratile
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firlanirlar. Bu hal Q -ni1 bork cismin firlanma bucaq siirati adlandirmaqla imkan
verir. Irslilomo harokatinin siirati ise belo “miitlog” xarakters malik deyil.

(31.3) tenliklorinin birincisinden goriiniir ki, ager ¥ vo Q (verilmis zaman
aninda) koordinat baglangicimin her hansi segiminds bir-birino perdendikul-
yardirlarsa, onda onlar (yeni V' vo (') da koordinat baslangicinin istanilen
se¢imindo perdendikulyar olacaqglar. (31.2) diisturundan gériiniir ki, bu halda bork
cismin bitlin ndqtolorinin v siirsti bir miistovi lizorindo (-vektoruna per-
dendikulyar olan miistovi {izorinde olacaglar. Bu zaman elo Q" koordinat
baslangici segmok olarki, 7' siirati sifir olsun, yoani bark cismin horokati O'
noqtosindon kegon ox otrafinda bag veron tomiz firlanma (verilmis anda)
herakatindon ibarst olsun. Bu ox bork cismin ani firlanma oxu adlanir. Bark
cismin horokati zamam  -bucaq siirati, imumiyyatls, hom giymatce homds
istigamatca dayigir.

§ 32 9Atalat tenzoru

Bork cismin kinetik enerjisini hesablamagq iigiin ona maddi néqtalordon togkil
olunmus diskret sistem kimi baxiriq ve yazinq ki,

T:E”’zv2

burada comloms bork cismi tosgil edon biitiin noqtaler tizro aparihir. Burada vo
golocakda diisturlar: sadslosdirmak {igtin néqtalorin indekslorini yazmayacagiq.
Bu diisturda (31.2) —ni yerins yazsaq aliriq ki,

r=Y 20+l - X 2ve s Emrlirle 3 2 0]

V vo Q siiretlori biitiin zorraciklor tigiin eyni oldugundan birinci hoddo V%

comdan konara ¢ixarila bilir. Y m ise cismin kiitlesini verir. Onu x ilo isaro edok.
Ikinici haddi
> mi (7= Y mi[a] o> m

kimi yaziriq. Buradan goriiniir ki, agor koordinat baglangici stalst markozinds
se¢ilibso onda bu hadd sifir olar, giinki Y m# = 0. Nohayat tigiincit haddo vektorun

hasilinin kvadratini agaraq aliriq ki,
' vt o1 =\
T=T+Ezm{(22r2—(ﬂr) } 7 (32.1)

' Bu ox bark cismin hocmindan kanarda da ola bilar.
2 'mumi halda ¥ va Q vektorlarnin perpendikulyar olmadiqlar: halda, koordinat baglangicini el segmak ofar ki,

1% v Q paralel olsunlar, yani harokot (verilmis anda) bir ox atrafinda firlanmadan va homin ox istigamatinds
iraliloma harokatindan ibarat olsun.

120



Beloliklo, bork cismin kinetik enerjisini iki haddin comi soklinds ifads oluna
bilir. (32.1) ifadssindoki birinci hodd bark cismin irslilomo horokstinin kinetik
enerjisidir. Bu hodd berk cismin biitiin kiitlesinin stalat merkazindo toplandig:
halda olan kinetik enerji kimidir. Ikinci hadd stalot markszindon kegan ox strafinda
O bucagq siiratils firlanmanin Kinetik enerjisidir. Qeyd edak ki, kinetik enerjinin bu
ciir iki hissoyo ayrilmasi cisimlo méhkom baglanmis koordinat sisteminin
baslangicinin cismin stalot markazinds segilmasinin naticasidir.

Firlanma harokatinin kinetik enerjisini tenzor igarslomslsrinds, yeni 7 va Q
vektorlarinin x,,Q, komponentlorinda yenidon yazaq’. Onda aliriq ki,

1

T, = EZm{Qfxf —Q,x,Q,,x,,_}=—;—Zm{s’z,}xké},‘x,2 —Q,Qkx,xk}=%QiQkZm{x,25m —x,xk}

Burada Q, =4,Q, eyniliyindon istifads edilmigdir. 5, iss (komponentlori
i =k olduqda vahido, i # k olduqda sifir olan) vahid tenzordur. 7, tenzorunu

1, =Y mx2s, ~xx, | (32.2)
daxil edorak bark cismin kinetik enerjisini
r- “zz +1L,00, (32.3)
sokilds yaza bilarik.
Bork cismin Lagranj funksiyasini (32.3) den potensial enerjini ¢ixmaqla
L= ”gz +%1,.,‘Q,.Q,‘ ~U (32.4)

soklinds yazirig. Potensial enerji imumiyystlo bork cismin voziyystini toyin edon
alti doyismolordon asili funksiyadir. Bunlar otalot morkezinin i¢ X,Y,Z
koordinatlar1 vo torpenon koordinat oxlarmmn torpenmoz oxlara nazaren
istigamatlonmasini tayin edan ii¢ dena bucaqdan ibarat olurlar.

I, tenzoru berk cismin otalot momenti tenzoru vo ya sadaca olaraq cismin
otalot tenzoru adlanir. (32.2) toyinindon goriindiiyti kimi i simmetrik tenzordur,
yani

I, =1, (32.5)
" Oyaniler {igiin onun komponentlori asagidaki cadval formasinda yazaq:

z:m(y2 +zz) - mxy =Y mxz

Li=| -Ymx > mlx? +zz) - myz (32.6)

- mzx = mzy me2+y2)

11,1, komponentlorino uygun oxlara nazoran stalst momentlari adlanirlar.

Aydindir ki, stalot tenzoru additivdir-cismin stalst tenzoru ayri-ayr: hissalarin
stalat tenzorlar1 comino barabaordir.

3 Bu fasilds i, &,/ horiflorilo 1,2,3 qiymotlor alan tenzor indekslori gostarilir. Bu zaman molum comlomo qaydasina
goro comlamo igarasi yazilmir vo iki dofa tokrar olunan indekslar 1,2,3 qiymatlarino géra comlomo aparihir. Masslo,
AB, = AB; A} = A4, = A? va's. Aydindir ki, lal inkedslorini ixtiyari olaraq doyigmok olar (yalniz bu sertls
ki, onlar verilmis ifadodoki basqa indekslorla tist-iists diigmasin).
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‘Bork cisma salt miihit kimi baxsaq onda (32.2) diisturunda comlomo smsliyati
cismin hacmi boyunca inteqrallama ilo avez olunur va stalst tenzoru

Iik.[p(xlzaik "xixk)dV (32.7)
soklinda yazilir.
Horbir ikinci tortibden™simmetrik tenzor kimi otalot tenzoru da x,,x,,x,

oxlarmin istiqgamatlerini se¢gmoklo diaqonal goklo gatirilo biler. Lakin istiqamatlor
bag otalot oxlari, stalat tenzorunun hamin istiqamot {izro komponentlarins bag atalot
momentlori deyilir. .

X, %,,%; oxlarinin belo istigamatlondirilmosi zamani bark cismin firlanma

kinetik enerjisi an sads sokil alir.

T, :%(IIQ,Z + L,Q2 + 1,02) (32.8)

Bag otalot momentinin hor biri qalan ikisinin comindan b&yiik ola bilmoz.
Masala '
I, +1, r-Z:m(x,z+x§+2x§)22m(x,2+x22)=13 (32.9)

Bas otalot momentlarinin hor {igii miixtolif olan cismo asimmetrik firfira
deyilir.

Bag otalot momentlorinin ikisi bir-birine berabar I, =1, =1, olan cisms
simmetrik firfira deyilir. Bu halda x,x, mistovisi {izro bas otalst oxlarmin
istiqamati se¢imi ixtiyaridir.

Bas stalot momentlorinin hor {igii bir-birino barabar olan cismo kiirovi firfira
deyilir. Bu halda bag otalot oxlarinin segilmosi ixtiyaridir. Onda tigiin bir-birina
perpendikulyar olan ixtiyari {i¢ istigamot segmak olar.

Bork cismin hor-hansi simmetriyaya malik oldugda bag stalot oxlarmin
tapilmasi ¢ox asanlasir; aydindir ki, bu halda stalot moarkozinin veziyysti vo bag
otalat oxlarinin istiqamoti homin simmetriyaya malik olmalidiriar.

Masals, ogor cisim simmetriya mistovisine malikdirss onda otalst morkozi
homin mistovi Uizorinds olmalidir. Bag stalot oxlarinmn ikisi homin miistovi
lizorinds l¢linciisti iso bunlara perpendikulyar olmalidir. Bels sistemo misal olaraq
biz miistovi lizerinde paylanmis maddi noqtsler sistemini gostarmoak olar. Bu halda
bag otalot momentlori arasinda sads miinasibat yaranir, Ogar sistemin miistovisini
x,,x, milstovisi se¢sak, onda

I =Y mx;, I, =Y mx}, I =) m(x! +x})

I =1+1, (32.10)
ifadalori alinir.

Ogor cisim hor hansi tortibli simmetriya oxuna malikdirso onda stalot markazi
homin ox iizorindo olacaqdir. Bag otalot oxlarindan biri iso homin oxla Ust-iisto
dusiir. Qalan ikisi ise ona perpendikulyar olurlar. Bu zaman simmetriya oxu ikidon
yuxari tortiblidirss onda cisim simmetrik firfira olur. Dogrudan da simmetriya
oxuna perpendikulyar olan bag otalot oxlarmin hor birini 180°-don forqli bucaq
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godar firlatmaq olar, yoni hamin oxlarin se¢ilmasi birgiymatli olmur. Bu ise yalniz
simmetrik firfira halinda miimkiindiir.

Birdiiz xatt boyunca diiziilmiiy maddi noqtalor xtisusi haldir. Bu xatti x;, oxu
kimi se¢sak, onda biitiin noqtaler iglin x, =x, =0 olacaq. Ona gors bag atalot

momentlarinin ikisi tist-listo diigiir, G¢lincii iso sifir olur.
L=I,=Ymx, I,=0 (32.11)

Belo sistemo rotator deyilir. Ixtiyari cisma nazoron rotatorun xarakterik xtisusiyyati
onun yalniz iki dons firlanma sorbostlik daracasinin olmasindadir. Bu sarbastlik
daracolari x, va x, oxlari strafinda firlanmaya uygun golir.

Nohayot otalot tenzorunun hesablanmasina aid bir seyi qeyd edsk. Bir otalot
tenzorunu baglangici sistemin otalot moekozinda olan koordinat sistemino goro
toyin etdiyimizo baxmayaraq (yalniz belo toyinetms zamami (32.3) disturu
dogrudur) bazen onu avvalco bagqa bir O' baslangicina nazaron hesablamaq daha
alverigli olur

I, = ¥ mlx?6, - xix;)

Ogar O va O' néqtalari arasindaki masafs G-vektoru ils toyin olunursa onda

F=#=a, x;, =x+a,; hamds ) mF =0 oldugunu nazaran alsaq onda

I, =1, +ula*6, ~aa,) (32.12)

ifadasi alimir. Bu diistur vasitssilo 7, -i bilerok 7, tenzorunu asan tapmagq olar.

Moasalalor.

1. Bir-birindon sabit mosafodo yerlogmis atomlardan tosgil olunmus
molekulun bag otalst momentini agsafidaki  hallarda toyin  edin:
a) bir diiz xatt lizro diiziilmiis atomlardan ibarst molekula

Cavab:
L=I,=1=I, =—1—Zm,,m,,lj,,, I,=0
/1 azh
m,
b Xo
m,
a a
my. a m,
Sokil 36 Sakil 37
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m, atomlarin kiitlalori, /,, a vo b atomlar arasindaki moesafs, comloma molekulda

olan ciit atomlar tizra aparilir (homdo a vo b-nin har bir ciit giymatlsre como yalniz
bir dofo daxil olur).
Iki atomlu atom tgiin com bir hadden ibarst olur. Bu hadd avvalcadon
malumdur va gatirilmis kiitlonin atomlar arasindaki mesafonin kvadrati borabardir:
[ =1, =" p
m, +m,

b) barabar yanl iigbucaq soklinda (sokil 36) olan li¢ atomlu molekula:
Cavab: otalot morkozi igbucagm hiindirliiyti {izerinde {igbucagin

oturacagindan x, = "k mosafado yerlagir, Otalst momentlari
y7i

B 2mm, n

I, = I, ="1a?, L=1I+1,

y7 2

o, ¢) Diizglin {igbucaghh  piramidanin
topalorinds  (sokil 37) yerlosdirilmis
atomlardan ibarot 4 atomlu molekula
Cavab: otalot morkazi piramidanin
hiindiirliiyli izerinde onun oturacagindan

X3 _Mh hssafasinds yerlogir. Otalat
J7,

momentlari
X, 2
3mm m.a
I =1, =—"2p" +—
y7 2
I, =ma’

m, =m, olduqda h=a\E olur va

tetraedrik molekula almir. Onun atalat
momentlari

01 ‘ x;
I =I,=1 =ma’

Sokil 38 2. Bircins salt cisimlerin bag otalot

momentlarini tapin.
a) nazik | uzunluqlu ¢ubug:

Cavab: I, =1, = 1—12~ w*, I, =0 (¢ubugun qalinhgi nezors alinmir)
b) R radiuslu kiire
Cavab: I, =1, =1, =%;¢RZ

(I,=L,=1,=2p j r’dv inteqralini hesablamaq lazimdir).

¢) R radiuslu va h hiindiirliiklii ¢evranin silindir
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[N

2
Cavab: I, =1, =£| R? o , I, = £ R* (x,-silindrin oxudur).
4 3 ) ?

d) Tilleri a, b, ¢ olan diizbucaqh parallepiped
sy _H 2, 2 _H (2, 2 M2, e
Cavab: 1, —12(b +c ), I, 12(c +a ), I, 12(a +b ),

(x,,x,,x,-0xlar1 a, b, ¢ tillaring paralleldilar).

e) asasinin radiusu R, hiindiirliyii h olan gevrovi konus (sokil 38).

Holli: Ovvalca I, tenzorunu baglangiclar konusun tapasinds olan (sokil 38)
oxlara nazoran hesablayaq. Hesablama silindrik koordinatlarda asan hesablanir vo
almur ki,

_p 3 (B ,_3
I,=12=g,u(—4—+h2} I3=E,UR2

Sads hesablama gostarir ki, otalat markezi konusun oxu lizorinds topadon a =%{1

masafadadir. (32.13) diisturuna asasen alinir ki,

3 h? 3
I =0=I~ua®=—py R*+—|, I, =1 =—uR?
1 2 | T Ma 10#( 4) 3 3 10/‘

f) yarim oxlari a, b, ¢ olan tigoxlu ellipsoid

Holli: Otalot morkoazi ellipsin markozi, bag otalat oxlar1 iso ellipsin oxlar1 ilo
{ist-listo diigti. Ellipsoidin horkezino goro inteqrallamani x=a&, y=bn V3 z=c¢
evrilmasi vasitesile kiironin hocmine gora inteqrallamaya gotiirmok olur. Bu

¢evirma ellipsoidin
2 2
+

z

2
+—7=1

Q“ik
o
o

tonliyini, vahid radiuslu sferanin
62 + 772 + 42 =1
tonliyino gevirir.
Belaliklo x oxuna nozaran stalst moment {igtin aliniq Ki,

I = pjjlj(y2 + zz)dxdydz = pach.J'J'(bzn2 +02§'2)d§d17d§ = abc-;—l”(b2 + cz\)

Burada I' vahid radiuslu kiironin stalot momentidir. Ellipsin hacminin 4”01’%
oldugunu bilorak otalot momentlarini
I, =-§-(b2+02), 1, =L51~(a2+cz), I =—’;i(a2+b2)

tapilir.

3. Fiziki ragqasin kigik rogslorinin tezliyini toyin edin (lifiiqi ox strafinda

yellonon bark cisim).

Holli: Tutaq ki, roqqasin stalot markasindan firlanma oxuna gadar olan masafo
lL,a,B,y iss onun bag otalot oxlarimn firlanma oxu ilo omolo gotirdiklari
bucaqlardir. Saquli istigametlo otalot morkazindon firlanma oxuna endirilon
perdendikulyar arasinda galan bucadi ¢ ilo igaro edok. Otalot merkozinin siirati
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v =I¢, bucaq siiratinin bag otalot oxlarina proyeksiyalar1 ¢cosa, ¢cosB vo gcosy.
¢ bucagin kicik hesab edarak potensial enerjini

1
U = ugl(1-cos ) = Eﬂgl(pz

ona gors do Lagranj funksiyasi

=4

2
—2—¢2 +%(II cos’ a + I, cos® B+ I, cos’ }/){/’)2 —Eg—l—q)z

2

Buradan ragsin tezliyi tiglin
2 _ ugl
w? +1,cos* a+1,cos’ f+1,cos’y

4. Sokil 39-da gostarilon sistemin kinetik enerjisini tapin. OA vo AB pargalar1
1 uzunluglu nazik bircins ¢ubuqlardir. Onlar A ndqtasinds sarnirlo birlogmislor. OA
cubugu O noéqtosi otrafinda sakil miistovisinda firlanir. AB ¢ubugunun B néqtasi
ox izro surigir.

Holli: OA g¢ubugunun atalot moerkaszinin (¢ubugun ortasindadir) siirati l%
barabardir ¢ AOB bucagidir. Ona gora OA ¢ubugunun kinetik enerjisi

ur ., I,
T =£_g*+=
1 3 @ 2(‘7 ’
(p- bircins ¢ubugun Kkiitlosidir). AB g¢ubugunun otalot morkozinin dekart

koordainatlari x=351cos¢, y=:l)—sin(0-dir. Bu ¢ubugun da firlanma slrati ¢

oldugundan onun kinetik enerjisi

o2  w2), L .2 /112 S SN I(bz
I,==\X"+Y")+—¢° =—(+8sin +—
> 2( )2¢ g ¢ PP 5
Sistemin tam kinetik enerjisi
2
T:—E;—(l+35in2(o)(b2

2
(masala 2, a naticesing asasan [ = H /2 yerina yazilib).

5. Radius R olan silindir miistovi tizerinds diyirlonir. Onun kinetik enerjisini
tapin. Silindirin kiitlasi elo paylanmigdir, onun bag stalot oxlarindan biri silindrik
oxuna paralel olub ondan a mosafesindedir. Homin bas oxa naszoron stalot
momenti 7 -dir.
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a
R
TTTT77777T77777777777
Sakil 39 Sakil 40

Holli: Saquli, agirlhiq morkszinda silindrin  oxuna g¢okilmis perpendikulyar
arasindaki bucafl ¢-lo igare edok (sokil 40). Hor an silindrin herokatino
anifirlanma oxu strafinda tomir firlanma haorokati kimi baxmag olar. Ani firlanma
oxu silindrin terpanmoz miistaviys toxundugu xattlo st-lsto diitir. Firlanmanin
bucagq siirati ¢-dir (Biitiin parallel firlanma oxlarmna nozaron firlanma bucagq siirati

eynidir). Otalst morkezi ani firlanma oxundan Ja® +R? —2aRcosp masafasinds

olur. Ona géro do onun siirsti ¥ = ¢pyJa* + R* —2aRcosg . Silindrin tam kinetik
enerjisi
_ -

(NRR ]

(a2 +R* - 2aRcosq))+§(p2

6. R radiuslu silindrik soth i{izro diyirlonen a radiuslu bircins silindrin
kinetik enerjisini tapin (gokil 41).

Holli: Hor iki silindrin morkozlorini birlogdiron xstlo saquli arasindaki
bucagi ¢-iloe isars edok. Diyirlonan silindrin atalat morkazi oxun iizerinds olacaq
vo onun siirati ¥ =@(R—a). Bucaq siiratini ani firlanma oxu atrafinda bag veran
_ tomiz firlanma siirati kimi toyin edok. Ani firlanma oxu silindrlerin toxunma xotti

ilo Uist-iisto diigiir. Ona gors da
o-X-4 R-a
a a

Ogar I, -silindrin oxuna nazaran atalst momentidirss, onda

., L (R-a) ., 3 .
T=§(R—a)’¢>2 +—2’————( aza) ¢" = u(R-a) ¢’

(1, -a-c1 v mosalesindo gotiirilir )
7. Miistovi tizre diyirlonon biricns konusun kinetik enerjisini tapin.
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Hslli:  konusun miistovi ilo
toxundugu OA xatti ilo hor hansi sabit
istiqamot arasindaki bucagi 6-ilo isara
edok (sakil 42). Otalot moarkazi konusun
oxu  Uzerindadir. Onun  siirati
V =acosaf-dir. Burada 2a-konusun
agilma bucagidir, a iso otalet
morkazinin topaden olan mosafodir.
Bucaq siirstini ani OA oxu atrafinda
bas veran firlanma (tomiz) stirati kimi
hesablayiriq

Q=

asina

Sokil 41

Bag otalot oxlarindan biri konusun oxu ilo {ist-liste disiir (x, oxu). Digar bag
otalat oxu (x,) konusun oxuna va OA xattino perpendikulyar segok. Onda Q
vektorunun (OA xottino parallel) bas otalot oxlan tizro proyeksiyali Qsina, 0,

Qcosa olacaq. Naticade axtardigimiz kinetik enerjini

2

=4

4 2
1; cos a6-2:3,uho 0*(1+5¢co0s” )

] .
cos’ af? +—2‘—cos2 afd® +

soklinds tapiriq (h-konusun hiindiirliiyt, 7,,7,, a ise (2a) mosolesindon gétiirtiliir).

Y4

Sokil 42

8. Oturacag miistovi Uizra diyirlonon tepasi ise terpsnmaz olaraq miistaviden
konusun oturacagimnin radiusu qoder mesafods olan bircins konusun kinetik

enerjisini tapin (konusun oxu miistaviya paralleldir).
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Holli: Miistovidoki sabit isti-

z qamatls konusun oxunun homin miis-
toviys proyeksiys: arasindaki bucagi

6 ilo isaro edok (sokil 43). Onda
Otalot morkozinin siirati ¥ =af
(isaralor mosale 7-do kimidir). Ani
firlanma oxu konusun OA —yan tilidir.

Y OA  xotti  konusun  miistoviys
toxundugu ndqtays qador ¢okilmisdir.

X Otalot morkozi bu oxdan asine
Sokil 43 masafasindadir. Ona gors

O vektorunun bag otalot oxlarina proyeksiyas: (x, oxu konusun oxuna vo OA
xatting perdendikulyardir). Qsina =6, 0, Qcosa = erga . Ona gdrs kinetik enetji

2 2
i LWL +£’—9'2ctg2a =M—92(—}5——+5)
2 2 2 40 cos” a

9. Bir oxu (AB gokil 44) otrafinda firlanan bircins tigoxlu ellipsoid kinetik
enerjini tapin. AB oxu ona perpendikulyar olan vo ellipsoidin merkezindon kegon
CD otrafinda firlanir.

Sokil 44 Sakil 45

Holli: CD strafinda firlanma bucagim 6, AB-atrafinda firlanma bucagin ¢-
ilo isars edok. Bu bucaq CD ilo AB xattino perpendikulyar olan x, otalot oxu
arasindaki bucaqdir. Onda Q-nin stalot oxlarina proyeksiyalari Gcosg, Gsing, ¢
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olacaglar (homdo x, oxu AB -ilo iist-ista diisiir). Ellipsin morkezi ilo iist-iisto
diison otalat morkazi torpanmadiyine gérs kinetik enerji
T =%(I, cos® ¢+ I, sin’ (0)92 +%1ng2

10. AB oxu maili oldugu va ellipsoid hamin oxa nazaran simmetrik oldugu
halda (sokil 45) homin mosaleni hall edin.

Halli: Q-nin AB oxuna vo ona perpendikulyar olan diger iki bas otalot
oxlarma (bunlar1 ixtiyari segma olur) proyeksiyalari. fcosacosp, @cosasing,
@+0sina
Kinetik enerji iso

T :—g‘—cosoxé2 +I—23(¢+9sina)2

§ 33 Bork cismin impuls momenti

Bildiyimiz kimi sistemin impuls momentinin qiymoti onun hans1 néqtays gors
toyin olunmasindan asihdir. Bark cisim mexaniksinda bels néqts olaraq horokat
edan koordinat sisteminin baglangicini, yeni bark cismin stalot markozini segmak
daha olverislidir. Golocokde A/ momentini bu formada toyin olunmus hesab
~ edacoyik.

(9.6) diisturuna osasen koordinat baglangicimi cismin atalot morkazindo
segdikdo onun A momenti “moxsusi” momentls iist-iists diistir. Bu moment yalmz
zorraciklorin otalat morkozine nozeran horokatlori ilo toyin olunur. Bagqa sézlo
desak M = m[#¥] diisturunda 5 -nn yerino [52? ] yazmagq lazimdir.

1= Skl S et

V3 ya tenzor igarolomarinda
M= Zm{x,zQ,. -x,x,8, }= Q, Zm{x,zﬁ,.k - x,x,‘}
Nohayat stalst tenzorunun (32.2) diisturunu nazers alsaq
M, =1,Q, (33.1)

oldugunu goriiriik.
Ogar x,,x,,x, oxlari cismin bag stalot oxlar: istiqgamstinds y6nalmis olarlarsa
onda
M =1Q, .M =10, M, =LQ, (33.2)

Xiisusilo, kiiravi firfira {i¢iin
M=IQ (33.3)

yoni moment vektoru bucaq siiroti vektoru ilo miitenasibdir vo onunla eyni
istigamoto malik olur.
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Umumi halda ixtiyari cisim iiglin 47 vektoru istigamatca Q vektoru ilo Ust-
{isto diismiir. Yalniz bork cisim har hans: bag otalat oxlar strafinda firlandiqda M
va Q eyni istiqamatds olurlar.

He¢ bir xarici qiivve tosir
etmoyan cismin sorbast harokatine
baxaq. O gader do maraq kosb et-
moyan borabar siiratli diizxattli horo-
kotin olmadigim gobul edok, yoni
s6hbat bork cismin sorbast firlanma-
sindan gedir.

Sorbast firlanan istenilon qapalt
sistemi impuls momenti sabitdir.
Kiirovi firfira iiglin M =const olmasi
Q=const demokdir. Bu isa sorbast
kiirovi firfiranin iimumi hali sabit ox
otrafinda  miintozom  firlanmadan
ibaratdir.

Rotator hali da ¢ox sadodir.
Burada da #7 =IQ olur. Homds Q

Q

Sokil 46 rotatorun oxuna perpendikulyardir.
Ona goéra da rotatorun sorbast
firlanmast  bir  miistovi - lizra

firlanmadan, homin miistoviyo perpendikulyar olan istiqgamatds firlanmadan
ibarotdir.

Impuls momentinin saxlanmasi ganunu, daha miirokkeb horakati, simmetrik
firfiranin sorbast horokstini do toyin etmok {igiin kifayotdir. Simmetrik firfiranin :
x,x, basofalot oxlarmm (firfiranin simmetriya oxuna x, perpendikulyar)
istiqgamotlorinin segilmasinin ixtiyari olmasindan istifado edorak x, oxunun
istigamatini sabit A vektoru ilo x, oxunun ani amolo gatirdiyi miistoviya
perpendikulyar segok. Onda M, =0 vo buna (32.2) diisturuna gors €, =0 olur. Bu
iso 0 demokdir ki, hor an 47, © v firfiramin oxu eyni bir miistovi tizorinds olurlar
(sokil 46). Buradan iso ¢mxir ki, firfiranin oxu {izorinda olan biitiin noqtslorin
V= [fzf ] siirotlori hor an gdstorilon miistaviys perpendikulyar olurlar. Bagqa sozlo
firfiranin oxu M istiqametins nezeran miintezem olaraq firlanir vo gevrovi konus
cizir (agagiya bax). (Buna firfiramin requlyar (miintozom) presesiyast deyilir).
Presesiya ilo yanagt firfira 6z oxu otrafinda borabarsiiratlo firlanir. Hor iki
firlanmanin bucaq siiratlorini M -in qiymati vo M -istiqgamstlo firfiranin oxu
arasinda galan ¢ bucag: ile ifado etmok olar. Firfiranin 6z oxu strafinda bucaq
siirati Q,. € vektorunun hamin oxa proyeksiyasindan ibarstdir.

Q, .—.%=%cose (33.4)

3 3
Presesiya bucaq siirati Q,, -ni toyin etmok i¢iin & vektorunu parallelogram

qaydasi ilo x, oxu vo M istiqgamstinds toplananlara ayirmaq lazimdir. Onlardan
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birincisi firfiramin oxunun yerini doyismir, ona gére ds ikinci toplanan axtardigimiz
presesiya bucaq slirotini verir. $okil 46-dan gorinir ki, sinéQ,=Q,

_M,/ _Msing
@ = /1,' %

(33.5)

§ 34 Bork cismin hoarakat tanliklori

Bork cismin sorbastlik deracesinin say1 6 oldugundan horskst tonliklorinin
(asihh olmayan) say1 alt1 olmalidir. Homin tonliklori impils vo impuls momentinin
zamana gors téromoalarini tayin edon ifadslor kimi yazmagq olar.

Bu tonliklordon birincisini sistemi toggil edon zorraciklorin har biri {igiin

yazilmis P = f tonliyinin biitiin zorracikler {izro toplamagla almagq olur. Burada P
zarraciyin impuls 7 iss tosir eden qlivvadir. Cismin

P=YF=u

tam impulsunu vs tosir eden qiivveni 7 =Y 1 daxil edorok aliriq ki,

dP -
== F (34.1)
qiivvesini hor bir zorraciye tosir edon gqiivvalorin, o ciimlodon cismin basqa
zarracikleri torefinden tesir edon qiivvalarin cami kimi toyin etdik. Lakin faktiki 7
qlivvesine yalmz zarrociye daxil olur. Cismin zorraciklerinin qarsiiqh tesiri
qarsiligh olaraq ixtisar olunurlar. Dogrudanda xarici qiivve olmadigda sistemin
impuls saxlanir. Demsli ¥ =0 olmalidir.

Ogor U cismin xarici sahadoki potensial enerjisidirss, onda F qiivvesi U-nu

otalat markazi koordinatina géra toramasi kimi tayin edils bilor

= ou

F=-— .
P (34.2)

Dogrudan da cismin diizxattli SR yerdoyismasi zamani biitiin zarraciklori 7 radius-
vektorlar eyni gadar doyisir ve potensial enerjinin doyigmosini
8U = ZQ&' = 51%2-@ =-6R). f=-FéR
" oF or

soklinds yaza bilarik.

Bununla olagadar qeyd edok ki, (34.1) tonliyini atalst morkazinin
koordinatlarina nozeron yazilmig

doL_aL

dtov  oR
Lagqranj tonliyi kimi ds (32.4) Laqgranj funksiyasmdap almagq olar.
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Impuls momentinin M <Zamana goéra toromesi kimi toyin olunan ikinci
tonliklorin alinmasimi kegok. Cixarilisin sadoliyi iiglin “terpanmez” (otalst)
koordinat sistemi segmok daha olveriglidir. Bu hesablama sisteminds baxdigimiz
onda otalot morkazinin siikunstds olur. Bu ciir alinan tenlik Qalileyin nisbilik
prinsipine goro istanilon inersial hesablama sisteminds dogru olacagq.

Alirig ki,

-2y el s

Hesablama sistemini yuxarida deyildiyi kimi segdiyimiza gora (I7=0). ¥ -nin
baxdigimiz andaki qiymeti v =7 sirotlo Uist-liste dilglir. ¥ vo P=mv vektorlan

eyni istiqadatdo olduglarindan [r*f’]: 0 olur.
Burada P-ni 7-lo ifads edib, nshayat aliriq ki,

@l _ g (34.3)

Burada

k=Y (34.4)

l?ﬂ qiivvo momenti -adlanir. Yoni K cismoe tosir edon biitin qiivvalerin

momentidir. F qiivvesinds oldugu kimi (34.4) diisturunda da faktiki olaraq yalmz
xarici qiivvolor nozers alinmalidir. Impuls momentinin saxlanmasi gqanununa
uygun olaraq qapali sistemin daxili qiivvelerin momentlori comi sifira barabar olur.
Impuls momenti kimi qiivve momentinds, Umumiyystls, koordinat
baslangicinin segilmosindon asihi olur. (34.3) ve (34.4) ifadslorinde momentlor
cismin otalot morkazine nazoran tayin olunmugslar. B
Koordinat baslangicinin @ mosafasi godor koglirdik do yeni 7' radius
vektorlar1 k6hna 7 radius-vektorlarla 7 =#'+4a diisturu il alagelidirlor. Ona gora

k=Y |- T2l

vaya

R=k+fgF] (34.5)
Buradan goriiniir ki, tam qiivve F=0 oldugda momentin giymati koordinat
baslangicinin segilmoasindon asih olmur (Bu halda deyirler ki, cisma ciit qlivve
tatbiq olunub).

(34.3) tonliyins “firlanma koordinat”larina nezeren yazilmig
doL oL
dt o0 Bgo

Lagranj tonliyi kimi baxa bilarik. Dogrudan da (32.4) Laqranj funksiyasim Q
vektorunun komponentlorine géro diferensiallasaq aliriq ki,

El; = Iika =M,
Q.

7
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Cismi har hans: sonsuz kigik 5p bucagi qadar dondardikds potensial enerjinin
8U doyigmasi iso barabordir.
sU =-Y 7 =~ fl6w)= -0 Y [Ff |= -Rep

Buradan isa
g=- (34.6)
op
Yani
OL_ U _5
op 0p

Tutaq ki, £ vo F vektorlari bir-birine perpendikulyardir. Bu halda els bir 4
vektoru tapmaq olar ki, (34.5) diisturunda X’ =0 olsun. Onda
k =[aF] (34.7)

olacaq. Bu halda & vektorunun segimi birgiymotli deyil: ona # vektoruna parallel
olan ixtiyari vektoru slava etdikds (34.7) ifadesi doyismir. Bu ise o demekdir ki,
K'=0 sorti harokst edan koordinat sisteminds bir néqteni deyil bir xatti toyin edir.
Buna misal bircins sahosi misal gostormak olar. Bu sahods maddi ndqtoye tesir
edon qiivva f =eE goklindo olur. Burada E sahoni xarakteriza edon sabit vektor, e

iso zorraciyin verilmis sahaya nazersn xassesini gosteron kemiyystdir®. Bu halda

alirg ki,
F’——-I_’fZe, . I_f:[ZeFE]
> e+0 gobul edarak

¢

er - R
7= Zze (34.8)
vektorunu toyin edok. Onda tam moment tigiin
R =[7,F] (34.9)

disturunu aliriq. Belosliklo, cisim bircins sahodo horokst etdikdo sahonin tosiri
“radius vektoru” (34.8) olan néqtoys totbiq olunmus, F qiivvasinin tosirine
gotirilir. Homin noqtonin vaziyyeti bitiinlikds cismin xassesinsen asili olur.
Mosals, agirliq sahosinds homin ndqts cismin otalot morkezi il iist-iisto diiglir.

4 Mosals, bircins elektrik sahasindo E sahanin intensivliyi , e iso zerraciyin yikidir. Bircins agirhq sahasinds E
agirhq qtivvasinin tacili &, e ise zarraciyin kiitlosidir.
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- § 35 Eyler bucaqlan

Artiq qeyd etdiyimiz kimi bork cismin haroketini tesvir etmok {giin onun
otalot markazinin ii¢ koordinatlarindan ve harskat eden koordinat sistemi x,,x,,x,
oxlarinin, terpsnmoz koordinat sistemi X,Y,Z oxlarma nezeren istiqgamatlarini
toyin edon ii¢ deno ixtiyari bucaglardan istifade etmok olur. Belo bucaqglar alaraq,

¢ox halda sorfoli olan Eyler

z bucaqlari deyilon, bucaglardan
istifads edirlar.

X Indi biri yalmz koordinat

TP oxlart arasinda qalan bucaqlar

; ; s  maraglandirdigina goro hor iki

x5 W / koordinat sisteminin baglangicim

= ' i eyni ndqtads gotiirak (sokil 47).

Horokoat edon x,x, mistovisi
torponmoz XY mistovisini bir
Y xott lizro kosir (sokil 47-de ON

xotti). Bu xoft dityst iin xotti
adlamir. Aydindir ki, bu xatt hom
Z oxuna hom do x, oxuna

perpendikulyardir. Onun miisbat
istiqametini elo segok ki, o [%,]
vektoru hasilin istiqameti ilo {ist-
{isto diistir (Z,%, vahid vektorlar
z vo X3 oxlari lizro yénalmisdir). -
x,,%,,x, oxlarmin X,Y,Z oxlarina nazariyatini toyin etmok liglin agagidakt bucaqlari
segok. z vo x3 oxlari arasindaki @ bucagy, X va N oxlart arasindaki ¢ bucagi, N
xatti il X, oxu arasindaki y bucagl. ¢ va y bucaqlan vint gaydast il tayin olunur
vo z vo X3 oxlar1 otrafinda firlanmani verir. # bucagt 0-dan 7z-yo kimi, ¢ Vo v
bucaglar1 0 -dan 2z -ys kimi doyisirler’.

indi iso> © bucaq siirati vektorunun x,,x,,x, oxlari iizro komponentlorini Eyler

Sokil 47

bucaglar1 vo onlarin zamana gdre toremoleri ilo ifads edek. Bunun tgiin g, R
bucagq siiratlorini hemin oxlar {izro proyeksiyalayaq. g bucaq siirst ON diiyiin xatti
boyunca yonolmigdir. Ona gérs onun x,x,x, Oxlart Uzro proyeksiyalar1
6, = Gcosy , 6, =—fsiny, §, =0 olacaglar. § bucaq siirati z oxu lizro yonolmisdir.
Ona gdro onun X; oxu Uzro proyeksiyasi ¢, =¢cosd Vo xx, miistovising
proyeksiyasi isa ¢sin6 olur. Axirinci x,x, oxlari iizrs proyeksiyalasaq aliriq ki,

¢, = pcosBsiny , @, = gsinfcosy

S0 vop— % bucaglan x; oxunun X,Y,Z oxlarina nazeran polyar azimut bucaqlandirtar. Eyni zamanda 6 vs

% — i bucagqlari iss uygun olaraq z oxunun X,,X,, X, oxlarina nozaron polyar va azimut bucaglanidirlar.
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Nohayst i siirati x; oxu iizrs yonslmisdir. Hor bir ox tizra proyeksiyalan bir yers
y1gsaq yekun olaraq aliriq ki,
Q, = gsinfsiny + fcosy
Q, = ¢sinfcosy — Gsiny 35.1)
Q, =¢cosf+y

ogar x,x,,x, oxlart bark cismin bag atalot oxlar1 lizre yonoslmislarss, onda
bark cismin firlanma kinetik enerjisinin Eyler bucaqglarindan asililigini tapmagq
tigin (35.1) disturunu (32.8)-do yerino yazmaq lazimdir. Simmetrik firfira tigiin
(1, =1, # 1,) aling ki, ,
T, =-’2-(¢2 sin29+e‘2)+123-(¢cosa+y;)z (35.2)
Qeyd edosk ki, homin ifadeni daha sads yolla, x,x, oxlarimn istiqgamatini
simmetrik firfira iglin ixtiyariliyindon istifado edsrak almaq olar. Hesab etsok ki,
x, oxu ON xatti ilo Uist-listo duglir onda y =0 olur vo alinq ki,
Q =6, Q, = gsind, Q, =pcosh+y (35.3)

Eyler bucaglarinin titbiginin niimunasi kimi onlarin vasitesilo artiq bizo
molum olan sorbast simmetrik firfiranin horokastini tayin edok.

Tarpanmoz koordinat sisteminin Z oxunu firfiranin sabit A momenti
istigamatinds segok. Torpanan koordinat sisteminin x; oxu baxdifimiz halda diiz
xatti ilo Ust-iste diigir. Onda (35.3) disturunun kémoyi ilo A7 vektorunun
komponentleri tigiin aliriq ki,

M =1Q, =10, M, =1,Q, =1,¢sin@, M, =1,Q, = I,(¢pcosd +y)

Digor torafdon x, oxu (diiylin xatti) Z oxu perpendikulyar oldugundan aliriq
ki,

M, =0, M, =Msind, M, =Mcosd

Bu ifadolari bir-birino berabsrlésdirarak asagidaki tonliklori aliriq
=0, Lop=M, L(pcosd+y)=Mcosf (35.4)

Bu tonliklorin birincisin_dan aling ki, @=const, yoni firfiramin oxunun M
istiqamatino meyl sabit qalur. Ikinci tanlik presesiya bucaq siiratini ((33.5) tonliyins

uygun olaraq) ¢ = / . Nohayat tiglincii tonlik firfiranin 6z oxu strafinda firlanma
A
bucagq stirstini toyin edir.

__mcosd
13

Q,

Masalalar.
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1.Asa81 noqtosi torpanmoysn agir simmetrik firfira masslosini kvadraturaya
gatirin (gokil 48).

Holli: Torpsnan va torpenmoz koordinat
sistemlorinin hor ikisinin baglangicint torpan-
moyon néqtede z oxu isa saquli istigamotdo
secok (sokil 48). Agirliq sahosindo firfiranin
Lagranj funksiyasi
11"’/112 32 | 22 o2 Lo, . 2
Lz—z———(H +@* sin 0)+?(y/+(pcose) — uglcos@

X, z

(p-firfiranin kiitlosi, 1 ise an agagi nog-

todan atalst morkozine godar olan maosafadir).
¢ vo y koordinatlar1 dovrii dovridiirlar.

Ona gora
oL C
Sokil 48 P, =5V7= 13(!//+¢C089)=constsM3

(N

p, = % = (I{ sin”  + I, cos’ 0)(b+13|/} cosf =const=M, (2)

harakot inteqrallarm alirq (burada I =7, + u* isarolonmssi qobul edilmigdir. 7,
va P, kemiyyatlori O ndqtesine nozoran tayin olunmus firlanma momentinin uygun
olaraq x, va Z oxlart iizro komponentlaridir). Bundan slava enerji do saxlanilir

E= %(6"2 + ¢ sin’ 9)+%(y'/ +¢cosB) + uglcosh (3)
(1) va iki tonliklerindon aliriq ki,
. M, -M,cos@
=2 3PP 4
4 I/sin? 0 @
. M, M, - M,cosf
=—1-cosf—1—2—— 5
v I Isin*@ ( )

Bu barabarliklor vasitesilo ¢ va y doyisenlorini (3) enerji diisturundan xaric etsok
alingq ki,

1

1 I
E =—2‘-92 +U,(0)

Burada
E' =‘E—£——,ugl U, (0)= (¥, - M, cosf) I(1 - cos ) 6)
21, Y 21/ sin*4 a

isaralomolori gabul olunmusdur.
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6-ni buradan tayin edib, dayigmolers ayiraraq, aliriq ki,
do
= ©

,/%,(E'—Uef(e»

(integral-elliptikdir). Bundan sonra ¢ vo y bucaqglari 6-bucaginin funksiyalari
kimi (4) va (5) diisturlarindan kvadratura saklinds tayin olunurlar.

Horokst zaman: @ bucagmin doyisme oblasti E'>U,(6) sertindon toyin
olunur. U, (6) funksiyas1 (M, = M, olduqda). 6=0 vo 6=7 qiymatlarinde +00 -3
yaxinlagir, homin giymstlor arasinda iss minimumda kegir. Ona goéro do
E'=U_(@tenliyi iki koke malikdir. Homin koklor firfiranin oxunun saquli
istigamotdon meylini tomin eden 6, vo 6, bucaqlarini verir. ¢ bucaginin 6,-don -
ya qador doyigdiyi zaman ¢-nin igaresi M, - M, cos6 forqinin isaresinin doyisib
doyismamasindon asili olaraq, ya doyisir yada deyigmir.

Birinici halda firfiranin oxu rogs ederak (nutasiya deyirler) monoton sokildo
saquli istigamot otrafinda presesiya edir (sokil 49,a, buradaki xatt firfira oxunun
sfera {izarinds ¢oko bilocayi xotti gésterir). Ikinci halda presesiyanin istigamoti
sorhad ¢evralorinde Dbir-birinin oksinodir. Bu zaman firfira saquli istiqamet
otrafinda holgs cizaraq yerini dayisir (gokil 49,b). Nohayat, ogor 6, vo ¢,
giymatlarindan biri M, - M, cosé forginin sifir1 ilo iist-Uisto diigorse, onda ¢ vo v
eyni zamanda sifir olurlar vo firfiranin oxu ayri cizir (s3kil 49, c).

2. Firfiranin gaquli ox strafinda firlanmasimin dayanigh olma gortini tapin.

a) b) c)
Sokil 49

Holli: =0 olduqda x, ve Z oxlari ist-Usto diisiir. Bu zaman M, = M;, E'=0
olur. Bu ox strafinda firlanma 6 =0 giymot U, (6) funksiyasimn minimum ndqtasi
oldugu halda dayaniqli olacaq. 6-nmn kigik qiymatlorinda

2
Uy = ML_EE_I_ 9*
81, 2
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olur vo buradan da M} > 45 ugl voya
o 5 Mgl
3 > 132
sortini alirq.
3.  Firfiranin moxsusi firlanma kinetik enerjisi, agirhq qiivvesi sahasindoki
S enerjidon bdyiik oldugu halda
@) (“stiratli” firfira) horakatini toyin
pr edin.
Holli: Birinci yaxinlagmada,
e A - agirliq sahasini nazars almasaq
firfiranin oxunun A vektoru
ostrafinda requlyar (sorbast)
presesiyali bag verir (baxdiimiz
halda firfiranin nutasiyasina sabab
olur). (33.5) diisturuna uygun
olaraq

o M
II

¢y
bucagq siiratile bas verir.

Novbeti yaxinlagmada M
momentinin saquli istiqamat stra-
finda yavag presesiyas1 baglayir
(sokil 50). Homin presesiyanin
$akil 50 bucaq siiratini toyin etmok lglin

(34.3) horakat tenliyini

PRI P

M _ g
t

nutasiya perioduna gors ortalayaq. Firfiraya tasir edon agirhiq qiivvesi momenti
R = wlfi,) (7, firfiranin oxu izre vahid vektorudur). Simmetriya miilahizalorinden

. aydindir ki, K-min nutasiya konusu {izrs ortast 7, vektorunu onun M zrs

proyeksiyast gosa% ilo avaz olunmasina gatirir (a -bucagt M lo firfiranin ) oxu

arasindaki bucaqdr.
Belaliklo alinq ki,

%{i:—cosa%[gﬂ]

Bu gostorir ki, & vektoru g (saquli) istigamati strafinda

ﬁpr =_,ulcosa ~
M
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siiratilo presesiya edir (bu Q,, siiratino nisbatan kigikdir).

Baxdigimiz yaxinlagsmada (1) ve (2) disturlarina daxil olan M vo a
komiyyatlori sabitdirlor (horoket sabitlori oladiglarina baxmayaraq). Homin
daqiqliklo onlar1 daqiq saxlanilan £ va M, kamiyyatlori ilo

M, =Mcosa
ENA/[_Z_(M_l_sinZaJ
2\ 1 I

miinasibatlarils slagalidirlor.
§ 36 Eyler tonliklori

§ 34-do yazilmig horokot tonliklari torpanmoaz koordinat sistemins aiddir:
(34.1) va (34.3) tonliklorinda %1;— Vo %%/‘{— téromolari P vo M vektorlarinin hamin

sistems nazaren doyigmoloridir. Bununla berabar, bork cismin firlanma momenti
M -1a bucagq siirsti komponentlori arasinda slage horskat edon koordinat sisteminda
koordinat oxlar1 bas otalot oxlar: istiqgamstinds ydnoldiyi halda on sads sokil alir.
Bu slagadan istifads etmak iigiin horakat tonliklorini avvalco horokot edan sistemin
X,,%,, %, koordinatlarina nozeron yazmaq lazimdur.

Tutaq ki, % hor hans1 4 vektorunun terpenmsz koordinat sistemino gére

doyismosidir. ©gor 4 vektoru firlanan koordinat sistemine nezoron doyismirss,
onda onun tarpanmaz koordinat sistemins nazaran dayismasi

dd _ G|

dt

olacaq (bax § 9-a, orada gostorilmisdir ki, (91) ve (92) ifadslori ixtiyari vektor
tigtin dogrudur). Umumi halda bu baraberliyin sag torofino 4 vektorunun horakat
edon koordinat sistemine nazsran deyismesini olava etmok lazimdir. Homin siirati

=

LR isars etsok aliriq ki,

dt
dA _d ’A =~
36.1
@ G61)
Bu iimumi diisturun kémoyils (34.1) va (34.3) tonliklorini birbasa
2P | lop)- F M lai]- (36.2)
dt dt

soklindo yaza bilerik. Zamana géro diferensiallama burada harakst edon sisteminds

aparildigindan
daP) _ap dit) _dM,
dt ) —dt’” at ) dr T
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soklinds yazmagqla horokat tonliklorini heroket edon koordinat sistemindo yaza
bilorik. Burada 1,2,3 indekslari x,x,,x, oxlart lizra komponentleri gostorirlor. Bu

zaman P-ni gV ilo igaro edarok aliriq

av,
/‘(—d_tl“*' Q¥ _QsVz) =K

y(%—mm —Q,V,) _F, (36.3)

dv.
p(—;ti+Q]V2 _Qle): K

x,,%,,x, oxlarinn istiqamatini bag stalst oxlari istiqamstinds secilmis hesab etsak,
(36.2) tonliklarinin ikincisinde M, = 1,Q, va s. yazib aliriq ki,

aQ
I, T+(]3 - Iz)nga = Kl
t
17(9)
I, er +(I, -L),Q, =K, (36.5)
dQ,

13"617"’(12 —11)9192 =K,

(36.4) tonliklori Eyler tonliklori adlanir. Serbest firlanma halinda K =0 olur va
Eyler tonliklori

519_1+_‘r3_:_12_QZQ3 =0
dt 1

@y hohg o -0 (36.5)
dt 5

@_3_+£i9192 =0

dt

3
soklini alirlar.

Misal olaraq, hamin tonlikleri avvelda baxdigimiz simmetrik firfiranin sarbast
- firlanmasina totbiq edok. Ugiincii tonlikds 7, = I, oldugundan alinq ki, Q, =0 vo ya
Q, = const, Bundan sonra birinci iki tonliklori

Ql =-0Q),, Q2 = 0Q),
soklinds yaza bilarik. Burada

w=Q, ’3;’1 (36.6)
1
isaralomosi edilmigdir. Ikinci tanliyi i-ya vurub birinci ilo toplasaq

%(Q,‘ +iQ,) = (@, +i0,)
tonliyini aliriq. Buradan isa
Q, +iQ, = Ae™
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alinir (burada A sabitdir). Onu hoqiqi hesab etmak olar (bu zamanin baslangicinin
secilmasinds alds olunur). Onda yaza bilarik ki,
Q, = Acoswt , Q, = Asinwt (36.7)

Bu natico gosterir ki, bucaq siirstinin firfiranin oxuna perpendikulyar olan
miistoviye proyeksiyas: homin miistovi izro w bucaq siirstilo firlanir (bu zaman
onun giymeti Q? +Q? =4 doyismis). Bucaq sliretini firfiranin onu iizra Q,
proyeksiyasinda sabit oldugundan  bucaq siirati vektorunun firfiranm oxu
otrafinda sabit « bucaq siirstilo firlandig1 noticasindo golirik. M, =10Q,,
M,=19,, M, =10, oldugundan (firfiranin oxuna nezeren) A vektorunun da
eyni horokat etdiyini goriiriik.

Aydindir ki, alinan bu vaziyyst firfiranin §§33,35-ci baxdigimiz, torpsnmoz
koordinat sistemino nazoron etdiyi eyni horokotin bagqa aspektidir. Xiisusi halda
M vektorunun (gokil 48-do Z oxu) x, oxu otrafinda firlanmasinin bucaq stirati,
Eyler bucaglar1 dilinds, y bucaq stiratile tist-listo diigiir. (35.4) tonliyinin kémayils
alirq ki,

v = Mcos? ~pcosd = Mcose(i—i]
voya
I, -1
—u = Q 3 )]
y 7,
Bu da (36.6) diisturu ils uygundur.
§ 37 Asimmetrik firfira

Eyler tonliklori daha miirakkob mosoloys, ii¢ otalot momentinin t¢iido forgli
olan asimmetrik firfiranin serbast haraksti masalasins tatbiq edok. Aydinliq tigiin
L>1,>1 37.1)

oldugunu gabul edak.
Eyler ronliklorinin iki inteqrali ovvolcodon molumdur. Onlar enerjinin vo
impuls momentinin saxlanmasi qanunlar1 vasitssils verilirler vo

IO} + [,QL+ QO =2F
RO+ I2QL+ IXQ = M? (37.2)

soklinds yazihirlar. Burada E vo M momentinin adadi giymati verilmis sabitlordir.
Bu barabarlikler 47 vektorunun komponentlarils ifads olunduqda
M} M? M!?
—+=2 4+ 2 =2F (37.3)
IR AR
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MI+M?+M! =M (37.4)

soklindo olurlar.
Artiq bu ifadolardon firfiranin horokatinin xarakteri barade bozi naticalors
galmoak olur. Bunun iglin (37.3) va (37.4) tenliklorinin handssi olaraq M,,M,, M,

oxlarinda 2EI,,\[2E1,,,2E], yarimoxlu ellipsoidin sathi tonliklori vo M radiuslu

sferanin tonlikloridir. A7 vektoru firfiranin stalst oxlarina nozaran yerini doyisdikca
onun ucu homin sathlorin kasigdiyi xattlor iizro haraket edir (sokil 51-ds ellipsin
sothinin miixtolif radiuslu sferalarla kasigma xattlari gostorilmisdir).
Kasigmo xattlorinin olmasi
2EI, < M? < 2EI, (37.5)

sortindon goriiniir. A vektorunun fictinin' “trayektoriyasinin” xarakterinin

Sokil 51

doyismosini M-in qiymstinin doyismosini izlesysk (E enerjinin verilmis
qiymetinde) M? 2EI -don azca ¢ox olduqda sfera ellipsoidi ellipsin iki qiitblorine
yaxin olan, x, oxunu mithazirs edon, iki qapali xott izra kesir (M* — 2EI, oldugda

' Q) vektorunun U¢linlin cizdig: analoji ayri polodiya adlanir.
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bu oyrilor ndqtoys yigilirlar). M* artdigca oyrilor genislenirlor vo M?* =2EI,
olduqda iki miistovi oyriyo (ellipslora) gevrilirlor. Homin ellipslor ellipsoidin x,
oxu iizerinds olan qiitbiinda bir-birils kasigirlor. A*-nin daha da artmas: zamani
yena do iki dona qapali ayri aliur. Bu oyrilar indi x, qlitbiinii miihasiroys alir:
M? -2EI, olduqda onlar néqteys doniirlor.

Hor seydon avval geyd edak ki, trayektoriyalarin gapali olmast A7 vektorunun
firfiranin cismo nazorsn yerdoayismosinin periodik olmasini gostorir. Bir period
miiddotinde M vektoru bir konusvari sath cizir va 6z avvalki vaziyyastino gayidir.

Daha sonra, ellipsin miixtolif polyuslarina yaxin olan trayektoriyalarin
mithiim forqli xarakterlorini qeyd edok. x, va x, oxlar1 yaxinlifinda trayektoriyalar

biitiinliikds polyuslar strafinda olurlar. x, oxu tizarinds olan polyuslar yaxmliginda
kecon trayektoriyalar ise sonraki horskotlori zamani homin néqtolorden kifayst
qadoar uzaqglagirlar. Bu forq, firfiramin miixtslif otalst oxlari starfinda firlanmasim
miixtolif xarakterli dayaniqliga malik olmasina uygun golir. Otalot momentlarinin
on bodylik va on kigik qiymatlorine uygun olan x, va x, oxlari strafinda bas veran
firlanmalar dayanighidirlar. Yoni kigik meyletma zamani firfira yens avvalki
trayektoriyaya yaxin olan trayektoriya lizro horokst edocokdir. x, oxu otrafinda
firlanma ise dayanigsizdir, kigik meyletms kifayostdir ki, firfiran1 ovvalki
vaziyyastindon uzaq vaziyysto gatirsin.

Q-nmn  komponentlorinin (ve ya ona miitonasib olan A -in) zamandan
asithiligini tapmaq ugtin (36.5) Eyler tonliyino miiraciot edok. (37.2) va (37.3)
tonliklerinden Q,-ni Q, ve Q,-ilin funksiyasi kimi tapaq

2 1

- 71T[}__ll_){(zE[] - M?)-1L,(1, - 1)

2 _ 1 2 - _ 2
Q2 AT {002 —2E1)-1,(1, - 1,)02} (37.6)

va bunu (36.5) tenliklarinin ikincisinds yerine yazsaq aliniq ki,
9 _L-ligq .
a1,
1

A (et - p2)- 1,1, - 1) J(0s? - 21,)- 1, (1, - 12}

37.7)

Bu tonlikds dayisenlori ayirib inteqrallasaq #(Q,) asilihgin elliptik inteqral
soklinde alariq. Homin inteqrali gevirarkon, aydinliq {iglin

M?* >2EI,

gotlirok (oks halda asagida alinan ifadslorin hamisinda 1 va 3 indekslorinin yerini
doyismok lazimdir). r vo Q, doyigonlerinin yerins yeni

— 2 — —
ey (& -1, )M ZEII), s=0Q, _12(13_12_2 (37.8)
LI, 2EL, - M
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doyisenlarini vo miisbat &* <1 parametrini

. (L, -1)2EL - M?)
¥ =0 LYo 281, (37.9)

parametrini daxil edok. Onda aliniq ki,

7=j ds
0 \Hl—sz il—kzszi

(zamanin baglangicini Q, =0 olan haldan segirik). Moslum oldugu kimi homin
inteqrali gevironds Yakobinin elliptik integrallarindan biri alinir.
a=8snt

bununlada Q,-nin zamandan asiilify toyin olunur. Q,() va Q,() funksiyalar1
Q,()-den (37.6) diisturu vasitesi ilo ifado olunur. Qalan bagga iki elliptik
funksiyalarinin tayininden

cnt =l-sn’t, dnt =N1-k*sn’c

istifado edarok nohayat asagidak diisturlari aliriq
2EI - M?
—CN7T
I 1 Y 3T ! 1)
_ 2

= LM, (37.10)

LI -1, ) '

2 ——
Q= M 225,
I, - L)

Q=

Q

(37.10) funksiyalari periodikdirlar. Onlarin 7 -ya gors periodlar1 4k -dir. Burada K
birinci ndv tam elliptik inteqralldir.

j ds ”-/[2 du (37.11)
K= = .
o«/il—sz il—kzszi o v 1-k*sin®u
Zamana goro period iso
' LI
T =4K D C 37.12
\[(13 “oer—2EL) (37.12)

ifadssils tayin olunur.

Bu zaman middstinds © vektoru firfiramn oxuna nozorsn avvalki
voziyyatine qayidir (firfiranin 6zii ise torpanmez koordinat sistemine nazaron
svvalki vaziyyatine qayitmir — agagiya bax).
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1, =1, olduqda, aydindir ki, (37.10) diisturu simmetrik firfira ticiin avvalki
paragrafda alinan diistura kegir. Dogrudan da 7, — 7, oldugda X* -0 olur vo
elliptik funksiya dovrii (gevrovi ) funksiyalara cirlzsir

snT —>sing, CNT —> COST, dant —1

va bir (36.7) diisturlarina qayidiriq.

M?* =2EI, oldugda Q, =Q, =0, Q, =const, yoni Q vektoru homiso x, otalot
oxu {izra yonalmigdir. Bu firfiranin x, oxu strafinda miintozom firlanmasina uygun
golir. Analoji olaraq M’ =2EI olduqda (bu zaman r=0) x oxu strafinda
miintozom firlanma aliriq. '

Indi iso firfiranin fozada miitleq horskstinin (x,y,z torponmez koordinat -
sistemine nazaran ) zamandan asililigini toyin etmoya kegok. Bunun U¢lin firfiranin
x,%,,%; OXxlari ilo tarpanmaz koordinat sistemi x,y,z oxlari arasinda qalan Eyler
bucaqlarim daxil edok. Bu zaman Z oxunu sabit A vektoru {izro istiqgamatlondirak.
Z oxunun x,x,,x, oxlarina nisbaton polyar bucagi v azimutu uygun olaraq 6 va
% ~-y-oldugdan (bax soh. 141) onda M vektorunu X,,%,,x, oxlarma
proyeksiyalasaq aliriq ki,

Msin@siny =M, =1,Q,
Msinfcosy = M, = ,Q, (37.13)
Mcos@ =M, =1,Q,

Buradan iso
1,Q 1,Q
cosf=-=2"2 gy =—+-L 37.14
sf=—" &= Ta (37.14)
va (37.10) diisturundan istifads edorak aliriq ki,
2 —
cosf = L A24 2£1, dnt
M1, -1)

Ly - 1)ent
t¢£,’!,V—1/—~—~———]2(13 Y (37.15)
bununla da 6 vo y bucaglarinin zamandan asililig teyin olunur. Bu funksiyalar Q
vektorunun komponentlorilo birlikds (37.12) perioduna borabar periodik

funksiyalardir. ¢ bucag (37.13) diisturuna daxil olmur. Onu hesablamaq ii¢iin

(35.1) diisturuna miiraciot etmok lazimdir. Homin disdur O vektorunun
komponentlori Eyler bucaqglarinin zamana géra toromolori vasitosilo ifads edir.

Q, = ¢sin@siny + fcosy

Q, = gsinfcosy - Gsiny

tonliklorinden 6 -ni kenarlagdirsaq aliriq ki,
b= Q siny +Q, cosy

sin@
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Bundan sonra (37.13) diisturundan istifads edarak aliniq ki,

dp  IQ+1,Q
dt _MIfQ,Z +I2Q)} (37.16)
Buradan () funksiyast kvadratura vasitesile teyin olunur, ancaq integralalt:
funksiyaya elliptik funksiyam1 miirokkab sokilde daxil olur. Kifayst qader uzun
- cevirmolar vasitasilo hamin inteqral teta-funksiya adlanan funksiya vasitesils ifado
olunur, hesablama aparmadan' yalniz axirinct neticeni veririk.

(1) funksiyasi (additiv sabit dogiqliyi ilo ) iki heddin comi geklinds

¢(t)=(01(t)+¢z(t) (3717)
yazila bilor. Bunlardan biri

(21 . ) ’
Vo F—ZG
PR DI S (37.18)
vo,(gﬂaj
T

diisturu vasitasilo ifade olunur. Burada v,, -teta-funksiya, o iso

2 a—
sn(i2aK) =i |2 (37.19)

I, QEL - M?

ifadasi ilo toyin olunan hagiqi sabitdir (K ve T (37.11) ve (37.12) ifadslorindon).
(37.18) ifadosinin sag torofindoki % periodlu, periodik funksiyadir. Yoni T

miiddstinde 27 -ya godor dayisir. (37.17) diisturundaki ikinci
t 1 M i vy(a)

7" T 27, 7T vy (i)

P, (1) =27 (37.20)

diisturu vasitasilo toyin olunur. Bu funksiya 7' miiddetinds 27 -ys gadar dayisir.
Beloliklo ¢ bucag: tizro horokoat iki periodik dayismonin camindsn ibaratdir. Bu
- periodlardan biri (T), y vo 6 bucaglarinin periodlari ils tist-liste diistir, ikinci ise
(7') birinci ilo miiqaise edilon deyil. Axirmcr voziyyst gostarirki firfira, ciddi
desok, harakati zamani heg vaxt avvalki vaziyyato qayitmur.
Masalalar.
1.x, otalet oxuna yaxin olan ox strafinda firfiranin sarbost firlanmasini toyin
edin. '
Holli: Tutaq ki, A vektorunun istiqamatine x, (vo ya x,) oxu yaxindir. Onda
M, va M, komponentlori kigik M, ~ M (birinci tertibden daqiqlikls) olacaq. Hoamin
dogiqliklo  (36.5) Eyler tonliklorinin birinci ikisi

! Onlar1 E.T Uitteker “Analitigeskaya dinamika ONTI, 1937
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-——dMl = 1—1—3 QM,, a, = '1_3"1 QM
dt 1, d 1,

yazilir ( burada Q, = 1‘% avazlonmasi edilmigdir). Umumi gaydaya uygun olaraq

M, vo M, Ugiin halli ™ soklinds axtaraq. Onda w tezliyi li¢iin
13 13
= kI e 1
e o

ifadasini aliriq. M, ve M, iigiin iss aliriq ki,

1 I
M, = M /1—3—1coswt, - M,=Ma /—;———lsinwt 2) -
2 1

burada a ixtiyari kigik sabitdir. Bu tonliklor vasitasilo M vektorun firfiraya nazsron
horokati toyin olunur. Sokil 51-do A7 vektorunun ucu (w tezliyi ilo ) x, oxu
tizorindaki qlitb otrafinda kigik ellips cizir.

Firfiramin fozada miitlaq herakatini toyin etmok iiglin Eyler bucaglarin daxil
edok. Baxdigimiz halda x, oxu ilo Z oxu arasindaki 6 bucagi kicikdir ve (37.14)

diisturuna asasan

1

A
44 M,

2 2
6% ~2(1-cos) = 2(] _ﬂj zM_liEAﬁz_
M M
Bunlari (2) do yerino yazsaq alliriq
L\ -1,
————=lctgwt
1, (13 =1 )

0’ =a’ ﬁ—l cos? wr+| 2~ 1|sin? we ?3)
[2 Il

@ -bucagini toyin etmok lglin (35.1) diisturunun lgiinciisiino asason goriiriik ki,
0 <<1 olduqda

gy =

Q=2Q; =y +9¢
Ona gora
Q=Qyt -y “4)

(inteqrallama sabiti nozare alinmir).

Firfiranin herokotinin xarakteri barads oyani tesovviir almaq ii¢iin onun {i¢
otalot oxlarinin istiqamatlarinin negs doyisdiklorini izlomok lazimdir (o oxlar tizrs
yonolmis vahid vektorlarim 7 ,7,,7, ilo isare edok). 7, va 7, vektorlart XY
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mistovisinds Q, tezliyi ilo boraborsiiratle firlanir. Bu ragsler bu vektorlarm Z
komponentlari ils tayin olunur. Homin komponentlar

M, 1,
~v—=q_ |——1coswt
M I,

n — a ‘3' - lsil’l Wt
27 ~ =
M I’

ifadelor vasitasils tayin olunurlar. Homin dagiglikle #, vektoru {i¢iin aling ki,

Ry

n,, ® @sing, n,, ~—@cosg, n,, =1

7, vektorunun X,Y,Z oxlarina nazeron polyar bucagi ve azimutu 6 vo ¢—%-ys

borabardirler (baz soh. 141). Bundan sonra (37.13) diuisturundan istifade edorok

yaziriq.
n,, = Osin(Q,f - _l//) = @sinQ tcosy —fcosQ tsiny =

I . .
= —AﬁsinQot—M—‘—sinQOt =a [ —~1sinQ tsinwt -
M M 1,
]3
—aj—=—1c0sQ tcoswt
I,

va ya nohayot _

n3x=—3 1,3——1+ —Il—l cos((2(,+w)t+3 i’——l— —13——1 cos(Q), —w)
AR 1, 2V 17 I,

Analoj1 yolla
I 1 . 1 I .
ny, = —521—[ /f—l + ff~l)sm($’20 +w)t+%( /—i—l - ’I—z—ljsm(Qo - wt

Buradan goriintir ki, 7, vektorunun heroketi z oxu otrafinda bag veran
(Q, +w) tezlikli iki firlanma horokatinin ist-iisto golmoesindon omolo golan

harakotdir.

2. M? =2EI, oldugu halda firfiranin sorbast firlanmasini toyin edin.

Holli: Bu halda sokil 51 M vektorunun ucunun x, oxundan kegan giitb
otrafinda cizdig1 ayri uygun golir.

(37.3) tonliyi

—?’—S—=l——sz,‘r=t (]2_11)(13‘12)00, Sz_g}i
dr L1 Q,

formasii alir (burada Q= 1‘% = % isarasi qobul olunub). Bu ifadoni
2

integrallayib vo sonra (37.6) diisturundan istifads etsok.

I 2 I 3 I 2) __1__

Q=Q
] N I1,(I,-1,) chr
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Q, =Qtht
Q, -0, LL,-1) 1
I(1, —],) chr

ifadalorini aliriq.
Firfiranin miitlaq horokstini tayin etmok iiciin agsagidaki kimi Eyler
bucaglarm tayin edirik. Z oxu (A vektoru ) ilo x, oxu arasindaki (x,-ls yox)

bucaq 4, Q vektorunun komponentlori il Eyler bucaglarmi slagslondiren (37.14)
va (17.16) diisturlarinda bu halda 123 — 312 d6vrii yerdoyisme aparmaq lazimdir.
Bundan sonra homin diisturlara (1) ifadssini daxil etsok
cos@ =thr, @ =Q,t +const gy = -j:TiZ:—IIZ')
ifadasini aliriq.
Aldigimiz goriiniir ki, Q vektoru asimptotik (1 - «) olaraq x, oxuna, eyni
zamanda x, oxu da asimptotik olaraq torponmoz z oxuna yaxinlasirlar.

§ 38 Bork cisimlarin toxunmasi

(34.1) vo (34.3) tonliklorindon goriindiiyii kimi bark cismin tarazliq sertini
ona tasir eden glivvalerin va qiivva momentlorinin sifira barabor
F=37=0
E=YJF|=0 (38.1)

olmast garti kimi do ifado etmak olar. Burada comloma biitiin tasir edan qiivvalers
g0rs aparilir, 7 ise qlivvalerin “tatbiq noqtelori”nin radius-vektorlaridir. Bu zaman
qiivve momentlorinin toyin olundugu néqts (koordinat baglangic ) ixtiyari segilo
biler. =0 oldugda K koordinat baglangicinin segilmesinden asili olmur (bax
(34.5)).

Ogar bir-birine toxunan berk cisimlore baxirigsa, onda (38.1) tarazliq sorti
toxunan cisimlorin her biri li¢lin ayriligda 6denilmslidir. Bu zaman baxdigimiz
cismo tosir edsn qiivvelor igorisinde toxunan cisimlorin tesir qiivvesi do daxil
edilmolidirlor. Bu qiivvaler cisimlorin toxunma néqtslerine totbiq olunmuslar vo
reaksiya qiivvalori adlanirlar. Aydindir ki, hor iki toxunan cisim iigiin reaksiya
quivvaleri giymatcs barabar, istigamatcs bir-birinin oksins yélanmis olur.

Umumi halda reaksiya qiivvelrinin hem giymoti, hom da istiqgamoti (38.1)
tonliklorinin hamismi biitlin cisimlor tigtin birlikdos hall etmakls tapilir. Lakin bazi
hallarda reaksiya qiivvolorinin istiqgamoti masalonin gorti il verilir. Masals agor iki
cisim bir-birinin sothindo sarbest siirlisma bilirlorso, onda aydindir ki, reaksiya
qiivvesi hamin satha normal istigamatds ydnelmis olacaqdir.

Ogar toxunan cisimlor bir-birino nisbston herokst edirlorss onda reaksiya
qiivvalari ilo yanag: dissipativ xarakterli stirtinms qiivvalarinds yaranir.
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Toxunan cisimlorin iki nov heroketleri —siirigms va diyirlonms ola bilir.
Siiriisme horokoti zamam reaksiya qiivvesi toxunan sothlora perpendikulyar,
stirtinma qiivvasi iss hamin sothlers toxunan istiqamstinda y6nalmis olurlar.

Tomiz diyirlonmo horoketi toxunan ndqtesinds horokotin olmamas: ile
xarakterikdir. Basqa sozlo desok diyirlenan cisim har bir anda toxunan nbqtasina
borkidilmis kimi olur. Bu halda reaksiya qiivvesinin istiqamoti ixtiyaridir, yoni
miitloq toxunan ssthlors normal deyil. Sirtlinms iso diyirlonmoys mane olmaq
istoyen alave moment kimi meydana ¢ixur.

Ogor siirliymos halinda stirtinma  kigikdirse vo onu  nazors almamagq
miimkiindiirse onda cisimlorin sothlori tam hamar soth adlanir.

Oksino, ogor sothin xassosi yalmz temiz diyirlonmaye imkan verirse
(stirligmasiz) ve diyirlonmo zamam siirtinmoni nazero almamaq miimkiindiirsa
onda sath miitloq kolokétiirlii soth adlanir.

Hor iki halda cisim harokati masalssine sirtiinms qiivvesi asgar sokilds daxil
olmur, ona gore do masalo tam mexaniki masalo olur. Ogar siirtinmanin konkret
xassasi horakat liglin vacibdirss, onda massle tomiz mexaniki proses olmur (§ 25-1o
miiqaisa et).

Toxunma onlarin sorbostlik dorocolori sayim sorbest hersket halindakina
nisbotan azaldir. Indiyo kimi bu név moesalelora baxarken bunu haqiqi serbestlik
doracalorine uygun olan koordinatlari segmaklo hall edirdik. Cisim diyirlonmasi
zamani bels koordinatlarin segmo miimkiin olmaya bilar.

Cisimlorin diyirlonmosi zamam horokot iizorine qoyulan sgort toxunma
ndqtosinds siiratin sifir olmasidir (masale cismin terpenmaz sath lizrs diyirlonmasi
zaman1 toxunma ndqtasinin siirati sifir olmalidir imumi halda bu gart alaqa tonliyi)

aniqi =0 (38.2)

vasitosilo ifado olunur. Burada c,, amsali yalniz koordinat funksiyasidir (o indeksi

slags tonliklorini ndmrslayir). Oger tonliyin sol terafi her hansi funksiyanin
zamana goro tam diferensiali deyilss bu tonliklor inteqrallana bilmirlor. Basqa
sézla desak, bu tenliklor yalniz koordinatlar arasinda miinasibotlor goklinds ifads
_ oluna bilmirlor. Buna gore do cismin veziyystini hogiqi sorbastlik doracalorine
uygun olan koordinatlar vasitosilo ifade etmok olmur. Belo olaqalera qeyri-
holonom slagaler (yalmz koordinatlar: slagolondiren holonom slagalerin oksina
olaraq) adlanir.

Mosals, kiironin miistovi sath tizrs diyirlonmasine baxaq. Homigs oldugu kimi
kiironin iroliloms horakatinin siiratini (stalot morkezinin siiratini) v ilo firlanma
horokotinin bucaq siiratini isa Q igars etdok. Kiirsnin miistoviys toxunma
ndqtasinin stirsti imumi v =7 + [()f ] diisturunda 7 = -aii yazdigda almir (a kiirsnin
radiusu, # diyirlonme miistovisine toxunma noqtesinds ¢okilmis normal
istigamatinds vahid vektorudur). Axtardifimiz olags toxunma noqtesinds
siirismonin olmamast gorti, yoni
| 7 = alvi]=0 (38.3)



tonliyi ilo ifads olunur. Bu tonlik inteqrallanan olmata da biler. ¥ siiratinin kiiranin
morkazinin radius vektorunun zamana gérs tam diferensiali olmasina baxmayaraq
Q bucagq stirati, timumi halda, hor hansi koordinatin zamana géro tam diferensials
deyil. Belolikla, (38.3) alagasi qeyri-holonom' alaqadir.

Qeyri-holonom slagslerden koordinatlarin sayini azaltmaq {igiin istifado
etmdk mimkiin olmur, onda bele olagolor oldugda hamisi asili olmayan
koordinatlardan istifads etmek lazim olur. Lagranj tonliklorini qurmaq ii¢lin yeno
do an kigik tasir prinsipine miiraciot edok. '

(38.2) goklinde slagolerin olmasi koordinatlarin variasiyalar: izarine miieyyen
mshdudiyyst qoyur. Dogrudanda homin tenlikleri & vursaq oliriq ki, koordinat 4,

variasiyalar1 asilt olmayan deyiller, vo

an;&],- =0 (384) v

miinasibotini &dayirler. Tosir inteqralini variasiyaladiqda bunu nozers almag
lazimdir. Osas Laqranj metoduna géro sorti ekstremumlar tapmaq tigiin tasirin
variasiyasina

oL d oL
s-[Salg i

qeyrimelum 4, omsallarina vurulmus (38.4) ifadesini slave edib bundan sonra
inteqralin sifira borabor olmasim telob etmok lazimdir. Bundan sonra o,

variasiyalarinin hamisini geyriasili hesab etmak olar vo

dol o _ <, . (38.5)

tonliyini aliriq. Bu tonliklor (38.2) tonliklari ilo birlikds qeyrimolum g, vo A,
kamiyyatlerini toyin etmak iglin lazim olan tam tenliklor sistemini amalo gotirirlar.
Sert olunan metodda reaksiya qiivveleri imumiyyatlo istirak etmirlor; cisimlarin
toxunmasi slaqo tonliklori vasitesilo nezoro alinir. Lakin Lagranj tonliklsrinin
qurulmasinin bagqa metodu da var. Bu metodda toxunan cisimlerin Lagran
tonliklorino reaksiya qiivvolori aggar gokildo daxil olurlar. Bu metodun mogzi
(d’Alamber prinsipi deyirsn prinsipin osasin1 tosgil edon) ondan ibarstdir ki,
toxunan cisimlarin har biri ligiin

dP - M >

SRS -S 7] (38.6)

' Qeyd edak ki, bu ciir slaga siiltindir i¢tin holonom olard:. Bu halda firlanma oxu 6z istiqamatini dayigmir. Ona
d
gorods Q= f ifadosi silindrin firlanma bucag: @ -nin zamana goro tam diferensiali olur. Bu halda (38.3)

miinasibati inteqralianir vo otalat moarkezi koordinati ils ¢ bucag: arasinda slage yaradir.
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tonliklori yazilir. Bu zaman tosir edon f
qlivvelarine reaksiya qiivveleri do daxil
olurlar. Homin quivvalor avvalcadon
molum deyillor. Homin qlivveler horokatls
birlikdo tanliklori hsll etmokla tapilirlar.
Bu metod eyni dorocade ham holonom
ham do geyri-holonom olagaler oldugda

tatbiq oluna bilir.
Masalalar.
1.F va K xarici qiivva va qiivva
. Rs momentinin tosiri ilo miistovi Uzro diyir-

lenen kiiranin harakat tonliyini d”Alamber
prinsipinden istifads edarok tapin.

Holli: ©Olago tenliyi (38.3) artiq
matnds yazihibdir. Reaksiya qiivvasini
(onu R-lo isars edok) daxil edersk (R-
qlivvesi  kilironin  miistoviys toxunma
noqtesina totbiq edilmisdir) daxil edsrak
(38.6) harokst tonliyini yazaq

JT7TTTITT77 777777 777777777777777777
A B

Sakil 52

u—=F+R (1)

1%k ofiR] o)

(burada P =pu vo kiravi firfira tigiin M =/Q oldugundan istifads edilmigdir).
(38.3) olago tonliyini zamana gors diferensiallasaq aliriq ki,
7 = afioi|

Bunu (1) tenliyinds yerins yazib, (2) tenliyinin kdmayila O -ni konarlagdirsaq
L (7 + &)= [KA]- ak + aii(iR)
au

tonliyini alariq. Bu tenlik 7 vo K  vektorlanm olagolondirir. Bu tonliyi

komponentlerde yazib 7 :%yaz(bax §32, mosalo 2,b) oldugunu noezers alsaq

tapiriq ki,
5 2 5 2
R=—K -2F,R =-———K -=F,, R, =-F,
PR A B S 7 R A
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Sokil 53

(x,y miistovisi diyirlonmo miistovisi kimi seg¢ilmisdir). Nohayat bu ifadslori (1)
— diisturunda yerino yazsaq onda yalniz xarici qiivva ve momentdon asili olan
harokat tenliyini ahriq.

K av.
de':i Fx+__y )———y_=_5_(F_Kx
d Tu a ) dt Tu\’ a
Bucagq siiretinin ©,,Q, komponentlari (38.3) slags tenliyinin kémayi ils 7,7,
vasitasils ifads olunurlar. Q, liglin

2 ,dQ

Z

S#a dt *

tonliyini aliriq ((2) tenliyinin Z komponenti).

2. Cokisi P vo uzunlugu 1 olan bircins gubuq divara séykenmisdir (sokil 52).
Onun agagi ucu B, AB ipi ilo saxlamlir. Dayagin reaksiyasim v ipin gorilmosini
tapn.

Hbolli: Cubugun ¢akisi onun ortasina tetbiq olunmus vo saquli istiqamotds
asag: yonolmig P qiivvasidir R, vo R. reaksiya qiivveleri uygun olaraq saquli
istigamotde yuxart vo ¢ubuga perpendikulyar istigamstdo y&nslmislor. Ipin
gorginliyi T B-don A-ya yonalmisdir. Tarazliq tonliklerinin halli

RC=4%lIsin2a, Ry =P—-R.sina, T=R.cosa

soklinds yazilir.
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- 3. P ¢akili AB gubugu uclan ils iifigi
vo saquli miistovilore sdykenib (sokil 53)
va bu voziyyatds iki AD va BC iifiqi ipler
vasitosilo saxlanilir. BC ipi AB ¢ubugu ils
(saquli) bir mistovide AB yerlogmisdir.
Dayaglarin reaksiyasi Vo iplerin
gorginliyini toyin edin.
Holli: Iplerin 7, vo T, gorginliklori
A-dan D-ys vo B-don C-ys ydnslmislor. R
R, vo R, reaksiyalar uygun mistovilora Al

perpendikulyardirlar. Tarazliq tonliklorinin /
halli i/ '
P ) TITTTIIIT AT T T T T 7777777 T T 7T T TT T 77T
RE=P,TB=—2—ctga,RA=TBsm,B, A B
T,=Tgzcosf Sakil 54

ifadolorini verir.

4. 1 uzunlugu iki gubuq yuxari ucda garnir vasitasilo asagida iso AB ipi ilo
birlosmisdir. Cubuglardan birinin ortasina F qiivvesi totbiq olunub (gubuglarm
¢okilori nozors alinmir). Reaksiya qiivvasini tapin.

Holii: Ipin T gorilmosi A-dan B-ya dogru, B ndqtosinds iso B-den A-ya tosir
edir. A vo B noqtelerinds R, vo R, reaksiya qiivvelori dayaq mistovilorine
perpendikulyardir. AC gubuguna tesir edon sarnirdeki reaksiya quivvesini R;-ilo
isara edok. Onda BC ¢ubuguna - R. reaksiya qiivvesi tosir edsr. BC g¢ubuguna
tasir edon qiivve momentlori R,, T vo R, cominin sifira barabar olmasi serti, R,

vektorunun BC istiqamatindo y6noldiyi naticasini verir. Qalan tarazhiq sortlori (hor

iki gubugun ) asagidaki ifadoslari verirlor.

3 F F
Ry=2F, Ry=s Re

1
, T =—Fctga
4 4 &

" 4sina
a -CAB bucagdir.
§ 39 Qeyri atalot hesablama sisteminds harakat
Indiye kimi bia istonilon mexaniki sistemin herakatine baxarksn onu stalat

sistemino nazoron etdik. Yalniz otalst hesablama sisteminds, mosolon, maddi
ndqtonin xarici sahads Laqgranj funksiyas: |

52
I, =’”;’° ~U (39.1)
va uygun olaraq Lagranj tenliyi
&y, __oU
d &

soklinds olurlar (bu paraqrafda stalst sisteminde olan komiyyatlori o indeksi ila
isars edacoyik). Indi iss maddi ndqtenin horakat tonliyinin geyri-stalst hesablama
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sisteminds hansi formada oldugu masslosine baxaq. Bu masaleni hsl etdikds do an
kigik tasir prinsipinden baglayacagiq. Homin prinsipin totbigi hesablama sisteminin
se¢ilmasinden asili deyil va buna uygun olaraq
S22 (39.2)
dtov o
Lagranj tenliyi 6z formasmm saxlayir. Lakin Laqranj funksiyas1 artiq (39.1)
formasinda olmur. Onu tapmaq iiglin L, Laqranj funksiyasim1 miioyyan
¢evirmeloramaruz qoymaliyiq. -
Hamin ¢evirmeni iki etapda aparaq. Ovvalca K, stalot hesablama sistemino

nazoron V(1) stirotilo irolilomo horsksti edon K' sistemine nozeron kegok.
Zoarraciyin K, vo K' sistemlorindoki v, vo v siirotlori

b,=9 + P (1) (39.3)

diisturu ilo olagelidirlor. Bu ifadeni (39.1) diisturunda yerine yazsaq XK' sistemindo
Lagranj funksiyasim

o2

L'=

+m17’f+—’2’1172 ~U

alirng. V*(r) zamanin aggar funksiyasidir. Ona goro onu bagqa bir funksiyanin
zamana gora tam diferensial soklindo yazmaq olar. Bu sobobdon do iigiincli haddi

!

atmagq olar. Sonra ¥V = %— , F'zarraclyin X' sistemindo radius-vektorudur. Ona goro
do
mV (1) = mﬁi— = —d—(mﬁf’)a mF'ﬂ/—
dr dt dt

Bu ifadoni Laqranj funksiyasinda yerino yazib, yens do zamanin tam

diferensiali haddleri atsaq alinq ki,

mle

L'=

—-mW(@)F' -U (39.4)

burada ¥ = % K' sisteminin iraliloma horakati tocilidir.

(39.4) funksiyasi vasitasilo Laqranj tonliyini qursaq aliriq ki,

av' ouU =
m—57t-_~—a_FT—mW(t) (39.5)

Gorlriik ki, sistemin tocillo iraliloms harakati haraket tenliyins tosiri noqteyi-
nazardan bircins qiivvo sahesinin yaranmasina ekvivalentdir. Bu zaman sahads
zarraciys tasir eden qiivva zarraciyin Kiitlasinin # taciline hasiline barabar tacilin
oks istigametine yonolmis olur.

Indi yeni bir X hesablama sistemini daxil edok. K sistemi X'-la eyni
baglangica malikdir vo ona nisboton Q) bucaq stirstilo firlanir. X, otalot

hesablama sistemina nisbatan K sistemi ham iraliloma, ham ds firlanma harakati
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edir. Zarraciyin X' sistemino rfazoron v' siiroti onun X sistemindo ¥ siirstils onun
K sisteminlo birlikda [ﬁF ] firlanma siiratinin cominden ibarat olur:

¥ = v +[07]

(7 vo 7' radius vektorlar1 Xvo K’ sistemlarindo tist-lists diigiir). Bu ifadoni (39.4)
Lagranj funksiyasinda yerine yazdiqda aliriq ki,

2
mv

L= 5 -—mﬁ[ﬁ?]+%[§b”]z—mWF—U (39.6)

Bu zarraciyin ixtiyari geyri-stalot hesablama sisteminds Laqranj funksiyasim
Umumi formasidir. Qeyd edek ki, hesablama sisteminin firlanmast Lagranj
funksiyasinda tamamils xiisusi név haddin — zorraciyin siirstilo miitonasib olan
haddin meydana galmasina sabab olur.

Lagranj tonliyino daxil olan toromoalori hesablamaq Ui¢lin onun tam
diferensialin1 yazaq

dL = mod + mds |07 |+ m|Cod |+ m|o7 [ |- mipar —%Lr—/—df

=mvav + mdﬁ[ﬁ?]+ mdr"[ﬁf)]+ m[[ﬁ?]ﬁ}l’r — mWdF - {;—(F]dF

& vo di diferensiallarinin daxil oldugu hoddlori yigaraq tapiriq ki,
9@ =my + m[f)f ]
ov

2 - sl mlorl]-mi -

Bu ifadolori (39.2)-do yerino yazsaq axtardigimiz

m%z —%—g—mW+mFﬁ]+ 2m 1752]+ m[ﬁ[?f)]] (39.7)

horakot tonliyini alariq.

Goriiriik ki, hesablama sisteminin firlanmas1 ssbabindon yaranan “stalot
qiivva”lari ti¢ hissaden ibaratdir. mb‘s’zJ qlivvesi firlanmanin geyri miintozomliyi ilo
slagedardir, qalan ikisi isa borabarsiirotli firlanma zamam da yaranirlar. 2m[iz’fz]
qiivvasi Koriolis qiivvesi adlanir. Indiys kimi baxdigimiz (qeyri dissipativ)
glivvelordon forgli olaraq bu qiivve zarrociyin siirstindon asihidir. m|QFQ| -
moarkozagagma qiivvasi adlanir. Bu qiivve 7 vo Q-nm olduglar miistovi iizarindo
olub firlanma oxuna perpendikulyardir (yoni Q-nin istigamsting) va firlanma
oxundan kenara istiqgamotlonmisdir; morkezogagma qiivvesi gitmotca mpQ’-na
barabardir. p-firlanma oxundan olan masafadir.

Borabaorstiratli firlanma herokati edon, irsliloms horoksti etmoyon sistems
baxaq. (39.6) va (39.7) ifadelorindo Q=const, W =0 yazaraq aliriq ki, Lagranj
funksiyast
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mv*

L="7 ;mv[ﬁ;]ﬂzi[fv]z ~U (39.8)
mig- - -%-r’f- +2m[p )+ mltifFa] (39.9)

horakat tonliyini aling.
Bu halda ham do enerji hesablayaq

ngf_i:mmm[fy] (39.10)
ifadasini E = pv - L diisturunda yerins yazib

’"Zv -2} su (39.11)

E =

diisturunu aliriq. Diqqgat edak ki, enerjinin ifadasing stiratden xatti asili olan hodd
daxil deyil. Hesablama sisteminin firlanmas: enerjinin ifadesino yalniz
koordinatdan asili olan haddin slavs olmasina gatirir. Homin hadd bucaq siirstinin

kvadrat: ilo miitenasibdir. Bu slave potensial enerji -5'21—[527 ]1 morkazagagma enerji

adlanir.
Zarraciyin boraboarsiirstlo firlanan koordinat sistemindoki v siirati onun X,

otalat koordinat sistemindaki ¥, siiratile
5, = |07 (39.12)

diisturu ilo slagodardir. Buna gérs do onun X sisteminds ki, P (39.10) impulsu
onun K, sistemindoki P =mv, impulsu ilo Ust-lista diislir. Bununla baraber

A7I0=[Fi:,] vo M =[FP] impulslarinda barabar olurlar. X va X, sistemindoki

enerjilor iso miixtalifdir. (39.12)-den ¥ stirstini (39.11)-do yerins yazdiqda
2

E="20—my, [ = %

5 +U - ml[75, O

ifadosini aliriq. Birinci iki hodd X, sistemindeki E, enerjisidir. Buraya impuls
momentini daxil etsok

E=E,-MQ ' (39.13)
ifadesini aling. ,

Bu diistur vasitosilo barabersiiratlo flrlanan koordinat sistemino kegdikds
enerjinin gevrilmoasini aliriq. Bu diistur bir zerracik tiglin aldig. Buna baxmayaraq
homin diisturu gox zarraciklorden toggil olunmus sistem tigiin do ala bilerik. Homin
diistur (39.13) diisturu ilo tist-listo diigecak.

Masalalor.

1. Sorbast diigon cismin Yerin firlanmasi naticesinden saquli aralanma
meylini tapin (firlanma bucagq stirstini kigik qabul edin).
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Holli: Agirliq sahasindo” U =-mgF, g-agirhq qiivvasinin tacilidir. (39.9)
tonliyinde morkoazagagma qiivvosini (Q* ilo miitonasib) nazers almayaraq harokot
tonliyini

5 =2+ z ' (1)

soklinde aliriq. Homin tenliyi ardicil yaxinlagsma metodu ilo hell edok. Bunun tigiin
v =7 +¥, goklindo yazaq. Burada ¥, ¥ =g tonliyinin hollidir. Yoni ¥, = gr+¥,
(¥,-baglangic siiratidir). v =¥, + v, ifadasini (1) tonliyinds yerins yazib, tonliyin sag
torafinds yalnmiz v, -n1 saxlamaqla #, ii¢iin

- 5, = 2[5,0)= 21z )+ 25,0

tonliyini aliriq. Bu ifadeni inteqrallasaq

=2 3
F=h+ ﬁot+%+%[§ﬁ]+t2[voﬂ] 2)

ifadosini alariq. Burada # zarraciyin baslangic voziyysti vektorudur.
Z oxunu saquli istiqgamoatds yuxart yonaldok. X oxunu iso meridian iizra qiitbo
yonaldok. Onda
g,=8,=0, g,=-g, Q, =Qcos 4, Q =0, Q,=Qsinl

y

burada 1 -enlikdir (aydinliq tigiin gimal gétiirtiriik). (2)-ds v, =0 gobul edib
3

x=0, y=—£3——chosl

aliriq. Buraya ¢ ~ \/?—h diigms zamanini qoysaq nahayat
g

1{2h Z
x=0, y:—g(_g—] gQcos A

ifadosini alirig. ( y -in monfi giymeti meylin sorqgs torof oldugunu gostarir).

2. Yer sothinden ¥, siiratilo buraxilmig cismin miistoviden meylini tapin.

Holli: xz miistovisini elo segok ki, #, siiroti' homin miistovi {izerinde olsun.
Baglangic hiindiirlik #=0. Birinci mosalodoki (2) diisturundan yana meyl tigiin

3
y= —-t—é—ng +t2(va02 _QZVOX)
vy o
vaya t=—— ucun zamanin goyaraq
g

2
3 dv,,

1
y= g2 (—ngzQx _VOXQZ)

aling.

! Kitabda sohvon stirat s6zil svazins mistavi sozii yaillmlsdlr (tarcimaginin geydi)
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3.Roqgasin kigik ragslerind Yerin firlanmasmm tosirini toyin edin. (Fuko
raqqast).

Holli: Roqqasin saquli istiqgamotde yerdeyismosini ikinci tortibden sonsuz
kigik olduguna gore nozoro almasaq cismin harakatini tifigi xy miistovisinde bas
verdiyini hesab eds bilorik. ©*-1 olan haddleri ataraq harokat tenliyini

¥+wix=2Q,y, y+wly=-2Qx

soklinde yazaq. Burada w raqqasin yerin firlanmasint nozoro almadiqdaki
tezliyidir. Ikinci tonliyi i-ys vurub birinci ilo toplasaq & = x+iy dayiseni liglin
E+2iQ,E+WE=0

bir tonlik alirig. Q, << w oldugqda hemin tenliyin halli
= o ( 4, LN 4, e~iwl)

vaya
x+iy=e " (x, +iy,)
soklinds olur. Burada x,(f) va y,(r) yerin firlanmasimi nozors almadiqda raggasin

- trayektoriyasim verir. Demoli, yerin firlanmasi trayektoriyanin gaquli strafinda Q,
siiratilo firlanmasina gatirir.

160



VII FOSIL
KANONIK TONLIKLOR
§ 40 Hamilton tonliklori

Mexanika ganunlaninin Lagranj funksiyasi (vo ondan ¢ixarilan Lagranj
tonliklori )vasitesilo gorti sistemin mexaniki halinin imumilosmis koordinat ve
siiratlorle ifado olundugunu gobul edir. Lakin bu yegana miimkiin olan sorh deyil.
Umumilosmis koordinat vo impulslara verilon sorh bezi listiinliiklers, xtisuson do
mexaniki Umumi mosslalorinin tadgiqinde malik olur. Bu sobobdon do
mexanikanin bu ciir sorhi zamani horokat tonliklarini tapilmasi mesalosi meydana
CIXIL.

Bir dasto asili olmayan dayisonlordon, basqasina kegid, riyaziyyatda Lejandr
cevirmosi adlanan ¢evirms vasitasilo aparilir. Baxdigimiz halda o asagidakindan
ibaratdir.

Lagranj funksiyastmin tam diferensiali onun koordinat ve siiratlarinin
funksiyast oldugundan

oL oL .
dL = Z o0, aq; +Z % dq,

i

bels yazilir. Bu ifadoni g—‘_r‘-iimumilesmis impuls, —§£=R Lagranj tenliyindo
i q;
oldugu kimi
dL=7Y" p,dg, +), p,dq, (40.1)

bels do yazmaq olar.
(40.1) disturundaki ikinci hoddi

Zpidqi = d(z piq.i]_ Zqidpi

soklindo yazib, tam diferensial olan d(z p,q',.]haddi barabarliyin sol terafine

kegirib va isaraleri doyisdikdon sonra (40.1) den aliriq ki,

d[zpiq.i - LJ = —Z pdq; + ZQidpi

Burada diferensial isarosi altindaki hadd sistemin enerjisidir (bax § 6). Bu
enerji koordinat vs impulslarda ifads olunub. Bu ifads sistemin Hamilton
funksiyasi adlanr.

H(p,q,l‘)=2piqi -L (402)
dH = “Z pfer' + Zqidpi (403)
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diferensial berabaerliyindon

. OH , oH
q; ‘5p—i'> b= _—6;: (404)
tonliklori alinir.

Bu tanlikler g, p doyisonlarine nozarsn yazilmis tonliklordir. Bunlar Hamilton
tonliklori adlanirlar. Bunlar 2S dona birinci tertibdon diferensial tonliklari
sistemidir. Bu tonliklor Laqranj metodunda alman S dons ikinci tartibdon
diferensial tonliklor sistemini avoz edir. Bu tonliklorin formal sadaliklorine va
simmetrikliklorine goro onlara kanonik tonlikler do deyilir.

Hamilton funksiyasinin zamana gors tam tramasi

dH _OH OH ,  5oH,
da o aq, "’ op,”
Bu ifads p, va 4,-nin yerina (40.4) ifadelorini yazsaq axirinct iki hodd ixtisar
olunur vo
dH ©OH
dt o (40.5)

olur. Xisusi halda Hamilton funksiyasi zamandan aggar sokildo asili olmazsa
- dH

= 0 olur. Bu iss enerjinin saxlanmasi ganunudur.

9,9 Vo g,p doyisonlori ilo yanas: sistemin Laqranj vo Hamilton funksiyalan
bagqa parametrlordon — sistemin 6ziinli vo'ya tesir edon xarici sahasi xarakteriza
edsn parametrlorden asili olurlar. Tutaq ki, hemin parametr 2 -dir. Homin parametr
dayison kamiyyat kimi baxsaq, onda (40.1) in yerins aliriq ki,

dL = Z bdg, + Z p,aq; + ’%dﬂ'
Bundan sonra (40.3)-lin avazine almnir ki,

dH ==Y pdg, + 3 q,d, ~ 5 <2

Buradan iso ‘
.43
0 ) g 04 J;4

miinasibatlorini alirig. Bu ifadslor Hamilton vo Laqranj funksiyalarinin homin
parametra géra moxsusi tdramoelorini bir-biri ilo olagalondirir, toromslorin
indekslori gostorir ki, toromo alarken bir halda p vs q digor halda iso ¢,
komiyyatlari sabit kimi gétiiriilir,

Bu natico bagqa aspekton do toqdim edils bilor. Tutaq ki, Laqranj funksiyasi
L=L,+L" goklindadir vo L'. Osas L, funksiyasina edilmig kigik slavadir. Bu halda

H = H, + H' Hamilton funksiyasina edilmis H' slavesi L' -la
(H,)p,q = _(L')q,q . (40.7)
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tonliyi vasitasilo olagali olur.-Qeyd edsk ki, (40.1) ifadesindon (40.3)-ifadesine
kegid zamani dt-lo miitonasib haddi yazmadiq. Ciinki, Lagranj funksiyasinin
zamandan asilifini gostoran bu hodd, baxdigimiz ¢evirmayo aidiyat: olmayan bir
parametr rolunu oynayardi. (40.6) diisturuna analoji olaraq L vo H -in zamana

goro tam téramolori
a_H) = _(?ﬁ] (40.8)
[ ot 2 ot 9.9

miinasibatlarile olagalidirler.

Masalalar.

1.Maddi noqtenin, dekart, silindrik vo sferik koordinatlarda Hamilton
funksiyasini yazin.

Cavab: Dekart koordinatlarinda (x,y,z)

H= ZL(Pf + P2+ P2)+U(x,y,2)
m

r,p,z silindrik koordinatlarda

P2
H =L(P2 +—”’+Plz]+U(x,qo,z)

2m| " r?

r,0,¢ sferik koordinatlarda
r‘z PZ
H:zi(p,ufﬂ—Jr "29J+U(x,6,(p)

m 2 2

¥ r”sin

2. Boraboarsiiratls firlanan sistemds zorraciyin Hamilton funksiyasini tapin.
Holli: (39.11) va (39.10)-dan aliriq

2
H=£ _gfpl+U
2m

3.M kiitloli bir vo m kiitleli n zarraciklordon toggil edilmis (otalot morkazinin
horakati nozers alinmadign halda (§13 aid meseoleye bax) sistemin Hamilton
funksiyasini yazin.

Holli: Tam enerji E §13-do aid masslodoki Laqgranj funksiyasinda U potensial
enerjinin isarasini deyismoklo alinir. Umumilaesmis impulslar

p=L s Sy
a 617 a # = a

a

Buradan aliriq ki,



Bunlan E-ds yerino yazdigda aliriq
2
s, (v
H e 2P +2M(z¢,:p“} i
§ 41 Raus funksiyasi

* Yeni dayisenlare kegorkan, bazi hallarda koordinatlarin hamisini deyil, yalmz
bozilorini impulslara gevirmok daha magsodauygun olur. Uygun gevirmalor avvalki
paraqrafda etdiyimiz ¢evirmslors tamamils oxsardir.

Yazilis1 sadologdirmok iigiin fozz edok ki, yalmz iki ¢ veo £ koordinatimiz
vardir. g¢,&,4,¢ dayisonlorindon g,&,p,¢é dayisenlerine kegok. p doyiseni ¢
koordinatina uygun olan Umumilogmis impulsdur. L(q,é,q,é) funksiyasmin
diferensiali

dL :-6—L—dq+—a—L7dq+—a-—Iid§ + g - pdq+pdq+a—Ld§+a—lfd§'
dg © 83 = o8& " o o~ 8¢

Buradan alinq ki,
oL

oé a

N/
d(L-pQ)=pdq-qdp+~a-Ed§+

Indi .

funksiyasini (Raus funksiyasini) daxil edok. Burada ¢ doyiseni p =% ifadasinin

komoyi ilo P doayigoni ilo avaz olunubdur. Diferensial "
dR:-pdq+qdp—%d§—g—gd§' (41.2)
Buradan alinir ki,
=g b=g (413)

oL__O0R oL __OR (41.4)
of  og’  oé o ’

Axirinc ifadani & koordinati {igiin yazilmig Laqgranj tonliyinds yerins yazsaq
—— = (41.5)

tonliyini alirq.
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Beloliklo, Raus funksiyasr ¢ koordinatina nazeren Hamilton ((41.3) tonliyi),
¢ koordinatina nozoron iso Lagranj ((41.5) tenliyi) funksiyasidir. Umumi tayinata
gora sistemin E enerjisi

Bunun Raus funksiyasi vasitesi ilo ifadasi (41.1) v (41.4) diisturlarini burada
yerina yazmagqla alinir.
OR

E=R—§'a§.

(41.6)

Alinan ifadalerin bir nego ¢,& dayisaniori oldugu hal tiglin imumilsgdirilmasi
aydindir.

Raus funksiyasmin totbiqi dovrii koordinatlar oldugu halda daha
mogsadouygundur. Dgar ¢ koordinatt dévrii koordinat olursa, onda Lagranj
funksiyas: hamin koordinatdan asgar sokilde asili olmur. Bu sobsbdon do Raus
funksiyasina da daxil olmur ve Raus funksiyas: yalmz p,¢,¢ dayisonlerinden asili
olur. Lakin dovrii koordinata uygun olan P impulsu sabitdir (bu (41.3) tenliyinin
ikincisinden almir). Bu monada homin tenlik yeni he¢ bir sey vermir. P
impulslarini onlarin sabit giymatleri ilo avez etdikden sonra (41.5) tenliklari

4 oR(p,.¢)_ oR(p.&.¢)
a  0& 0

yalmz ¢ koordinatindan asili tenliklora gevrilirlor. Bununla da koordinatlar
tamamilo konarlasdirilirlar. ©gor homin tonliklor hall olunubsa vo &(r) funksiyalar

tapilibsa, onda onlari
. oR(p.&,¢)
1=""ep

tenliyinin sag terafinds yerino yazmagla q() funksiyasim tapa bilarik.

Masala
Simmetik firfirann U(p,8) xarict sahisinds, y dovrii doyisonini aradan

¢ixarmagla (y, ¢, 0 -Eyler bucaqlaridir) Raus funksiyasini tapn.
Halli: Lagranj funksiyasi

L :%"(92 +¢?sin’ 9)+173(z//2 +peos8) ~U(p,0)

(§35 mosoalol ilo miiqaiss et) Raus funksiyasi
2

'

R=p,y-L= Py —pv,qbcos&—l—‘(é2 + ¢ sin? 9)+U((o,9)
221, 2

Bu ifadadaki birinci hadd sabitdir. Ona gére atila bilar.
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§ 42 Puasson métarizalori

Tutaq ki, f(p.qt) koordinat, impuls vo zamanin hor hans: funksiyasidir. Onun
zamana goro tam téramosini yazaq
a _of of . o .
e = . 4
a o 4 (Bq,, T o, P

burada ¢, va P,-nin (40.4) Hamilton tonliklarinden ifadslari yazsaq

g_Y
Y- L {rr) (42.1)

tonliyini aling. Burada

_Y(OoH of SH Y
{H’f}";(aa F— aPk] (42.2)

isarolonmosi gobul olunmugdur. (42.2) ifadesine H-la f arasinda yazilmig
Puasson moétarizasi adlanir.

Bildiyimiz kimi, sistemin horoksti zamani doyismoz galan komiyyatlors
harakat inteqrallari deyilir. (42.1) tenliyindon gérlintr ki, /£ komiyyatinin horakat
inteqrali olamsi gortini (fg:— =0)

,

%* {HF}=0 (42.3)

soklindo ifado etmok olar. Ogor herokot inteqrali zamandan aggar sokilds asili
olmasa onda aliriq ki,

{H,f}=0 (42.4)

yeni onun Hamilton funksiyasi ilo Puasson métarizasi sifir olmahdir.
Ixtiyari f va g komiyyatlori {igiin Puasson méterizasi (42.2) y2 analoji
olaraq

|9 % o %
{fg}*g(apk dq, 0q, apk] . (42:5)

formasinda toyin olunur. Puasson motarizolorinin, onlarin toyinindon asanligla
¢ixarllan agagidak: xassolori var. Puasson motarizasinde funksiyalarmm yerini
dayisdikds isara dayisir, funksiyalardan biri sabit olarsa méterizo sifir olur.

{f’g} = —{g’ f} (426)
{f.e}=0 42.7)

Sonra
i+ fogt={re}+{f:e) (42.8)

166



{#1r.8}= Alrel+ fiine) (42.9)

Puasson métarizesindon zamana gora xiisusi téroms alsaq

é%b%}={%§g}+{f€§} (42.10)

Ogor f vo g funksiyalarindan biri impuls ve koordinatin biri ils iist-iisto diigorsa,
onda

{qu}=-§-f; (42.11)

Pk

{m}=—-§f— (42.12)
P

alinir. Mosalo (42.11) diisturunu (42.5) diisturunda g =g, yazsaq aliriq. Bu halda

%"— =08, %g*— =0 oldugundan comloma bir haddos barabar olur.
q; Pi
(42.11) vo (42.12) tonliklorindon f funksiyasini xtisusi halda g, va p,-ye

barabar gilsaq
-{ql'Qk}:O: {pipk}:O {p:qk}=5ik (42.13)

ifadasini aliriq. )
Ug funksiya arasinda toyin olunmug Puasson métarizalori arasinda

{rlenll+ (el ti+ n()}=0 (42.14)

minasibat vardir. Buna Yakobi eyniliyi deyilir.

Bunu isbat etmok iigiin asagidakini qeyd edsk. (42.5) diisturuna gora {f,g}
Puasson métarizesi homin funksiyalarinin birinci tertib tdromslorinin bircins
funksiyalaridir. Ona géra, mosals, {h{f,g}} ifadesi f vo g funksiyalarinmn ikinci
tortib téromolorinin xotti bircins funksiyasidir. (42.14) ifadesinin sol torofi birlikds
f, g, h funksiyalarimn ikincisi tortib téremslerinin xatti biricns funksiyasidir. f-

in ikinci tortib toramosi daxil olan haddleri bir toplayaq. Birinci métorizays belo
hodd daxil olmur-0 yalmz f-mn birinci tertib téromesinden asilidir. Ikinci ve

tiglincti hoddlerin comini D, va D, diferensial operatorlarimi daxil etmaklo.
D\(p)={go}, D,(9)={ho}

sokilds yazaq.
Onda
{glbf N+ (%)} = gl 1} - {h(ef )} = DD () - D, (D, () = (D, D, - D, D) f

Ancaq asanligla gormok olar ki, xotti diferensial operatorlarin bu nov

kombinasiyalar1 f-mn ikinci tortib toremslorinden asilli ola bilmozler. Dogrudan
da, xatti diferensial operatorlarin imumi formasi
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' )
D ng axk > 2 ana_xk

soklinds olur. Burada ¢, vo 7, funksiyalari x,x, doyisonlerinin ixtiyari
funksiyalandirlar. Onda

a771
D,D,
25""’ ox a Z‘f* ox, O,
0¢ 0
D,D, =
Zmé 6x Ox, kZ:n Ox, 5x,

va onlarn hasillerinin forgi

617, 0,10
DD, -D,D, = Z et THY B
(5" o, ™ ox, |ox,

yena do birinci tortib téromodon asili olan operatordur. Belolikls, (42.14)
barabarliyinin sol teraofinden f -1n ikinci tortib toromasi daxil olan haddlorin hamisi
ixtisar olunur. Bunun g va & funksiyalarina da aid oldugundan sol torof sifira
borabar olur.
‘ Puasson métorizalorinin vacib xassasi Puasson teoremi adlanir: f vo ¢
funksiyalar1 horokot inteqrallaridirsa, onda onlarin Puasson métsrizaside {f,g}
harokot inteqralidir. '

{fg} = const (42.15)

Bu teoremin isbat1 f vo g funksiyalar1 zamandan aggar gokildo asili olmadig:
halda ¢ox sadadir. Yakobi eyniliyinde »= H yazsaq aling ki,

{H{fgh+{lgtl}+{glHrl}=0

Buradan gériiniir ki, egor {Hg}=0 vo {Hf}=0 olarsa onda {H{fz}}=0. Bunu da
isbat etmok lazim idi.

Ogor f va g inteqrallar1 zamandan aggar sokilde asili olarlarsa, onda (42.1)-
don alinq ki,

Slt=2r.gb+ )

(42.10) diisturundan istifado édorok va {H{f,g}}=0 hoddlarini Yakobi eyniliyino
gora qalan iki haddin comi goklinda yazaraq aliriq ki,

2 )={Z e} +{r B} - rtreh - teter = { Lo b+ B )

ot
voya
4a of %
— k)= { ” g} {f at} (42.16)
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Buradan iso Puasson teoreminin {imumi halda isbati aggardir. Hoarokst
integrallarinin say1 mohdud oldugundan (28-1, S-serbastlik deroco say1). Aydndir
ki, Puasson teoremindon istifads edorak homisa yeni horakat inteqrali alinmayacaq.
Bozi hallarda sadaca trivial netico alina bilor- Puasson méterizasi sadece olaraq
sabit ola biler. Bagqa hallarda alinan ineqral ovvelki f va g inteqrallarnin
funksiyasi ola biler. Baxdigimiz hallar olmadigda Puasson teoremi yeni integral
verir. '

Masalalar.

1.Maddi néqtenin P impulsu ve M= [ﬁ’] impuls momenti dekart
komponentlari arasinda Puasson métarizalorini hesablayin.

Holli (42.12) diisturu vasitasile alinq ki,

b )=~ =2 lp 2= -

va analoji tisulla iki diistur
{Mp}=0, {MP}=P,

Qalan Puasson moétorizoleri buradan  x,y,z indekslorinin ~ dovrii
yerdaylsmasmden alinir,

2. M vektoru komponentlari arasindaki Puasson motemzelarlm hesablayn.

Holli:

MM f=-M,, MM j=-M,,  (MM}=-M,

3. p-nin koordinat vo impuls ixtiyari skalyar funksiyas: oldugu halda
{p,M,}=0 oldugunu gostorir.

Holli: ¢ skalyar funksiyasi 7 vo P vektorlarinin komponentlorinden yalmz
¥, PPV (?}3) kombinasiyalarindan asili ola biler. Ona gbra do

% _ aqo 2F + a(p P

va analoji olaraq —2% {igin yaza bilorik. Tolob olunan ifade (42.5) diisturu

_ vasitosile yuxaridaki diisturu nozare almagla isbat edilir.

4. {f M } lﬁ] oldugunu gbosterir. 7 koordinat vo impulslarin vektoru
funksiyasi, 7 iss z oxu istigametindo vahid vektordur.

Holli: Ixtlyarl f(r P) vektoru f=Fg, + Po, +[rP]rp3 soklinde yazla bilar.
0,,0,,0, -iso skalyar funksiyalandir. Axtarilan miinasibatlori (42. 9), (42.11) va

(42.12) diisturlar1 va iigiincii mosalodaki disturlar vasitasilo birbasa hesablama ilo
yoxlamaq olar.
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§ 43 Tosir koordinatin funksiyasi kimi

On kicik tasir prinsipini sorh ederken

§=|La @3.1)

h

inteqralindan istifads etdik. Burada inteqrallama maddi n6qtonin ¢ vo ¢, aninda
¢V vo ¢@ néqtalerindo oldugu trayektoriya iizro aparilir. Tesir inteqrahn
variasiyaya ugratdiqda intervalin yaxin trayektoriyalar tizre giymotlori ¢(r,) vo
q(t,) noqtalorindo miiqaiss olunurdu. Bu trayektoriyalardan yalmz biri S-
intervalini minimum eden trayektoriya hoqiqi horakste uygun golirdi.

Indi iso tasir anlayisina basqa monada baxaq. Daha dogrusu S-kemiyyastine -
hoqiqi trayektoriya iizro horokoti xarakterize edon komiyyst kimi baxib, onun
qiymatlorini eyni baslangica q¢(f,)=¢" malik olan, lakin s, aninda miixtalif
noqtalordon kegon trayektoriyalar izro miiqayise edocayik. Bagga sozle haqiqi
trayektoriyalar izra tosir inteqrahina inteqralin yuxar1 sarhoddindski koordinatin
funksiyasi kimi baxacagiq.

Bir trayektoriyadan ona yaxin olan digerine kegdikds tasirin doyismosi (bir
sarbestlik daracesi oldugu halda) (42.5) tonliyin vasitasils verilir.

s5=Ly +| OL _d oL \ea
g y dq dt 04

f

Haqiqi herokstin trayektoriyas: Lagranj tenliyini ddadiyindon buradaki inteqral
sifir olur. Birinci hoddo iso asagt serhaddo & (¢,) =0, yuxart serhadds iso &(r,) = &

isaro edok. —gli = P ilo isare edib aliriq ki, & = P& vo ya timumi halda istonilon
q

sayda sarbostlik doracasi oldugu halda

5=y rs, 432)

Buradan iss alinir ki, tesir funksiyasinin koordinata géra moxsusi téromasi uygun
impulsa barabordir:
%5 _, (43.3)
aq,
Analoji olaraq tasir inteqralim zamanin aggar funksiyas: kimi ds baga diismok olar.
Bu zaman eyni bir zaman 1, aninda eyni néqtadon ¢© baslayib, eyni bir néqtado
¢® miixtolif zaman anlarinda ¢, =+ qurtaran trayektoriyalara baxmaq lazimdir,
Taosir ineqralinin toyinina asasen onun zamana goro tam téromasi

ds
@® . 43.4
— =1L (43.4)
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Digar torsfdan S funksiyasina yuxarida sorh olunan manada koordinati vo zamanin
funksiyas: kimi baxsaq vo (43.4) diisturundan istifads etsok aliriq ki,

.dﬁ—.‘?\_s_.q. _@S_'—_aﬁ_I.Z 7
ar ot ipg U T TP

1

Hor iki ifadeni miigayiso etdikda

=L—zpiqi

oldugunu va ya nohayat

oS
== (43.5)

tonliyini aliriq.
(43.3) va (43.5) tenliklorini birlikdo
dS =Y p,dq, - Hdt (43.6)

(43.1) ifadosinin yuxar1 serhoddinin koordinat vo zamanina goro tam diferensial
soklindo yaza bilorik. Indi iss fazz edok ki, inteqrallamanm ham asag: sorhaddin
hom do yuxar sorhaddin koordinat vo zamani doyisir. Aydindir ki, bu halda S-in
doyismosi asagl va yuxari sorhoddoki uygun doyismolorin forgino borabor

olacaqdir.
ds =Y pPdg® - HPat® -3 pdg{’ +H O g™ (43.7)

Bu ifado 6zii-6zliiyiindo gosterir ki, sistemin horokoti zamani olan xarici tasirin
xarakterindon asili olmayaraq onun son vaziyysti avvalki veziyyetinin ixtiyari
funksiyasi ola bilmaz. Yalniz elo haroketlor miimkiindiir ki, (43.7) tonliyinin sag
torafi tam diferensial olsun. Belaliklo, Lagranj funksiyasimn konkret formasindan
asili mimkiin olan horokets mohdudiyyst qoyur. Xisusi halda, fozamn bir
ndqtesinden gixan zorraciklor destesinin boezi ganunauygunlarini (xarici sahonin
" formasmndan asii olmayaraq) toyin etmayin miimkiin oldugunu gostorir. Bu
ganunauygunluglarin 6yrenilmasi hondasi optikanin mévzusudur'.

Qeyd etmok lazimdir ki, Laqranj tenliklerini tosir inteqralin1 (43.6) diisturuna
asasen

S=| (Z pdq, - Hdt) (43.8)

formasinda yazdiqdan sonra onun minimumluq sertinden almaq olur. Bu halda
koordinat ve impulslarin variasiyalarmi asili olmayan komiyyotlor kimi gobul

! Bax “Teoriya polya” VII fasil
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etmoaliyik. Yena ds sadslik yalniz bir koordinatin (vo bir impulsun) oldugu halda
tosirin variasiyasim yazaq

&8 = [ pdq + pddg —Z—{j@dp%—j@dr

Ikinci hoddin gevrilmasi (hissé-hisss inteqrallama )

5 = jap(dq—%—dt}r pog —j(h(dp+?—lz—dtJ

o

ifadoasini verir. Inteqrallama sorhodlorinde & =0 qobul etmeliyik. Ona gora
inteqrallamada alinan hodd itir. Qalan hadd iso & vo & variasiyalarimin asili

olmadif1 zaman ayri-ayr1 haddlerin sifir oldugu halda alinir

dg =g, ap--24
oP

oq

yoni dt-yo boldiikden sonra Hamilton tonliklorini alirig.

§ 44 Mopertyui prinsipi

Mexaniki sistemin heraketi on kigik tosir prinsipi vasitosilo tam hall olunur.
Bu prinsipdon alinan harskste tonliyini hall etmokls ham trayektoriyanin formasim
hom do maddi ndqtenin trayektoriya lizerindo veziyetinin zamandan asililifini
tayin etmok olur.

Ogor yalniz trayektoriyanin tapilmasi kimi dar mosoloni hell etmokls
kifayotlonsok (masslonin zamandan asililigini konara gqoyub), onda mslum olur ki,
on kigik tasir prinsipinin sadslogdirilmis formasindan istifads etmak kifayatdir.

Tutaq ki, Laqranj funksiyasi ve bununla borabsr Hamilton funksiyasi
zamandan aggar sokilds asil1 deyil, yoni sistemin enerjisi saxlanir

H(p,q) = E=comst

On kigik tosir prinsipine goroe tesirin variasiyasi zaman vo koordinatin
baglangic vo son giymatlorinds sifira berabar olur. ©ger zamanin t son andaki
glymotinin variasiya olundugunu gobul etsok (koordinatin verilmis baslangic va
son noqtalerinds giymatlorindo) onda aliriq ki, ((43.7)-1e miiqayiss et)

8S = —Hét (44.1)
Indi isa sistemin biitiin virtual horakatlorini deyil, yalniz enerjinin saxlanmasi
ganununu ddoyan horokatlorini miiqayise edocayik. Belo horokatlor {iglin (44.1)

tonliyinden H-funksiyasini sabit E ilo avoz eds bilerik. Onda aling ki,
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S+E&=0 (44.2)

Tosir inteqralim (43.8) formasindan yazib yena do H-i E-ilo avoz etsak.

S = jzpidqi - E(t —to) (44.3)

oldugunu gororik. Bu ifadadoki birinci hoddi

So = jzpidqi (444)

¢ox zaman qisaldilmig tosir adlandirirlar. (44.3) ifadosini (44.2) yerino yazsaq

aling ki,
85, =0 (44.5)

Beloliklo, qisaldilmig tesir, hor hansi sonlu ndqtoden ixtiyari zaman aninda
kegon vo enerjinin saxlanmast qanunu 6doyon istenilon trayektoriyaya nazeran
minimum qiymet alir. Belo variasiya prinsipindon istifade etmok tigiin avvalcadan
(44.4) ifadesindo inteqralalt: ifadoni vo impulsu gkoordinat1 va dg diferensiali ilo
ifada etmok lazimdir. Bunun iigiin impulsun tayin disturu

0 dg
=1L g — 44,
=5 I(q dt) (44.6)
va enerjinin saxlanmasi
dgq
El g~ |=E 44.7
(q, dt) (44.7)

tonliklorindon istifads etmsk lazimdir. Axmrinci tonlikden dt diferensialint q
koordinatt va dq diferensiali ilo ifado edib. (44.6)-da yerino yazsaq impulsu q vo dq
ilo ifads etmis olariq. Burada E parametr rolunu oynayacaq. Bu isulla alinan on
- ki¢ik tesir prinsipini adeton Mopertyi prinsipi adlandirirlar (Bunun daqiq ifadssi
Eyler va Lagranj torafinden verilmosino baxmayaraq).

Homin prinsipi aggar gokildo Lagranj funksiyasinin kinetik vo potensial
enerjilori forqi goklinda yazilmus adi (5.5) formasindan alaq.

= %i,zkaik (q)qiqk - U(q)

Bu zaman impulslar

enerji iso

1 .
E= ’Ezailz (q)qiqk + U(q)
ik
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olurlar. Axirinci barabarlikdon aliriq ki,

= |2, (44.8)
2E-U)

_ daq,
lZPidqi = ’_,Zkaik ——(;'t—d i

v homin ifadani

diisturunda yerins yazsaq qisaldilmig tosiri |
S, =I\/2(E—U)Zaikdq,qu " (44.9)
ik

soklinds aliriq. ‘ '
Xiisusi halda bir maddi noqts iigiin kinetik enerji

2
T =ﬂ(_"1)
2\ dt

(burada m-ndqtenin kiitlesi, dl-iso trayektoriya elementinin uzunlugu) ve
trayektoriyanin formasini tayin etmoak igiin variasiya prinsipi

§[2AE-U)dI =0 (44.10)

soklinds olur. Burada ineqral fozanin verilmig iki ndqtesi arasinda aparilir. Bu
formada Yakobi tarsfindon yazilmigdi.

Zarraciyin sorbast horokoti zamant U =0 olur va (44.10) tenliyi sads natice
verir

5jd1=o

yani zarracik an qisa yolla harokat edir-diiz xatt boyunca.
Yens do tosirin (44.3) ifadesine gayidaq vo onun variasiyasini ham do E-yo
gors aparaq
a8, )
N =——0E—(1-1,)0E - E&
OF
Bunu (44.2) doa yerins yazsaq aliriq ki,
88, '
25 =l (44.11)

(44.9) formasinda yazilmig qisaldilmus tasir {i¢iin bu barabarlik -

_[ Zaikdqiqu —t-1, (44.12)
u 2E-U)
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ifadesina gatirir. Bu iso (44.8) tenliyinin inteqralindan basqa bir sey deyil. Bu ifade
trayektoriyanin tonliyi ils birlikda horskati tam toyin edir.

Mosalo

(44.10) variasiya prinsipinden trayektoriya ticlin diferensial tonlik alin.

Holli: variasiya almaqla

5[VE=TUd j{%U

dF
dl-JE-U ax
2WE-U di }

ifadosini yaza bilarik. Ikinci hadds dI* =dr? oldugu nozors ahnmigdir. Ona géro do
dld(&) = drd(&). Bu haddo hisso-hisss intqral alib, inteqral alti ifadods & -in
omsalini sifira barabar etmokls trayektoriya ii¢iin

d AN
WE-UL|JE-USL |=-Z=
v dl(J dl) or

diferensial tonliyini alariq. Tenliyin sol torafindo tSromeni alib vo F:—%g

r
qiivvasini daxil etsok tanliyi
d*F _ F-(Fnt
d?* 2E-U)

soklindo yaza bilorik. Burada t=-§;~ trayektoriyaya toxunan vahid vektordur.
F—(Fry forqi iss F qiivvesinin trayektoriyaya normal olan F, komponentidir.
—ZTZZF— =—Z§ toromasi diferensial hondesaden molum oldugu kimi 7 » - barabardir. R
trayektoriyanin ayrilik radiusu 7 trayektoriyani bag normalidir. E-U forqinin yerina

2
m2v yazsaq aliriq ki,

_mv?

n
2
Buda oyri trayektoriya {izro harokot zamani yaranan normal terilin ifadasine
uygundur.

=F

§ 45 Kanonik c;evirmalér

Umumilesmis q koordinatlarinin segilmasi birgiymatli deyil. Umumilosmis
koordinatlar olaraq sistemin fozadaki vaziyyatini birqiymatli toyin edon istenilon S
dana komiyyat segilo bilor. Laqranj tonliyinin (26) formas: bu se¢imdan asili deyil.
Bu monada deyiroler ki, Laqranj tonliklori ¢,g,...¢, koordinatlarindan Q,,0, kegida

nazoron invariantdirlar. Yeni Q koordinatlar1 _kéhno g koordinatlarinin
funksiyalaridir. Bu zaman onlar els segok ki, homin slage aggar sokilde zamandan
da asil1 olsun. Yani s6hbat

0 =00 (451)
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soklindaki ¢evirmalordan gedir (bunlara bozan ndqtavi ¢evirmalar do deyirler).

Aydindir ki, (45.1) ¢evirmolori zaman1 Laqranj tenliklorilo yanasi Hamilton
tonliklori do (40.4) 6z formalarini doyismir. Lakin axirincilar daha genis
cevirmolors imumilogsmis impulslarin P mumilogmis koordinatlarla q barabor
eyni hiiquqlu asili olmayan doyigenlor rolunu oynamasi ils slagadardir. Ona gors
do ¢evirmo anlayist elo genislondirilmolidir ki, o 2S dono asii olmayan
komiyyatlorin hamisini ¢evrilmasini ohats etsin. Yoni kéhs p,q dayisenlarils yeni
®,Q doyisonlori arasinda olage yaratsin

Qi =Q,-(p,q,f)a P, =P,-(P,q,f) ’ (452)

Miimkiin olan g¢evirmolor sinfinin bu ciir genislonmosi Hamilton metodunun an

miihiim Gstiinliklorindan biridir. ‘
Lakin ixtiyari (45.2) g¢evirmolori zamani horokst tonliklori 6z kanonik

formalarini saxlamirlar. Indi iso yeni koordinatlarda tanliklsrin

. OH' . oH'
= - (I)_ = —— .
QI 5I, 2 i aQI (45 3)

formalarin1 saxlanmas: iiglin ¢evirmalorin 6dadiyi sortlori tapaq. #’'-yeni Hamilton
funksiyasidir. Belo ¢evirmolora kanonik ¢evirmelor deyilir.

Kanonik ¢evirmolor diisturunu agagidaki iisulla almaq olar. §43 axirinda
gostordik ki, Hamilton tonliklorinni

s LZ p,dq, - Hdt] =0 | (45.4)

soklinds yazilmis an kigik tesir prinsipindon alina bilar (bu zaman koordinat vo
impulslarin hamisi asili olmadan variasiya olunur). Yeni koordinat vo impulslarin
da Hamilton tonliklorini 6domasi liglin onlardan on kigik tosir prinsipi

5](2 P,dQ. - H’dt} =0 (45.5)

Odomalidirler. (45.4) va (45.5) an kigik tesir prinsiplori yalniz onlarin inteqralalti
ifadslori bir-birindon p, q, t-don asili funksiyanin zamana gora tam diferensial
gador forglondiklori zaman bir-birine ekvivalentdirlor. Bu halda inteqrallarin
variasiyas1 zamani onlarin forqi ohomiyyet kosb etmir (F funksiyasinin
inteqrallama sarhoddindaki giymatlorin forgi).
Belalikla
> p,dq, - Hdt =) P,dQ, — Hdt +dF

olmalidir. Hor bir kanonik gevirme 6ziiniin funksiyas: ilo xarakterize olunur. Buna
¢evirmonin yaradict funksiyas: deyilir.

Alnan ifadani
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dF =Y, p,dq; - P,dQ, + (H' - H)dt (45.6)

soklindo yazsaq, goriirtik ki,
oF oF OF

=—, P =———, "= H _— .
” =50 H = 45.7)

i

b

Bu zaman F funksiyasinin kéhno va yeni koordinatlardan ve zamandan asili oldugu
qebul olunur: F=F(g,0,r). F funksiyas1 melum olduqda (45.7) ifadelori kdhno
(q,p) vo yeni (P,Q) doyigenlori arasinda olaqs yaradir v homds yeni Hamilton
funksiyasini toyin etmak Uglin ifads verir.

Ola biler ki, yaradic1 funksiyani kdhno koordinat q yeni P impulsun funksiyasi
kimi etmok daha sorfoli olsun. Bu halda kanonik ¢evirmenin yaradici funksiyasin
tapmagq tgiin (45.6) diisturunda Lejandr gevirmosi aparmaq lazimdir. Yoni homin
ifadani

d(F+ZI)iQi) =Zpidqi +ZQ,dP, +(I{’_H)dt

soklinde yazaq. Bu ifadonin sol terafindo diferensial igarosi altinda olan ifads q vo
P doyisenlorindan asili yeni yaradici funksiyadir. Homin funksiyani ®(g, P,r) ilo
isaro etsak aliriq ki?,

icd or @ (45.8)

= ==——, H'=H+
5, 9,

P 2P’ or

Analoji yolla P, Q vo p, p doyisenlerinden asth yaradici funksiyalara kegmek olar.

Qeyd edok ki, yeni vo kohne Hamilton funksiyalari arasinda slags eyni
formada olur; H'-H forqi yaradici funksiyanin zamana gora xisusi téromasi ils
ifada olunur. Xiisusi halda yaradic: funksiya zamandan aggar sokilds asih olmazsa
H' = H olur. Bagqa sozlo bu halda yeni #' Hamilton funksiyasin almaq glin
kohno Hamilton funksiyasinda p,q doyisenlorini P,Q doyisenlorils ifads etmak
lazimdir.

Kanonik ¢evirmolorin genigliyi Hamilton metodunda q vo p dayiganlerinin
avvolki anlayislarim kifayat gader zayifledir. (45.2) tonliyi P ve Q doyigenlarinin
har birini q ve p ilo iafdo etdiyindon. Q daeyiseni svvalki kimi temiz koordinat
doyisoni olmur. 1ki qrup doyisonlor arasindaki forq aradan gotiirilir. Bu hal
O =p,P= qi3 ¢evirmosi zamani 6ziinil oyani olaraq gosterir. Bu ¢evirmo kanonik
tonliklorin formasini doyismir, sadoce olaraq koordinat vo impulslarin adlarmi
dayigdirir.

% Ogar yaradicr funksiyam @ = Z f.(q,t)P, soklindo segsok ( f;(g,1) -ixtiyari funksiyadir). Onda

gevirmoni Q; = f,(g,1) seklinds aling, yani yeni koordinatlar yalniz kéhno koordinatlarin vo zamanin funksiyast
olur. Bu néqtavi gevirmolerdir. Tabii olaraq bu kanonik ¢evirmolorin xtsusi hali olur.
3 Bu gevirmanin yaradict funksiyas: ' = Z q,Q; -du.
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Hamilton metodunda p vs q doyisonlerinin adlarinin bu ciir serti olduguna
gora onlar1 kanonik qosma dayisanlords adlandirirlar.

Kanonik qogmaliq sortini Puasson métsrizssi ils ifade etmok olar. Bunu iigiin
avvelca Puasson métarizalarinin kanonik gevirmalars nazaran invariant qaldiglarin
isbat edok.

Tutaq ki, {f,g},, téremslorin p vo q —yo goro apanldig1 Puasson métarizasi

{f.8}s, isd téromolarin P vo Q-ys géro aparildig1 Puasson méterizesidir. Onda

{fe},, ={f2}so (45.9)

Bu miinasibatin dogrulugunu kanonik ¢evirms vasitasilo hesablama vasitasila
gostormok olar. Lakin hesablamadan istifado etmodon agagidaki miilahizalardan do
istifads edarok inanmagq olar.

Hoar seyden avval qeyd edask ki, (45.7) vo (45.8) kanonik ¢evirmalords zaman
parametr rolunu oynayir. Ona gors homin ifadoni f va g kemiyyatlorinin zamandan
asgar asili olmadig1 halda isbat etsok onda imumi halda da isbat etmis olurug. Indi
g komiyystini hor hansi sistemin Hamilton funksiyas: oldugunu, tam formal

manada qobul edok. Onda (42.1) diisturuna gérs {f,g} . = f .Lakin & téromasi
P9 d

~ baxdigimiz fiktiv sistemin horokatinin xarakterinden asili ola bilmoz. Bu sababdon
do Puasson méterizasi bu va ya diger koordinat segilmasindan asili ola bilmaz.
(42.13) diisturundan va (45.9) teoremindon aliriq ki,

{QiQk }p,q =0, {])i},lt}p,q =0, {P:Qk }p,q =0y (45~1O)

Bu ifadslor Puasson motarizolori vasitesilo yazilmig P> P,Q doayigonlorine
kegidi veron ¢evirmonin kanonik olmasi sortidir.

Maraqli olar qeyd etsok ki, p,q doyisonlorinin horskot zamam dayigonlorine
kanonik gevirmo kimi baxa bilerik. Bu miiddeanin monas: asagidakidir. Tutaq ki,
g, Vo p, kanonik doyisenlorin t anindaki giymotloridir. ¢,,, ve D... onlarin ¢+7
anindaki giymatloridir. Axirincilar avvalkilerin vo ¢ intervalimin parametr kimi
funksiyalandir.

Qe =404, 207)s P = P4, P7)

Bu diisturlara ¢, vo p, parametrlorindon g,,, vo p,. doyigenlorino gevirmo
dusturlari kimi baxsaq, onda homin g¢evirms kanonik ¢evirmo olacaqdir. ¢, vo 9.e
ndqtolerindsn ¢ va ¢+7 anlarinda kegon hagqiqi trayektoriya {izro S(q,,.,q,) tosirin
dsS =3 (p,..dq,,, - pdq,) diferénsialinin ifadesinden aydindir ((43.7)-lo milqayiso
et). Bu disturu (45.6) ilo miiqayisosi gdsterir ki, S g¢evirmonin yaradici
funksiyasidur.

§ 46 Liuvill teoremi

Mexaniki hadisalerin hondosi tesviri iigiin ¢ox halda faza fozas: adlanan 2S
olgilit fozadan istifado edilir. Hamin fozanin _koordinat oxlarinda S done
Umumilogmis impulslarin qiymatlori qeyd olunur. Bu fozanin her bir néqtosi
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mexaniki sistemin bir halina cavab verir. Sistemin horoksti zamani onu gdsteron
faza noqtosi faza fozasinda miloyyon xott ¢xir. Homin oyri faza trayektoriyasi
adlanir. :
dl =dgq,...dgdp, ...dp,

diferensiallari hasiline faza fazasmin “hacm elementi” kimi baxmagq olar. Indi faza
fozasiin har hansi oblasti {izra j' dT"-ya baxaq. Bu homin oblastin hacmini verir. Bu

elementik kanonik ¢evirmolors nozersn invariant qaldigmi gosterak. Ogor p, q
doyisenlerindon P,Q doyisenlerine kanonik cevirmo aparsag onda p,q vo P,Q
oblastlarma uygun olan hocmlar eyni olacaglar

[.-.|dq,...dq.dp,...dp, =[...[40,...d0.daP,...dP, (46.1)

Molum oldugu kimi gox 8l¢iilii intervallarda inteqrallama doyigenlarinin gevrilmasi
[...[d0,...d0.aP,...dP, =[...[ Dg,...dg,dp, ..dp,

5000,k ) (46.2)
a(ql sy Py ""ps)

Burada D ¢evirms Yakobiani adlanir. Buna gérs do (46.1) teoreminin isbati,
ixtiyari kanonik ¢evirmenin D yakobianinin vahido barabar olmasinin isbatina
gatirilir / '

D=1 (46.3)

Yakobianlarin molum xassslorinden istifads edok. Yakobianlarin bu xassosi
onlardan kosirlor kimi istifads etmoyo imkan verir. “siirot” vo “moxroc”-1 -
84,9, ...4,»P.P, ... P,)-ya bdlorak aliriq ki,

D= 39, ....0,. R uP) (3(q1 vesqsr Dy s Ds)
(g, 9., P, P)| g, ....q,, P .- B,)

Yakobianlarin diger xassasino gdra “siirst” vo “moexrac”-inde eyni ifadalor olan
yakobian, az doyisenlordon asihi yakobianlara ¢evrilirlor. Bu zaman iton
doyigenloro g6ro aparilan diferensiallamalar zamani eyni sabito borabor
gotiirilmalidir. Ona gors

D___{a(Ql""’Q:)} /6(P1’-'~’Ps) (46.4)

a(ql,...,q‘g,) 6(}’1,...,}1)

Bu ifadonin siirotinde olan yakobiana baxag. Toyina gdre bu a%q
k

elementlorindon diizoldilmis s rangli determinanta borabardir (i-ci satir co k-c1
siitun elementi). Kanonik ¢evirmani (45.8) formasindak1 ®(¢,P) yaradici funksiya
vasitosile aparaq.
80, 0
- 0q, B 0q,0F;
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. ’ ) 2
Eyni qayda ilo (46.4) diisturunun moxrocdoki determinant: i,k elementi

9q,OF,
Demoli bu determinantlar sotir vo siitunlarinin yerlorini doyismakle farqlonirlar.
Demali onlar berabordirler vo (46.4) nisbati vahido barabardir. Bunu da isbat etmak
tolob olunurdu.

Indi iso tosovviir edok ki, faza fozasiin verilmis hissesinin her bir ndqtosi
baxdigimiz mexaniki sistemin horokot tonliklorine uygun olaraq yerlorini
dayisirler. Bununla da her bir hissa yerlorini doyigocoklor. Bu zaman onun hocmi
dayismoyacok

I dl’ = const

Bu miiddoa (Liuvil teoremi adlanan)* faza fozasmnin hecminin kanonik ¢evirmslars
nozaran invariant qalmasindan ireli golir vo p,q doyisonlarinin horokst zamani
doyigmsalarine kanonik ¢evirme zamani doyismo kimi baxa bilmoayin naticasidir
(ovvalki paragrafin axirinda deyildiyi kimi).
Tamamils analoji tisulla
J- .[ Z dq,dp,

jjjjzk:dqidpid%dpk

.................................

integrallarimin da kanonik ¢evirmolors nozoren invariant qaldiglarimi isbat etmok
olar. Burada inteqrallama faza fozasinin ikidlglili dord Slgiili va s. sothlori tizro
aparilir.

§ 47 Hamilton-Yakobi tonliklari

§43-do koordinat vo zamandan asili tasir anlayisi daxil olundu. Géstarildi ki,
bu funksiyanin S(g,f) zamana gors xiisusi téromosi Hamilton funksiyas il

oS
—+ H(@q,p,t)=0
Py (¢, p:0)

tonliyi vasitosile slagalidir. Onun koordinatlara nozoron moxsusi tdremalori iso

impulslarla tist-iisto diisiir. Buna uygun olaraq Hamilton funksiyasinda impulslar
Z—S xlisusi toromolorloe avoz etdikda, S(g,r) funksiyasinin ddadiyi
q

%5 o HGyq, BB =0 (47.1)
ot 0q,

* Bu miiddaan: Liuvil teoremi adlandirmaq doqigsizlikdir (terctimaginin geydi)
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tonliyini aliriq. Bu tenlik birinci tortibden xuisusi toromoli diferensial tonlikdir. Bu
Hamilton tonliyi adlanir.

Lagranj tonliklori ve kanonik tenliklarlo yanag: Hamilton-Yakobi da harakat
tonliklorini inteqrallamanin bagqa bir imumi metodunun asasin toggil edir.

Bu metodu sorh etmoys bagslarken, avvalco yada salaq ki, xiisusi téromoli
birinci tartibden istanilon tenlik ixtiyari funksiyadan asil imumi hsllo malik olur.
Ancag, mexanikaya totbiginde Hamilton-Yakobi tonliyinin tam inteqral adlanan
holli asas rol oynayir. Moxsusi toromoli diferensial tonliyin halli asili olamayn
koordinatlarin say1 gadar asili olmayan inteqrallama sabitlarinden asil1 olarsa belo
halls tam integral deyilir.

Hamilton-Yakobi tonliyinds asii olmayan dayissnlor koordinatlar vo
zamandir. Ona goro S sarbastlik doracesine malik sistemin Hamilton-Yakobi
tonliyinin tam inteqralina S+1 dens asili olmayan sabitlor daxil olurlar. Bu zaman
tonliys S(g,¢) funksiyasimn yalmiz toromeleri daxil oldugundan ixtiyari sabitlordon
biri tam inteqrala additiv gokilds daxil olur. Yoni Hamilton-Yakobi tenliyinin tam
inteqrali

S=f(t,qyseeerqys Uyyennt)+ A4 (47.2)

soklinds yazilir. Burada a,a,...a, Vo 4 ixtiyari sabitlordir’.

indi iss Hamilton-Yakobi tenliyinin tam inteqrali ilo horokst tenliyinin biri
maraqlandiran  holli arasindaki slagani aydinlagdiraq. Bunun U¢lin  f(,9,2)
funksiyas1 yaradici funksiya va q,...q, sabitlorini yeni impulslar qobul edarak g, p
doyisenlerinden yeni doyigenlors kanonik ¢evirmo aparaq. Yeni koordinatlari
B.B,...B,-la isare edok. Yaradici funksiya kohna koordinat vo yeni impulslardan
asili oldugundan biz (45.8) diisturundan istifade etmoliyik.

5 Hamilton-Yakobi tonliyinin dmumi hslli bizs lazim olmasa da, geyd edok ki, tam inteqral molum oldugda onu
tapmaq olur. Bunun iigiin A sabitini qalan sabitlerin ixtiyari funksiyasi hesab edarsk

S = f(t,q, g ...as)+ A(a, ...as)

yazaq. Buradaki @, sabitlorini koordinat v zamanin funksiyalar: kimi

B _
o,

tanliyindan tapsaq, onda iimumi inteqrali ixtiyari A(a, ces a_,) funksiyasindan asili olaraq tapa bilarik. Dogrudanda
bu tisulla tapilan S funksiyas: tigiin

as (as 8S ) da, (oS
et Bl +Z —_— = —
oq, \%q,), T\Oa;) 0q, \4),

oS
Ancaq [—6q_) komiyystlori Hamilton-Yakobi tonliyini &dayirlor, ¢lnki toyin etdiyimizo gora S(t,q9,a)
iJa )

. . . . oS
funksiyalsr1 hamin tanliyin tam inteqralina Ona gtrs do homin tonliyin 5—- -ifadasi ds 8dayir.
i
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7, 5L, g-nZ

= g, ' ba,’ ot
f funksiyas1 Hamilton-Yakobi tonliyini 6dediyinden yeni Hamilton funksiyasinin

eyniyatle sifira barabar oldugunu gériiritk

H’=H+~z=H+—a§—=0
ot ot

Buna goro yeni doayisonlor {igiin kanonik tonliklor &, =0, 4, =0 soklinds olurlar.

Buradan isa alinir ki, ;
' a, =const, [, =const 47.3)

Digor torofdon S dens
o
aai - ﬂl
tonliklori s dena q koordinatlarini 2s dens a, 8 sabitleri vo zamandan asili funksiya
kimi tapmaga imkan verir. Bununla da funksiya imumi inteqralini tapiriq.
Beloliklo Hamilton-Yakobi metodu ilo mexaniki sistemin horokoti
moasalasinin halli agagidaki oameliyyatlarin aparilmasina gatirir, Hamilton-Yakobi
tonliyini qururuq ve homin tonliyin (47.2) tam inteqralini tapiriq. Onlart « ixtiyar
sabitlorine goro diferensiallayib g sabitloring barabor edarok S dons cobri tonliklor
sistemini
X _p (47.4)
Oa,;

aliriq. Bu tenliyi hall edsrak q koordinatini zamanin va iki S dons ixtiyari sabitlorin
funksiyalar: kimi tapirig. Bundan sonra impulslarin zamandan asiligin1 P, :;ﬁ

tonliklorinden tapiriq.
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Ogar Hamilton-Yakobi tenliyinin tam olmayan hslli melumdursa s-don az
inteqrallama sabitlorindon asili holli molumdursa bu halda imumi halli tapmagq
miimkiin olmasa da onunn tapilmasi asanlagir. Masalen, S bir dens ixtiyari sabitdon

asili olaraqg moelumdursa onda

oS
— = const
oa

miinasibati ¢, ...q, doyismoalorini zamanla slagalendiren bir dens tenlik verir.
Hamilton funksiyas1 zamandan asgar gekilds asili olmadig1 halda, yani sistem
konservativ oldugda da Hamilton-Yakobi tenliyi daha sado gakil alir. Onda tesirin
zamandan asililig1 —Et toplanani ils toyin olunur.
S=8,(q)~ Et (47.5)

(bax § 44) vo bunu (47.1)-ds yerino qoyduqda S,(g) qisaldilmis tesir tiglin

H=(q1,__.,qs;-a£9‘,,_,,§0—-J=E (47.6)
oq,  Oq,

Hamilton-Yakobi tonliyini aliriq.
§ 48 Dayisonlorin ayrilmasi

Bir ¢ox mithiim (shomiyystli) hallarda Hamilton-Yakobi tonliyinin tam
inteqralim  doyismolori ayirma metodu ilo almaq olur. Doyigonloro ayirma -
metodunun mogzi asagidakindan ibarotdir.

Tutaq ki, hor hans1 koordinat — (onu ¢,-15 isars edok) ve ona uygun olan g—j—

1

toromosi Hamilton-Yakobi tenliyino bir kombinasiya (/{q"—aaiJ soklindo, hec bir

1
basqa doyisondon vo zamandan asil1 olmayaraq daxil olurlar.
Yoni tanlik

oS oS oS
®lg 12 X2 2 oo 48.1
{q”t’aq ’6t’¢[q”6q1]} ( )

soklindes yazilir. Burada ¢, koordinati ¢,-den basqa qalan koordinatlar1 gostarir. Bu
halda helli
S=5q,,1)+S(4) (48.2)

comi soklinds axtaraq. Bu ifadeni (48.1) do yerins yazsaq
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[ as as' o8
(D ~,t,—,'—’, ,'_l =0 48.3

tanliyini aliriq. Tutaq ki, (48.2) hall tapilmigdir. Onda onu (48.3)-do yerinos yazsagq,
bu ifads eyniyato ¢evrilir. Homin eyniyyat ¢, koordinatlarinin ixtiyari qiymatinds
ddonilir. Aydindir ki, ¢, doyisdikca yalmiz ¢-funksiyas: doyisor, ona goro elo
(48.3) ifadosini eyniyyasts gevrilmasi ¢ funksiyasinin sabit olmasini talob edir.
Belolikls (48.3) tonliyi iki tonliyo

oS
¢(q],a_‘J =, (48.4)

q,

as' as’
q){qi,t,a—qi—,gt—,al}——o (485)

ayrilir. Burada @, ixtiyari sabitdir. Bu tonliklordon birincisi adi diferensial
tonlikdir. Bu tonliyi inteqrallamaqgla S,(g,) funksiyasim tapiriq. Bundan sonra,
daha az asili olmayan doyigonlordon ibarat (48.5) xiisusi téromsli diferensial
. tonliyini alingq.

Ogor bu iisulla koordinatlarin hamisim1 vo zamani ayirmaq miimkiin olarsa,
onda Hamilton-Yakobi tonliyinin tam ineqralinin tapilmasi kvadraturaya gatirilir.
Konservativ sistem {glin faktiki olaraq sohbet (47.6) tonliyindon yalniz
koordinatlarin ayilmasindan gedir. Tamamilo ayirmadan sonra tonliyin inteqrah

S=Y85,qa,....a,)- E,....,a,) . (48.6)
k

soklindo yazilir. Burada S, funksiyalsrinin hor biri yalmiz bir koordinatdan asili
olur. Tam enerji E, (47.6) tonliyinde S, = >_S, yazdikdan sonra q; ..., sabitlorinin

funksiyas: kimi tapilir. Ayrihisin xtisusi hali d6vrii koordinatin oldugu haldir.
Dovrii koordinat g, aggar gakildo Hamilton funksiyasina vo ona gére do Hamilton-

Yakobi tonliyine daxil olmur. Bu halda q{q,,g‘ij funksiyas1 sadaco olaraq :—S-a
' 1 9,

cevrilir, vo (48.4) tonliyinden aliniq ki, S, = a,q, yoni
'S =8"(g0)+ g, (48.7)

Bu halda ¢, sabiti dovrli koordinata uygun olan P, =—§§~ impulsundan bagqa bir

1
sey deyil. Qeyd edsk ki, zamanin —Et goklinde konservativ sistem iiglin ayriligda
“dovrii” t doyigonina gore ayirma metoduna uygundur.
Belaliklo, baxdigimiz harakot tonliklorinin inteqrallamanin dovrii koor-
dinatlardan istifadoys osaslanan sadologdirilmgsi hallari  Hamilton-Yakobi
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tonliklorini ayrrma metodu vasitesilo ohato olunur. Buraya koordinat dovri
olmadig1 halda deyigenlors aywrmanin miimkiin oldugu hallar da buraya slave
olunur.

Biitiin bunlar hamis1 gostarir ki, Hamilton-Yakobi metodu harakst tenliyinin
{imumi integralimn tapilmasinin an giiclii metodudur.

Hamilton-Yakobi tenliyindo deyisenlora ayrilmasinda olverisli koordinatin
segilmosi ¢ox mithiimdiir. Maddi ndqtenin miixtolif xarici saholords horakati
mosalolorinds fiziki maraq kosb edon doyigonlors ayirma miimkiin olan
koordinatlara baxaq

1. Sferik koordinatlar. Bu koordinatlarda (r,8,¢ ) Hamilton funksiyas:

2 2
H= [pz +&+——£)“’———J+U(r,6,qo)

2m{" " r* rsin’@

soklindadir. Bu halda potensial enerji

U=a(r)+ﬂ€)+—c—(‘”)—

r*  risin’é

soklinds oldugda doyigonlors ayrilma miimkiindir. Burada a(r), 5(8), c(9) ixtiyari
funksiyalardir. Bu ifadodoki axirmei hodd fiziki maraq kesb etmadiyinden onu
nazars almadan

U= a(r)+b—(;0—)- (48.8)
r

soklindo oldugu hala baxaq. Bu zaman S, funksiyas: Uglin yazilmig Hamilton-
Yakobi tenliyi

2 2 2
L (% +a(r) + ! > %5, +2mb(8) +—-—21—,2— 95, =F
2m\_or 2mr 08 2mr®sin @\ O¢

" soklinds olur. Burada ¢ koordinatinin dovrii oldugunu alaraq tenliyin hollini

Sy = p¢¢+S|(r)+S2(0)

axtarsaq onda S,(r) va S,(6) funksiyalar: liglin

2

as, )’ p

Po | 1 2mb@ 2 =

(60) FmbO) g™’
2

L[5 +a(r)+ '82=E

2m\ or 2mr

tonliklorini aliriq. Bu tenliklori inteqraladiqdan sonra nohayst aliriq ki,
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Po_a6+] \/Zm[E— a(r)]-Lar (48.9)
a r

sin’

s =—Et+p¢(o+§\/ﬂ~2mb(¢9)—

Burada P,, B, E ixtiyari sabitlordir. Almman ifadoni onlara nozeren

diferensiallayib digor sabitlors barabor etmoklo horokat tonliyinin imumi hsllini
tapiriq.

2. Parabolik koordinatlar. p,¢,z silindrik koordinatlardan &,7,¢ parabolik
koordinatlara kecid ,

2= (E-n), p=En (48.10)

diisturlan vasitoesils aparilir. ¢ vo n koordinatlari 0-dan «-a qoder giymat alirlar.
£ vo n-nin sabit oldugu sathlor iki firlanma parabolik ¢oxlugundan ibaratdir (6z
oxu simmetriya oxudur). (48.10) slaqasini

r=yz o7 = e +n) (48.11)

radiusunu daxil etmoklo bagqa formada da yazmagq olar.
Onda
Eoriz, n=r-z (48.12)

Maddi néqtenin &,7,¢ koordinatlarinda Lagranj funksiyasini yazaq. (48.10)
ifadosi zamana gora differensiallayib

L =—2*(p2 + P29 +22)-U(p,9,2)

(silindrik koordinatlarda Laqranj funksiyas1) ifadasinds yerina yazsaq

c2 22
L=Lg.(5+n)[i+l-j+ﬂ§n¢z ~UEn 9 (48.13)
s n) 2
ifadosini aliriq. Impulslar
m - m .
pg—zg(s‘m)é, pq—a(&n)n, P, =méng

vo Hamilton funksiyasi

2

_28p Py P,
m.og+n  2men

H

+U(&n,0) (48.14)

soklinds alinir.
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Bu koordinatlarda doyigoflers ayirma miimkiin olan fiziki maraq kasb edon
hal
U< a(§)+b(77)= a(r+z)+b(r—2z) (48.15)
E+n 2r

halidir.
Burada alinan tonlik

2 é(%jzw(%)z b (%T*m"@) +b) _
m(&+7)|°\ o¢ on) | 2mén\ 8 £+
dévrii ¢ koordinati P,p formasmda ayrilir. Sonra tonliyi m(£+n)-ya vurub
haddleri gruplasdirdigdan sonra aliriq
2
Py

25[2—?} + ma(é)— mE¢E + -2—6 + 277(%5;7—0] + mb(n)— mEn + —%’;— =0

Halli
Sy = b9t §,(E)+S,(m

soklinds yazdigdan sonfa iki
2

25(%2—*) + mal(g)-mEE + 5—2 )

2

ds, )’ p
20| =2 | +mb(n)~mEn+—-=-p
dn 27

va bunlari inteqralladaqdan sonra

(48.16)

nohayst aliriq. Burada P, g, E inteqrallama sabitlaridir.

3. Elliptik koordinatlar. Bu &,7,¢ koordinatlar

pzm/iéz—lil—nzi, z=0én (48.17)

diisturlarn vasitasilo daxil edilir. ¢ parametri gevirmo parametridir. ¢ koordinati
vahiddon « kimi, » koordinati ise -1 den +1-5 kimi doyisir. Oger z oxu {izorindo
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gbtiirilmils z=0 vo z=-o! koordinath 4 va 4, noqtelori arasinda r, vo r,

mosafalarini daxil etsok ( r, =(z-o) +p?, r,=+(z+0) + p*) daha ayani ifads

alinir. (48.17) burada yerinos yazsaq

=o(&-n), r,=0(&+n)
nan o men #8.18)

3

s 20 = 20

diisturlarim1 aling. Silindrik koordinatlarda yazilmis Laqgranj funksiyasinn elliptik
koordinatlara gevirsok

=m_;'(§2"72{;_1+ ﬁz]+ e -Mi-n? )t -Uleng)  (48.19)

1-n

ifadasini aliriq. Buradan Hamilton funksiyasi ti¢lin

e e [ B R e e 21
2ma* (£ —n?) g TAE -1 1-0*)° (48.20)
U(¢.n.0)

ifadesini aliriq. Fiziki maraq kosb edeon hal

- ale)+bl)_o {a(rz +n )+ b(’zz; i )} (48.21)

g+nt  nn |\ 20

halidir a(¢) vo b(p)-ixtiyari funksiyalardir. Hamilton-Yakobi tenliyindon
dayigenlera ayirmanin naticasi

_ p-2mc’alg) _ p;
S=-Et+p ¢+J'\/2ma 71 (52#1)2d§+

2 2
+I 2m02E—’3+2m02b(ﬂ)— Pe ~dn
=7 (-n*)

(48.22)

! Sabit £ xattlori fokuslari 4, vo A, ndqtesinde olan
2 2

z p _
0'252 + 0'2(62 _1)_

ellipsoidlor ailasidir. Sabit 77 ayrileri bunlarla eyni fokusa malikdir.

2 2

z p

P —02(1_772):1

hiperboloidlardir.
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Moasalaloar.

1.Zarraciyin =2 _Fz; sahosindoki horokati l¢lin Hamilton-Yakobi
r

tonliyinin tam inteqralim tapm. (Kulon va bircins sahslorin toplusu ). Bu horokat
liglin xarakterik olan koor-
dinat vo impulsun saxla-
nan funksiyasint toyin
edin.

Holli: Bu saha
(48.15) tipli sahadir. Hom
ds

F .
a(g)‘a_'z—é »

Sokil 55

b =a+sn’

Hamilton-Yakobi tenliyinin tam inteqrali (48.16) diisturu ils tayin olunur. a(¢) ve
b(n) oradaki funksiyalardir. g-sabitinin menasin1 aydinlagdirmaq tigtin

2

2§p§ +ma(§)— mE& +5p? =f

2

P
2np} +mn(ﬂ)—mEU+ﬁ =-p

tonliklorini yazaq. Bu tonliklori bir-birindon ¢ixaq vo & =%, P, =2—S
n

. egs 4L . as as . .
. impulslarmni, silindrik koordinatlarda yazilmig P, 5 - == impulslan ils

ifado etsok sada gevirms vasitasilo aling

kvadrat métarizadoki ifads tomiz kulon sahsesi Ugiin spesifik (xarakterik) horokot
integralidir. ((15.17) vektorunun z komponenti).
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2.Homin amoliyyat1 U =%, % gahasindoe (iki terpenmoz markozin omola
h n

gotirdiyi kulon sahasi: zarraciklor arasindaki mesafo 2S-dir).

Holli: Bu saho (48.21) tiplidir. Hom do

a +a,

a(g)==1—2¢, bln)=

S(£,7,0,t) tosiri bu ifadslori (48.22) diisturunda yerina yazmagla alinir. g sabitinin
manast birinci masalada oldugu kimidir. Baxdigimiz halda bu ifadonin

2

B= cz[pf, +£’;—]—MZ +2mo(a, cosb, + a, cosb,)
P

saxlandigim gosterir. Burada

2.2
r ?

M* =[fpf = p2z” + plp’ + 2.0,

6, va 0, sokil 55-doki bucaqdir.

§ 49 Adiabatik invariantlar

Birdlgiilii finit horokot edon vo A-parametri ilo xarakterize olunan mexaniki
sistemo baxaq. A-parametri sistemin 6ziinli vo ya onun oldugu sahoni xarakterizo
eda bilor',

Fozr edok ki, A-parametri hor-hansi xarici sahonin tesiri ilo zamana gors
yavag-yavas (adiabatik olaraq) doyisir. Yavag-yavag doyisme dedikde A-
parametrinin sistemin horskorinin bir periodu T miiddstinde az deyismosi basa
dustliir.

di

TE <A (49.1)

! {fadalerin qisaligs Ggiin farz edirik ki, yalmz bir dono bels parametr vardir. Ancaq alinan ifadelorin hamusi ixtiyari
sayda parametrlor olan hala tmumilogdirils bilar.
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A sabit olsaydi, sistem gapali olardi va miioyyan T(E) periodu il va sabit E
enerjisi ilo periodik horokst edordi. A-parametri doyison oldugu halda sistem
gapalt olmayacaq vo onun enerjisi saxlanmayacaq. Lakin gsbul etdiyimiz kimi 4 -
parametrinin zoyif doyismosi zamani enerjini £ dayigmo siiratide az olacaq. Ogor
hamin stirati period {izro ortalasaq ve bununla da (tez) rogsi hamarlasaq, onda bu
zaman alman £ qiymati sistemin enerjisinin ardocal olaraq zeif doyigmesini
gostoracok. Bu siirst hagqinda deys bilarik ki, o 4 parametrinin doyisma siirati 2
ilo miitonasib olacaq. Bagqa sozlo desok, bu yuxarida toyin olundugu monada
doyison E-nin A parametrinin funksiyas: oldugu demekdir. E-nin 1 -dan asililig1 E-
nin va A-nin hor-hansi kombinasiyanin sabitliyi gorti kimi ifade oluna biler. 4-
parametrinin yavag doyismasi ilo miisayst olunan harokst zaman: invariant qalan
belo kamiyyatlors adiabatik invariantlar deyilir.

Tutaq ki, H(g,p,A) A parametrindon asili sistemin Hamilton funksiyasidir.
(40.5) diisturuna ssasan sistemin enerjisinin doyisma siirati

dE _0H _0H dA 49.2)

d dt dAdt

olur. Bu ifadenin sag torofi yavag doyison A-doyigonindon vo homdo tez-tez
doyison q vo p doyigonlorindon asilidir. Enerjinin sistematik doyismasini ayirmaq
liglin, yuxarida deyilonlora uygun olaraq (49.2) ifadesini harakstin periodu {izro
ortalagmaq lazimdir. Bu zaman A-nin (vo ona gors do A-nin) doyismosi az
oldugundan i -n1 comlomo igarssi xaricine ¢ixarmagq olar.

dE _ a1 oH (49.3)
dt dt di

ortalanan _652!_ ifadosing yalniz p vo q —nun funksiyasi oldugu hesab edilir. 1-dan

asil1 olmur. Easqa sozlo ortalama A -parametrinin verilmis sabit giymstine uygun
olan harokat iizrs apartlir.
Ortalaman aggar sokilds yazaq
O0H _1%70H

oA T1oA

q= f’aﬁ Hamilton tonliyins uygun olaraq yaza bilarik.
/4
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Bu boraborliyin kémoyi ilo zamana goro inteqrallamani koordinata gors
inteqrallama ilo avaz edak va harakatin periodunun
T=fdr=§—£‘5?-— (49.4)
L7
P

soklinds yazaq. @ -igarasi inteqrallamanin koordinatinin bir period miiddstindo tam -
doyismeni (irali vo geri) tizra apartlir'. Beloliklo (49.3) diisturu

OH
W
dE dA aHa
L _ar /o 495
dt drt § dg ( )
oH/
/op

formasini alir. Ovvalds qeyd edildiyi kimi, bu ifadeds inteqrallama horokstin 4 -
nin sabit galdigi haldaki horokst trayektoriyasi tizro apariimalidir. Bu trayektoriya
boyunca Hamilton funksiyasi sabit E qiymot alir, impuls iso q doyisen koordinatin
va iki asili olmayan sabit parametrlorin E, A funksiyast olur. Mohz impulsu bels
p(q,E,2) funksiyasi oldugunu gobul edersk vo H(p,q,A)=E borabarliyini A-
parametrina goéro diferensiallasaq aliriq ki,

OH OHOp _

o1 op 94

0H/oA _ op

va va = ——
4 oH/op  0A

Bu ifadoni yuxaridaki (49.5) inteqralinda yerina yazib vo agagidaki inteqralalts

funksiyani g—z soklinde yazaraq alariq ki,

p
— § 2L dg —
i@.:__d}__gg'._ nga § ég_g_E.+§££& a’ =0
dt dt § 4 dg OE di  0A at

oL

! Bgar sistemin harokati firlanmadan ibaratdirso q koordinati iss ¢ firlanma bucagidirsa onda d tzrs
integrallama bir tam dovr fizrs, yani 0 -dan 27 -ys qadar apariimalidir.
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Bu barabarliyi yekun olaraq

a_,

= (49.6)
formasinda yaza bilarik. Burada I ilo
1
- L {pay (49.7)

integrali isaro edilmigdir. Bu inteqral E vo A -nin verilmis qiymatlorinds aparilir.
Bu natico gésterir ki, I komiyyati baxdigimiz yaxinlasmada A -parametri doyigon
zaman sabit qalir, toni I adiabatik invariantdur.

I komiyyoti sistemin enerjisinin (vo A parametrinin) funksiyasidir. Bunun
enerjiys nazeron xisusi téromasi horakatin periodunu verir. (49.4) diisturuna gors
aliriq ki,

ol dp
r—=¢——dg=T 49,
T §8E dgq (49.8)
vo ya basqa formada
OF
=" 49.9)

Burada w= 2% sistemin rags tezliyidir.

Sistemin faza trayektoriyasi anlayigindan istifado ederok (49.7) diisturuna
ayani honodsi mona vermoak olar. Baxdigimiz halda (bir sorbastlik doracasi) faza
~ fozast iki 6lgiilii p,q koordinat sistemina gatirilir vo periodik harakat edon sistemin
faza trayektoriyasi bu miistovids qapali ayri amala gatirir. Bu trayektoriya boyunca
apanlan (49.7) inteqrali qapali oyri daxilinds qalan saheni verir. Bunu saho lizro
aparilan ikiqat inteqral

1
== [ dpdq (49.10)

soklindo yazmagq olar.

Nisal olaraq birdlgiilii ossilyatorun adiabatik invariantini tayin edsk. Onun
Hamilton funksiyast
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=P Mg (49.11)

barabardir. Burada w ossilyatorun mexsusi tezliyidir. Faza trayektoriyasimn tonliyi
H(p,q)=E

enetjinin saxlanmasi qanunudur. Bu yarimoxlari v2mE va /2% 2 Olan ellipsidir.

Ellipsin 2z -y boliinmiis sahosi

=E (49.12)

w

Bu ifadonin adiabatik invariant olmasi géstorir ki, ossilyatorun parametrinin
yavag doyigmasi zamani onun enetjisi tezliyo miitenasib olaraq doyisir.

§ 50 Kanonik dayisonlor

Indi tutaq ki, A parametri sabitdir, yani sistem qapalidir. I doyisenini yeni
“impuls” gobul edarek p,q koordinatlarindan kanonik g¢evirma aparaq. Bu halda
yaradict funksiya rolunu ¢,/ doyisenlerindon asili toyin olunmug s, qisaldilmig
tosir oynayir. Dogrudanda da s, funksiyasi E-nin miioyyen giymotinds toyin
olumusg

So(q. Bs2) = [ p(q. E; A)dq (50.1)

kimi ifads olunur. Qapali sistem tigiin I yalniz sistemin enerjisinden asili olur. Ona
goro S, funksiyasini S,(g,7,4) soklindo sego bilorik. Bu halda xiisusi téroma
a5, : . (8s,) . e "

—| =P ifadesi | =2 | ifadesilo iist-listo diigiir. Ona gore do

Oq £ Oq ;

p — aSO(q9I3A)

z (50.2)
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olur. Bu iso (45.8) kanonik ¢evirmo diisturunun birincisi ile list-tsto diigiir. Ikinci
diistur iso yeni “koordinat ” toyin edir. Onu w ils igars edsk

AR )

L (50.3)

I vo w doyismolori kanonik doyigonlor adlamirlar.. / doyigeni bununla slagedar
olaraq tesir doyigeni w-ise bucaq doyisoni adlanirlar.

S,(g,1,2) yaradic funksiyasi zamandan aggar sokilds asili olmadifindan yeni

H' Hamilton funksiyas: yeni deyismolorls ifado olunmus kéhno H funksiyasi ilo
{ist-iisto diigiir. Basqa sozlo H' tosir doyisoni ilo ifade olunmus E(Z) enerjisidir.
Buna uygun olaraq kanonik dayigonlar tigiin yaziimiz Hamilton tenliklori

i=o0, w=2ED (50.4)
dl

formasinda yazilirlar.

Birinci tonlikdon, gozlonildiyi kimi, aliriq ki, 7 =const enerji ilo birlikde I
tosir deyisonindo sabitdir. Ikinci tenlikden ise goriiriik ki, bucag dayigoni zamanin
xatti funksiyasidir.

w=idf—t+const = w(I)t + const (50.5)

Bu raqsin fazasini ifads edir.
S,(g,1) tosir funksiyasi q koordinatinin gox qiymatli funksiyasidir. Her period

miiddstinds o oavvalki giymatini almir vo
AS, =2xl (50.6)

slavasini alir. Bu (50.1) ifadasinden vo hamds I -nin (49.7) toyinindon ds aydindir.
Bu miiddat arzinds bucaq doyisoni
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aw=2F0 O ps —2n (50.7)
ol oI

olavasini alir.

Oksina, ager bir F(q,p) (vo ya onlarin birgiymstli F(q, p) funksiyalarini)
kanonik doyisenlorlo ifads etsck onda homin funksiyalar (7-nin verilmig
qiymetinde) w-nin 2z qoder doyigdiyi zaman 6z qiymatlorini dayismoayacaklor.
Bagqa sozlo istonilon F(g,p) birqiymotli funksiya, kanonik doyisenlorlo ifads
edildikds, w dayiseninin 2z periodlu, periodik funksiyas: olacaqdr.

Harokot tonliklori qapali olmayan sistemler {iglin do zamandan asii -
parametrli kanonik doyisenlor vasitasils tasvir oluna bilirlor. Bu doyisonlars kegid
yens do (50.2)-(50.3) diisturlar: vasitasile, (50.1) S, inteqralt yaradici funksiya
olarken aparilir. Bu zaman S, funksiyasi (49.7) formulu ils toyin olunur 7 dayisoni
ilo ifade olunur. (50.1) geyri-miisyyon inteqrali vo (49.7) miioyyan inteqrali bu
zaman A(r) funksiyasmin miioyyen sabit giymots malik oldugu hal iigiin
hesablanir. Bagqa sozlo, A(¢)funksiyasi sabit A-ilo ovez etdikde alinan oavvalki
So(g,I,A()) funksiyasi olur'.

Yaradic: funksiyast (4 parametri ilo’ birlikds) zamandan aggar sokilde asili
olan funksiya oldugundan yeni Hamilton funksiyasi artiq svvolki ilo {ist-iisto
diismoayacak, yoni E(I)-ila Ust-iisto diismayacak.

Kanonik ¢evirmonin (45.8) timumi diisturuna asasen

H’=E(I;A)+%=E(I;l)+ Ad (50.8)
burada
A= ( aﬂ )w (50.9)

isarolomosi edilib. Hom do A (1 -ya gors diferensiallanandan sonra) (50.3) diisturu
vasitosilo 7 vo w komiyyatlorils ifads olunmalidur.

Bundan sonra Hamilton tanliklori

! Lakin qeyd edak ki, bu yolla tayin olunan S o funksiyas: artiq zamandan asili Hamilton funksiyas vasitasilo tayin

olunan haqiqi qisaldilmag tasirls tst-Usts ditgmiir.
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s oH' oA .
[=-2L %%} 4 .
0 (aw)u (50.10)
o (o)
= ‘W(I’A)J’(az)wf (50.11)

formasini alirlar. Burada w=(%—115-) ragsin tezliyidir. (homin tezlik yenado A-ni

i

sabit gotlirdllyiimiiz halda hesablanan tezlikdir).
Masalo

Tezliyi zamandan asih olan harmonik ossilyatorun harskat tenliyi kanonik
doyisenlords yazmn (Hamilton funksiyas: (49.11)-dir).

Holli: (50.1)-(50.3) ifadolorinds biitiin emoliyyatlar Anin sabit (4 nm rolunu
w tezliyi oynayir) qiymstlorinds aparilir onda p ve q niin w-ilo olagosi sabit
tezlikdo oldugu kimi olar. (w=wr)

q:"—Zﬁ—jz—Sinw= ‘—z—lsinw, p=~2Iwmcosw
mw mw

Buradan

S, = Ipdq = jp(—g—fv—) aw = 21_[cos2 wdw

1w

Vo sonra

A= QS—" =(%— (gw_) :—I—sin2w
ow ), ow J\ow/, 2w

(50.10) vo (50.11) tonliklori agagidaki kimi olurlar.

: w ) w o,
I =-I—cos2w, Ww=w+—sin2w
w 2w
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§ 51 Adiabatik invariantin

saxlanma daqiqliyi

Horokot tonliyinin (50.10) formasi tosir doyiseninin adiabatik invariant
oldugunu siibut etmays imkan verir.

S,(¢,1,A) gq-nin ¢oxqiymotli funksiyasidir, koordinatn baslangic qiymstine
gayitdigy zaman ona 2a7-min tam hasili olave olunur. (50.9) t6romesi iso
birgiymatli funksiyadir, ¢iinki diferensiallama sabit 7 halinda aparilir vo S,-a alavs
hoddin tSromesi sifir olur. Ixtiyari birqiymotli funksiyada oldugu kimi A
funksiyasi bucaq doyisoni w-ile ifade olundugda homin doyisenin periodik

funksiyas1 olacaqdir. Periodik A funksiyasinin %% téramasinin period Uizro orta

giymoti sifira borabardir. Ona géro do (50.10) tanliyini ortalayaraq vo A-m
ortalama isarasindon konara ¢ixardaraq (4 -nin yavas doyigdiyina gors ) aliriq ki,

f:—(—li:O (L1

Bunu da isbat etmak lazim idi.
(50.10) va (50.11) horokat tonliklori adiabatik invariant qalmas:1 doqiqliyi
mosolasing baxmaga imkan verir. Bu suali agagidaki kimi qoyaq: forz edok ki,
A()-funksiyast - - Vo r->+o olduqda A_ vo A, sabit limitloro yaxinlasir, I
adiabatik invariantin baglangic
t—>-o andaki I qiymeti

@ verilmigdir. Onun 7 — 4+ anin-
daki doyismosini AI=1, -1
tapmagq toleb olunur.

© w _ (50.10) tonliyindon aliriq
’ ki,
Sokil 56 Al=— Tgﬁ,idt (51.2)
- ow

0
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Yuxarida geyd edildi ki, ‘A -komiyysti w doyigeninin periodik (period 2r -yo
barabor) funksiyasidir. Onu Furye sirasina ayiraq
A=Se"n, (51.3)

l=—

(A funksiyasi haqiqi oldugundan ayrilis amsallart A, = A; ifadesi ilo slagalidirler).
Buradan —g% toromosi tigiin

A _ Soiten, =2Re Y ile™ A, (51.4)
ow =

I=—

A-nm kigik qiymatlorindo w tdromasi miisbatdir (onun isarasi w-nin igarssi ilo

eynidir. Bax (50.11)), yoni w zamamn monoton funksiyasidir. Ona gérs ds, (51.2)

diisturunda dt-ys goro inteqrallanmadan dw-ys gore integrallamaya kegdikda

inteqrallama sarhadlori deyismoz qalirlar.

_[ordid,, (51.5)
2 ow dt dw

Al =

Burada (51.4)-ii yerino yazib, w doyigonini formal hesab edsrsk integrali
cevirmoyo ugradaq. Inteqralalti ifadenin w-nin hoqiqi qiymetlorinde mexsusi
ndqtalerinin olmadigim gebul edib, inteqrallama konturunu w-nin hoqiqi oxdan -
yuxar1 yarimmiistaviyys kdgiirok. Bu zaman kontur “xiisusi” ndqtslers toxunacaq
v onu dovrays olaraq sokil 56-da gosterilon formani alir, Tutaq ki, w, haqiqi oxa

yaxin olan moxsusi ndqtadir, bagqa sozle 0 on az miisbst xayali hissays malik olan
noqtadir. (51.5) inteqralina ssas slave bu ndqte otrafindan golir. Hom do (51.4)
sirasmnin har bir haddi exp(-limw,) vurugu olan olavelori verirlor. Yalniz on kigik

monfi tisto malik olan haddle (yeni 7 =1 olan haddi) kifaystlonsak aliriq ki,
Al oo exp(-Imwy) (51.6)

Tutaq ki, ¢,-am1 (kompleks odod), w,-xiisusi noqteys uygun olan zaman
anidir. w(z,) = wy|t,| sistemin parametrinin xarakterik doyismo zaman tortibindadir.

Homin zamani ¢ ' ilo isars edak. (51.6) diisturunda {istiin tortibi

! Xiisusi hallarda els ola bilarki (51.4) sirasina [ = 1 olan hodd daxil olmasin (mss., bu paragrafin axirinda
mosalaya bax). Biitiin hallarda siraya daxil olan an kigik / -olan haddi gotiirmok lazimdir. 8gar A parametrinin
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AW, ~ @~ 51.7
Imw, ~wr T ( )

olacaqdir.
Qabul etdiyime gore, r>>T oldugundan o iist boyiikdiir. Beloliklo, 7, -1
forgi sistemin parametrinin doyismo siiroti azaldigca eksponensial olaraq azalir'.

W, -1 % -ya goro birinci yaxmlagmada (yoni yalmz ~ (%r haddlarin Ustda

saxlamaqla) tayin etmok iiglin (50.11) diisturunda A daxil olan kigik hoddi atmagq
olar. Yoni yazmaq olar ki,

aw
o w(l,A(t)) (51.8)

Bu zaman w(J,1) funksiyasinda / arqumentinin sabit oldugu gabul olunur. Deysk

ki, 7-ya barabar qabul olunur.
Onda

w, = [ WL, A (51.9)

(Burada inteqralin asagi serhodi olaraq t-nin ixtiyari haqiqi giymetini gotiiriilo
bilor. w,-nun xayali hissasi bu giymatden asili olmur).

(51.5) integral1 w (51.8) diisturundan (va (51.4) sirasinda bir hodd g% kimi

gobul edildikda) tayin olundugda

W AdW
Al Re |ie™
c- Re I ie W)

(51.10)

formasim alir.

Buradan gériiniir ki, (heqiqi oxa yaxin ndqtslori segorkan) bir-birila roqabet
aparan xlisusi noqtolor arasinda A(r) va %v funksiyalarinin xiisusi (polyus,
budaqlanma néqtesi) noqtsleri istirak edirlor. Bununla slagadar olaraq geyd edsk
ki, AI-nin eksponensial kigikliyi nsticesi hamin funksiyalarin xiisusi néqtslorinin
olmamasi miilahizasinden irali galir.

Massla

t
yavas olmast £ = — formula ilo ifado edilirss, boytk 7 olduqda, onda #, = &, olur. Burada &;, A(&)
T

funksiyaswnin 7 -dan astli olmayan xtisusi néqtasidir.
' Ogar A(f) funksiyasinmn baslangic va son giymatlori barabsrdirsa (4, = A_) onda hom AJ va onunla barabar
AE = E, — E_ (baslangic va son enerji) forqinds az olacaqdar. (49.9) ssason AE = wAI olacagq.
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Tezliyi

1+ ge”
w? =w} ~
1+e

ganunu ilo w_=w, qiymstlorindon t=-w olduqda w, =-Jaw, t=« oldugda
giymatine qader (a>0 a<<w,) yavas doyison harmonik ossilyator tglin A/-m

qiymstlondirin.
Halli: 4 parametri olaraq w tezliyinin 6ziinii gabul etsak onda

A_af_a 1 )
w 2\e®+a e+l

olar. Bu funksiya e®=-1 vo e®=-a oldugda polyuslara malikdir. j wdt

intervalin1 hesablandigdan sonra tapiriq ki, Imw,-in on asag: giymati at, = ~In(-a)

polyuslarinin birindon meydana ¢ixir va

wor/a,a>1
Imw, =

wofr«/;/a,a<l

ifadesine borabordir. Harmonik ossilyator tigiin A &= sin2w (§50-0 aid masslaya
bax). Ona gérs (51.3) siras1 iki hedden (7 =+2) ibarat olur. Ona goéra do harmonik
ossilyator tiglin

Al 62 exp(-2Imw,)

§ 52 Sorti periodik horakoat

Finit horokst edon (biitiin koordinatlar: iizrs) gox sorbastlik doracasine malik
qapali sistemo baxaq. Bu zaman forz edok ki, masole Hamilton-Yakobi metodunda
tam doyisonlors ayrla bilondir. Bu o demekdirki qisaldilmug tesir, miiayyen
koordinatlari se¢dikda

So =ZSi(qi) (52.1)

comi goklinde yazila biler. Buradaki S, funksiyalarnin hor biri yalniz bir koor-
dinatdan asilidir. ’
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Umumilogmis impulslar

_ 08 _ 45,
P "%, " g,
oldugundan S, funksiyalarinin hor biri
S; '—'Ipfd% (52.2)

formasinda yazila bilar.
Bu funksiyalar birgiymstli deyillor. Harakat finit horokat oldugundan koor-
dinatlarin har biri miioyyen sonlu intervalinda doyige bilorlor. ¢, koordinatlarmimn f

bu intervalinda “irali” vo “geri” doyismasi zamani tasir
AS, = AS, =271, (52.3)
olavasini alir.
Burada 7,
I =_1_§pidqi (524)
4

2

inteqralindan ibarotdir. Integrallama géstorilon intervalda aparilir’.
Yenoado avvalki paraqrafda birdlgiilii harokst iiglin apardigimiz kanonik
¢evirmays analoji gevirmo aparaq. Yeni doyisenlor 1, tosir doyiseni” va

_5S0(q,1)_ 05,(q,,1)
o - BeD B (52.5)

i

“bucaq” dayigeni olacaqdir. Burada Yeno do Yaradici funksiya 7, doyisenleri vo

koordinatlarin funksiyas: kimi ifado olunmus tosir funksiyasi olacaqdir. Bu
dayisenlors gora yazilmis harakat torliklori

OE(I)

i,.=o,w,=——(i
oI,

1, = const . (52.6)

! Lakin qeyd edok ki, burada g ; koordinatmin mimkiin olan intervalda formal deyigsmasinden s6hbat gedir. Onun

birsleiilii harakatda oldugu kimi period miiddstindo hogiqi doyismasinds s6hbat getmir. Bir ¢ox sorbastlik
daracasine malik olan sistemin harsksti ham imumi halda hamds hor bir koordinatin aynliqda zamana gérs
dayismesi periodik deyil.
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i

w =-a§1({)t+const (52.7)

ifadalorini verirlor.

(50.7) ifadslerino analoji olaraq tapiriq ki, g, koordinatimuin tam doyigmasi
zamant (“ireli” vo “geri”) w, funksiyas1 2z qodoar doyigir

Aw, =27 (52.8)

Basqa sozlo w,(¢,I) komiyyatlori koordinatin birgiymotli olmayan funk-
siyalaridir. Onlar koordinatin bir tam dovrii zaman1 27 -nin tam misli gador doyisir.
Bu xassosi homdo w,(p,q) funksiyasmmn (p veo q ile ifads olunmus) sistemin faza
fozasinda xassosi kimi basa diismoek olar. 7, funksiyalarinin 6zleri p vo q dayi-
senlorine nazeran tayin olundugda hemin dayisenlerin birqiymatli funksiyalaridir.
Onda I(p,q)-ni w,(q,I)-do yerins yazsaq bir w,(p,q) funksiyasina alariq. Homin
funksiya faza fozasinda gotiirilmiis ixtiyari qapali ayrini dolandiqda 2z -nin tam
misli v ya 0 qeder doyiger. ‘ ‘

Buradan c¢ixirki, sistemin halimn birqiymetli F(p, ¢)! funksiyas: kanonik
dayisenlorls ifads edildikds bucaq dayiseninin periodik funksiyasidir. Periodik her
bir doyisens gdro 2z -yo borabordir. Ona goro belo funksiyam goxdan Furye
sirasina ayirmagq olar.

F= z ZA’JrJ:e’ p

h=—0 I =

(1,,1,,...1, tam adodlordir). Bucaq doyisoninin zamandan asihhimi burada yerino

yazsaq F funksiyasinin zamandan asihihigt

S |, 0E OF
F=Y .34, exp{zt(l]—él—+...+ls Er—]} (52.9)

h=—o [l,=—o ’ 1

diisduru ils toyin olunar.
Bu comin har bir hoddi zamanin
Lw, +...+1w, (52.10)

tezlikli periodik funksiyasi. Bu ifads

! Firlanma koordinatlar1 - ¢ bucaglar1 (bax ssh. 194) sistemin hali ilo qeyri birgiymatli slagelidirlor, ¢inki ¢
bucagmin 27 -min tam hasili ilo farqlanan qiymstlari sistemin eyni halina uygun golir. Ona gore agor q
koordinatlar: arasinda bela bucaglar varsa onda onlar F'(g, p) funksiyasina yalniz Sin ¢ ve ya cos ¢ soklinda

daxil olmalidir. Bunlarin sistemin hali ilo slagalari birgiymotlidir.
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w, =22 (52.11)

asas tezliyin tam hasillorinin comidir. Ancaq (52.10) tezliyinin hor biri digarinin
tam hasili (vo ya rasional hissasi) olmadigindan com periodik funksiya deyil. Bu
sistemin q koordinat vo p impulslarma da aiddir.

Beloliklo, sistemin heroketi timumen ve her bir koordinat iigiin periodik
funksiya deyil. Bu o demekdir ki, sistem hor hansi haldan ¢ixdigdan sonra sonlu
zaman miiddstindo homin hala gayitmayacaq. Lakin tosdiq etmok olarki, kifayat
qadar zaman kegdikdon sonra sistem homin hala kifayot qadar yaxinlasacaq. Bels
harakati bu ciir adlandirmagin osas sobabi harokotin bu xassesing asaslanir.

Miixtolif xiisusi hallarda iki (va ya gox) asas tezliklor w, miiqayiss edilo bilen

(1, -nin ixtiyari qiymotlorinds) ola bilmez. Bu zaman deyirler ki, cirlasma vardir vo

agar S dono tezliklorin hamist miiqayiss edils bilondirse onda deyirler ki, sistemin
horokati tamamils cirlagmigdir. Aydindir ki, axirinet halda herakat tam periodikdir
va belslikls biitlin zarraciklerin trayektoriyalar1 gapalidir.

Cirlasmanin olmasi her seyden ovval sistemin enerjisinin asili oldugu asili
olmayan kemiyyatlorin (7, ) saymin azalmasina gatirir.

Tutaq ki, w, vo w, tezliklori
OE  OE

n, ol =n25}2— (52.12)

ifadssils bir-birils slaglidirler. Burada n, vo n, tam ododlordir. Buradan goriintir
ki, 7, va I, kemiyyatlori enerjiyo yalnz n,/, + n,1, comi soklinda daxil olurlar.
Cirlagmig horokotin on baglica xiisusiyysti birqiymstli horoket inteqrallarinm
saymnin cirlasmamis haldakina nisboton artmasindadir (eyni sorbestlik doracasi
oldugu halda). Axirinct halda 25 -1 dons herokot inteqrallarindan yalniz S denasi
birqiymatli hal funksiyalaridirlar. Onlarin tam dostosi S dons 7, dayisenlorindon

ibaratdir. Qalan S -1 dono harokst integrallarim

1)) OF
e 2.13
wl a[k Wk a[ (5 )

forqi soklindo yazmaq olur. Bu ifadslorin sabitliyi (52.7) diisturundan birbasa
alimr. Lakin bucaq doyisenlorinin birqiymatli olmadigindan onlar sistemin halmi
birgiymstli funksiyalar deyillor. Cirlasma olduqda voziyyst dayisir. Yoni (52.12)
miinasibatine gors

win, —w,n, (54.14)
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inteqralin birgiymotli olmasada, onun birgiymotsizliyi 27 -nin tam hasilinin
olavosindan ibarat olur. Ona géro do homin kemiyyatlerin trigonometrik funk-
siyasini gétiirmak kifayatdir ki, birqiymatli harokst inteqraly alinsin.

Cirlasmis horskats misal U= ——% sahasinds horokstdir (bu paraqrafa aid

mosaloys bax). Mehz bu vaziyyst yeni moxsusi birqiymatli (15.17) horokat
inteqralinin meydana golmesine sobab olur. Bu inteqgral iki (horokato miistovi
horskat kimi baxiriq) adi horoket inteqrallar1 — impuls M vo E enetjidon olave
yaranir. M va E horokat inteqrallar1 istenilon merkszi saho liglin xarakterikdir.

Hom do qeyd edok ki, slave birgiymatli inteqralin yaranmasi cirlagmis
horaketin bir xassosini do meydana ¢ixarir. Cirlagmis halda horokst tonliyi yalmz
bir koordinat sisteminde deyil, miixtslif koordinat sistemlorinde doyisenlors
ayirmanin mimkiin olamsina gatirir'. Dogrudan da I, kemiyyatlori doyisonlors
ayirman1 miimkiin edon koordinatlarn birqiymatli herekat inteqgrallar1 olurlar.
Lakin cirlasma oldugu halda birqiymstli horoket integrallarmin sayr S-den g¢ox
olur, ona gors do onlarin hansinin 7, deyiseni kimi birqiymatli olmur. Misal olaraq
yena da Kepler harokatini gosterok. Bu masole ham sferik koordinatlarda hom do
parabolik koordinatlarda deyigenlors ayirmani miimkiin edir.

Ovvalki paraqrafda tosir doyigeninin bir dl¢iilii finit harokst zamani adiabatik
invariant oldugu gostorildi. Bu miiddea gox sarbastlik deracasine malik olan sistem
iicinda qiivvede qalir. Bunu §51-do gerh olunan metodun bir basa limumilog-
dirmakls isbat etmok olur.

A@) parametrli gox 6lgiilii sistemin kanonik doyigenlords yazilmug horskat
tonliklori har bir 7, tasirin deyismo siirati tigiin (50.10) ifadesine analoji olan

: oA -
I =—?Jﬂ, (52.15)

1

ifadesini verir. Burada yens do Az(%) . Bu ifadoni sistemin asas perioduna
I

nisbaton bﬁyﬁk, ancaq A(f) parametrinin doyisma zamanmna nisbston kigik zaman
arasinda ortalamaq lazimdir. Bu zaman yens do A ifadesi ortalama isarasinden
kenara ¢ixarilir. 5yaw_ ifadesinin orta giymsti iso A parametrini horakat zamant

sabit qobul ederok aparilir. Buna géro de haroket gorti periodik olur. Onda A

'Buhaldabiz ¢, = ¢,(¢,), 9; = q5(q,) trivial koordinat gevirmalorina baxmirig.
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komiyysti w, bucaq doyisenlarinin birqiymaotli periodik funksiyas: olacaq va onun

5Iyaw_ téramasinin orta giymeoti sifir olacaq.

Axirda goxsorbostlik doracesine malik qapali sistemin finit horokatinin
xarakteri barade imumi halda Hamilton-Yakobi tenliyinds dsyisanlors ayrilmanin
olmasini gobul etmaden bazi qeydleri edok.

Dayigonlora ayrila bilon sistemin osas xassasi 7, horokot inteqrallarinin

birgiymsotli olmasidir. Bu halda onlarin say1 sorbastli dsrocslarinin sayina barabor
olur. Umumi halda dayigonlors ayrila bilmoyen sistem figiin birqiymatli horokat
inteqrallarinin say1 onlarin saxlanmasimn foza vo zaman izotropik va bircinslilik
xassalori ilo mohdudlagdirilir. Yoni enerjinin, impulsun vo impuls momentinin -
saxlanmas: ilo mohdudlagdirilir,

Sistemin faza trayektoriyas: birqiymotli horaket inteqrallarimin verilmis
giymatlori il toyin olunan faza fozasimin oblastindan kegir, Faza fazasinda S dono
birgiymatli horokat inteqrallar1 olan doyiganlors ayrila bilen sistem {iglin hamin
sortlor vasitasilo S-0l¢iilit ¢oxluq (mnoqoobraziye) (hipersoth) yaradir. Kifayat
gader uzun zaman miiddstinds trayektoriya homin hipersathi kifayst qoder six
doldurur.

Dayiganlors ayrila bilmayan sistem liglin iss, onun az olan birqiymatli inteq-
rallarinin say1 ilo faza trayektoriyasi faza fozasinda daha gox dlgiilii oblast: (tama-
milo vo ya birhisseni) doldurur.

Nohayat, agar sistemin Hamilton funksiyasi doyisenlors ayrilmani miimkiin
edon funksiyadan yalmz kigik hoddlerle forglonirss, onda horokatin xassesi do
sortiperiodik horaketin xassesine ¢ox yaxin olur. Hom do bu yaxinligm dorocosi
Hamilton funksiyasindaki olave haddlerin yaxinliq deracasindsn daha yiiksokdir.

Masalo

= -% sahasinds elliptik harakat {iglin tosir doyigonini hesablayin.

Halli: r,¢ polyar koordinatlarda horokot miistovisinda

1
le=g717

Jr
-2 e vl

Buradan tesir doyigeni ilo ifads olunmus enerji

AP =M
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ma’

21, +1,)

yalniz 1, +1, comindon asilidir. Bu iss herokstin cirlagdifint gostorir har iki osas

tezliklor (p-ya vo r-a gdro) list-listo dilgiir. Trayektoriyanin p vo e parametrlori 7,

2 , 2
p= I¢ , eZ=1_ I¢
ma I,+1,

ifado olunur. ., 7, doyisenlorinin adiabatik invariant olduqlarindan «

r @

vo I, doyisenlori vasitasils

koeffisientin vo ya m-kiitlosinin yavas doyigmosi zamam orbitin eksentrisitetinin
doyismir, onun dlgiisti iss m vo « ilo tors mijtonasib olaraq doyisir.
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