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ON SOZ

Elektromagnit sahasinin klassik nazasriyyaesi klassik vo kvant mexa-
nikas! ilo yanasi fiziklorin yetigdirilmasindo osas nazari fonlsrinden biri-
dir. Bu nazori fonlor miiasir tobistsiinashiin nozori osasini tagkil edir.
Nozari fanlori ciddi bilmak galacak ixtisas kurslarinin darinden 6yronil-
masi liglin zaruri gortdir.

Oxuculara taqdim olunan «Miiasir klassik elektrodinamika» dars
vasaiti miiasir dévrda tatbiq olunan iki pillali tadrisin — bakalavr vo mag-
istr pillalarine uygun sokilds universitet talabalari tiglin yazilmigdir. Bu-
nunla yanasi kitabdan Pedaqoji Universitetin, texniki ve miihendis insti-
tutlarinin tolobalari, aspirantlar va digar elmi isgilor do istifads eds bilar-
lor. '

Doars vasaiti miisllifin uzun miiddst Baki Dovlot Universitetinin fizi-
ka fakiiltosinds «Klassik elektrodinamika» kursundan oxudugu miihazi-
ralorin tokmillagdirilmasi vo elektrodinamikanin miasir fizikada oyna-
dig1 mithiim rolunun nazars alinmasi ssasinda yazilmigdir. Kitabin girig
hissasinds tobistds mévcud olan 4 nov fundamental garsihiqh tasirlor
i¢arisinda elektromagqnit qarsiliqli tasirinin ¢ox genis vo miihiim yer tut-
masi, boyiik ingilis fiziki C.K. Maksvellin 1865-ci ilda biitiin elektrik,
maqnit va optik hadisslori dahiyans birlagdirarok vahid bir tam olan
elektromaqgnit sahasi nozoriyyasini yaratmasi va elektrodinamikanin
biitiin elm sahslorino gostordiyi 6z miisbat tosiri qisa gokilds sorh edil-
migdir. Miuasir fizikada fundamental garsihiglh tasirlarin vahid birlasdi-
rilmasi ideyas1 mohz Maksvelldan baslayir. Istor klassik, istorss ds kvant
elektrodinamikasi ¢ox moéhkam tamal iizorinds qurulmusdur. Onlarin
verdiyi naticalar tacriibads tam tasdiq olunur. Elektrodinamika yegana
elmdir ki, yarandigi giindan relyativistik tobioto malikdir, ¢iinki elek-
tromaqnit sahasi ig1q siiratils yayilir. Ona gdrs bu fonnin tadrisini Eyn-
steynin xiisusi nisbilik nazariyyasi ssasinda aparmaq montigli vo magse-
ds uygundur. Eynsteynin nisbilik nazsriyyasi cox sinaqlardan ¢ixmisdir.
Axirinci smaq 2011-ci ilde Italyan fiziklerinin nohong laboratoriyada
apardif: tocriibads aldifi yanlis natica, yeni, «neytrinonun siirsti isiq
sliratindon ¢ox boyiikdiir» miiddsas1 olmusdur. Bir miiddstden sonra
molum oldu ki, bu tacriibanin aparilmasinda ciddi xataya yol verildiyin-
dan bels sohv natica alinmisdir. Belsliklo, Eynsteynin nisbilik nazariyyasi
biitiin relyativistik fizikanin asasini togkil edsn yeganas dogru nazariyys-
dir. Kitabda elektrodinamikanin va onun tatbiqlorinin tadrisi vahid ndqg-
teyi-nazardan va relyativizm ssasinda aparilmisdir.



Kitabda nazeri mexanikadan malum olan Hamiltonun an kigik (sta-
sionar) tesir prinsipini va variasiya iisullarinin sonsuz sarbastlik darace-
sina malik sistemlara-elektrodinamikaya vs digar sahslors totbigi natice-
sinds Laqgranj tonliklori vo uygun qanunlar alinmigdir. Tanliklorin relya-
tivistik kovariantligina vo fiziki kemiyystlorin transformasiya (¢evrilms)
xassalorina xiisusi fikir verilmisdir. Tanliklorin hallinds bazen Qrin fun-
ksiyalarindan istifado olunmugdur. Klassik elektrodinamikada gecikan
va qabaqlayan Qrin funksiyalarinin ifadsleri alinmig vo onlardan kvant
saha nozoriyyssinds doa istifado olundugu gosterilmisdir. Relyativistik
zarraciklorin kinematikasina aid miixtslif toqqusma, sepilms, udulma,
dogulma vs siialanma proseslorins aid reaksiyalara baxilmigdir. Kitabda
miiasir fizikada istifads edilon hom Pauli-Eynsteyn metrikasinda (adi 4-
olgiili vektorlar vo tenzorlar) vo hom da Byorken-Drell metrikasinda
(ko- vo kontravariant vektorlar va tenzorlar) elektrodinamikanin osas
tonliklori vo qanunlan ifads olunmugdur. Kitabda hamginin klassik siia-
lanma nazoriyyssina ¢ox ciddi fikir verilmigdir. Hom relyativistik, hom
ds geyri-relyativistik giialanma proseslori atrafli tadqiq olunmus, ¢ox
mithiim va orijinal naticalor alinmigdir. Néter teoremi, onun inteqral va
diferensial ifadslori arasdirilmis ve biitiin saxlanma qanunlarinin kova-
riant vo qeyri-kovariant gakillari alinmugdr.

Kitabda tadris sadedon miirokkoba dogru aparilir va anlayislarin,
toriflorin vo riyazi ifadslorin daqiqliyine xisusi fikir verilir. Bakalavr
proqgramina aid olan hissado fiziki anlayiglarin sads ve askar sokilds toh-
lilina vo riyazi hesablamalarin kifayat qader sads aparilmasina diqgat
verilmisdir. Magistr proqramina daxil olan hissads, masslon, klassik
elektron nazeriyyssinin ziddiyyatlori, Laue teoremi, Puankare tozyiqi;
relyativistik vo ultrarelyativistik elektronun vahid gecikms zamaninda
tam silalanma intensivliyi; Néter teoreminin isbati va s.-ds askarhq ve
syaniliyi saxlamaqla yanasi riyazi hesablamalarda miisyysn qador
miirakkabliys yol verilmisdir. Burada mogsad magistrantlart bir gadar
sorbastliys dyrotmokdir.

Kitabda istifada olunan riyazi hesablamalari, ¢evrilmslori, diferen-
sial operatorlarin tasirini va bazi amoliyyatlar: izah edan bes adad Olavs
(©1-95) verilmigdir. Bu ©lavalorin hor birinds mévzuya aid sads nazoari
molumat vo sonra masalo vo misallar verilir. Burada vektor vo tenzor
cabri va analizi, grad, rot, div operatorfarinin torifi vo miixtalif koordi-
nat sistemlorinds yazilisi, 8-funksiyanin xassalori va tatbiqi, sahonin
Furye sirasina va inteqralina ayrilist va s. verilmigdir. Oxucular 91-95-
don istifads etsalar kitabi baga diigmakda ¢atinlik gokmazlar.
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Vahidler sistemi olaraq Hevisayd sisteminin nazori fizikada, Qauss
sisteminin biitiin fizikada, BS vahidlorinin elektrotexnikada va miihandis
hesablamalarinda slverigli oldugu geyd edilmigdir. Ona gora kitabin I
faslinds iig tacriibi ganun (Kulon, Faradey va Amper qanunlarim) dife-
rensial gakla gatirilorak va aksiomatik iimumilagdirilarak har ii¢ vahidlor
sistemindo Maksvell tonliklori alinmigdir. Miiasir dévriin gorkomli fizik-
lori bels hesab edirlor ki, Qauss sistemi relyativistik fizikaya an ¢ox
uygun golan sistemdir. Mashur amerikan fiziki C.Cekson yazr: «... BS-
doan farqli olaraq Qauss sistemi nisbilik nazariyyasi va relyativistik elektro-
dinamikaya tam uygun olduguna gora kitabin relyativistik fasillorini bu
sistemds vermigam...» (J.Jackson. Classical elektrodynamics, 1999, 3-rd
ed., Preface, p.V).

Yuxarida deyilonlors uygun olaraq dars vesaitinin I hissasi, yani
Eynsteynin nisbilik nazoriyyasi, relyativistik mexanika vas mikroelektro-
dinamika Qauss sisteminds sorh olunmugdur. Kitabin II hissssi, yani
miihitin elektrodinamikasi (makroelektrodinamika) har iki sistemda ve-
rilmigdir. Aydinhq ii¢iin bir sistemdon digar sistems kegid diisturlar1 da
oxuculara toqdim olunmusdur. Bels hesab edirom ki, ali tohsilli fiziklor
ham Qauss va ham ds BS sistemloarinds islomayi bacarmalidirlar.

Kitabin I hissasinds relyativistik mexanika va mikroelektrodinami-
kan: tarixi onanolari va incaliklori nazors alinmaqla, elmin miiasir so-
viyyesina va yeni anlayiglara istinad edilorak va galacok perspektivloro
diggat vermoakls, bir qadar genis sokilds tasvir edilmisdir. Burada miixts-
lif tasvir tisullarina va hoalalik adabiyyatda olmayan bazi yeni masalalors
ds diqgat verilmisdir. Gostarilmisdir ki, klassik elektrodinamika miiasir,
canli vo daim inkisafda olan bir elmdir.

Oxuculardan xahis edirik ki, kitabda rast galdiklari xstalar va noq-
sanlar haqda bizo yazmagi unutmasinlar.

Miiallif

XII



QOBUL OLUNMUS iSARSLOR

Latin olifbasinin kigik harflori 1, j, k, I, m va s. 1, 2, 3, qiymatlarini
alir. Bazon hacm elementlsrini, soth elementlorini, zarraciklarin sayini bu
horflorls isars etsak, onlar 1, 2, 3, 4, 5, ..... N giymatlorini alar. Boyiik
harflor A, B, C, D va s. istonilon qiymot ala bilar.

V= }_?_ + ]—g—+ E—a— — Hamilton operatorudur, ona qisaca «nabla»

ox "oy oz
deyirik.

f,},l; — Dekart koordinat sisteminin vahid vektorlaridir (ortlari-
dir).
62 62 62
x> + By + o7

4-5l¢iilii Minkovski fazasinda Pauli-Eyngteyn metrikasindan istifads
etsak, yunan slifbasinin harflori a,pB,y,p,v,p,A,6 vas. 1, 2, 3, 4 qiymat-
lorini alir. Bu fozada 4-6l¢iilii radius vektor va 4-6l¢iilii impuls bels yazi-
lir:

Vi=A= — Laplas operatorudur.

X, = (X),X,,X3,X,) = (X, ¥,2ict) = (T,ict),

i i
P, =(P1sP35P35P4) =(px,py,pz,;8)=(p,;s).

Relyativistik impuls p :m—V , relyativistik enerji € =L
\/l—vz/c2 1-v?/c?
soklindadir. Burada m-zarraciyin (cismin) kiitlasi, c-igigin vakuumda
stiratidir (¢ =3-10" sm/san ). Adasten ct =x, yaziriq.
Bu metrikada 4-6lgiilii vektorlarm kvadrati v iki 4-6l¢iilit vektorun
hasili bels yazilir:
X2 =X] +X; +X;+Xy =1 +X; =T —X;,

2
2 .2, .2 ,.2,.2_ =2 ,=2_ =2 & _ 2.2
P.=P +P, ¥P3 +P; =P +P; =P _c_z—_mc-

a,b, =ab+a,b, =ab-ajb,,

burada a, =ia;, b, =ib, gotiirilmiigdiir. 4-6lgilii koordinata gérs tors-

mod o _|2 , 0 , 9 , 9 =(§,.l£) soklinds yazilir. Bu operato-
ox, \0x, 0x, 0x; 0x, ic ot
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@ o (10Y = 18
run kvadratt — =V +| ——| =V’ ——5—=0- Dalamber operato-
ox ic ot c” ot

m

rudur.

4-5l¢iilii Minkovski fazasinda Byorken-Drell metrikasindan istifads
etsak, kovariant vo kontravariant vektorlarla maggul olmaliyiq vo bura-
da da yunan indekslori 4 gqiymet alir: 0, 1, 2, 3.

Masalon, ko- va kontravariant radius vektorlar belo yazilir:

X, = (XX, X,X3) = (Xg,—X,—Y,—Z) = (Xo,~T),
x* =(x%,x',x%,x°) =(x’,x,y,2) = (x°,F).

Ko- vo kontravariant impulslar1 yazsaq, p ,=(p,,P;,P,>Ps) = (Po>—P)>

p* = (p’,p) olar. Vektorun kvadrati va ya iki vektorun hasili

2
- - g -
X”xu = (xg - rz), pup” = (p(z) __pz) = [c—z—pzl = mzcz’ aubu — (aobo _-*b)
soklinda yazilir. Bu yaziliglarda
X, =x"=ct, X, =%, X, =—Xx’, X, =X’

kimidir.
Byorken-Drell metrikasinda 4-6lgiili koordinata goéra tdromo

) _0 (ioﬁj, ot = 2. i, —V | soklindadir. Bu iki opera-
ox*  \ox ox, \0x,

2
torun hasili 8,0" =6"0, = Lza—z— V? =—DOolur.
c” ot
Ko- vo kontravektorlar bir-birilo x, =g, x" soklinds olaqadadir.

g,, = 2" metrik tenzordur (g, =1, g,; =85 =83, =-1).
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GIRIS
ELEKTRODINAMIKA VO ONUN
MUASIR FiZiKADA YERi

Elektrodinamika anlayisi. Elektrodinamika — elektromaqnit sahasi
va yiiklii zorraciklorin klassik nazariyyssidir. O, elektromaqnit sahasinin
yaranmasti, siialanmasi, fozada yayilmasi, udulmasi, sapilmssi qanunlar
i, yiiklii zorraciklorin elektromaqnit sahasinds harokati va bu zearracik-
larin bir-birilo va sahs ilo qarsihqli tosiri qanunlar, eyni zamanda elek-
tromaqnit sahssinin maddi miihitls qarsiligh tosiri masalalori vo miihitds
bas veran miixtalif elektromaqnit proseslori vs s. ilo maggul olur.

Elektrodinamika kursunu sorti olaraq iki hissays bdélmok olar: 1)
Mikroskopik elektrodinamika (mikro el.d.) va 2) Makroskopik elektro-
dinamika (makro el.d.). Mikro- va makro- yunanca kigik vo bdyiik de-
mokdir.

Mikroelektrodinamika vakuumun® vs orada yerlosmis yiikli zor-
raciklorin elektrodinamikasidir. Burada farz olunur ki, biitiin yiiklii ele-
mentar zarracikler néqtovidir vo yiiklor diskret paylanmusdir. ©On kigik
elementar yiik elektronun yiikidiir (e). Digar yiiklor isa onun tam misli-
laring barabardir (tn-e). Burada bazan seyraldilmis miihitlarin elektrodi-
namikasindan da daniymaq miimkiindiir. Belo ki, seyraldilmis miihitin
movcud elektromaqnit sahasine gostordiyi tesir ¢ox kigikdir va onu ne-
zors almamag olar.

Makroskopik elektrodinamika iso maddi miihitlords bas veran elek-
tromaqnit proseslari ilo maggul olur. Burada miihitin va yiikiin diskret
(atomistik) qurulusunu nazars almayaragq, yiikiin miihitde miisyyan six-
ligla kasilmoz paylandigim forz etmok olar. Makroelektrodinamikada
miihitin mévcud elektromaqnit sahasina géstardiyi tasir ¢ox miihiimdiir
va onunla homiss hesablasmaq lazimdir.

Elektrodinamikanmn miiasir fizikada tutdugu yeri miisyysn etmok
liclin fizika elminin tarixine 6tori sayahot edok. «Naturfalsafaden»™ bas-
layaraq miiasir dovra qadar tocriibi vo nazari fizikanin inkisafi agagidaki
naticays gotirmisdir: Bizi shats edon maddi alom (Yer, planetlar, Giinos,
ulduzlar, canl va cansiz tobiat, biitiin cisimlor, har sey) elementar zor-
rociklordan va onlarin yaratdig: sahslordon togkil edilmisdir. Elementar

*vakuum — real maddi zarraciklorin olmadi fozadir

"Qadim yunanlarda fizika tabist haqqinda elm adlanirdi. Ingiltorads uzun miiddat
fizikaya «naturfolsafon deyirdilor va bu ad altinda biitiin tobiat elmlari birlagirdi. Elm-
larin bir-birindan ayrilmasi, diferensasiyasi sonralar bas vermisdi.

1



zorraciklorin say1 (novii) 200-den artigdir va onlar bir-birils qarsihqh te-
sirdadir.

Elementar zorraciklor yiiks, kiitloys vo digar xarakteristikalarina go-
ra bir-birindan forglonir. flk kesf olunan zarracik elektrondur (1897 il,
C. Tomson). Onun yiikii monfidir e=-4,8-10"°(SGSE)q =-1,6-107"
K1 va bu, an kigik sorbast elektrik yiikiidiir (elementar yiikdiir). Elektro-
nun anti zarraciyi olan pozitron (1933 il, Anderson) elektrondan yalmz
elektrik yiikiiniin isarssi ilo farqlonir: pozitronun yiikii misbatdir vo
miitleq giymotca elektronun yiikiine barabordir. Adsten elektron va po-
zitronun yiiklerini (va ya dzlerini) e~ va e* ils isars edirlor. Atomlarin
niivalorini taskil eden proton (p, 1919, Rezerford) va neytronlara (n,
1932, Cedvik) galdikds, protonun yiikii miisbatdir vo miitlaq qiymotca
elektronun yiikiina barabardir. Neytronun elektrik yiikii iso sifirdir. Dig-
or zarraciklora nazor salsaq miisbat va monfi yiiklii p-mezonlan (ut, )
(1938, Anderson); miisbat, manfi va sifir yiikks malik n-mezonlan (n*, 7,
7°) (1947, Pauella); miisbat vo moanfi yiiklii t-zerraciklori (1%, 1°) vo 5. mi-
sal gostarmok olar.

Belo molum olur ki, sifirdan fargli an kigik kiitloys malik olan zor-

racik ds mahz elektrondur (pozitrondur): m, =9,1-107* q. Digar zarracik-

larin kiitlalari kigik xata ilo elektronun kiitlosinin tam mislilarins barabor-
dir: m,=1836,2m, ~1836m,, m, =18387m, ~1839m,, m, =207m,,

m_ =3500m,, m_=273m, vas. Elo zorraciklor vardir ki, onlar elektrik

cohatdon neytraldir vo onlarn kiitlesi da sifirdir: masslen, elektron, p-
mezon va T-mezon neytrinolar1 (ve, vy, Vi) Vo y-kvant (¢ox kigik dalga
uzunluguna malik elektromaqnit siialanmasi) bu ndv zarraciklordir.

Tabiatds mévcud olan giivvalor. Miiasir tasavviirlors gora tobistds 4
név fundamental qarsihigh tesir (qiivve) moveuddur: 1) Elektromaqnit
qarsihigh tasiri (q/t); 2) qravitasiya qarsithqli tesiri; 3) giiclii (niiva) garsi-
liqh tasir; 4) zsif qarsihiqh tesir.

Hor bir qarsiligh tasir asas iki kamiyyatls — qarsihiqh tasir sabiti (vo
ya slaqs sabiti) vo qarsiligh tasir radiusu ilo xarakterizs edilir. Olags sa-
biti garsihiqlt tasirin «giiciinii», «intensivliyini», qarsiligh tesir radiusu iss
onun yayilma moasafasini gostarir.

Elektromagnit qarsiigh tosiri. Malumdur ki, siikunatds olan iki nég-
tovi elektrik yiikii vakuumda bir-birine Kulon qiivvasi (1785 il) ilo tasir

ee

edir: F =f ?2— f vurugunun segilmasi vahidler sistemini miisyysn



edir. f=1-SGS (vaya Gauss),va f = 2 ! BS va f =4L iso Hevisayd
€, T
vahidler sisteminin se¢ilmasins uygun galir. Olaqs sabiti qarsiliqli tasirds

istirak eden yiiklo (onun kvadrat: ilo) tayin olunur. Yiik vahidi olaraq
elektronun |¢[=4,8-10""" (SGSE), yiikiinii se¢ssk vo Diinyavi sabitlor

olan isigin vakuumda c¢=3-10"sm / san yayilma siirstinden va

= 21 =1,05-1077 erq.san Plank sabitindon istifada etsak
n
e’ 1
Q, = P ~ 37 kimi adsiz komiyyst alariq. o — elektromagqnit qarsihigh
c

tasiri tigtin alaqa sabiti (va ya qargiligh tosir sabiti) adlanir. Biitiin yiikli
zarraciklar bir-biri ils elektromaqnit qarsthiqli tasirinds olur va bu tasirin

slaga sabiti a, = 1—317--dir. Elektromaqnit qarsiliqli tesir radiusu sonsuz

boyiikdiir: R, —e. Ciinki Kulon qanununda iki yiik arasindaki r masa-

fasi istonilon qiymot ala bilar. Zarraciklori atomda saxlayan mshz elek-
tromaqnit qiivvaloridir. Atomlar arasinda vo molekullar arasinda tassir
gostoran qiivvalor do elektromaqnit tobistlidir. Elastiklik ve siirtiinme
qiivvalori da elektromagqnit tobiotino malikdir. Belsliklo makroalomds
miisahids olunan biitiin qiivvalar asasan elektromagqnit qiivvalsrine goti-
rilir (albatts qravitasiya qiivvalorini do unutmamaliyiq).

Qravitasiya qarsihgh tasiri. Malumdur ki, kiitloys malik olan istoni-
lon iki cisim bir-birilo qravitasiya qarsihiqh tasirinds olur. Iki noqtovi
kiitlo arasinda gravitasiya qarsiligh tasir qiivvasi Nyutonun iimumdiinya

cazibs qanununa goéro asagidaki gakilde yazilir: F, = le_rznz. Burada
r

1 dn-sm?
15-10° q

J:y_ ‘m, =" komiyyatini daxil etssk, qravitasiya qiivvasi tamamils Ku-

Y= — Nyutonun qravitasiya smsal: adlanir. Biz

lon qiivvasi goklinds yazlar: F,, = r’—I;Z— Onda I' gravitasiya «yiiki» ro-
r

lunu oynayacaqdir. I'-nin ifadssine agir zarracik olan protonun kiitlosi
daxil edilmisdir.
2

Qravitasiya garsihgh tesiri iiglin slaqo sabitini yazaq: o, =h—z.
c



~6-10® =10 . Qravitasiya garsiigh tosir radiusu da sonsuz
boyiikdiir: R, —>oc.

Qravitasiya alaqos sabiti ¢ox kigik komiyystdir. Bu qarsihigh tesir
makroalamdos yalmz kosmik obyektlar {i¢iin miithiim rol oynayir.

Giiclii (niivo) qarsihgh tasir. Bu tosir yalniz boyiik kiitloli elementar
zorraciklor arasinda (proton, neytron, n-mezon va s.) méveud olur. Ato-
mun niivesinds proton va neytronlar tutub saxlayan va niivelorin daya-

nighgin tomin edon mahz giiclii qarsiligh tasir qiivvaloridir. Giicli garsi-
2

ligh tesir «yiikiina» g desok, molum olur ki, o, = i— ~1+10. Yoni giclii
c

qarsiligh tasir iigiin alaqa sabiti gox boyiikdiir. Lakin niiva qarsiliglt tesiri
radiusu gox kigikdir, yani niivenin 6lgiisii tortibindadir: R, ~10™sm =1f
(Fermi). Bu qiivvalor gisa radiuslu giivvalor adlanir vo onlarin tasiri al-
tinda niivo reaksiyalarn bas verir. Giiclii garsiligh tasir qlivvalorinin mak-
roskopik tazahiir formalar niivalords a-radioaktivlik va niiva enerjisinin
ayrilmasi proseslorindoan ibaratdir.

Zaif qarsihgh tasir. Bu qarsiligh tasir geyri-stabil niivalorin parga-
lanmasim1 (B-par¢alanma) va geyri-stabil zarraciklorin bir-birina qarsi-
ligh g¢evrilmosini tomin edir. O, asason dagidici rol oynayir. Masaslan,
niivonin B-par¢alanmasinda niivadaki neytron protona ¢evrilir v niive-
don elektron vo antineytrino (V) siialanir n—>p+e”™ +V. Vo ya geyri-

stabil p—-mezon elektrona gevrilir vo neytrino-antineytrino stialanir:
po e +V+V.

Qeyd edan ki, n va p-mezon qeyri-stabil zarraciklorin sorbast halda
yasama miiddatlori 1, =10 san, T, =2 -10° saniyadir. Zsif qarsiligh tosir

2

tiglin «yiiko» F desak, o, = ;_l-—mf, ~107° olur. Bu tasir {i¢iin alags sabiti
c

¢ox kicikdir. Eyni zamanda zsif qarsiliqh tasir radiusu da ¢ox kigikdir:
R, ~107"*sm. Zaif qargiligh tasir qiivvalorinin asas makroskopik tozahiir

formas:1 B-radioaktivlik proseslorindon ibarstdir. Makro- va mikro-
alomdas mévcud olan biitiin qarsiligh tasirlor bu dérd név qarsihiqh tosirs
va onlarin miixtalif kombinasiyalarina gatirilir. Fundamental qarsiligh
tasirlor haqqinda aparilan hastta bu sada va sathi miilahizslarden goriiniir
ki, elektromaqnit qarsiliql tosiri tabistdo holledici rol oynayir: onun
qarsiligh tasir radiusu sonsuzdur vs alaga sabiti isa niive qarsihigh tosiri



istisna olmaqla digarlsrindon bdyiikdiir.

Dord név qarsihiqlh tasir igorisinds elektromaqnit qarsiligl tasiri 6z
tozahiir formalarinin miixtalifliyins v genisliyina gors miihiim yer tutur.
Mbshz elektromaqnit qiivvalari hesabina dayanigh sistemlar olan atom
vo molekullar yaranir. Bark cisimlards, mayelords va qazlarda hissacik-
lar arasinda cozbetms va italoma giivvalari, siirtiinms qiivvalori, elastiklik
qiivvalari va s. — biitiin bunlar elektromaqnit qiivvalorinin miixtalif ta-
zahiir formalaridir.

- Elektromagqnit qarsiligh tasiri bizi shats edon alomds bas veran biitiin
fiziki, kimyavi va bioloji proseslarin va hadisalarin asasini tagkil edir.

Elektrodinamikamin yaranmasi. XIX asrin birinci yarisina godar
elektrik, maqgnit vs is1q hadisalari bir-birindon tamamils ayri sokilds 6y-
ronilirdi va onlar arasmda heg bir slags goériinmiirdii. Boyiik elm adam-
lar1 olan Kulon, Ersted, Amper, Faradey va digarlorinin aldig1 funda-
mental naticalar do parakands halda idi. Dogrudur, Faradey bu proses-
lor arasinda bir slags oldugunu hiss etmays ¢alisirdi, lakin bu bir duygu
olaraq qalirdi. Nahayst, bu hadisalor arasinda six slags axtaran bdyiik
ingilis fiziki Ceyms Klerk Maksvell 1865-ci ildo Kulon ganunu, Fara-
deyin elektromaqnit induksiyasi qanunu vs diizxatli caroyanin maqnit
sahasi liciin Amper qanununu aksiomatik imumilssdirarak elektromag-
nit sahasi ligiin ¢ox fundamental gbzsl bir nazariyys vers bildi.

Bu nozariyyays gora elektrik, maqnit va isiq hadisalori eyni bir qay-
naga, koks, monbays malikdir va onlar vahid bir tam olan elektromag-
nit sahosinin miixtalif tozahiir formalaridir. Maksvellin elektromaqnit
sahasi ligiin aldig1 nazari natics, yani elektromaqnit dalgalarinin varhg
1888-ci ilds Hertsin tacriibalorinds tosdiq edildikdon sonra (Maksvellin
vofatindan 10 il sonra) elektrodinamikanin biitiin istigamstlords qali-
biyyatli yiiriisii basland1 v bu yiiriis indiys gadar davam edir.

Elektrodinamikani elektromaqnit qarsihigh tosirin miiasir klassik
nazariyyasi adlandirmaq daha dogru olardi. Elektrodinamika relyativi-
stik nazoriyyadir, bels ki, elektromaqnit sahasi isiq siiratilo yayilir. Ya-
dimiza salaq ki, Nyuton-Qaliley mexanikasi geyri relyativistik mexanika
idi. Cunki burada siiratlar ig1q siiratindan ¢ox kigik idi. 9gar zarraciklo-
rin va cisimlarin siiratlari igiq siirati ilo miigayisa oluna bilarss, bela siirat-
lar relyativistik siiratlor va bu siiratlorlo moggul olan mexnika relyativi-
stik mexanika (va ya fizika) adlanir. Ciinki, burada artiq Eynsteynin
xiisusi nisbilik nazariyyasi (prinsipi) hokm stiriir.

Maksvell gostordi ki, elektromaqgnit sahasinin moanboayi elektrik
yiiklari va corayanlardir. Bu sahanin yaranmasi vo harokat ganunlar



xiisusi téromoli diferensial tonliklorlo tesvir olunur vo bunlar Maksvell
tonliklori adlanir (bazon bunlara Maksvell-Lorens tanliklori do deyilir).
Elektromaqnit sahasi fiziki realliqdir. Yiikli zorraciklor bir-birilo elek-
tromaqnit sahasi vasitassilo qarsiliqh tasirds otur. Qarsiligl tasir hamiso
yaxina tasirdir va o, sonlu siiratls (is1q siirati ils) yayilir. Masslan, iki yiik
arasinda qargiligh tasir bels bag verir: birinci yiik elektromaqnit sahasi
yaradir va bu saha c siirati ils straf fozaya yayilir vs ikinci yiikiin oldugu
noqtays ¢atdigda ona miiayyan qiivva ila tasir edir. Oz névbasinds ikinci
yitkk do elektromaqnit sahasi yaradir vo bu sahs ds c siiratilo yayilaraq
birinci yiiks ¢atdigda ona tosir edir. Belaliklo, elektromaqnit sahosi
yiiklor arasindaki fozada miisyyon sixligla kasilmsz paylanir. Elekro-
maqnit sahasi enerjiys, impulsa, kiitloys, impuls momentins va s. malik-
dir. Bozi soraitdo elektromaqnit sahoasinin bir hissasi onu yaradan
yiikdon «qopur» (s6z golisi), yani manbayi tark edir va sarbast moveud
olur. Buna siialanma sahssi va ya sarbast saha deyilir. Elekromaqnit sa-
hasi hom maddi miihitds vo hom ds vakuumda mévcuddur. Bu, real fi-
ziki sahonin osn miihiim xassssidir. Elektrodinamika on daqiq, on
milkammol, tam bir nazariyyadir. Elektrodinamikanin tatbiq edilms ob-
lastinda onun hall eds bilmadiyi masalo yoxdur.

Elektrodinamika qanunlarinin bilavasits tatbiq edildiyi elm vo tex-
nika sahslorinin adlarin1 sadalamaq yerino diisordi: 1) elektrotexnika,
radiotexnika, radiofizika; 2) elementar zorraciklar siiratlondiricilari; 3)
miiasir astrofizika va radioastronimiya; 4) Giinag, ulduzlar vo planetls-
rin maqnit saholri, Giinag lakslari, Giinag «tufantlari»; 5) optika; 6) idara
olunn isilik-niivs reaksyalari; 7) plazma; 8) lazerlor; 9) tokamaklar 10)
nano zarraciklarin elektrodinamikasi va s;

Qarsihqh tasirlorin birlagdirilmasi. Qeyd edok ki, kigik masafolords
va boyiik enerjilords bag veran proseslari tasvir etmok iigiin klassik saha-
lardan kvant sahslorins (yani klassik nazariyyadan kvant nazariyyssino)
kegmak lazimdir (Dirak, Schwinger, Feynman, Dayson, Pauli va s.).

Kvantlanmis sahosler igorisinds ssas yeri kvant elektrodinamikasi
(KED) tutur. Kvant elektrodinamikasi elektromaqnit g/t-in kvant nazs-
riyyasidir va biitiin fiziki nazariyyslar i¢arisinds an daqiqidir. KED yega-
nd nazariyyadir ki, onun aldig1 naticalar tacriibads gox boyiik doqgiqlikls
tasdiq edilir. Miiasir fizikada biitiin diger g/t-lor elektromaqnit q/t-na
oxsar sokilda va onun kimi qurulur. Burada kalibrlosms sahslarindan va
onlarin simmetriya xassalorindan va simmetriyanin spontan pozulma-
sindan istifads olunur (ingilis s6zlari calibre vo gauge — 6l¢ii, daracalama,
¢argiva, kalibr, qalib, demokdir va «galiblosmas sahalori» termini daha



dogru olardr). Belo malum olur ki, elektromagqnit sahasi ilk vo an tabii
kalibrlagsma sahssidir. Digar mévcud kalibrlogma saholeri «elektromag-
nit tobiatino» malikdir, lakin daha miirakkabdir. Miixtalif kalibrlosma
saholorindan istifads edarok hom zaif g/t-in va ham do giiclii g/t-in miia-
sir kvant nazariyyalorini qurmaq miimkiin olmusdur. Giicli q/t in kvant
nazarlyysm kvant xromodinamikasi (KXD) adlanir.

Indi tabiatin an miihiim iki ganunu iizarinds bir gadsr dayanmagq la-
zimdir: 1) elektrik yiikiiniin saxlanmasi qanunu; 2) elektrik yiikiiniin
kvantlanmasi qanunu.

Tabistds gedan biitiin proseslords elektrik yiikii saxlanir: prosesin avve-
lindoki elektrik yiikiiniin migdar1 prosesin sonunda onun migdarna bera-
bardir. Elektrik yiikii heg nadon yarana bilmoz vs yox ola da bilmaz. Veril-
mis sistemds (qapali) elektrik yiikiiniin migdar: sabit qalr. Elektrik yiikii
yalmz ciit soklinds (eyni gadar «+» va eyni qadar «—» yiik) «yarana» va ciit
soklindo ds «yox ola» bilor. Masalon, iki y-kvant togqusaraq elektron-
pozitron giitii yarada bilor va ya elektron-pozitron ciitii iki, ii¢ va s. sayda y-
kvanta annihilyasiya edo bilor (y, +y, > e +e*, €' +e” >y, +y, Vas.).
Elektrik yiikii ham ds relyativistik invariant kamiyyatdir.

Elementar zarraciklor fizikasinda aparilan biitiin tacriibaler gostarir
ki, elektrik yiikii kvantlanir vo malum zarraciklorin yiikii sorbast elemen-
tar yiik olan elektronun yiikiiniin (¢) tam mislilerina barabardir. Qeyd
edak ki, kvant xromodinamikasinda agir, massiv zarraciklar olan p, n, =,

L Tt 1 2 0 .
K-mezon va s. — hadronlarm” torkib hissasi olan ige \£) ige yiikiino

malik kvarklarin varlign bu ganunlan asla pozmur. Belo ki, yuxarida
sohbat sarbast elmentar yiikdon gedirdi. Hadronlarin terkibinds olan 2
va ya 3 kvark homiso bir-birile bagh haldadir vs halslik hipotetik zar-
raciklordir. Indiys qador aparlan tacriibslorin heg birinds sorbast kvark
miisahids edilmomisdir. Ogar galocokds sarbast kvark miisahids edilarss
yens yuxaridaki gqanunlar 6z giiciinds qalacaq, lakin elementar yiik ola-

raq %e qobul edilocak va onun tam mislilori gotiirilocakdir.

Son illards bir ¢ox boyiik fiziklor Maksvellin atdig1 addima oxsar
olaraq miixtalif nazariyyslari birlogdirmak iigiin gox ¢aligmislar. Nohayat
1967-ci ildo Weinberg, Salam vs Glashow elektromaqnit va zaif g/t-lari
birlosdirarak Universal elektrozsif g/t nazeriyyssini qurdular. Bu Stan-

* hadron — yunanca boyiik, agir, giiclii demakdir.
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dart Model (SM) adlanir va bir adad g/t sabiti ils xarakterizs olunur. Bu
istiqamati davam etdirarak alimlar 80-ci illords yoqin etdilor ki, elektro-
maqnit, zaif va giiclii g/t-lorin tigiinii do birlegdiran vahid nazariyys qur-
magq olar. Bu «Boyiik (Grand) birlosma» adlanir va burada iig¢ g/t sabiti
¢ox bdyiik enejilordo (10" Gev) birlagarak bir g/t sabitina gevrilir. Bir-
losmis nozariyyslords fundamental zorraciklorin sayr 12-dir: 6 lepton”
(e7,u",77,v,,v,,v,) va 6 kvark (u, d, s, ¢, b, t). Digor zarraciklor va

niivalor bu elementar zorraciklordan toskil edilmigdir. Malumat iigiin
deyak ki, hadronlar iki qrupa béliiniir: spini 1/2 olan hadronlar (maxsusi
harakat miqdari momenti #/2 olan) — barionlar va spini 0, 1, 2 vo s.

olanlar isa (moxsusi hoarokat miqdar momenti n#, n=0, 1, 2... olanlar) —
mezonlar adlanir. Barionlar (p, n va s.), 3 kvarkdan, mezonlar (n, K va
s.) isa 2 kvarkdan tagkil olunmus sayilir. Burada g/t kalibrlogms sahoalori
(yoni onlarin kvantlari: fotonlar, qliionlar, W va Z bozonlar vs s.) vasi-
tasils verilir (6tiiriiliir).

Belo molum olur ki, miiasir gravitasiya sahasini do ¢ox miirokkob
qurulusa malik kalibrlogma sahasina gatirmok miimkiindiir. Daha dagiq
desak, son zamanlar gravitasiyanin kvant nazariyyssi olan superqravita-
siyam1 da kalibrlosms sahslori nazoriyyssi vasitasils qurmaga miiveffaq
olmuslar. Miiasir dévriin nazoriyyagi fiziklori dérd qarsiigh tesiri (elek-
tromaqnit, qravitasya, giiclii va zaif q/t) 6ziinds birlosdiron vahid bir ne-
zariyyonin qurulmast {izorinds ¢ahgirlar. Bu vahid nozoriyys «Supersim-
lor» adlanir ve o, «Har seyin noazariyyasi» olmaga namizoddir.

Deyilanlarden aydindir ki, biitiin bu birlogmalorin asasin1 Maksvellin
yaratdigi elektrodinamika togkil edir.

Olbatts fiziki nozariyyslorin bu név birlogmalorini hoyata kegirmok
liglin ¢ox giiclii riyazi aparat talab olunur. Burada halalik riyazi cohstdan
hall olunmamis ¢oxlu sayda problemlor mévcuddur.

Qeyd edak ki, golacakds yeni fundamental prinsiplar kasf oluna bi-
lar va g/t-larin digor alternativ modellari yarana bilor (bels ki, halolik
KXD giiclii g/t nazariyyasina ilk namizaddir) vo miixtalif fiziki nozariyys-
lor bagqa asasda birlogo bilor. Lakin bu kasflor, yeni modellar elektrodi-
namikanin miiasir fizikada halledici rolunu va yerini nazars ¢arpacaq
qadar doayigdirs bilmoez. Ciinki ham klassik vo hom ds kvant elektrodi-
namikasi ¢ox méhkam tomal iizarinds qurulmusdur.

Elektrodinamika bagariyyata verilmis ilahi bir baxgigdir!

* lepton — yunanca kigik, yiingiil demakdir.



MIiKROSKOPIK ELEKTRODINAMIKA

1 FOSIL
MAKSVELL TONLIKLORi TOCRUBI FAKTLARIN
AKSIOMATIK UMUMILOSDIRILMOSIDIR

§1. Elektrik yiikiiniin saxlanmasi qanunu va kasilmazlik tonliyi

Girigds geyd edildiyi kimi bizi shats edon maddi alom, biitiin cisim-
lor elementar zarraciklordan vo onlarin yaratdig sahslordan toskil edil-
migdir. Oksar zorraciklar elektrik yiikiino malikdir. ©n kigik yiik elek-
tronun yikidir (e=-4,8-10""x(SGSE)q=-1,6- 107 K1). Digor zor-
raciklorin yiikii miisbat va ya monfi isars ilo elektronun yiikiiniin tam
mislilerine (+ne) barabardir. Protonun (p) yiikii miisbatdir va miitlaq qiy-
motca elektronun yiikiine barabardir. Neytronun (n) elektrik yiiki sifir-
dir (maqnit momenti isa vardir) va s. Protonlar va neytronlar atomlarin,
molekullarin vo kristal gafoslorin miisbat yiiklii niivalarini toskil edir.
Atomlar normal soraitdo neytraldir vo onun niivasinin miisbat yiikii
elektron ortilyiiniin monfi yiikiino barabordir’. Makroskopik cisimlor
atomlardan, molekullardan vo kristal gafaslordon taskil olunmusdur.
Togqusma va ya xarici tesir naticasinds atomlar va molekullar ionlasa
bilor. fonlasma zamani atom bir vs ya bir neca (N) elektron itirir vo no-
ticads yiikii +Nle| olan miisbat ion va N sayda manfi yiiklii elektron amo-
lo galir. Atoma bir artiq elektron birlagdikds o, yiikii -|ef olan manfi iona
gevrilir.

Kiillii migdarda tacriibalor gostarir ki, tobistds gedon biitiin proses-
lords (fiziki, kimyavi, bioloji va s.) elektrik yiikii saxlanir. Prosein avve-
lindaki elektrik yiikiiniin miqdar1 prosesin sonundaki miqdarina bara-
bordir. Elektrik yiikii he¢ naden yarana bilmaz va yox ola da bilmaz. Is-

*mosslon, helium (He) atomunun niivasi 2 proton va 2 neytrondan tagkil olunmusdur
va niivanin yiki +2e/-dir. Bu atomun elektron ortiiylinda 2 elektron vardir. Helium
atomunun niivasing a-zarracik deyilir (; He). Oksigen (O) atomunun niivasinds 8p vo
8n vardir va niivanin yiikii +8le|-dir. Bu atomun elektron Ortiiyii 8 elektrondan togkil
olunmugdur. Digar atomlar da bu qayda ils qurulmusdur. Atomun niivasinin yiikiini
+Z|e| ila igars edirlor. Burada Z atomun Mendeleyev cadvalindoki sira némrasidir (ya'ni
nilvadaki protonlarin sayidir va ya atomdaki elektronlarin sayidir).
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tonilon qapal sistemda elektrik yiikiiniin miqdar sabit qalr.

Elektrik yiikii yalniz ciit soklinds (eyni qadar «+» va eyni qadar «-»
yiik) «yarana» va ciit goklinds «yox ola» bilor. Bu, tabistin an fundamen-
tal ganunlarindan biridir va tabistds gedsn biitiin proseslarin istiqamati-
ni miisyyan edir. Bu qanuna riyazi gakil vermok iiciin elektrik yiiklarinin
moéveud oldugu i¢ oOlgiilii fozaya nozer salaq. Farz edok ki, yiiklor
miiayysn ganunla horokst edir. Ogor fozanin bir hissasinds yiik azalirsa
bu, hamin hissaden yiiklerin konara ¢ixmas: ils slaqadardir. Oksina, fa-
zanin milayyan hissasinds yiikiin artmasi, konardan homin hissays yiikle-
rin golmasi ils izah olunur.

Yiikiin saxlanmasi qanunu biitiin tabists, o ciimlodon hom mikro-,
hom ds makroelektrodinamikaya aiddir. Makroelektrodinamikada
maddi miihitden v orada bir-birina ¢ox yaxin yerlogmis kiillii miqdarda
yiiklii zorraciklordan séhbat gedir. Makroelektrodinamika ganunlarini
almaq ti¢lin miihitds yiiklorin mikro paylanmasim fiziki sonsuz kigik
hacm iizro ortalayirlar (bax: Makroelektrogradinamika). Demsk, mak-
roelektrodinamikada yiiklsrin kosilmoz paylandigimi forz etmok olar.
Onda fazanin T radius-vektoru ilo xarakterizo olunan har hansi néqtasi
strafinda {ig6l¢iilii AV hacm elementini segsak va t zamani aninda hamin
hacm elementinds yerlogen yiikiin migdarim Ae ilo isars etsak, yiikiin
hacmi sixlig1

p(r,t) = lir_r)l——z— ' (1.1

disturu ilo ifads olunar. p(t,t) komiyysti t aninda T -noqtasinds vahid

hacms diison yiikiin miqdaridir. Onda dV hocm elementindo yerloson
yiiklin miqdarini belo yazmaq olar:
de = p(r,t)dV. (1.2)

Mikroelektrodinamikada biz vakuumda yerloson az sayda yiklii
zarrauiklordon, masslon, ayri-ayr elektronlardan protonlardan ionlar-
dan, atomlardan vs s. taskil olunmus sistemlorin elektromaqnlt sahasini
Syranirik. Biz forz edovoyik ki, mikroelektrodinamikada yiiklor disi(fct-
dir va elementar zoriouklor ndqtavidir (ndqtovi yiik). Belo moluin olur
ki, néqtavi yiiklorin paylanmas: iigiin ds (1.2) diisturu dogrudur, lakin
burada yiikiin sixig1 Dirakin sinqulyar 8-furiksiyas: ils tesvir olunaca=
qdir (bax: slavs).

Qeyd yedok ki, yiiklar ham ds relyativistik invariantdir.

Yiiklorin horakot etdiyi fozada ¢ox kigik dS sath elementi gotiirak.
Forz edok ki, bu soth elementinin yerlogdiyi kicik foza hissasinda orta
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hesabla yiiklarin sixlig1 eynidir (p) va yiiklarin bii sathi desib kegdiyi an-
da siiratlari ds eynidir (V). Oturacagi dS va dogurani U olan elementar
silindr quraq (sokil 1.1). Yadimiza salaq ki, konturu bdyiinca dolanma
istiqamoti verilmis istonilon elementar sotho bir vektor kimi baxmaq
olar. Bu vektorun miitlaq qiymoti sathin sahasino barabardir, istiqamati
iso sathin miisbat normah bdyiincadir (miisbat normal sathin konturunu
dolanma istigamati ilo sag yivli burgu togkil edir): dS=dS-fi (bax alava).
Verilmis t aninda bu silindrin daxilindaki yiikiin migdan dq=pdV =

= p(5dS) = pv,dS = pvdScos® olacaqdir (i ilo U arasindaki bucaq 6-
dir). Bu dq yiikii vahid zamanda silindrin iist oturacagindan kegacaokdir.

e a‘
(o]} o
&

ci
S

Sokil 1.1,

Ciinki silindrin doguran: (uzunlugu) yiiklorin siiratina borabardir vs
verilmis anda silindrin daxilinds olan har bir yiik vahid zaman srzinds

dogurana paralel O qadar yol gedarak yuxar oturacaqdan kegir va si-
lindri tork edir. Onda vyiiklorin horoksti istigamotine perpendikulyar
qoyulmus vahid sathdoan (dS=1) vahid zamanda kegan elektrik yiikiiniin
migdan pv olar (bu halda ssthin normah yiiklarin siiratina paralel ola-
caq (6 =0) vo siiratin normal iizra proyeksiyasi v, =vcos® =v olaca-
qdir). Bu kamiyyati vektor soklinds yazirlar vo ona cerayan sixhig1 deyir-
lor: j(£,t) = pb. Demali, corayan sixlig1 adadi giymatca yuklorin harokati
istisggmotine perpendikulyar qoyulmus vahid sathden vahid zamanda
kegdh yiikiin migdarina bsrabardir. Onda vahid zamada har hansi S sat-

hinndon kegan yiikiin miqdari, yani corsyan siddati J = J]dg = jjndS
S S

diistiiru ilo hesablanacaqdir.



Yadimiza salaq ki, hor hansi vektorun ixtiyari soth (qapali vo ya
aglq) iizra inteqralt bu vektorun homin ssthdan kecon seli adlanir (bax:

alava). Onda corayan siddati j vektorunun S sathinden kegon selidir.
Adatan corayan xattlori anlayisindan istifads edirlor. Bu xattlar els
gokilir ki, onun har bir néqtesinds j vektoru bu xatts toxunan olur. Cs-
rayan xattlorinin sixlig1 (vo ya say1) verilmis faza hissasinda }-nin qiyms-
ti ilo miitonasib olmalidir. Carayan istigamati olaraq miisbat yiikiin he-
rokat istiqgamati gobul olunmusdur.
Elektrik yiiklorinin mévecud oldugu vo miixtalif siiratlarle harakot et-

diyi fozada ixtirayi qapal S sothi gotiirak vo onun daxilinds qalan ixtiy-
ari hocmi V ils igars edak (sokil 1.2). Bu hacmin daxilinds t aninda yerlo-

son yiikiin migdar q(t)= Ip(f,t)dV olar. Yiiklor harakat edarok hacmo
v

daxil ola va hacmdoan konara ¢ixa bilor. Ona gérs hacmdaki yiikiin mi-
qdar1 zamandan asili olacaqdir. Hocmdoki yiikiin vahid zamanda day-

ismoasini hesablayaq: %% = % IpdV = I%‘: dVv (o).
v v

Sokil 1.2

Digor tarafdon harakat edan yiiklsr corayan (3) yaradir. Onda vahid
zamanda qapali S sathindan kegon yiikiin migdari: tﬁ dS= cj‘ jdScos6 (B)
S S
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olar (B burada 3 ilo dS arasindaki bucaqdir). Bu ifads EO ola bilar.

Ogor carayan hocmdon xarica ¢ixarsa (3 ilo dS arasindaki bucaq

itidirsa) bu ifads miisbat va oksinog, coroyan hocma daxil olursa ( _j ilo dS
kor bucaq tagkil edirsa) bu ifade moanfi olaciqdir. Qeyd edsk ki, sath qa-

pali oldugda miisbat normah, yani dS = fidS vektorunu hamiss hacmdan
xarica y6nalmis gobul edirlor. Carayan xattlari qapili oldugda (B) ifadssi
sifir olaciqdir. Ciinki, qapali corayan xattlori qapali S sothini an azi iki
dofs kasir va bir dofs miisbat sel yaradirsa, ikinci dofo manfi sel yaradir
va bu sellar bir-birini neytrallagdirir.
Yiikiin saxlanmasi qanununa gora (o) va (B) ifadalari qiymatca bir-
birina barabar va isaracs oks olmalidir:
d .5
dtvjpdv_ sts. (1.3)
Dogrudan da, agor hocmds yiik artirsa barabarliyin sol torafi
miisbatdir. Hacmdas yiikiin artmasi kanardan hacma daxil olan carayanin

hesabina olur. Carayan haocms daxil olanda ] va dS kor bucaq taskil

edir va cﬁ dS<0 olur. Ona gora sag toraofds inteqralin qarsisinda «—»
S

isarasi yazilib ki, manfinin menfiys hasili miisbat versin va borabarliyin
hor iki torafi eyni isarali olsun. Bu miilahizani eyni ilo hacmds yiikiin
azaldig1 hal ii¢iin do aparmaq olar. (1.3) barabarliyi yiikiin saxlanmasi
ganununun inteqral soklidir. Bu qanunun diferensial soklini almagq iigiin
(1.3) baraborliyninin sag torafino Qauss teoremini tatbiq etmak lazimdir

(bax: slava): <ﬁ dS= J'div]dV.
S v

Qauss teoremi bels ifads edilir: har hansi1 vektorun qapali sathdan
kegan seli bu vektorun divergensiyasinin hamin sathin daxilinda galan
hocm tizra inteqralina borabardir. Bu zaman (1.3) ifadssindan aling:

I-a—p- dV =- f divjdV va ya I{@+ div}}dV'= 0. Bu inteqralin sifir olma-
\% at v v at

sindan vo V inteqrallanma hacminin ixtiyariliyinden riyazi natico kimi
¢ixir ki, inteqral alt1 funksiya sifira barabar olmalidir:

%mw}a, £)=0. (1.4)

Bu dustiir yiikiin saxlanmasi qanununun diferensial goklidir. Bu ifadays
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kasilmazlik tonliyi deyilir. Qeyd edon ki, kasilmazlik tonliyi yiiklorin
movcud oldugu fozanin hor bir néqtasinds va istonilon zaman aninda
ddonmolidir. Fizikada bu tanlik ¢gox miihiim rol oynayir va o, yalmz yiik
liglin deyil, istonilon saxlanmlan komiyyat ii¢iin dogrudur.

Indi yiiklorin stasionar herokot etdiyi xiisusi hala baxaq. Stasionar
harakatds har bir foza noqtasins verilmis anda na qadar yiik golirss, ha-
min anda o gadar ds yiik homin foza ndqtasini tork edir, yani yiik heg bir
foza noqtesinds toplanmur, bagqa sozlo yiikiin fozada paylanmas: za-
Op(F)

ot

mandan asili olmur: = (. Bunu kasilmazlik tonliyinds nazars al-

saq, tonlik agagidaki soklo diigor:
divj(F)=0. (1.5)
Divergensiyanin torifindan bilirik ki, (bax: alava) har hansi funksiy-
anin divergensiyasi o funksiyanin monbayinin «giiciinii», «intensivliyini»
xaraktrizo edir. ©gor har hansi funksiyanin divergensiyas: sifirdirsa, bu
funksiyanin manbayi yoxdur. Demoak, stasionar (sabit) corayanlarin

moanbayi yoxdur. (1.5) tenliyini har hansi ixtiyar1 V hocmi iizrs integral-
layaq va Qauss teoremini tatbiq edok:

0= [divjdv = djds.
v S

Buradan goriiniir ki, stasionar 3(?) corayaninin ixtiyari qapali S

sothindan kegan seli sifirdir: c'ﬁ dS=0. Bu yalniz j('r') carayan xattlari-
S

nin qapal xattlor oldugu halda miimkiindiir. Belo ki, gapal j(F) xottlori

qapali S sathina daxil oludgda manfi sel, S-don xarico ¢ixdiqda miisbat
sel yaradir va bu sellor bir-birini neytrallagdirir, naticads yekun (tam) sel
sifir olur.

Galacokds biz miixtalif funkiisiyalar (sahslor) iigiin yazilms (1.5)
tonliyina ¢ox yerds tesadiif edocoyik. Ona gora (1.5) tenliyindan ¢ixan
naticays ciddi fikir vermak lazimdir: stasionar carayanin menbayi yox-
dur va onun carayan xattlori qapalidir (va ya xattlor sonsuzlugda basg-
lay1b sonsuzlugda da qurtarir). Carayan xattlori bir-biri ils kosisa bilmaz,

oks halda j-nin istigamati qeyri-miioyyan olar. Carayan xattlorindon

istifada edarak corayan borulari yaratmaq olar.

Elektrik va maqnit kamiyyatlorinin 6l¢ii vahidlari sistemi. Kitabda is-
tifado olunan 6lgii vahidlari sistemi hagda qisa malumat verak. Biz ssas
etibarilo miitloq Qauss vahidlor sistemindan istifads edacoayik. Bu sis-
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temds elektrik komiyyatlori SGSE, maqnit komiyystlori iso SGSM sis-
teminds yazilir. Qauss sisteminds Maksvell tanliklori ¢ox simmetrik ya-
zilir, ganunlar iss tabii goklo malik olur. Burada vakuum {iglin yazilmis
Maksvell tanliklorina yegans ¢ amsali (isigin vakuumda siiroti) daxil
olur. Bu, elektromaqnit sahssinin relyativistik xarakterini askar gostorir
va tonliklorin kovariant yazilmasi isini asanlasdirir. Bu sistemda proses-
larin, qanunlarin fiziki mahiyyati ¢ox asan baga diigiiliir.

Kegon asrin 60-c1 illarindan etibaran elektrotexniki 6lgmalori nazars
alan va tacriibays daha yaxin olan Beynslxalq vahidler sistemi - BS tot-
biq edilmays baslandi. BS-nin shomiyyati ondadir ki, bu sistemin asas
vahidlori elmin bir sira sahalarinin praktiki tatbigindo, texnikada va xalq
tasarriifatinda miisyyan iistiinlitys malikdir va slveriglidir.

Lakin BS-nin ¢atismayan cahati odur ki, fundamental fizikanin bir ¢ox
diisturlarini bu sistemds yazdiqda onlara heg bir fiziki mesnast olmayan am-
sallar daxil olur vo bunlar da fiziki hadisalorin mahiyyatini baga diigmakds
¢otinlik yaradir. Bu sistemds vakuumu heg bir fiziki monas1 olmayan iki

. 1 @ . .. . .

sabitle €, =——10 ® — —elektrik sabiti vo p, =4n-107 fn maqnit sabi-
36m m m

ti ilo xarakterizos edirlor. g, va p, sabitlarinin yalniz hasili fiziki mona

daswyir: ggp, = L}_ , burada c isigin bogluqda yayilma siiratidir.
c

Biz yeri goldikda BS sistemindan istifads edacayik va miiqayiss ligiin
son diistiirlar1 bu sistemda da veracayik. Biz bazon Hevisayd sistemindan
ds istifads edacayik. Bu, nozari fizikada asas sistemdir. Osas tonliklorin
va fiziki kamiyyatlorin 6l¢ii vahidlarinin bir sistemdasn digarina kegidini
slavads verilmis cadvalin kémoyi ila gox asanliqla icra etmak olar.

§2. Kulon qanunu, onun diferensial sokli vo
aksiomatik iimumilogdirilmosi

Kulon ganununa kegmoazdon avval elektrodinamika va onun vazifs-
lari haqda bazi geydloari hagiys soklinds nazars ¢atdirmaq lazimdir.

Elektrodinamika elektromaqnit sahasi va yiiklii zarraciklarin nazo-
riyyasi olub, nozari fizikanin on miihiim hissasidir. Elektromagqnit sahasi

vektori sahadir vo o, vakuumda sahanin elektrik (E(i’,t)) Vo magnit

(H(%,1)) intensivlik vektorlar ilo tam tosvir olunur. Elektromagnit sa-
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hosinin E elektrik vo H magqnit intensivlik vektorlar: xiisusi téromali
diferensial tonliklori 6dayir. Bu tanliklar Maksvell tanliklori adlanir.

Fizika imumiyyatls tacriibi elmdir vo onun inkisafi yiiksok saviyya-
do aparilan tacriibalordan ¢ox asilidir. Sual oluna bilar, bas onda nazari
fizikanin, o cumladan elektrodinamikanin rolu nadan ibaratdir? Elek-
trodinamikanin qarsisinda iki név messls durur:

1) Elektromaqnit sahasina aid kiilli miqdarda tacriibi faktlar, ganu-
na-uygunluqlar, tocriibi kesflor arasinda qarsiliqh slaqgslari miisyyan et-
mok, onlan komiyyst miinasibatlori saklinds {imumilagdirarok biitiin
tocriibi naticalari izah eds bilan bir nazariyys qurmag.

2) Riyazi tadqiqat tisullarini tatbiq edarak yeni fiziki ganunauygun-
luglar tapmaq, fiziki hadisalor arasinda halslik tacriibado miigahids
edilmomis yeni qarsiligh alagalari avvalcadan séylomak va elmi qabaqg-
ormos ssasinda yent inkisaf yollarini miisyyan etmok.

Tam yaqinlikls deys bilarik ki, elektrodinamika bu vsmfalarln 6hds-
sindon miivaffaqiyyatls galir.

Kulon qanununa (1785) gors siikkunastds olan iki néqtavi yiik arasin-
da tosir gostaran elektrik qlivvasi vakuumda:

Forddey Q.1
r

soklinds yazilir. Burada q; sinaq yiikii, q — sahoni yaradan ssas yiik,
g-dan qi-9 yonalmis radius vektor, fisa vahidlar sistemini miioyyan edon

amsaldir. Qauss sisteminda f=1, BS sisteminds f = va Hevisayd

4ne,

) : 1 . : )
sisteminds f = . olur. Biz hesabati Qauss sisteminds aparacagiq. Si-
T

naq yikiinii ¢ox kigik goétiirarak q yiikiiniin elektrostatik sahasinin elek-
trik intensivliyi vektorunu tayin edak:

—

E(F) = lim = . 2.2)
a0q, r
Sinaq yiikiinii ¢ox kigik gotiiriiriik ki, o, asas yiikiin (q) sahasini toh-
rif etmasin. Elektrostatik sahonin intensivliyi siikunotds olan vahid
misbat yiika tasir edan qiivvadir.
Adatan sahanin intensivlik xattlori (qiivva xattlori) anlayisindan isti-
fads edirlor. Bunlar elo xattlardir ki, onlara har bir néqtads ¢akilan to-

xunan E vektoru istigamatindo olur.
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Sahads gotiiriilmiis ixtiyari qapali S sathindan kegon E vektorunun
selini hesablayaq (sakil 2.1):

© = JBuS = o ST - o ST _  gdScasd.
S

S S

3

r 2

r

et

v

FGI0D

A

Sokil 2.1

Biz q yiikiinii qapali sathin daxilindoki V hacminds gotlirmiisiik. Bu-

rada dS=dSH ixtiyari soth elementidir. Onun i miisbot normah q
yiikiindon bu elements ¢akilmis ¥ radius vektoru ilo 6 bucagini samols
gotirir (sokil 2.1). 6 eyni zamanda dS sath elementinin T -o perpendi-
kulyar istiqgamoato meyl bucagidir. Onda dScos@=dS, kamiyyati dS-in

T -5 perpendikulyar istiqamots proyeksiyasidir, basga sézis radiusu r
olan sferanin ssth elementidir: dS, =r’dQ. Burada dQ komiyyati q
yiikiiniin yerlogdiyi noqtadan baxdiqda dS (va ya dS ) soth elementinin
goriindiiyii cisim bucagidir. Bunlari nazars alsaq @ = ch dQ =4nq olar.
Belaliklo, bir yiikiia yaratdig: elektrostatik saha halinda
4Ed§ =4nq (2.3)
S

olur. ©gar q miisbatdirsa, (2-3)-don goriiniir ki, E -nin seli ds miisbatdir
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(cj'Ed§>O). Yoni E ilo dS arasindak: bucaq itidir vs E xottlori V
S

hacmindan xarics ¢ixir. Basga s6zlo E xottlori miisbat yiikdon xarica ¢1-
xir. 9gar q moanfidirss, analoji yolla aliriq ki, E xttlori hocmo daxil

olur. Yoni E xattlori monfi yiika daxil olur.

Indi farz edak ki, ixtiyari qapali S sothinin daxilindoki V hacminds
N sayda elektrik yiikii siikunatdadir va onlar elektrostatik sahs yaradir.
Bu sahonin selini hesablamaq ligiin elektromaqnit sahasinin 6dadiyi su-
perpozisiya prinsipindan istifads edacayik. Bu prinsip ¢ox sayda tacriibe-
lorin naticasidir. Istanilon elektromaqgnit sahasi bu prinsipi ddayir v
xiisusi halda elektrostatik sahs tigiin ds bu prinsip dogrudur.

Yiiklor sisteminin yaratdigi elektrik sahosi (intesivliyi) ayri-ayr
yiiklarin yaratdigi sahslorin intensivliklarinin vektori comins barabordir:

b N —
}:‘_‘4=ZIEl .
i=1

Burada Ei i-ci yiikiin (yani qi-nin) yaratdigi sahenin inetsivliyidir. Indi

(2.3) ifadasini i-ci yiik tiglin yazaq, sonra yiiklor {izrs com aparaq va no-
hayat superpozisiya prinsipini nazsrs alaq:

cj]—iidg =4nq,
S

N .. _ N
Elcj‘EidS=z41tqi =4nQ,
i=l1

i=l §

q’ EdS=4nQ. (2.3)
N

N
Burada Q= Z‘L V hacminds yerlagan biitiin yiiklarin comidir, E iss

1=l
biitiin yiiklorin yaratdigi yekun sahsnin intensivliyidir. Yiiklorin hacmi
sixhigim daxil edok Q= _[ pdV . Indi (2.3") tonliyinin sol torafins Qauss
\"

teoremini tatbiq etsak,
[divEdV = 4n [pdv
\' A\

va ya
J’ {divE —4np}dV =0
A\
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olar. Burada inreqralanma hacmi ixtiyari oldugundan inteqral altindaki
ifados sifir olmalidir:

divE(F) = 4np(F) . (2.4)
Bu, Kulon ganununun diferensial soklidir. Kulon qanunu yalniz siiku-
natdaki yiiklar iigiin dogru oldugundan (2.4) tenliyinds sahs va yiiklorin
sixhigl ancaq koordinatin funksiyasidir.

Indi forz edsk ki, V hacmindoki yiiklor miisyyan qanunla horaket
edir. Aydindir ki, horakat edon yiiklorin yaratdig hom elektrik sahasi va
hom do yiklorin paylanma sixhg zamandan asih olmalidir:
E(F, 1), p(f, 1) . Maksvell aksiom sokilda gabul edir ki, (2.4) tenliyi yiiklo-
rin ixtiyari qanunla harakat etdiyi halda da dogrudur (I aksiom):

divE(F, t) = 4np(%,t) . (2.5)
Bu, moashur Maksvell tonliklarindan biridir. Dekart koordinat sistemin-

o e OE
do divE=(VE)= o, +—L+ %, soklinds yazilir, burada «nabla»
ox oy 0z
=0

9 +j—+ E—Q— — Hamilton operatorudur.
0ox "oy oz

Divergensiyanin torifindan (bax: alavs) bilirik ki, hor hansi sahanin
divergensiyas: o sahonin manboyini xarakterizs edir. Biz (2.5) tonliyini
belo ifads edirik: istonilon halda elektrik sahasinin moanbayi elektrik
yiikloridir.

Ogar BS sistemini se¢sak, onda yiixarida apardigimiz hesablamadan
aydn olur ki, (2.5) tonliyinin sag torafini 4mg,-a bolmaliyik. BS-ds (2.5)

—

=1

tonliyi
dive E(%,t) = p(%,t) (2.5) BS
soklinds yazilir. g, =L10_9— vakuum iigiin elektrik sabiti adlanir.
36m m

Burada yeni D, =¢,E vektoru daxil edirlor vo ona vakuumda elektrik

induksiyas: vektoru deyirlar. BS-ds vakuumda elektrik sahasi E va D,

vektorlari ils xarakteriza olunur (iki adad vektor !).
(2.5) tonliyini Hevisayd (Heaviside) sisteminds yazmagq iigiin, o ton-
liyin sag tsrafini 4n-ys bolmok lazimdir:
divE(F,t) = p(%, 1) . (2.5 H
Beloliklo, alinmis naticoni bels ifads etmak olar. Istonilon elektrik
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sahasi monbays malikdir. Onun monbayi elektrik yiikloridir. Sahanin
qiivva xattlori miisbat yiiklorden ¢ixir (baslanir) va monfi yiiklora daxil
olur. Elektrik sahasi (2.5) tanliklori ils tasvir olunur (serbast saha haqda
golacakda danigacagiq).

§3. Faradeyin elektromaqnit induksiyas:
qanununun diferensial sokli

Faradeyin tocriibslori (1831-ci il) gdstardi ki, ixtiyari qapal: naqil
kontur ilo shats olunmus sathdan kegon magqnit seli dayisdikds bu kon-
turda elektrik corayani yaranir. 9lbatts naqilds carayanin axmasini kon-
turda induksiyalanan EHQ tomin edir.

Tacriibalerin naticalorini agagidaki riyazi ifads ilo vermak olar:

i 1do ~ =
g™ =JR=-——, ®-= [HdS. 3.1)
c dt 3
Burada J — induksiya carayani, R — naqil konturun miiqavimati, gind —
konturda induksiyalanan EHQ, ® - konturla hiidudlanmis sathdan ke-
¢on magqnit selidir (sokil 3.1).

-

J
Sakil 3.1

Tacriiba gostarir ki, induksiya carayaninin istigamoti maqgnit selinin
artma istiqgamati ilo sol yivli burgu togkil edir. Malumdur ki, konturda
EHQ miisbat vahid yiikiin qapali kontur boyiinca haraksti zamani elek-

trik sahosinin gérdiiyii iso baraberdir: ™ = cj. Ed?.
L
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Onda tacriibi (3.1) ganununu belo yazmaq olar:
dEdi = _1d fFas.
7 cdtg
L konturunun va S sathinin sabit qaldigimi forz edsrak yuxaridaki
miinasibati

q’Edz:-l M 5 (3.2)
ci ot

soklindo yazmaq olar. Son ifadays ilk gétiirdiiyiimiiz naqil konturun
maddasinin heg bir xarakteristikasi (miiqavimati, kegiriciliyi va s.) daxil
olmur. Demoli (3.2) miinasibati istonilon miihitden (naqil, dielektrik,
hotta vakuum) kegen ixtiyari kontur vo ona séykanan ixtiyari sath ii¢iin
dogrudur. (3.2) miinasibstinin belo basa diisiilmasi tacriibi faktin 6ziiniin
iimumilosdirilmasi demakdir.

Tacriibada nagil konturdan istifads olunmasi yalniz induksiya co-
royamini agkar etmoys imkan verirdi. Lakin elektromagnit induksiyast
ganununun mahiyysti ondan ibaratdir ki, induksiya corayammnin askar
edilib edilmamasindan asili olmayaraq maqnit selinin doyismasi elektrik
sahasini yaradir.

Bu qanunun diferensial goklini almaq iiiin Stoks teoremindon (bax:
slava) istifada edak:

q’Ed? = jroﬂ?:dé.
L S

Stoks teoremi sdzlo bels ifads olunur: har hansi vektorun ixtiyari
qapal kontur iizrs inteqral (yoni sirkulyasiyasi) bu vektorun rotorunun
homin kontura séykenan ixtiyari sathdan kegen selina berabordir. Kon-
turu dolanma istigamati ilo sathin miisbat normal sag yivli burgu togkil
edir (sakil 3.2).

ds
Sakil 3.2
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Qeyd edok ki, eyni bir kontura sonsuz sayda sath séykena bilor.
rotE -nin dekart koordinat sisteminds ifadosi beladir:

i ] k
rotE=[§E]=——a— A
0x 0Oy 0z
E, E, E

-{6E, ©E, ».(6E aE] ~(0E, OE
=i —2-——= 1+ - —% |4k -—= .

oy 0z 0z ox ox oy

(3.2) miinasibatinin sol torafins Stoks teoremini tatbiq edak

1 (6H

jrotﬁdg =—— |—dS

S cg ot
voya

j{rotﬁ + la—H}dg =0.

$ c ot

Bu inteqralda S inteqrallanma sothi ixtiyari oldugundan, inteqral altin-
daki1 funksiya sifir olmalidir:
rotE (T, t) = _LoHGE. 1) .
c ot

Bu, Faradeyin elektromagnit induksiyast qanununun diferensial saklidir.

(3.3) Maksvell tonliklorindon biridir. Tonliyin monas1 beladir: mag-
nit sahasinin zamana gora dayismoasi burulganl elektrik sahasini yaradur.
Manfi isarasi gostorir ki, elektromagnit sahasinin magqnit intensivliyinin
dayisms siirati vo elektrik intensivliyi vektoru sol yivli burgu toskil edir.

Qeyd edak ki, rot, div vo s. anlayislar fizikanin mayelorin horokat
ganunlari ils maggul olan bahsindon — hidrodinamikadan gétiiriilmiisdiir
(bax: slave). Hidrodinamikada burulganl hsrokot edon mayeds his-
saciklorin siirstinin rotoru sifirdan forqlidir. Ona goéra rotoru sifirdan
Sorqli olan sahalor burulganl sahalor adlanir.

Indi Qauss sistemindaki (3.3) tonliyini BS sisteminds yazmaq iigiin
Faradeyin elektromaqnit induksiyasi1 ganununun BS-da ifadssindon isti-
fads etmoliyik:

(3.3)

. do S
g =———, ®= |u,HdS.
at Jl'lo

Burada p,H =B;-a vakuumda magnit sahasinin induksiya vektoru va
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® -y maqnit induksiyas: seli deyirlor. p, =4n-10" Hn vakuum ii¢iin

m
maqnit sabitidir.
Hesablamalar1 analoji aparsaq, ¢ox asanlhqla
. oH
rotE = —Hg Et— (33) BS

tonliyini alariq. Bu, BS sisteminds yazilms Maksvell tanliklarindan biridir.

§4. Diizxattli sabit corayamin maqnit sahosi ii¢iin
Amper qanununun diferensial sokli

Tacriibalor gostarir ki, diizxattli sabit corayanin yaratdigi maqnit sa-
hasinin intensivlik xattlori corayana perpendikulyar miistavids konsen-
trik gevralar tagkil edir va intensivliyin giymati

H=2 4.1)
cr

diistiirii il tayin edilir. Burada J — corayan siddsti, r — corayan oxundan
H-1n toyin edildiyi noqtsys ¢okilmig radius, ¢ — isigin yayilma siiratidir.
Intensivlik vektoru carayan istiqamati ilo sag yivli burgu taskil edir vo r
radiuslu ¢evrays toxunan istiqgamatds yonalir (sakil 4.1).

Sokil 4.1

(4.1) ifadssini 2nr-5 vuraraq, onu 2nrH = —4£J soklinds yazaq. H ¢ev-
c

1o lizarinds biitiin noqtalords eyni bir qiymat aldigindan 2nrH = cj-ﬁd?
L

T
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yazmagq olar. Burada L; radiusu r olan ¢evranin konturudur. Carayan

axan nagqilin en kasiyins So desok J = ﬁdg olar. Sp sothini L; gevrosino
S

s6ykonan va carayan xattlorini kosan ixtiryari S sothi ilo svez etmoak olar:
J= ﬁdg = _ﬁd§ Bundan sonra (4.1) agagidaki sokls diigiir:
So S

Jidi = 4%‘ fjas. 4.2)
L S

Bu diisturda yegans mshdudyyst L; konturunun ¢evrs sakilinds olmasi-

dir. Bu mohdudiyyati aradan qgaldirmagq, yani H-in ¢evra lizra sirkulya-
slyasini carayani shats edan ixtiyari gqapali kontur iizrs inteqralla avoz
etmak olar. Bunun iigiin gevrs ilo hor hansi noéqtads kasigon ixtiyari qa-

pali miistavi L konturu iizro H-1n inteqralin1 hesablayaq (sakil 4.2, qiriq
Xatt):

{Hd? = JHde, .
L L

\ H '
s
e, 7.
S de

do s

T .
=7 L,
Sokil 4.2

Ixtiyari L konturunun d? elementinin H istigamatinds proyeksiya-
s1olan d/,; ¢ox kigik xata ilo r radiuslu gevra qévsiiniin elementi ils iist-
lista diigiir. Onda

:{ﬁd‘é=§HdzH —de gd _4’”

Bu ifadani
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dfd? = 4nJ 4.3)
. c
soklindo yazmaq olar. Bu, diizxattli sabit corayanin maqnit sahasi iigiin
Amper ganunudur. Burada L caroyani shats edan ixtiyari miistavi kon-
turudur. (4.3) distiirunun ixtiyari faza konturu igiin ds dogru oldugunu
asanligla géstormoak olar. Dogrudan da 4ﬁdzf inteqralinin ixtiyari foza
L¢

konturu iigiin yazildigini forz edak va onun uzunluq elementini L-in yer-

logdiyi miistaviys L va || olan iki toplanana ayiraq: dzf =d/ L+ d_é". H
vektoru L miistovisindo yerlogdiyino géro Hd¢, =0 vo Hd/, = Hd¢, +
+ﬁdz“ = ﬁdz" =Hd? olar. Yoni 4 Hd?, = cj Hd? olur.

Le L

Demali, (4.3) diizxattli sabit carayanin magqnit sahasi {i¢lin on imumi
diisturdur vo burada L sabit J coroyanim shats edan istonilon qapali
konturdur.

Ogor L konturu J corayamimi n dafs dolanmus olsaydi, onda (4.3)
tonliy1 bels yazilardi:

q’ﬁd2=4—“n-1. (4.3)
; c
Cunki har bir dolanma bir adad J corasyanina ekvivalentdir. ©gar do-

lanmalarin say: sifirdirsa (yoani, L konturu J caroyanini shatas etmirsa)
4 Hd? =0 olar.
L

Indiya qader sohbat bir diizxattli J carayani va onun yaratdigi maq-
nit sahasindon gedirdi. Farz edak ki, bir ne¢a carayandan ibarat diiz xatt-
li carayanlar sistem verilmigdir va bu sistemin yaratdigi tam maqnit sa-
hasini hesablamaq lazimdir. Burada da elektromaqgnit (xiisusi halda
magqnit) sahosinin tabe oldugu superpozisiya prinsipindon istifads
edocayik. Carayanlar sisteminin yaratdigi maqnit sahasi ayri-ayri coray-
anlarin yaratdigi maqnit sahslorinin vektor1 comine barabordir:

— N —
H=YH,.

i=1
Burada ﬁi — i-cl carayanin (yani Ji-nin) yaratdigi maqnit sahssinin in-
tensivliyidir. Indi (4.3) ifadasini i-ci carayan iigiin yazaq, sonra corayan-
lar iizra com aparaq vo nohayat, superpozisiya prinsipini nazora alaq:
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Jidi===1,
L C
N e o h4n 4r
de=% 221, =221,
;g‘ i ; c 1 c
Jiiar =2 (4.3)
L ¢ .

N
Burada J = ZJ ; L konturunun daxilindan kegon biitiin diizxattli sabit
i=1
corayanlarin comidir, H iso biitiin coroyanlarin yaratdigi yekun maqnit
sahasinin intensivliyidir. Comds Ji-nin isarasi L konturunu dolanma is-
tigamati ilo slagadardir. Ogar L konturunu dolanma istigamati J; coray-
am istigamoti ilo sag biirgu togkil edirss J; miisbot isars ils, sol burgu tos-
kil edirsa J; menfi isars ilo gotiiriilmalidir. (4.3a) Amper qanununu sozla
ifads edok: diizxattli sabit corayanlar sisteminin yaratdigi magnit sahasi
intensiviiyinin har hanst qapali kontur iizra sirkulyasiyast (integrali) bu
konturla ahata olunmus carayanlarin cabri cominin 4n/c-ya olan hasilina
barabardir. Cox vaxt bu qanuna tam corayan qanunu da deyilir.
Indi (4.3) vo ya (4.3a) tonliyinin diferensial goklini alaq. Bunun iigiin
(4.3a) tonliyinin sol torofine Stoks teoremini totbiq edok va sag torafinde

J= ﬁdg yazagq:
S

_[rotﬁd§ = an f}dg .
S ¢ N
Burada S - ixtiyari L konturuna sdykonan ixtiyari sathdir. Inteqrallar

birlagdirsak,
I{rotﬁ - 4—n]}d§ =0
c

S
olar. Burada S ixtiyari oldugundan inteqralalti funksiya sifir olmalidir:

=~ . 4n- _
rotH(t) = nidd J(T). 4.4)
c
Bu, Amper qanununun diferensial soklidir. Burada j(%) ixtiyari istiqa-

mota vo qiymata malik sabit kegiricilik carsyam sixhgidir, H(T), iso belo

corayanin yaratdifi maqnit sahoasi intensivliyidir. (4.4) tonliyinds artiq
diizxatli corayan anlayis1 yoxdur, ixtiyari coroyan vardir.
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§5. Amperin diferensial ganununun aksiomatik
iimumilagdirilmasi va dayismo corayam

ovvalki §4-ds verilmis Amperin (4.4) diferensial qanunu yalniz sta-
sionar (sabit) corayanlar va sabit maqnit sahaloari li¢iin dogrudur.

Ogor corayanlar zamana gora doyisirsa (j(f,t)) yaqin onlarin yarat-
dig1 maqnit sahasi do zamanin funksiyasi olacaqdir (H(%,t)). Gorasen
bu halda (4.4) tonliyini neco iimumilogdirmak vo no sokilds yazmagq la-
zimdir? 1k aglabatan odur ki, (4.4) tonliyinds ] vo H-1 zamandan asili
funksiya soklinds gétiirak:

rotfi(E, 1) = 23, 1) .1)
C

Lakin (4.4) tonliyindan fargli olaraq (5.1) tenliyinda daxili ziddiyat
vardir. Bunu yaqin etmok igiin (5.1) tonliyinin har iki torafindon div
alaq:

div rotH(%, t) = 4—“div§(r,t).
C

Axirinci tanliyin sol tarafi hamise sifirdir: div rotH(%,t) = (V[VH]) =

= ([§f7]ﬁ) =0. Sag toraofi iso yalmz stasionar carayanlar halinda sifirdur,
dayison corayanlar iigiin sifirdan farqlidir (bax §1, kasilmazlik tanliyi):
divj(F) =0, divj(F,t)=0.
Bu ziddiyyati aradan gotiirmak tigiin Maksvell ¢ox dahi bir ideya —
dayisma carayani ideyasini irali siirdii. Dayisma carayaninin varhig: ideya-

s1 Maksvellin an bayiik kosfidir. Bu ideyaya asan yolla golmak iigiin ke-
silmazlik tonliyini yazaq:

divi, t)+a"(r ) . (1.4)
Burada Maksvellin
divE(F, t) = 4np(T, 1) (2.5)
6p(r,t) 120

tonliyindan istifads edarok ” —divE(f,t) ifadasini hesablayaq

T 4n
va bunu kasilmazlik tonliyinds nazars alaqg:

le_](I' t) +div— L 6E(r ) =0
4t Ot

b

vaya
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dlv{ ED+ o 1 3B, t)} 0. (5.2)
4t Ot

Biz yuxarida zamana goro téroms ilo div amaliyyatimin yerini doay-
ismisik. (5.2) ¢ox miihiim tenlikdir va elektrodinamikada halledici rol
oynayir.

Elektrik, maqnit vs isiq hadisalorini derindan tshlil edon Maksvell bu
fikro goldi ki, Amperin diferensial qanununu doayisan carayanlar ii¢iin

timumilogdirarkon (5.1)-in sag torafinda _](I‘ t) deyil J(r t) +— Z 5Eg 1)
T
ifadasini yazmaq lazimdr:
- E
rotH(F, t) = — { i(F, 1)+ 10 gt)} (53)

Maksvell kegiricilik coroyami sixligma alavs edilon ?4—1—%3 haddini
T

doyisma® corayani sixli1 adlandirir va onun real varligim aksiom kimi
qabul edir (I Aksiom). (5.3) ifadasi Maksvell tonliklarindan biridir va
onun elektrodinamikada xiisusi rolu vardir. Bu tanlik ¢ox korrektdir.
Tonlikdan goriiniir ki, kegiricilik corayam vo doayisma corsyam eyni
hiiqugla burulganli maqnit sahassini yaradir. Bu iki carayanmn comina
tam caroyan sixlig: deyilir:

BED=3E 0+ aEg 1)

(5.2) diisturu gostarir ki, tam csrayanm divergensiyasi sifirdir:

(5.4)

diV_]:t =0. Bu, o demakdir ki, tam corayanin manbayi yoxdur, yani tam

corayan xsttlori qapah xattlordir.
Basqa sozla kegiricilik carayani xattlarinin qirildigi néqtslarda onlar
doyisma corayam xattlori dovam etdirmolidir.

Maksvell tonliyina ZI—%tE haddinin slava edilmasi elektrik, maqnit
T

va optik hadissler arasinda bir korpii yaratdi vo Maksvell tonliklarini

*Oksar adabiyyatda bu, yerdayismo carayami adlanir (rusca Tox cmemenus). Bu ad
Maksvelldan galir. Bels ki, o dovrds forz edilirdi ki, elektromaqnit sahosi efirds yayilir
va efir zarraciklorinin yerdayismasi bu corayam yaradir. Miasir fizikada efir anlayisi
yoxdur va onun yerdayismoasi ds yoxdur, lakin sahoanin zamana gors doyismosi vardir.
Dayisma carayani termini (istilah1) haqigsts daha yaxindir.
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tamamladi. Galacokda goéracayik ki, mohz bu haddin hesabina elektro-
magqnit dalgalar1 yaranir va onlar xiisusi halda, miisyyan (optik) tezhk
intervalinda is1q dalgalar ils Gist-iista disiir.

Maksvell dayisma carayaninin tacriibads tasdiqins inanaraq, yazirdi:
«Moanim nazarimca kondensatorun bogalmas: zamam yaranan carayan qa-
pali dovra tagkil edir va onu dielektrikin daxilinds xiisusi quruluglu qalva-
nometrla izlamak miimkiindiir. Man bilmiram, bunu ediblar ya yox, cunki
bazi tabii texniki sabablor iiziindan nazariyyanin bu hissasi 6z tacriibi tasdi-
qini tapmayib. Olbatta, tacriiba ¢ox ¢atin va miikammoal olmaldir...».

Indi kegiricilik va dayisma carayaninin oxsar va forqli cohatlorina na-
zor salaq.

Bu iki corsyan magqnit sahasini yaratmaq néqteyi-nazerindon oxsar-
dir, ekvivalentdir. Onlar eyni hiiquqla burulganh maqnit sahssini yara-
dir va onlarin carayan xattlori har bir néqtads maqnit sahasi qiivve xott-
larins perpendikulyar miistovido yerlosir vo maqnit xattlari ilo sag yivli
burgu toskil edir.

Kegiricilik va doyisma corayanlan tobistca bir-birindon kasgin forqg-
lonir: 1) kegiricilik carayani elektrik yiiklorinin harokst1 ilo slagadardir,
dayisma carayam iss yiiklorin horakatindon asih deyildir; 2) kegiricilik
carayani naqil miihitlordo mévcuddur, doyismo carayan:i isa har yerds
(naqil, dielektrik, vakuum vs s.) movcuddur; 3) kegiricilik corayam
Coul-Lens istiliyinin ayrilmasi ilo miisayist olunur, lakin dayisma caray-
am hesabina istilik ayrilmur. Qeyd edok ki, ¢ox yiiksok tezliklords dis-
persiya edan dielektriklordo miioyyan gadar istilik ayrilir, lakin bu, Coul-
Lens ganunu it deyil, tamamils bagqa qanunla bag verir.

Indi Maksvellin (5.3) tanliyini BS sisteminds yazaq. Bunun iigiin av-
valco diizxattli sabit corayamin yaratdigi maqnit sahasinin Qauss siste-
mindoki (4.1) ifadasini BS sisteminds yazaq:

B,=pH=p,— J (4.1) BS
2nr

§4-ds etdiyimiz analoji hesablamani aparsaq, Amper ganununun di-
ferensial soklinin BS sisteminds ifadasini alariq:

rotH(r) = j(r) . (4.4) BS
Bu tanliyi doyison sahalar iigiin imumilogdirarkan, biz kasilmazlik tanliy-

inda %te kamiyyatini BS sisteminds yazilmig divsoﬁ = p(r,t) tonliyindon

tapmaliyiq. Onda kasilmazlik tonliyi agsagidaki soklo diigiir:
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div{}('r’,t)+so a—E} 0. (5.2) BS
ot
Noticads (4.4) BS tanliyinde H(F,t) vo 3(?,t) yazmaq va sonra ton-

. . P . P E T,t
liyin sag torofinds j(¥,t) -avozinda j(T,t)+¢, OE(L, 1)

gotiirmok lazimdir:

OE(T,1)

rotH(F,t) = j(F,t) + &, (5.3) BS

Bu, BS sisteminds yazilmig Maksvell tanliklarindan biridir. Bu ton-
liyin har torafini po-a vurarag, onu rotB,(%,t) ti¢iin yazmaq olar.

§6. Maqnit sahasinin monbayi yoxdur

Bu ganunun riyazi soklini almaq igiin elektromaqnit induksiyasi
qanununun diferensial soklini ifada edan (3.3) tonliyinin har iki terafinin
divergensiyasini hesablayaq:

div rotBi(F, 1) = —div L FHED | ©.1)
c ot
Bu tonliyin sol tarafi eynilik kimi sifra barabardir:
divrotE(%,t) = (V[VE]) = ((VV]E) = 0.
Onda (6.1)-don aliniq:
0=diviHBEY 10 yiomz 4
c ot cot
vaya
divH(r, t) = /(7). 6.2)

Burada f(r) zamandan asili olmayan hor hansi sabit funksiyadir.
Magqnit sahasi intensivliyinin istanilon zaman anindaki giymetinin dive-
rgensiyasi hamisa sabit f(T) funksiyasina barabordir. Bu funksiyam H-

1 har hansi tg anmdak1 qiymotina goéra tayin etsok, onda H -1n istanilen
zaman anindaki qiymotinds do f(T) elo homin qiymati alacaqdir. Forz

edok ki, ﬁ(r, t) harmonik qanunla dayisir H(%,t) = F(F)- coswt. Burada
t=t, =En— secsak, ﬁ(f,to) =0 olar va biz f(f)=0 qiymstini aliriq.
©

Onda (6.2) ifadasindon
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divH(%,t) = 0 (6.3)
tonliyi alinir. Bu Maksvell tonliklorindsn biridir. Bu tonlikdon gériiniir
ki, tobistds elektrik yiiklorino oxsar sarbast maqnit yiiklori yoxdur. Oks
halda onlar (6.3) tonliyinin sag tarafina monbs soklinds daxil olmal: idi-
lor. Demsli, maqnit sahssinin menbayi yoxdur. O, elektrik sahasindon
forqli olaraq, manbesiz sahodir. Onda magqnit sahasinin qlivvo xattlori
homigs kssilmaz va gapali olmalidir. Bunu izah etmsak iigiin (6.3) tonliyi-
ni hor hansi hacm iizrs inteqrallayaq vo Qauss teoremini totbiq edok:

0= [dividV = JHdsS. (6.4)
\" S

Magqnit intensivliyinin istonilon qapali sathden kegon selinin sifir
olmas iigiin intensivlik xattlori miitloq qapali olmaldir.

Magqnit sahasi manbs terofindon yaradilmir va onun amals galmosi-
nd, téromasing, meydana ¢ixmasina sobob elektrik corsyanlandir (kegi-
ricilik va dayisms corayanlari). Magnit sahasi hamisa carsyan xattlorine
dolanan konsentrik qapal qiivvs xattleri soklinds 6ziinii biiriizo verir vo
cerayani miisayist edir. Biz galacakds coroyanlar magqnit sahssini «yara-
dir» séziinii isloderken, bunu monbs monasinda deyil, yuxaridaki mona-
da basa digmaliyik.

(6.3) tonliyini BS sisteminds yazmagq iigiin onu po-a vurmagq lazimdir:

divigH(7,t) = 0 vaya divB,(F,t)=0. (6.3) BS

§7. Maksvell tanliklori sistemi vo elektromaqnit potensiallar

Maksvell tonliklori Qauss sisteminds asagidaki sokilde yazilir (bax
(2.5), (3.3), (5.3), (6.3)):

10H )
rotE = - = — a)
c ot
rotﬁ:la—E+ﬂj b) f (7.1)
cot ¢
divH =0 c)
divE = 4np. d)/

Bu tonliklor vakuumda Maksvell tanliklori sistemi adlanir. Sistem 4 tan-
likdan ~ 2 vektori v 2 skalyar (v ya 8 adad skalyar) tonlikdan ibarstdir.
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Tanliklara 2 machul vektor — elektromaqnit sahasinin elektrik inten-
sivliyi vektoru E(F,t) vo magnit intensivliyi vektoru H(F,t) daxildir.

Demboli, vakuumda elektromaqnit sahasi iki vektorla (E \) ﬁ) tam tos-
vir olunur. Elektromaqgnit sahasinin manbayi elektrik yiiklori (p(f,t)) vo

elektrik carayanlaridir (3(?, t)).
(7.1) sistemina daxil olan kamiyystlor zaman va fozanmin funksiyalari-

dir. p(7,t) vo j(f,t) verildikds (7.1) sistemindon istifads edsrok E(F,t)
Vo ﬁ(i’,t) vektorlarimi bir qiymotli toyin etmok miimkiindiir. Beloliklo,

elektromaqnit sahasi vahid bir tamdir va vakuumda E vo H vektorlan

ilo tosvir olunur. E vo H vektorlan arasinda iizvii bir alags, asilihq
movcuddur.

Magqnit sahasinin zamana goéra doyismosi elektrik sahasini yaradir
vo oksina elektrik sahosinin zamana géra doyismasi iso maqnit sahosini
yaradir.

Maksvellin dévrunds bu tanliklar bagqa sokilds yazilirdi. Maksvell
tonliklarini ilk dafa (7.1) soklinds (operatorlar vasitasils) yazan onun da-
vamgilar1 Hevisayd vo Herts olmusdur.

Biz (7.1) tonliklorini alarkon miiasir riyazi aparatdan, elmin bugiinki
inkisaf saviyyassindan vs alacagimuz naticalorin avvalcadsn bizo mslum
olmasindan istifada edarak ¢ox qisa yolla harakst etdik vo elmin doarin-
liklorins girmadan gox tez son naticays gatdiq.

Lakin Maksvellin yasadig1 dovr heg bir yiikli zarraciyin kosf olun-
madig, carayanlarin «flyuidlor»dan ibarat oldugu, yalang1 mexaniki efir
nazariyyassinin hékm siirdiiyii, riyazi aparatin halslik tam olmadig, elek-
trik va maqnetizm haqqinda bir-birine zidd miixtolif mexaniki modells-
rin méveiid oldugu ziddiyyatli bir zaman idi. Maksvell mexaniki analog-
iyalardan ¢ox moharatls istifads edarak va 6ziine maxsus dahiyans uza-
qgdronliklo aksiomatik iimumilogsdirmsler apararaq miihitds elektro-
magqnit sahasini tam tosvir edon 20 machullu 20 diferensial tonlik ver-
misdir. Olbatts, bu tonliklors sahs tonliklori ilo yanasi, miihitds sahoni
xarakterizo edan miixtalif komiyyatlor arasinda mimkiin olan biitiin
maddi miinasibat tanliklori da daxil idi. Bu tonliklor XIX asrin an bdyiik
kasfi idi.

Vakuumda elektromaqnit sahasi iigiin bu tonliklor miiasir formada
(7.1) sistemi saklinds yazilir va Maksvellin adimi dagiyir.

(7.1 tonliklorinden alinan nozeri naticonin, yani elektromaqnit
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dalgalarinin méveud olmasinin 1888-ci ilds Herts tarafindon tocriibada
siibut edilmasi, Maksvell tonliklorinin dogrulugunun ve onun dahiyano
aksiomlarinin va an alisi doyismos carayaninin bir hagigat olmasimin ton-
tonasi idi.

Maksvell 1873-cii ilds elektrik, maqnetizm vs isiq haqda elmin 2 ast-
lik inkisafini tohlil edon, ona yekun vuran va bu elmi biitiinliikds ensik-
lopedik icmal soklinda sorh edon «Elektrik va magnetizm haqqda trak-
tat» adh misli gérunmamis bir asor ¢ap etdirmisdi. Maksvellin miiasirlori
2 tomluq bu asari elektrikin «Incili» adlandirirdilar.

Biz svvalki paraqgrafin naticalorindan istifals edorok miigayiss iigiin
vakuumda Maksvell tonliklorinin BS sisteminds ifadalerini asagidaki
sokilda veririk:

\
rotE-——ai
ot
rotH = j +—2, - (7.1) BS
divD, = p,
divB,=0.

Bu tonliklors 4 vektor E,ﬁ, 130 \A) I§0 daxildir va onlar miixtalif 6l¢ii
vahidlorins malikdir. BS-ds hatta vakuum iigiin induksiya vektorlar1 da-
xil edirler vo bunlar intensivlik vektorlar ils f)o = SOE, ]§0 = uoﬁ sok-

¢

linds slagadardir. Burada g, = ?10’9—— vo po =4n-107 fn vakuu-
T m m

mun elektrik vo maqnit sabitloridir.

Indi Maksvell tonliklorinin tam sistem toskil etmasi masalasi ila
masgul olaq.

(7.1) tonliklor sistemi iki mochul vektor E va FI, yam alt1 machul
komiyyst (Ex,Ey,Ez,Hx,Hy,HZ) daxil olan iki vektori vs iki skalyar,
yoni sakkiz skalyar tonlikden ibarstdir. Belo goriiniir ki, tenliklorin say:
machullarin sayindan goxdur. Lakin bu, ilk baxigda beladir. Géstarak ki,
bu sakkiz tenliyin hamusi sorbost (qeyri-asih) deyildir, onlar arasinda
miisyyan asililig mévcuddur. (7.1) sisteminds a) ilo c) va b) ila d) tonliklori
arasinda miioyyan asililiq, slags vardir. Dogrudan da, a) tenliyinin dive-

. .= 1. : .=
rgensiyasinl hesablayaq: divrotE = ——dlv%_I vo homigs divrotE =0
c
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oldugundan, %divﬁ =0 aling. Indi ¢) don zamana gérs téromo alsaq

adivﬁ =0 olar. a) va c¢) tenliklorindan eyni bir natica alirig va bu, hs-

min tonliklor arasinda miioyyan slags oldugunu gésterir. Indi hamin amo-
liyyat1 b) va d) tenliklori iizarinds aparaq va (1.4) kasilmazlik tonliyindan

istifads edok: divrotﬁ=divl%t€+4—ndivj vo ya divrotH=0 ol-
C C

dugundan, lgt-divf*j + ﬁdiv} = 0 alingq. Burada kasilmazlik tenliyindsn
C c

istifads edarak divj = —%) yazsaq, gt-(divﬁ —47p) =0 alarg.

Indi d) tonliyinden zamana goérs térams alsaq gt—(divﬁ—4np) =0

olar va bu da b) tonliyinin naticasi ila iist-iista diiglir. Demali b) va d) ten-
liklori arasinda da miisyyan slags mévcuddur.

Belalikloa sokkiz tanlik arasinda iki adad slaganin mévcud olmas alti
machul kemiyyatin tam tayin edilmasini tamin edir. Demali (7.1) Mak-

svell tanliklori tam sistem toskil edir. Bu tonliklords j(f,t) va p(T,t)
funksiyalar1 malum sayilir. Yani sahanin ] va p moanbaloari verilir va bu

moanbalarin yaratdigi saha (E vo H vektorlari) (7.1) tanliklorinden tam
tayin edilir. (7.1) tonliklorinin tam sistem togkil etmoasini basqa yolla da
izah etmok olar. Riyaziyyatdan molumdur ki, agor axtarilan machul
vektori komiyyst cabri tanliys yalniz vektori hasil soklinds daxil olursa,

moasalan, [AI_:I]= B (H mochul vektordur, A va B iso molumdur) bels

vektori cobri tonlik yalniz iki odad asili olmayan skalyar tonliys ekviva-
lentdir.

(7.1) Maksvell tanliklarinds machul E vo H vektorlart a) vo b) vek-
tori tonliklora vektori hasil soklinda, yani rotE = WE] vo rotH = [%ﬁ]
soklinds daxil olur. Ona géra a) va b) vektori tenliklorin har birisi yalniz
iki skalyar tonliys ekvivalentdir. Demali a) va b) vektori tonliklor birlik-
ds dord adad asili olmayan skalyar tonliys ekvivalendir. Bunlara iki
adad ¢) vo d) skalyar tonliyi slavs etsok alt1 adad asili olmayan skalyar
tonlik aliriq ve bunlar da alti adad machulu tam tayin etmays imkan ve-
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rir. Belolikls (7.1) Maksvell tonliklorinds tanliklorin say1 machullarin
sayna barabardir va onlar tam sistem tagkil edir. Biz burada vakuumda
Maksvell tonliklorindsn danmigdiq. Lakin eyni s6ézlori maddi miihit iigiin
yazilmis Maksvell tonliklori haqqida da demok olar.

Biz golocokda gostaracayik ki, Maksvell tanliklorinin hallori ham do
birqiymatlidir. Bu o demakdir ki, Maksvell tanliklarinin verilmis sarhad

va baslangic sartlori daxilinds hallari (yani Evo H funksiyalar1) vardir
va 6zlori ds yeganadir.
Hevisayd sistemindos Maskvell tanliklori Qauss sistemindaki kimi

yazilir, lakin j(f, t) va p(T,t) haddlarinds 4n vurugu olmur.
Indi elektromaqgnit sahssinin potensiallari anlayigina nozer salaq.

Yuxarida gorduk ki, elektromaqnit sahasi E ve H vektorlar ilo xarak-
terizo olunur. Belo malum olur ki, elektromaqnit sahssini bir vektor vo
bir skalyar funksiya ilo do tosvir etmok olar. Dogrudan da

divH(¥,t) =0 tenliyina nazor salsaq, gororik ki, H(F,t) vektorunu hs-
misa har hansi A(f, t) vektorunun rotoru kimi se¢gmak olar:

H(F,t) = rotA(F, t). (7.2)
Cunki hemise divH(F,t) = divrotA(%,t) = (V[VA]) = ([VV]A) = 0 6do-
nir. A(’r’,t) komiyyati elektromaqnit sahasinin vektor potensiali adlanir

Va3 o, ﬁ('r', t) vektorunu birqiymatli tayin edir. Indi

rotE = —la—H
c ot
tonliyinds H =rotA ifadasini nazars alaq:
rotE = —rotla—A vaya rot(E +—1—6—A) =0. (7.3)
c ot c ot

Biz yuxarida rot ila x amoliyyatinin yerini dayisdik va tanliyin sol

vo sag torafindaki rot haddlerini birlogdirdik. (7.3) ifadssindan gériiniir
ki,
E+ 1oA = —grado (7.4)
c ot

qabul etmak olar (gradcp=V<p ... olavada verilmigdir). Cunki, homiso
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rot(E + l%A) = rot(—gradg) = [VV@]=0 odonir. (7.4) ifadssindon
c
E -ni toayin edok:
E(f,t) = —l%é%t) —grado(T,t). (7.5)
c

Bu sokilds daxil edilmis ¢(7,t) komiyysti elektromaqnit sahasinin

skalyar potensiah adlanir. (7.4) ifadssinds — “grade” goéturulmosi statik
sahada ¢ skalyar potensialin adi elektrik kursundak: elektrostatik po-
tensialla {ist-lists diigmosini tomin edir.

(7.2) va (1.5) ifadslorinden gorinir ki, A vs ¢ potensiallar Hvs E

sahs intensivliklorini birqiymatli tayin edir. Belolikla A vo ¢ potensialla-
11 elektromaqnit sahasini tosvir edir. Bazon ¢=0 olur (bax: sarbsst sahs)

va elektromaqnit sahasi yalniz A vektor potensiali ilo xarakterizo olu-
nur. Mshz buna gors elektromaqnit sahasi vektori saha adlanir.

Biz bununla Maksvell tanliklorinin aksiomatik alinmasina, onlarin
xassalorina va fiziki manalarina, miixtalif vahidlor sisteminds tanliklorin
ifadaloring, Maksvell tanliklori sisteminin tamligina va birgiymaotli olma-
~ sina aid xiilasani qurtaring.

Golacokds biz elektrodinamikani yiiksak soviyyads, relyativistik
prinsiplar asasinda davam etdiracayik.

Xiilasanin sonunda qeyd edsk ki, elektrodinamikada istifads olunan
asas anlayiglar vo terminlor mayelorin mexanikasindan géturulmusdur
va hidrodinamikada onlar miioyyan fiziki monaya malikdir. Lakin elek-
trodinamikada igladilon carayan xattlori, qiivva xattlori, intensivlik xatt-
lari, intensivlik seli v s. anlayiglar formal, sorti xarakter dagyir va onla-
rin el bir fiziki manasi yoxdur. Buna baxmayaraq fiziki proseslorin tas-
virinds bu anayislar miisyysn gader «oyanilik» yaradir vo mahz buna
gora onlardan istifada edirlor.
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II FOSIL
EYNSTEYNIN XUSUSI NiSBILIK NOZORIYYOSI

§8. Eynsteynin xiisusi nisbilik nazariyyasinin tacriibi asaslari

Miiasir elektrodinamikanin va relyativistik fizikanin asasini tagkil
edan xiisusi nisbilik nazariyyssi 1905-ci ildo A. Eynsteyn tarafindsn iki
postulat gsoklinds verilmigdir. Bu nazariyysnin yaranmasinda Eynsteynla
yanasi H. Lorensin, A. Puankarenin, H. Minkovskinin vs bagqa alimlo-
rin ¢ox bdyiik rolu olmugdur. Eynsteynin xidmoti ondadir ki, o, fiziki
proseslarin tadqgiginds zaman vo mokan anlayislarina daha tanqidi ya-
nasaraq onlar1 darindon tohlil etmis vs fiziki duygunun kémayi ilo bu
nazariyyani yigcam va tam sokilds ifads eds bilmisdir.

Qeyd edak ki, Maksvell torafindsn elektromaqnit sahasi nazariyyo-
sinin yaradilmasi, ham xiisusi nisbilik nozariyyssinin vo ham ds relyativi-
stik mexanikanin yaranmast li¢iin miihiim zomin yaratmis va onlarin in-
kisafina giiclii tokan vermisdir. Tokca onu demok kifayatdir ki, elektro-
dinamika yarandid giindsn yegano relyativistik nazariyys idi.

Biz burada xiisusi nisbilik nazariyyasinin (Xx.n.n.) yaranmasina ko-
moak edan bir ne¢s tacriibi fakti aragdiracagiq. ©vvalca Qaliley-Nyuton
(Q.-N.) mexanikasimndan baslayaq.

8.1. Qaliley-Nyuton mexanikasinda zaman-mokan
anlayisi, atalat sistemlari va Qaliley ¢evrilmoalori

Mexanikada (fizikada) istanilan prosesi 6yronmok ii¢iin hesabat sis-
temi (H.S.) segirlor. Hesabat sistemi 3-6l¢iilii koordinat sistemindan va
onunla sort baglanmis saatlardan vo miqyaslardan ibarotdir. Sistemds
bas veran har hansi prosesin yerini miqyaslarla (xatkeslarla), prosesin
davam etmo miiddatini iss yaxinliqdaki: saatlarla olgiirler. Bu sistemlor
arasinda stalat hesabat sistemi xiisusi rol oynayir. Nyutonun stalat qa-
nununun 6dondiyi sistema atalat sistemi deyilir. Bu sistemdo sarbast (heg
bir qiivvs tasir etmayan) cisim atalot haraksti edir, yani ya borabar siiratli
diiz xatli harakat edir ya da siikunatda qalir. Otalst sistemina nozarsn ba-
rabar siiratli diizxatli harakst edan har bir hesabat sisteminin 6zii ds sta-
lat sistemidir. Biz stalat hesabat sistemina qisaca otalst sistemi deyacay-
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ik. Otalat sisteminds mexanikanin (fizikanin) ganunlan tabii va sado
soklo malik olur.

Nyuton mexanikasinda cisimlorin varhigindan va onlarin yerlagsmo-
sindon asili olmayan miitlaq fozanin vo miintazom axan (davam edon)
universal zamanin varhg forz edilir.

Nyutondan forqgli olaraq miiasir fizika qabul edir ki, materiyani,
onun horakatini, doyigmalorini nazors almadan, zaman va mokan hag-
qinda damismaq monasizdir. Zaman vs mokan materiyanin varlq for-
malardir.

Nyuton miitlog hesabat sistemindan istifads edirdi. Bu sistem tor-
penmoaz ulduzlarla bagh sistem idi. Nyuton qanunlarn miitlaq sistemda
dogrudur.

Mabhiyyst etibarilo Nyutonun miitloq hesabat sistemi 6zliiyiinds ata-
lat sistemidir. Yerla bagli hesabat sistemi aslinda atalat sistemi deyildir.
Ogor Yerin 6z oxu atrafinda firlanmasini va onunla bagh harakstlori ns-
zara almasaq kigik zaman intervalinda Yerin Giinoas atrafinda harskatina
otalot sistemi kimi baxmaq olar. Onda Yers nozoron barabar siiratli diiz
xatli horakat edan sistem do atalat sistemi olacaqdir.

Qeyd edok ki, Nyutonun dovriinds mexanika biitiin fizikan1 tomsil
edirdi va «fizikanin digar bélmalari» sadaca olaraq méveud deyildi. Qali-
ley-Nyuton mexanikasina klassik mexanika deyilir.

Dekart koordinat oxlan (X, Y, Z) bir-birins paralel yénalmis K vo
K" kimi iki atalat sistemi segok. Forz edsk ki, K' sistemi K -ya nozoran
sabit V siirati ilo sag torofo horokot edir va baglangic zaman aninda
(t=t"=0) sistemlorin koordinat baglangiclari ist-iista diisiir. K va K'
hesabat sistemlorina nazoron M maddi néqtonin (cismin) horokatini
miisahida edak.

M cisminin t # 0 aninda yerlagdiyi néqtonin K va K' sistemina na-
zaran radius vektorlarina 1(t) va t'(t") desok va bu anda O va O' ko-
ordinat baslangiclar arasindaki masafo V't oldugunu nozors alsaq,
OMO' iigbucagindan F(t) = T'(t") + Vt aliriq (sokil 8.1).

Nyuton mexanikasinda zaman miitlaq, universal oldugundan t=t'
yazmaq lazimdir. Onda horakst edon M cisminin K va K' atalat sistem-

larinda 6l¢iilmiis koordinatlar1 vo zamanlar1 arasinda slagani bels yaz-
magq olar:

(1) =F'(t)+ Vt } 8.1)

t=t"
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Sokil 8.1

Bu, koordinat vo zamanin Qaliley ¢evrilmalari diisturlar: adlanir. (8.1)-
don zamana gors téroms alsaq vo M cisminin K vo K' sistemins nazo-

. . .odr de' ., . . . - .
ran siiratlarini 5 =0 Vo T =0’ ilo igsars etsak, Qalileys gors siiratlorin
toplanmasi1 qanununu alariq:

5=04V. (8.2)

Dekart koordinat sistemi oxlarinin K va K' atalat sistemlarinds
bir-birina paralel olmasi macburi deyildir.

Qaliley-Nyuton mexanikasi geyri-relyativistik mexanikadir, ¢iinki
burada cisimlarin harakat siiratlari isigin yayilma siiratindan ¢ox-¢ox ki-
cikdir.

 Nyuton mexanikasinda Qalileyin nisbilik prinsipi hékm siiriir: hor
hans1 mexaniki proses eyni baslangic sartlori daxilinds biitiin otalat sis-
temloarinds eyni sokilds bas verir.

Nisbilik prinsipi kiillii migdarda tacriibalarin nsticasidir. Bu prinsipi
belo do ifads edirlor: Istonilon mexaniki prosesi tosvir edon diferensial
tonliklor biitiin otalst sistemlorinds eyni soklo malikdir. Basqa sozlo me-
xanikanin tanliklori Qaliley ¢evrilmalorina gora invariant (doyigsmoaz) qa-
lir. Masalon, Nyutonun qanunlar: biitiin atalst sistemlorinda eyni ciir ifads
olunur.

Ogor sohbat diferensial tonliklordon gedirss, onda nisbilik prinsipin-
ds eyni baslangic sortlora ehtiyac yoxdur. 9gar bu tanliklorin inteqral
soklino baxirigsa, invariant tonlik almaq iiglin miitloq eyni baslangic
sortlori verilmalidir. ©ks halda K-da saquli yuxar atilmis cismin trayek-
toriyasi diiz xatt K'-da iss parabola olacaqdir.

Nyutonun ikinci ganununun invarianthgim gostarok. Forz edok ki,
Ol¢iilori bdyiik olmayan iki a vo b cismi bir-birilo qarsiigh tasirdadir.
Mexanikada qiivva dedikds biz cazibs, elastiklik, zarbs qiivvasi, tazyiq
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qiivvasi, siirtinms qilivvasi va s. basa diisiiriik. Iki cisim (a vo b cismi)
arasindaki mexaniki tasir qiivvasi stalat sisteminds timumiyyatls o cisim-
lorin qarsihigh veziyyatinden (T, =T -, -nisbi radius vektorundan) veo

onlarin mexaniki halindan (9,, =0, —V, -nisbi siiratindan) asil ola bilar.

Onda K risteminds a cisminin harakat tonliyi (Nyutonun II qanunu) be-
I5 yazilar:

m, %: F (T, (1),5,(1). (8.3)

Burada m, kemiyyati a cisminin kiitlesi, T (t) onun radius vektoru, Fa

is9 a cismins tasir edon qiivvadir. Bu tonliyi K' sisteminds yazmagq iigiin
Qaliley ¢evrilmalarindan istifads edarak (8.3) tonliyinin sol va sag tors-
findaki hadlerin K' sisteminds ifadalorini tapmaq lazimdir. Qaliley-
Nyuton mexanikasinda cismin kiitlosi invariant kamiyyatdir, yani biitiin

stalot sistemlorinds eyni bir qiymats malikdir: m, =m, . Qaliley cevril-
molorine gors K-dan K'-a kegonda cismin radius vektoru Vit gadar doy-
isir: () =L (t)+ Vt'. Lakin V = const oldugundan, cismin tacili doy-
d’L (1) _ d’r(t)
de>  dt?
malik olur. Qaliley g¢evrilmasi qiivvanin g¢evrilmasi haqda heg¢ bir soz

demir va yalniz qiivvonin asili oldugu radius vektorlarin va siiratlorin
¢evrilmosini ifada edir.

Qalileyin (8.1) va (8.2) ¢evrilma diisturlarindan istifads etsak a va b
cisimlorinin T, =T, — % nisbi radius vektorunun vs ¥, = U, — U, nisbi

ismir:

, yani hor iki atalat sisteminds cisim eyni tacils

siiratinin K vo K' sistemlorinds invariant qaldigimi tapariq: T, -t =

=1L —1 va U, -V, =0, —V,. Yoni qiivvenin arqumentlari har iki otalat
sisteminds eyni qiymot alir. Gorasan, qiivvanin 6zii neca dayisir? Bunu

ancaq tacriibalorin komayi ilo miisyyan etmoak olar. Dlbstts K' stalat sis-
teminda da bu iki cisim arasindaki tasir qiivvasi cisimlarin nisbi radius

—! —!

vektorundan (T, =T, —T,) vo onlarmn nisbi siiratinden (U, =9V, —¥,)

asili olmalidir. Sual oluna bilar ki, K'-da bu qiivvenin 6z arqumentlorin-
don asililig1 xarakteri, sokli, formasi necadir, K-da oldugu kimidirmi? Ba-
li, tacriibaler gostarir ki, qiivvanin har iki stalot sisteminds 6z arqumentla-

rindon asilihg: xarakteri eynidir (F=F', yoni F'-in distiindoki strixin heg
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bir rolu yoxdur). Digar torafdsn yuxarida gostardik ki, hor iki sistemds
qiivvanin arqumentlori ds invariantdir.
Demali, bir stalat sistemindon digarina keg¢dikds mexaniki qiivve in-
variant galir, doyismir:
F(%,,0,,)=F'(%,,0,) =invar
Ona gors (8.3) tenliyi Qaliley ¢evrilmasins gérs invariant qalir, yoni
hoar iki atalst sisteminds eyni sokilda yazilir:
! dz-" t' e n =2 v
ma—-?r“t;(z——)=Fa(rab(t ),0. (1)) (8.3)
Nyuton «Natural falsafanin riyazi ssaslar» aserinds (1687) heg bir
konar seylorden asili olmayan miitlaq fozanin ve miitloq, universal za-
manin varligim postulat soklinds qabul etmisdir. Nyutonun (8.3) hars-
kot tonliyinds cismin aldif1 tacillo ona tasir edon qiivva eyni bir zaman
aninda gotiiriiliir. Bu, o demakdir ki, a cismina tasir edon b cisminin va-
ziyyatinds t aninda amolo golon hor hansi doyisikliyi a cismi els homin
anda «hiss» edir, yoni qarsthgh tasir ani olaraq verilir, basqa sdzls qarsi-

mex

ligh tasirin yayilma siirati sonsuz boyiikdiir: v " —> . Bu onunla ola-

qadardir ki, Nyuton-Qaliley mexanikasinda tasir homiso uzaga tesirdir.
Bu klassik mexanikanin on béyiik qiisurlarindandir. Bu haqda biz go-
lacokda danisacagiq.

Indi isa N.-Q. mexanikasinin oynadig1 miihiim rolu qeyd edsk. Eyn-
steyn 6ziiniin Nyutona olan darin hérmatini qeyd edersk yazirdi: «Nyu-
ton miitloq foza va miitloq zaman anlayislan ilo bagh ¢stinliklari... ha-
mudan yaxs1 basa diisiirdii. Lakin bu anlayislarin postulat kimi verilmasi
o dovrds horakati tesvir etmokds irali getmoak iiglin praktiki miimkiin
olan yegana iisul idi».

Qeyd edok ki, riyaziyyati mexanikaya (fizikaya) ilk tstbiq edsn
Nyuton olmusdur.

Klassik mexanikanin miitlaq faza, miitlaq zaman va miitloq harokot
kimi aglabatmaz postulatlarina baxmayaraq, Nyuton qanunlar1 kvant
obyektlori* va relyativistik siiratlor bohsi istisna olmagqla Yer soraitinds
biitiin fizikani, texniki qurgular vo miithandis sistemlarini, raket texnika-
sin1, kosmik gomilarin ugusunu, Giinsg sisteminda planetlorin daqiq ho-
rokatini dogru izah edir. Bu onu géstorir ki, klassik mexanikanin bu an-
layiglan tagriban dogrudur vs adi hayatda onlardan konara ¢ixma halla-
11 ¢ox ciizidir.

* Kvant mexanikasi ilo tasvir olunan elementar zarraciklor sistemloari.
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8.2. ipigin aberrasiyasi, Fizo tacriibasi,
Maykelson-Morli tacriibalori

XIX osrin sonu Maksvell tonliklorins ssaslanan igigin dalga nazo-
riyyasinin tantanali yiiriisii dovrii idi. Dalgavi herakatin dyranilmasinda
alds edilon biitiin svvalki naticaler tadgiqateilarda bels yaqinlik yarat-
migd1 ki, har-hansi dalganin yayilmas: iigiin miisyyan miihit lazimdir.
Ona gors fiziklor bels bir gonasts golmigdilor ki, isigin (elektromaqnit
dalgasinin) yayilmast ii¢iin do miioyyan miihit lazimdir. Bu miihiti efir
adlandirdilar («Is1q dastyan» efir). Efir ¢ox goriba xassalors malik hipo-
tetik miihitdir. O, biitiin cisimlors daxil olur, miiayyan sixliga va elastik-
liys malikdir, qravitasiyada istirak etmir, cisimlorin harokatino mane

. m . . . . :
olmur, igigin c=3-10"22 siiratilo yayllmasini tomin edir va s. Dahi
san

Maksvell do efiri qabul etmisdi. O dévriin fiziklori efirs bir stalot sistemi
kimi baxirdilar. Biitiin kainat: dolduran diinya efiri anlayis1 belo yaran-
migdi.

A. Eynsteyn 1905-ci ilda xiisusi nisbilik nezeriyyasini (x.n.n.) yara-
darkan efir anlayisini rodd etdi. Eynsteynin xiisusi nisbilik nazsriyyssin-
ds miihiim rol oynamus ii¢ tacriibi fakt1 yadimiza salaq.

Biz burada halolik klassik mexanika qanunlarindan va onun riyazi
aparatindan istifads edacayik.

el Isigin aberrasiyas: (Bradley, 1727). Tacriibalor gostorir ki, Yerdan
goy cismini (ulduzu) miisahids edarksn teleskopu cismin oldugu néqtays
deyil, ona yaxin olan digar néqtays yénaltmok lazimdir. Yani teleskopu
yerin harakati istigamatinds miisyysn bucaq gadar meyl etdirmak lazim-
dir. Bu istiqamat goriinmoa istigamati adlanmir. Ulduza tuslanmis istiqa-
motlo (ulduz istigamati ilo) gériinmo istigamati arasindaki o bucagma
oberrasiya bucag: deyilir. Tacriibalor gostorir ki, tgo = V/c. Burada

V=310032 Yerin Giinog otrafinda orbital harokat siiratidir,
san

c=3.100 2 isigin vakuumda («efirdo») yayilma siiratidir. Aberrasiya
san

bucagim biz ¢ox asanliqla hesablaya bilarik. Farz edsk ki, torpsnmoz
ulduz zenitds yerlosmisdir, ondan Yers onun sathina perpendikulyar is-
tigamotds paralel isiq siialar1 (dalgalar) golir va teleskopun obyektivina
diisiir. Tutaq ki, teleskop Yerlo birlikds sag torafo V siirati ilo harokot
edir.
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Ogor biz teleskopu diiz zenitdoki ulduza yonaltsak, siia teleskopun
daxilinds saquli istigamatdas yayilacaq, teleskop isa iifiiqi istigamatds sag
torafa harokst edacok va naticads siia teleskopun okulyarina yox, dal di-
varina diigacak va biz onu gormayacayik. Ulduzdan galan siiami gérmok
tigiin biz teleskopu Yerin harokati istigamatinds (o bucagi gadar) elo
oymoliyik ki, saquli istiqgamatds harokat edon siia teleskopun daxilinda
cAt yolunu getdikds okulyar da Yerls birlikds iifiiqi istigamatds VAt
gadar yol gedarak siia ilo goriigsiin. Burada katetlori cAt vo VAt olan
diizbucaqh iligbucaq alinacaqdir (At siianin teleskopun daxilinds yayil-
ma middatidir). Sekil- 8.2-don tga = —YAAtt = v =10 aling. tga <1

c c
olduguna gora, a ~10™ radian ~20,5" gotiirmok olar. Bu an bdyiik
aberrasiya bucagidir. 6 aydan sonra Yer Giinag strafinda orbital siirati-
nin istiqgamatini dayigarak, sol tarafs harakat edacokdir.

obyektv § § 0§ 3
j<»

-l

7
okulyar

Sokil 8.2

Bu zaman aberrasiya bucag ulduz istiqgamstindan sol torofds ah-
nacaq v il arzinds zenitds yerlogmis ulduz Yers nazoron 2o = 41" aber-
rasiya bucag cizacaqdir. Yoni zenitds yerlogsmis ¢ox uzaq, torpanmsaz
ulduzlar il arzinds goy sferasinda Yera noazoran diametri 41" olan gevra
cizacaqdir. Digor ulduzlar ise miixtalif gokilli ellipslor cizacaqdir. Aber-
rasiya hadisasinin mahiyyati bundan ibaratdir.

2. Fizo tocriibasi (1859). Bu tocriibads isigin horokat edon miihitda
(mayeds) yayilma siirati 6l¢iilmiisdiir. Burada borucuqlarina harokat et-
dirils bilon maye doldurulmus cihazdan istifads olunur. S manbsyindan
golon monoxromatik isiq siias1 yarimgoffaf O 16vhasi vasitasils iki kohe-
rent sliaya aynlir va onlar oks etdirici giizgiilor vasitasils mayenin icori-
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sinds miixtolif istiqamatlords harokat edorsk yenidon O 16vhasine diisiir
va sonra I interferometrinds goriisiirlor (sokil 8.3).

Sokil 8.3

Mayeni xiisusi qurgu vasitasila V siirati ilo hoarokat etdirirlor. Maye
harakst edarkan interferometrds interferensiya manzarasinin dayismasi-
no gora isigin horokst edon mayeds siirotini hesablamaq miimkiin ol-
musdur:

U=U%kY, k=1-—.
n

Burada U va U’ harakat edan va siikunatds olan miihitds isifin yayilma
sirati, V mayenin hoarokat siirati, n-miihitin sindirma asmsalidir
(U'=c/n). Miisbat vo manfi igsarasi mayenin va igigin eyni vo miixtalif
istiqgamatds hoarakstine uygundur. Ogor k=1 olsaydi, biz Qalileys gors
stiratlorin toplanmasini alardiq. Lakin k #1 olduguna gors deys bilarik
ki, efir, harokst edon maye torafindan qismen aparilir.

E. Maykelson-Morli tacriibasi (1881). Tocriibads magsad Yerin efira
nazaran siiratini 6lgmoak idi. Cihaz civada iizon plits {izorinds quragdiril-
musdir. S monbayindan golon monoxromatik isiq siias1 yarimsoffaf O
16vhasi vasitasilo bir-birins perpendikulyar istiqamatds harokat edan iki
koherent siiaya pargalanir. Siialar A va B giizgiilorindon oks olunaraq

yeniden O 16vhasina diisiir vo sonra I interferometrinds goriigorak inter-
ferensiya edir (sokit-8:4).
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l, ’ 90°

I/>, c'=c-V->
4, (A
S s 2 (A L

Sakil 8.4

Interferensiya monzorssi silalarin yollar farqinden asihidir. Yollar
farqi iss giialarin bu yollar1 getmasi tigiin sarf etdiyi zamanlar farqi ilo
miitonasibdir. Klassik mexanika gqanunlarindan istifads ederak siialarin
yollar farqini hesablayaq. Forz edok ki, K stalat sistemi efirlo bagh sis-
temdir vs orada isigin yayilma siirati ¢ -dir. Yerlo va demali cihazla baglh
stalat sistemino K' deyak. Farz edak ki, cihaz Yerls birlikds efira (K-y2)

nozaran OA istiqamatinds V siirati ilo sag torafs harokot edir. Isigin Ye-
1o vo cihaza (yani K'-9) nazaran harakat siiratini ¢' ilo isars edok. Siirat-

—

lorin Qaliley toplanmasi qanununa gére: ¢=¢+V va ya ¢'=¢-V
olur. Ogar isiq OA istiqgamatinds yayilirsa ¢', €, vo V vektorlar bir is-
tigamots yonalmis olur va ¢'=c¢—V aliriq. 9gor isiq AO istigamatinda

yayithrsa ¢' va ¢ vektorlar V-nin oksino yénolmis olur va biz
¢'=c+V aliriq. Belaliklo, isiq OA istigamotinds yayilarkan Yerin ar-
xasinca «qagir» va Yera noazaran siirati ¢'=c—V olur. Vo oksins igiq
AO istigamatinds yayilarken (A-dan aks olunaraq geri qayidir) o, Yerlo
garsi-qarsiya golir va Yers nazoren siirati ¢'=c+V olur. Interferomet-
rin qollan1 £, =OB va £, = OA toqriban bir-birins barabar gotiiriiliir.

Isig siiasinin OA+AO yolunu getmasi iigiin sarf etdiyi zamana t; deyak:
= £, N I _ 20, 1

? ¢-V ¢c+V ¢ 1-V
getmoasi tgiin sorf etdiyi zamana t; deyak. OB istigamatinds yayilan siia-

nin B-dan aks olunaraq O-ya qayitmast iigiin, biz giian1 OB saqulu boy-
unca yox, bir qador sag torofo meyilli istiqamatds géndarmaliyik ki,

¥ 23 +
3 /02 ohﬂlslq siasinin OB+BO yolunu
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«goriisma» iigbucag: alinsin. Bunu izah etmak iiglin O vo B giizgiilorinin
li¢ vaziyyati sokil 8.5-da gostarilmigdir.

Bl B2 B3

Sokil 8.5

O vaziyyatindas siia elo maili istigamatds buraxilir ki, B; giizgiisii B,
vaziyyatino goldikds giia da Bi-ya ¢atir vo ondan aks olunur vo B, gii-
zgiisti B3 voziyyatina goldikds, oks olunmus siia O3 16vhasins ¢atir. Sorta
géra O;B203 yolunu siia t; zamani miiddatinds qat edir. Onda O;B; me-
safosini giia t1/2 zamam miiddotinda qat edacokdir: O1B2=ct1/2. t1/2 za-
mam middatinds O; 16vhesi O vaziyystina golir: 0,0, =Vt,/2,

2,2 2.2
t 2 1
cy V4 +0 voyat = d olur. Onda bu iki giiann
4 4 C \/I—Vz/ c?
OA+AO va OB+BO mosafalorini getmosi tigiin sorf etdiyi zamanlar forgi:
2 14 :
At £, + olur. Allnmis interferen-

= t2 - t] = 2 —
c1-V3/c? | J1-V?/¢?
siya manzarasi At ilo miioyyan edilocokdir. At-nin hesablanmasinda £, va

£, -in forqi xosagelmoz sokilda istirak edir va onlarin 6lgiilmasinds buraxi-

lan xota t-do ¢ox boyiik xotaya sobob ola bilor. Bunun garsisin1 almaq
ticiin civada iizen plits lizorinds yerlosdirilmis cihazi 90° firladaraq ¢, va

£, gollarinin rollarim dayisirler. Firlandiqgdan sonra ¢, qolu \Y istiqa-

moatinds, ¢, isa \Y -ya perpendikulyar istiqgamatdas yonalmis olur. Indi siia-
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larm £, vo {, yollarm gedib-galmasi iigiin sorf etdiyi zamanlar:
L2, ] .20

t, = , tt =—~——— olur. Bu zamanlarin farqi iiciin:
¢ J1-Vv?/¢? e 1-V?/e? 4

2

4 .
———9{, ————=—== alinq. A" forqino uygun
c1-V?/e? { i ,/1—v2/c2£

interferensiya sokli alimir. Aydindir ki, cihazm 90° firlanmasi zamani av-

valki interferensiya monzasrssinin doyismasi At= At—At" = M—x
e 1-V?/e?

At" =t -t =

x ——1——1 il> miitanasib olmahdir. Indi £, va £,-nin élgiilmasin-
J1-V2/¢?

daki xatalarin A7 -ya halledici tssiri olmayacaqdir. Maykelson-Morlinin
ilk tacriibalorinds £, + ¢, =3-10° sm gotiiriilmiisdii. Odadi hesablamalarda

V=310 5 c=3.100 32 gotiirsok At ~107'® san alariq. Onda
san san

firlanma noticasinde alman yollar forqi cAt=3-10%sm= 300A olur.

1]
Tacriibs dalga uzunlugu A =3000A olan isiqla aparilmigdi. Yollar forqi
dalga uzunlugunun 1/10 hissasi oldugundan, firlanma naticasinds inter-
ferensiya sokli zolagin eninin 1/10 hissosi gadar siiriismali idi. Lakin
tacriibads heg bir siirlismo miisahids edilmadi, yani Atic=0 oldu. Buna
Maykelson-Morli tacriibasinin monfi naticasi deyilir. Bu manfi naticoni
izah etmak {igiin forz etmak lazimdir ki, Yer horokat edorkon efiri tama-
milo aparir. Yoni Yerin efira nazaran siirati V=0 olur!? Onda At=0 vs
cAt=0 alimir!? Lakin aberrasiya hadisasini izah etmok iigiin forz etmok
lazamdir ki, Yer efiri aparmir. 9ks halda aberrasiya bucag sifir olardi.
Yoani Yer efiri aparsaydi, onda efirds yayilan isiq siias:1 teleskopun daxi-
linds efirlo birlikds teleskopla barabar sag torafs siiriigardi va biz tele-
skopu saymadan homiss ulduzu miisahids eds bilardik. Fizo tacriibasinin
naticasi gostarir ki, harakat edon miihit efiri qisman aparir va efirin apa-

rilmasi amsali k =1- —li--dlr.
n

Maykelson-Morli sonraki tacriibalarini daha da tokmillasdirmislar,
lakin yena do monfi natics almislar.

Bu ii¢ tacriibanin naticaleri bir-birils uzlagmir vo onlar vahid nég-
teyi-nozorden izah etmok o doévrds miimkiin olmadi. Efirin varlig: an-
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lay1s1 moasaloni daha da miirokkoblogdirdi. Efiri xilas etmok ii¢lin miixts-
lif farziyyalor iroli siiriildii, lakin onlar bir natico vermadi. Ahnmug va-
ziyyatdan ¢ixig yolunu A. Eynsteyn géstordi.

8.3. Eynsteynin xiisusi nisbilik nazariyyasi

Lislgln yayilmas ila slagadar olan tacriibalori derinden analiz edon A.
Eynsteyn bels bir fikrs galdi ki, efir anlayis1 proseslorin izahinda anla-
silmazliq yaradir va bu anlayis1 atmaq lazimdir.

Efir yoxdur va isigin (elektromaqnit dalgasinin) yayilmas: efirin
xassasi olmayib fazanin 6z xassesidir. Foza elo xassoys malikdir ki, o,
isiq stiasini (el. maq. dalgasini) bir néqtadan bagqa néqtays otiiriir.

Eynsteyn forz etdi ki, isiq (vo ya elektromagqnit dalgas1) vakuumda
biitiin  otalot sistemlorinds vs biitiin  istiqgamatlorde eyni bir

c=2,99792-10" M 310 MM iratilo yayilir. Buna isiq siiratinin
san san

sabitliyi postulati deyilir (I postulat). Bu natico Nyuton mexanikasina
ziddir. Masalan, K va K' atalot sistemlorinds isigin siiratine ¢ vo ¢' de-

—

sok, stiratlorin  Qaliley toplanmasma goéra ¢'=¢-V o

c'=\/c2 +V?-2cVcosO olur. burada 6 bucagindan asih olaraq c'
stirati ¢-V ilo c+V arasindaki biitiin qiymotlori alir. Halbuki Eynsteyns
gora ¢'=c=invar olmaldir.

Eynsteyn 1905-di ilda xiisusi nisbilik nazeriyyasini iki postulat sok-
linds vermisdir.

I. Fizikanin, tabiatin biitiin qanunlar1 eyni baslangig sortlor daxilin-
da biitiin stalst sistemlorinds 6zlorini eyni ciir aparir. Fiziki proselari ifa-
das edan diferensial tanliklar bir stalat sistemindon digarine kegdikda 6z
soklini doyismir, yani invariant va ya kovariant qalir. Bu postulat Qali-
ley prinsipini biitiin tabist ganunlarina samil edir.

II. isizin yayilma siirati’ vakuumda biitiin stalot sistemlorinds vo
biitiin istiqamatlords eyni bir qiymots malikdir. Ikinci postulatin mana-
sim1 bir az agiqlayaq. islgm yayilmas: elektromaqnit dalgasinin, yani
elektromaqnit garsiight tesirinin yayilmasidir. Isigin yayilma siiratine
elektromaqnit g/t-nin limit vo ya maksimal yayilma siirati do deyilir. Be-
I ki, istonilon siirote malik yiikli zorraciklor arasinda homiso elektro-
magnit q/t mévcuddur.

Bir halda ki, elektromagnit g/t-nin yayilmasi fozanin xassasidir, on-
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da eyni sozlari biz giiclii, zaif va qravitasiya q/t-lari iigiin do deys bilarik.
Tobiat biitiin g/t-lora eyni ciir miinasibat basloyir. Biitiin g/t-lar biitiin
otalst sistemlarinds eyni bir c siirati ilo yayilir. Onda II postulati bels
ifads etmok olar: Biitiin nov qarsiligh tasirlor bir limit yayilma siiratina
malikdir va o da biitiin atalat sistemlarinds eyni olub, c-ya barabardir.

Qeyd edsk ki, Nyuton mexanikasinda g/t-in yayilma siirati sonsuz
boyiik oldugu halda, relyativistik mexanikada (Eynsteynin nisbilik nazs-
riyyssinda) g/t sonlu c siiratilo yayilir j

Eynsteynin xiisusi nisbilik nazariyyasinds miitlog zaman anlayisi
yoxdur va zaman da faza koordinatlar: kimi nisbidir. Bu nazariyys hadi-
solorin foza-zaman baximinda koklii dayigikliklors sobab oldu. Eynsteyn
nazariyyasi zaman-mokan anlayislarina daha dsrindan vo tonqidi ya-
nagmag talob edir. X.n.n.-ds iki hadissnin eyni zamanda bas vermasi
(eyni zamanlig1) nisbi anlayigdir vo miisahidagidon asilidir. Bunu Eyn-
steyn vagonu misalinda izah edak. Sakil 8.6-da Eynsteyn vaqonu saga

torof boyiik V = const siirati ilo harakot edir. Vagonun tavaninin ton or-
tasindan elektrik lampasi asilmigdir. Vaqonda yerlogmis miisahidagiys I,
stansiyanin platformasinda dayanmig miigahidagiys II deysk. Miioyyan
zaman aninda tavandan asilmig lampa yanaraq A va B istigamatds is1q
stialar1 buraxir. I miisahidagi is1q siialarim1 vagonun A vs B divarlarina
eyni zamanda ¢atdigini1 qeyd edir.

A ol By
)/

Sokil 8.6

IT miisahidagiya gora isa is1q siias1 A divarina B divarindan tez gatir
(B divan is1q siiasindan qagir, A divar siiaya qarsi golir). Har iki miisa-
hidagi diiz deyir. I vo II miisahidagi miixtalif otalst sistemlsrinds yerlog-
misdir, zaman miitlaq deyil nisbidir vo o, miixtslif stalat sistemlarinda
miixtolif tarzds axir (kegir) va hadisslorin eyni zamanlig stalat sistemlo-
rindon (miisahidagidon) asihidir. Klassik mexanikadan farqli olaraq
relyativistik nazariyyads eynizamanliq nisbi komiyystdir.
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§9. Interval va isiq konusu

Interval relyativistik fizikada sn miihiim anlayislardan biridir. O, bir
¢ox miinasibatlars va o ciimladan relyativistik zorraciyin va elektromaq-
nit sahasinin Laqranj funksiyalarina daxil olur. Bundan slavs, galacakds
goracayik ki, interval yasadigimiz real fiziki zaman va makanin handass-
sini miisyyon edir.

Fizikada hadiss anlayisindan genis istifade olunur. Hor bir hadiss 4
kamiyyatlo — hadisanin bag verdiyi néqtonin 3 foza koordinati (x, y, z) vo
onun bas verdiyi zaman am (t) ilo xarakterizo edilir. Hadisolor ma-
hiyystca ¢ox miixtalifdir va onlara misal olaraq 6l¢ii cihazinin aqrabinin
miloyyan bélgiidon kegmoasini, isiq lokosinin ekrana diigmesini, usagin
anadan olmasini, toyyaranin gszaya ugramasini va s. géstormok olar.
Biz hadisalorin mahiyystina fikir vermadan istonilon hadisani x, y, z, t
kimi 4 komiyyatlo xarakterizs edacayik. Proses dedikds biz hadisaler ar-
dicilligini basa diisacayik.

Bazan biz sarti olaraq 4 — 6lgiilii ortoqonal koordinat sistemindan is-
tifads edacayik. Burada bir-birina perpendikulyar olan 4 ox boyunca ii¢
faza koordinati vo zaman qeyd edilocakdir. Bu halslik sarti olan 4-6lgiilii
faza Minkovski fazast adlanir va onun har bir néqtasi bir hadisays uygiin
golir (¢iinki, burada har bir néqts x, y, z, t ilo xarakterizo edilir). Bu fo-
zanin noéqtasine «diinyavi néqta» deyilir. Har hansi zarraciyin (va ya cis-
min) harokatins bu fazada bir xatt uygun galacakdir ki, buna da «diinyavi
xatt» deyilir. Diinyavi xattin ndqtalari biitiin zaman anlarinda zarraciyin
koordinatlarin1 miioyyan edir. Zarraciyin barabar siiratli, diizxatli haro-
katina diiz diinyavi xatt uygun golacakdir. Diinyavi xattin tanliyini almaq
liglin zarraclyin koordinatlarinin zamandan asililigi malum olmalidir:
x=f,(t), y=/£,(t), z= f,(t)vo t(t). Oslindo diinyavi xatt zarraciyin
hadisalor fazasinda mévcud olmasi tarixini tasvir edir. Real fiziki faza —
zamanda bas veran hadisslora Minkovski fazasinin néqtaleri uygun ge-
lir.

Biz homiss (X, Y, Z) va (X', Y', Z') koordinat oxlar1 bir-birins para-
lel olan K vo K' otalst sistemlorindoan istifads edacayik. Cox vaxt forz
edacayik ki, K' sistemi K-ya nazaron X (va demali X') oxu boyunca

sabit V siiratilo sag torsfo horakat edir. K atalot sisteminds 2 hadisays
baxaq. Birinci hadiss odur ki, t; zamani aninda koordinatlari xi, y1, zi
olan néqtadan isiq siqnali (dalgasi) buraxilir. Ikinci hadisa olaraq bu
signalin t; zamam aninda faza koordinatlari X2, y2, z2 olan ndqtays ¢at-
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masim gabul edok. Bu iki foza ndqtesi arasinda masafonin kvadrati
(X, - %) +(y, - ¥,)* +(z, —2,)* vaya ¢*(t, - t,)’ oldugundan

(%, _X1)2 +(y, "'yl)2 +(z, _Z1)2 = cz(tz _tl)z .1

boraborliyini yaza bilorik. Burada x», y2, z2 kemiyyatlorini cari koordi-
natlar kimi qabul etsok (9.1) ifadssi K stalst sisteminds isigin yayildigi
sferik sothin tonliyi olacaqdir. Bu, moarkazi x1, y1, z1 noéqtssinds olan va
radiusu R =c¢(t, —t,) zaman kegdikca boyiiyan sferik sothdir. ©gor xi,
y1, Z1, t1 Vo X2, y2, 22, t2 yalmiz igiin yayilmasi ils slagadar olan hadisslor
deyil, istenilan iki ixtiyari hadissnin koordinat va zamanlaridirsa, onda
asagidaki kimi yazilmis

S122 = cz(tz - t|)2 - (xz - X1)2 - (Y2 - yl)2 - (Zz - Z1)2 (9-2)

komiyyati bu iki hadisa arasinda intervalin kvadrat: adlanir. Interval ¢ox
miihiim anlayisdir va o, ham isigin yayilmast ila slagadar olan hadisalors
va ham do digar ixtiyari hadisalors tatbiq edilir. Hadisalor bir-birina gox
yaxindirsa, diferensial interval anlayisindan istifads olunur:

dS = y/c2dt® —dx* —dy* - dz” .
Interval haqqinda asagidaki teorem moveuddur: verilmis iki hadiss
arasindaki interval biitiin atalat sistemlorinds eyni bir giymato malikdir,
yani invariantdl‘r%inu isbat etmak iigiin avvalco gostorok ki,Li'ki hadisa

arasindaki interval K atalot sisteminds sifirdirsa, o, K' atalat sisteminda
da sifir olacagdir. Dogrundan da isigin K-da yayilmast ilo slagadar olan

iki hadisays aid (9.1) diisturundan S2(isiq) = ¢*(t, —t,)* = (X, - X,)* -
—(y, ‘Y1)2 —(z,— z,)’ =0 alnr. Indi K-da isigin yayilmas ils slago-

dar olan homin iki hadisani K'-dan miisahids etsak va onlarin koordi-
nat vo zamanlarmmn K'-do &lgiilmiis qiymatlorine X,,y,,Z,,t, Ve
X,,Y,s Z,s 1, desok vo nozors alsaq ki, K' stalet sistemindo do isiq biitiin

istiqgamatlards eyni bir ¢ siirati ilo yayilir (Eynsteynin II postulati), onda
(9.1)- uygun olaraq K' sisteminds ds igigin yayilmasi iigiin sferik sath
tanliyini yaza bilarik:

G =x) +(, - ) +(z,-z) =’ (-1 O.1)
Buradan da isigin yayilmasi il slagadar olan hemin iki hadiss arasinda-

ki interval dgiin K'-do S2(isiq) =c*(t, —t,)* —(x;, —x,)* = (v, ~¥,)’ -
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—(z'2 - Z'l)2 =0 alirng. Demali, eyni bir isiq siias1 (dalgasi) ilo slagadar
olan iki hadiss arasindaki interval istanilon stalst sisteminda (mss. K vo
K'-da) sifira barabordir.

Indi bir-birino ¢ox yaxin olan ixtiyari iki hadise gétiirok vo bunlar
arasindaki diferensial intervali K vo K'-do dS va dS' ilo isars edak. Di-
ferensial birinci tortib kigik komiyyst oldugundan, onlar bir-biri ils
miitonasib ola bilor. Onda

dS = adS' (9.3)
yaza bilorik. Burada a faza-zaman koordinatlarindan va atalat sistemlori-
nin nisbi horakat siirotindon asii olan ixtiyari sonlu funksiyadir:
a=a(xy'z't', \7) Tacriibalor gostarir ki, agar qravitasiyani nozars al-
masaq atalot sisteminda sarbast faza bircins ve izotropdur, zaman iss birc-
insdir. Yoni otalot sisteminds biitiin foza néqtoleri vo zaman anlan ey-
nihiiquqludur vas fozada biitiin istiqgamatlor eynigiicliidiir. Buradan ¢ixir
ki, a funksiyas1 koordinat vo zamandan deyil, yalniz stalst sistemlorinin
nisbi harakat siiratinin miitlaq qiymotindan asili ola bilor: a = f(V). Onda
(9.3) baraboarliyini agiq yazsaq

dS= f(V)dS' (9.3)
olar. Bu yaziligda K' sistemi K-ya nazoran OX oxu boyunca (OX va OX'

— t .
oxlar1 ust-iisto digiir. Bax sok. 8.1) V siirati ilo4harokst edir. Indi
X—=>-X,Z—>-Z va X' > X', 2'—>~2z' cevrilmoasini etsok, dS vs
dS' dayismoz qalar, K ils K' iso rollarimi dayiser. K sistemi K'-o nazara

OX' oxu boyunca (yani, OX boyunca) V siirati ilo horokat edsr. Onda
analoji olaraq

dS'= f(V)dS, 9.4
yaza bilarik. (9.3") va (9.4)-don f2=1 aliir. Buradanda f=+1 olur (/= -1
halli yanhigdir).
Demoli
dS=ds". 9.5)

Bu barabarliyi hadisalar (va ya onlarin koordinatlarn) iizrs inteqrallaya-
raq, S=S'+B aliriq. Burada B hadisslordan (va ya koordinatdan) asili
olmayan inteqrallanma sabitidir. Gostarmak olar ki, B=0. Dogrudan

da, biz isigin yayilmasi ilo bagh iki hadisoys baxsaq S(isiq)=
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= S'(is1q) + B vo ya 0=0+B. B sabiti hadisalorden asili olmadigina gérs,
onun isiqla slagadar hadisalar iigiin tapilmig qiymati, biitiin digor hadise-
lor iigiin do eyni olmaldir, yoni B=0. Onda S=S'=invar vs ya

S =8? =invar.
Ugélgiili mosafenin  kvadratlarmi €2, = (x, —x,)* +(y, - y,)* +
Hz=2)s =0 =) +(,-y) +(Z -7’

c? (t, - t2)2 =c’t,, c’(t, - t'l)2 = czt'é qobul etsak, intervalin invariant-

ilo igsara etsak vo

hg1 sartini agkar sokilds yaza bilarik:
S? =, £, =c’tl - £} =S} =in var_ | (9.6)
findi intervalin bazi xassalorini aragdiraq. Foarz edok ki, K' stalot sis-
teminds iki hadiso eyni bir faza noqtasinds bas verir, yani £,5 = 0. Onda

sz = cztf2 - Efz = czt'f2 >0, yoni intervalin kvadrati miisbet, intervalin

6z iso haqigi kamiyyat olur. Haqiqi intervallara zamanaoxsar intervallar
deyilir. Alnmug bu naticoni belo ifads etmok olar: Verilmis iki hadiss
arasindaki interval zamana oxsardirsa, elo hesabat sistemi segmak olar
ki, (mas: K' sistemi) bu sistemds homin iki hadiss eyni bir 3-6lgiilii foza
néqtasinds bas versin.

Indi forz edak ki, K' sistemindo har hansi 2 hadisa eyni zaman
aninda bas verir, yani t =0 olur. Onda S}, =c’t}, — £}, = £} <0,
yani intervalin kvadrati manfi, intervalin 6zii iss xoyali kemiyyat olur.
Xoyali intervallar fazayaoxsar intervallar adlanir. Bu naticani bels ifads
etmok olar: Verilmis 2 hadiss arasindaki interval fazayaoxsardirsa, elo
hesabat sistemi segmok olar ki, (Mss: K' sistemi) bu sistemds homin 2
hadisa eynianda bas versin. ©gor iki hadiss eyni bir is1q siiasinin yayil-
mast ila slagadardirsa, onda bu hadisalor arasindaki interval hamisa sifi-

ra barabar olacaqdir: S,Z2 = 0. Belo intervallar isigaoxsar vo ya izotrop

intervallar adlanir. Intervallarin invarianthgindan ¢ixir ki, onlarin za-
manaoxsar, faozayaoxsar va isigaoxsar (izotrop) intervallara boliinmasi
miitlaq anlayisdir. Yani intervalin zamana-, fozaya- vs isigaoxsar olmasi
hesabat sistemindan asil olmayib yalniz hadisslorin 6zlorindan asihdir.
Intervalin diger xassalorini aydinlagdirmaq iigiin sadalik xatrina y va
z koordinatlarin1 nazors almayaraq bir 6lgiilii OX koordinat sistemini
secak va t zaman oxunu slava edsk (yeni Minkovski fozasinnn XOT
miistavisina baxaq). OX oxu boyunca isiq signalinin yayilmasi ilo bagh 2
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hadisays nozor salaq: S.,(isiq) = cztf'2 -(X, - x,)’ =0. Hadisalordon
biri t;=0 aninda x;=0 néqtasindan isiq signalinin buraxilmasi, digari isa
t2 aninda bu siqnalin koordinati x2 olan néqtays ¢atmasi olsun. Bunlari

yuxaridaki intervalda nazars alsaq, S;,(is1q) = ¢’t} —x3 =0 vo buradan
X, =*ct, olar. Burada x; va t2-ys cari koordinat vo cari zaman kimi

baxsaq x ==*ct olar. Bu x =+ct vo x =—ct kimi iki diiz xattin tonliyi
(XOT miistavisinda) olub, OX oxunun miisbat va manfi istigamstlarinda
i51q siasinin yayilmasim xarakterizo edir. Bu xatlor XOT miistovisini 4
hissaya (oblasta, kvadranta béliir). Biz zaman oxu iizorinds t avazinds ct
gotiirsak, oxlar boyunca gétiiriilon komiyyatlor uzunluq 6lgiisiine malik
olar va bu, moantigs daha uygundur. Bu xstlari BC va AD ils isars edok
va onlar koordinat bucaqlarinin bissektrisloridir. Bu xatlorin har biri
tizorinds gotiiriilmiis istonilon iki ndéqte (hadiso) arasindaki interval sifir-
dir (¢iinki bu xatlor isiq siiasinin yayilmasi xatloridir). Eyni bir t zamani
anima va miixtalif X, X1 va X2 faza koordinatlarina malik M, M; va M»
hadisalorina (ndqtalering) nazar salaq (sokil 9.1). M hadisasi BOC xatti
izorinds, M; hadisasi AOB kvadrantinda (oblastinda), M; iso BOD
kvadrantindadir. Bu hadisslorlo «O» hadisasi (koordinat baslangici)

arasindaki intervallan yazaq: S}, =c’t’ —x* =0, S(z_.,Ml =ct’ -x} >0,
$2,. = —x2 <0
9.1-ci gokildan goriiniir ki, AOB kvadrantindaki istanilon hadisa ila

«O» hadisssi arasindaki interval zamana oxsar intervaldir (S*>0).
BOD kvadrantinda istanilon hadiss ilo «O» hadisasi arasindaki interval

fazaya oxsar intervaldir (S*> < 0). Eyni sézlori COD va AOC kvadrant-
lan tiglin da deya bilarik. AOB kvadrantinda ixtiyari P hadisasino baxaq.
Sakildon goriiniir ki, baxdigimiz stalot sistemlorinds P hadisasi «O» ha-
disasindon sonra bas verir. Gostormok olar ki, istanilan atalot hesablama
sisteminds P hadisasi O hadisasindan sonra bag veracokdir. Bunun iigiin
bir anliq aksini forz edak. Yani qabul edak ki, els bir siiratlo harakst edan
otalot sistemi vardir ki, orada P hadisasi O-dan avval bas verir. Onda biz
daha boyiik (va ya daha kigik) siiratli digar bir atalst sistemi tapa bilor-
dik ki, orada P ilo O hadisslori eyni zamanda bas versin. Bels oldugda P

va O arasindaki interval fozaya oxsar olur, yoni S3, <0 olur ki, bu da
AOB va COD kvadratlardaki istanilon hadiss ilo O hadisasi arasindaki
intervalin zamana oxsar olmasi (S* > 0) sortins ziddir. Demali bizim bir
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anliga qabul etdiyimiz oks forziyys dogru deyildir. Belalikls, AOB kvad-
ranti daxilindaki biitiin hadisalor O-dan sonra bas verir va bu, biitiin ata-
lat sistemlorinde dogrudur. Ona gérs bu oblast O hadisssine nazorsn
«miitlaq galacak» adlanir.

miitlaq galacok

4

cT
AN X = —ct p‘ x=ct/ B
MiM/ M;
Ctl--o--pl----0
20/ i
S2<0 S(p o E S2<0
Miitloq b ; . Miitloq
uzaqglasmis O X1 X X )'( uzaqglagmig
S2>(
C D
miitloq ke¢mis
$okil 9.1

Analoji olaraq COD oblast1 O hadisssins nazarsn «muitlaq kegmis»
adlanir.

BOD oblastindaki istonilon hadisa ilo «O» hadisasi arasindaki inter-
val fazaya oxsardir va bu biitiin stalet sistemlarinds dogrudur. Istonilon
atalat sistemlorinda bu hadisolor miixtslif faza (3-6l¢iilii) néqtalarinda bag

verir (giinki S®> <0-dir). Ona gore bu oblast O hadisasine nozeran
«miitlaq uzaqlagnug» oblast adlanir. Lakin bu oblastdaki istonilon hadisa
atalat sistemlarindsn asili olaraq O hadisasindon avval, O-dan sonra va
O hadisssi ils eyni zamanda bag vers bilsr.
Eyni s6zlari AOC oblasti iigiin da demak olar. Isigin yayildigi BC xat-
.. . e t
tinin T oxu il amals gotirdiyi meyl bucagina ¢ desok, tge = _x? = E—t- =1
ct ¢
olur. c siirati an bdyiik (limit) siirst oldugundan, ¢ bucagi an boyiik meyl
bucagidir. AD xattinin meyl bucagi moanfidir, lakin adadi qiymatca @-ya
barabardir. Ogor har hans1 maddi zarracik (isiq yox!) t=0 aninda koor-

dinat baslangicindan kegarak har hansi v siirati ilo harokst edarss, onun
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X v
T oxu ila amals gatirdiyi meyl bucag: tge, = % =—2 <] olar. He-
c c

migs real harakotlor iiglin ¢, < @, . Real zarraciyin diinysvi xstti AOB

va COD oblastlan daxilinds olacaqdir va @zr meyl bucag: da isiq xatlo-
rinin meyl bucagindan kigik olacaqdir.

Ogor biz y va z koordinatlarim da nozers alsaq, kasison iki diiz xatt
avazinda x*+y’+z> —c’t® =0 tonliyini alariq. Bu, 4-6lgiilii fazada fir-
lanma oxu cT boyunca yénalmis «konusu» tasvir edir. Buna «isiq konusu»
deyilir. Bu konusun daxili bosluglarn miitlaq gslscak (yuxar1 boslug) vo
miitloq kecmis (asag1 boslug) oblastlarina uygun galir. «Isiq konusunun»
asas xassasi odur ki, t=0 aninda koordinat baslangicindan (O néqtesindan)
kecan ig1q siialar1 konusun doguranlari boyunca yayilir (sokil 9.2).

‘ lCT

Sokil 9.2

Indi gostarak ki, yalniz zamana oxsar intervalla aynlmis iki hadise

bir-birils sababiyyst slagasinds olur. Dogrudan da zamanaoxsar interval
2

14
iigiin S, =c*t}, —£2, >0 olur. Buradan ¢ >—2 =0’ va ya c>v aling.
12
Demoak v siiratli zorracik vasitasilo bu hadisslor arasinda slaqs yaratmaq
olar. Eyni yolla gostorak ki, fozaya oxsar intervalla ayrilmis hadisalor

sobabiyyat slagasinda ola bilmozlor. Dogrudan da S, = ¢*t, —£2, <0
. o,
miinasibatindan ¢? < —;2- =1’ va ya c<v aliriq. Burada slaqs yaratmagq
12
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li¢iin siirati c-don boyiik olan zarracik (v>c) lazimdir vo bels zarracik do
tobistdo yoxdur. Demali S?, <0 halinda hadisalor arasinda sobabiyyat

slaqgasi yoxdur.

Qeyd edak ki, t=0 aninda koordinat baglangicindan kegan biitiin re-
al zarraciklorin diinyavi xatlari isiq konusunun daxilindoan kegir vs onla-
rin ¢T oxuna meyl bucag: konusun doguranlarinin meyl bucagindan ki-
cikdir. '

Biz sarti olaraq koordinat oxlarii béyiik harflorls (X, Y, Z, c¢T) cari
koordinatlar iss kigik harflarls (X, y, z, tc) igars edirik.

§10. Moxsusi zaman

} Msxsu51 zaman relyativistik fizikada genis istifads edilon anlayis-
lardan biridir. Horokat edan obyektls sort baglanmis saatin gostordiyi
zaman homin obyektin maxsusi zamam adlanir. Bunu aydinlasdirmaq
tigiin forz edoak ki, har hansi A cismi (obyekti) bizim yerlogdiyimiz K ata-
lot sistemina nazaran ixtiyari siiratlo geyri-atalat harokoti edir.

A cismina K' hesabat sistemini sort baglayaq. Kigik zaman miidde-
tindo A-nin harakating atalat horokati kimi baxmaq olar vo onda K' ds
otalot sistemi olacaqdir. A cisminin hasr hansi nogtesinin (messlon, b
noqtasinin) sonsuz ki¢ik zaman arzinds fozadaki iki ardicil vaziyystine 2
hadisa kimi baxaraq, bu hadisalerin K vo K' staloat sistemlarinds koor-
dinat va zamanlarin1 qeyd edak: K sisteminds I hadisanin koordinat va

zamani Xi,y1,Z;,t1 vo II hadisoninki iss x,=Xx,+dx, y, =Yy, +dy,
z,=2,+dz, t, =t +dt olsun. Burada dx, dy vo dz komiyyatlori dt
zamani arzinds b noqtasinin faza koordinatlarinin K-ya nazoron doyig-

moasi vo df = \/ dx? + dy* +dz> bu néqtonin dt miiddatinde getdiyi me-
safadir. K' sisteminds I hadisanin koordinat va zamani x,,y,,z,t, vo II
hadisonin ki iss x, =X,,Y, =Y,,Z, =7,,t, =t, +dt olacaqdir. A cismi
K' ils sort baglandigina gors, onun K' sistemins nozoren foza koordi-
natlar1 doyismoyacak, zaman iss doyigacakdir.

Indi bu iki hadiss arasindaki intervali K va K' atalat sistemlorindo
yazaq ve intervalin invariantligindan istifads edok:
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<

dS=+/c?dt’ —d¢? =dS'=+/c’dt? =cdt'=invar

dt' =—ds_°—dt,/1—— 4 —dtJl—U(t

Burada vu(t) A cisminin K sisteminds ani siiratidir. Son naticoni yazagq:

2
dt'= dt,/l- U(? -8 (10.2)
Cc C

Burada dt' A cismi ilo birlikds harokst edan (onunla sart baglanmig) K'
sistemindoki saatin gostordiyi zaman miiddatidir. Bu, harakat edon A
cisminin maxsusi zamam adlanir (diferensial maxsusi zaman). A cismi
ixtiyari obyekt vo o ciimladon elementar zaorracik do ola bilar. (10.2)
diisturunda dt iso A cisminin harokati miisahids edilon K sistemindoki
saatin gostordiyi uygun zaman miiddastidir. Adoton K sistemi laborator
sistemi olur. dt-ys sadalik iigiin koordinat zamam demak olar.

Son diisturdan alinan naticani bels ifads etmak olar: agar obyekt ha-

rokat edirsa (U(t) # 0) onun moxsusi zamani digar uygun zamanlar igo-

L (10.1)
voya

risinds on kigiyidir, yani dt'< dt. Moaxsusi zaman intervalla miitonasib-
dir va ona gora relyativistik invariantdir. dt'<dt gartini bels ds ifads
edirlor: horokat edan saatlarin ritmi siikunatdoki saatlara nozoran yava-
stmug olur. Harokat edan saatlar sitkunatdokilora nazaran lang islayir, ya-
ni geri qalir. Buna saatlarin Eyngsteyn «langimasi» deyilir.

Moxsusi zamanin bu xassosi yliksok enerjili zorrociklor fizikasinda
Oziinlin tam tocriibi tasdiqini tapmigdir. Bunu izah etmoak igiin (10.2)
diisturunu agagidaki sokilds yazaq

=3 (10.2)

vo bu ifadeni geyri-stabil zarracik olan p*-mezonun (vs ya basqa bir
zarraciyin) yasama miiddatinin (6mriiniin) dlgiilmasina totbiq edok. Mo-
lumdur ki, i -mezon hor hansi manba torafinden, masslon ©™ -mezon
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torofindon yaradilir (1~ — p~ + V) va miioyysn miiddat yasadigdan so-
nra (2-10-6 san) ii¢ zarraciys pargalanir (0~ — €~ + Vv + V). Bu pargalan-

mada miixtalif enerjili (siiratli) p-mezonlar istirak edir. Niive va elemen-
tar zorraciklor fizikasinda istanilon yiiklii zorraciyin harakat trayektoriy-
astmin uzunlugunu vs siirstini dlgmok isullar1 mévcuddur (Heyger
saygaci, Vilson kamerasi va s.). Zoarraciyin trayektoriyasinin uzunlugu
onun yarandig1 noéqts ilo digar zarraciklors parg¢alandigi noqts arasinda-
ki1 mosafadir. Bu masafani zorraciyin siiratine bélmoklo onun 6émriini
(yasama miiddstini) tocriibi olaraq 6lgiirlor.

Indi I hadiss olaraq p~ -mezonun dogulmasini va II hadiss olaraq

onun elektron va iki neytrinoya pargalanaraq mohv olmasini forz edak
va (10.2") diistiirunu bu hadisalara tatbiq edak.

Onda dt' bu iki hadiso arasinda kegon zaman intervalmin p -
mezonla birgs harokat edon (mezonla sart baglanmis) K' sistemindaki
saatla ol¢iilmiis qiymotidir, ysni p~-mezonun moxsusi zamamdir. Me-

zonun moaxsusi zamamm dt' =T, ilo isars edok. u™ -mezon K'-ds siiku-

notdadir va ona gora To siikkunstdoki p~ -mezonun dmriidiir (yasama
miiddatidir). (10.2) diisturunda dt iss bu iki hadiso arasinda kegan za-
manin horskotds olan p~ -mezonun miisahids edildiyi K sistemindaki
(yoni bizim yerlosdiyimiz laborator sistemindoki) saatlarla Olgiilmiis
giymotidir. Bu koordinat ve ya laborator zamanm dt=T ils isars
edok. p -mezon K-ya nazoran v(t) siiratilo horsket edir va ona gors T

horakot edon W™ -mezonun 6mrii (yasama miiddoti) olur. Indi (10.2)
diisturu asagidaki goklo diigiir:

(10.2")

Buradan alinan natico beladir: horokst edan zarraciyin 6mrii uzanir
(T>T,). ,

Bu diisturu istanilon cisma, prosess, skizlors, kosmik uguslara vs s.
tatbiq etmak olar.

Biz Lorens cevrilmslorindan ¢ixan kinematik naticalords bu diistura
yenidan qayidaraq bszi agiqlamalar veracayik.
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Biz yuxanda diferensial moxsusi zamam miizakirs etdik. Indi (10.2)
disturunu koordinat zamami iizrs integrallayaraq, sonlu maxsusi zama-
mn ifadasini ala bilarik:

£ ~t _j 1—*2(t (10.3)

Bu diistur formal xarakter dagiyir, ¢iinki (10.2) diisturundan farqli ola-
raq sonlu zaman interval iigiin K' sistemi artiq otalst sistemi olmay-
acaqdir.

§11. Koordinatlar va zamamn Lorens ¢evrilmalori

Bu ¢evrilmalar eyni bir hadisonin iki stalst sisteminds 6lgiilmiis foza
koordinatlar1 vo zamanlan arasindaki slagani ifads edir. Lorens ¢evril-
moalori bir atalat sistemindon digar stalst sistemins kegid diisturlandir.

Burada sdhbot foza koordinatlar1 vo zamanin él¢iilmasindan getdiy-
ina gors, har bir stalst sisteminds hadisanin foza koordinatlar1 vo zama-
ninin prinsipca miimkiin olan 6l¢iilms qaydasimi yadimiza salaq. Qeyd
edak ki, biitiin stalat sistemlori eyni ciir miqyaslarla (xatkeslorls) vo eyni
ciir doqiq isloysn saatlarla tachiz edilmisdir. Bels ki, istonilon atalst sis-
teminda etalon saat va etalon miqyas rolunu har hansi tamiz maddonin
atomlar (Sezium atomlar:) oynaya bilor. Eyni atomlarin xarakterik rags
tezliklori (periodu, dovrii) eynidir vo xarakterik giialanma dalga uzun-
lugu da eynidir. Rags periodlar1 zaman etalonu, dalga uzunlugu iss
uzunluq etalonu (miqyas) ola bilar.

Fazanin har bir ndqtoesinds har bir stalot sistemino moxsus miqyas,
saat va miisahidaginin yerlosdiyi forz edilir. Bunlar 6z stalat sistemi ilo bi-
rgo harakat edirlor. Har bir stalat sistemi yalmz 6z miqyas, saat vo miisa-
hidaginin gdstarisini asas gotiiriir. Istanilon stalst sisteminin biitiin saatlari
eyni vaxti gostormalidir. Buna goérs hor bir stalat sisteminds biitiin saatlar
sinxronlagdiriimalidr. Bunu bels icra edirlor: Masalon, K atalst sisteminin
koordinat baslangicinda (O ndéqtaesindo) yerlogon saatin aqrabi sifir bél-
giistinli gostordiyi zaman aninda O noqtasindsn is1q dalgasi (va ya radio-
signal) buraxilir va omr edilir ki, bu dalga koordinat baglangicindan r mo-
safasinds yerlogmis ndéqtoys (miisahidagiys) ¢atdiqda, o, 6z saatinda aqra-
bi /¢ bolgiistine qoysun. Biz burada Eynsteynin II postulatindan istifads
edirik: Is1q dalgas: atalot sisteminds vakuumda biitiin istigamstlords eyni
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bir c siirati ilo yayilir. O-dan buraxilan isiq dalgasi r masafasini r/c zamam -
miiddatinds gat edir. Demsli isiq dalgas: r-dos yerlogsmis miisahidagiys ¢at-
dig1 anda hom bu miisahids noqtasinds va hom ds O-da yerlogmis saatla-

rin hor ikisi eyni — bolgiisiinii gostoracakdir. Eyni sézlori baslangicdan
c

I,I,,..r, masafasinds yerlosmis saatlar iigiin demsk olar. Isiq dalgasi bu
saatlara ¢atdiyn anda uygun miisahidagilor 6z saatlarinda oqrobi

r—‘,r—z,...,-r—"— bélgiisiine qoymahdirlar. Beloliklo K atalst sisteminds biitiin
cc c

noqtalordaki saatlar eyni vaxt1 gostoracakdir. Digar stalat sistemlorinda do
(K K" va s.) saatlarin sinxronlagdirilmasi uygun qaydada aparilir. Biz

eyni bir hadisoni K vo K' kimi iki atalat sistemindon miisahida edacayik.
Farz edacoyik ki, K vo K' sistemlorinin koordinat oxlari bir-birins para-

leldir vo K' otalot sistemi K-ya nazaren V siirati ilo X oxu istiqamotinda
saga horokat edir (miisbat istiqgamotds). Bu miisahidoni aparmagq igiin biz
miitlog K sisteminin sinxronlagdiriimig saatlar toplusu ilo K' sisteminin
sinxronlagdirilmig saatlar toplusu arasinda slaqs yaratmaliyiq. Adaton bu
olagoni belo hayata kegirirlor: K vo K' koordinat sistemlsrinin bag-
langiclar (O vo O' noqtalari) iist-iists diigdiikds {imumi baglangicda yer-
losmis ham K va ham ds K' sistemindan olan saatlarin har ikisinds ag-
roblori t=0 va t'=0 bolgiisiine qoyurlar. Beloliklo K vo K' atalst sis-
temlorinin koordinat baglangiclarinda yerlogon saatlar arasinda slaqo ya-
ranmis olur. Artiq K vo K' atalot sistemlorinin hor birinds saatlarin sin-
xronlagdirilmasini apararaq bu sistemlori istanilon hadisa va prosesin tad-
qiq edilmasina hazirlamis oluruqg.

Hor hansi hadissni K atalat sistemindo tadqiq edsrkan hadisanin bas
verdiyi noqtads yerlosmis K sisteminin miqyaslarindan vo homin néqts-
ds yerlogmis K sisteminin saatinin gostorigindan istifads etmok lazimdir.

Indi bilavasits Lorens gevrilmalori diisturlarinin alinmasina kegok.
Olverislilik iiglin t-zaman1 avezine uzunluq olgiisiine malik t=ict ko-

miyyati daxil edok. Burada 1= J-1 xayali vahiddir. Onda K sisteminda
iki hadiss arasindaki intervalin kvadrati

Sh =2t~ )" = £, =—{(1, - 1,)’ + £} =invar
voyd (L1

-85, =(1 =1’ +(x, —"Xi)z +(y, =y,)2 +(z, —zl)2 =in var
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soklindo yazilir. Burada son barabarliyin sag terafi 4-6l¢iili koordinat
sisteminda (X, Y, Z, t) iki néqto arasindaki masafonin kvadratidir vo
o6zii da invariantdir. Demoli bizi 4-6lgiilii fazada koordinatlarin elo ¢ev-
rilmasi maraqglandirir ki, bu zaman (11.1) ifadasi invariant qalsin, yani
4-pl¢iilii masafonin kvadrat: doyismoz qalsin. Biz ii¢-6lgiilii fozadak gev-
rilmalordan bilirik: 1) iig-6l¢iilii koordinat sisteminin dénmasi (firlanma-
s1) vo 2) iig-6l¢iilii koordinat sisteminin baslangicinin siiriimosi zamani
{ig-lciilii moasafs (hom do kvadrati) dayismir, invariant qalir. Buna ana-
loji olaraq deys bilorik ki, 1) 4-6lgiilii fozanin firlanmasi (dénmasi) za-
mani va 2) 4-6l¢iilii sistemin koordinat baglangicinin siiriismasi zamani
4-5lciilit masafanin kvadrati, yani (11.1) ifadasi doyismoz qalacaqdir. Biz
halalik 4-6l¢iili fozanin firlanmasi ilo masgul olacagiq. 4-6l¢iilii fozanin
firlanmasi asagidaka 6 (alt1) miistovids firlanmaya gatirilir: XY, XZ, YZ,
X1, Y, Zx. Birinci ii¢ miistavida firlanma adi tig-6lgiilii fozanin firlanma-
sidir. Axirinc ti¢ miistavids firlanma astalat sistemlasrinin bir-birina naza-
ron haraksting gatirilir (bunu asagida goracayik). :

Sadalik iigiin Xt miistovisinds firlanmaya baxaq. Bu miistovido XOr
diizbucaql koordinat sistemi quraq. O(0, 0, 0, 0) noqtasinds biitiin ko-
ordinatlar sifirdir (koordinat baslangic1). Bu koordinat sistemini O nog-
tasi otrafinda y bucagl qadar firladaq va koordinat sisteminin yent ve-
ziyyatini X'Ot' ilo isars edsk. Xt miistovisinda ixtiyari M hadisasini
(n6qtasini) segok va onun koordinatlarini ilk va donmiis koordinat sis-
temlarinds (x,7) va (x',1') ilo isara edak (gokil 11.1).

0(0,0,0,0) X

Sakil 11.1
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Biz Xt miistavisinda koordinatlarin gevrilmasini slavads verilmis iic-
dlgiilii fozada ortoqonal g¢evrilms diisturlarindan istifado etmokls yaza
bilordik. Lakin burada biz bu ¢evrilms diisturlarim bilavasits hesablay-
acagyq.

O vo M néqtalerini birlesdiran diiz xatt pargasma bir vektor kimi
baxaq (OM vektoru).

OM vektorunun oxlar iizra toplananlarina X,T va X',7' desak
OM=X+T=X'+7%' (11.2)

olar. Bu vektorun OX va Ot oxlart iizrs proyeksiyasini alaq:
' (x=x"cosy—1'siny, '}
T=X'siny+1'cosy, | (11.3)
y = y l’ 7= Z'. -
1 Biz burada nazors almisiq ki, 4-6l¢iilii fozanin Xt miistovisindo fir-
lanmasi zamani digar koordinatlar, yani y va z dayismir. Ona gora (11.3)
diisturunda bu sorti nozors alaraq y =y’ va z=2z' yazmisiq. Burada y

bucag: yalniz firlanmanin xarakterindon asili olan komiyystdir, yani
v+ f (X’ 1:) ’J

(11.3) miinasibati x koordinat: ils T=ict zamani arasindaki xatti
slagoni ifads edir. Mexanikadan malumdur ki, koordinatla zaman ara-
sindaki xatti miinasibat yalmz baraber siiratli diiz xotli harakatlor (stalot
harakatlori) halinda mévcuddur. Demsli (11.3) miinasibati K va K' sta-
lot sistemlarinin OX oxu boyunca harakatini tosvir etmslidir. Tutaq ki,
K' sisteminin koordinat baslangicinin K-ya nazaran harakatine baxiriq
(K'-in digar néqtalari ds eyni qanununia horakat edir). Onda (11.3)-do
x'=0 yazaraq,

{X:—T'Sil’l\[] 11.3)

T=1'cosy

alinq. Burada birinci tonliyi ikinci tanliys bélmaklo y parametrini toyin

edak:
1 .V .
—tg\p=§=_i=.—V=—1—- vaya tgy =1X.
T Ict 1c C c
Burada V komiyyati K' atalst sisteminin koordinat baslangicinin (yani
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K' sisteminin 6ziiniin) K-ya nazoron OX oxu istiqgamotinds horokst
siiratidir (Baraboar siiratli horakatda x/t nisbati siirati ifads edir). Belalik-

lo tgy sirf xoyali kamiyyst olub stalot sistemlorinin nisbi siiratini tayin
edir. Buradaki xoyali vahid kémakgi rol oynayir vo son ifadslards biitiin

kamiyystlor haqiqi olacaqdir.”tgy =i— ifadasindon istifads edarak tri-
..., c

gonometrik diisturlarin kémoyi ilo siny va cosy-ni toyin edib (11.3)
diisturunda yerins yazaq:
.V
1 e

1 . .
= ; siny = tgy-cosy = 2.
JI+tgdy  (f1-V2/c? J1-V3/¢?

Indi (11.3) diisturu asagidaki soklo diigiir:

cosy =

L.V, LV,

X=1—7 T+1—X
X= £ 1= &

J1-V3/¢? J1-V3/¢?

Bu, 4-6l¢iilii sokilds yazilmus Lorens gevrilmalori diisturlaridir. Burada
K' sistemindon K sistemino ke¢id icra olunur. (X,y,z,t) V2

(x',y',z',1") komiyystlari eyni bir hadisonin K vo K' stalot sistemlorin-

, y=Yy', z=2z". (11.4)

da 4-6lciilit koordinatlaridir. t va 1' dérdiincii koordinatdir va 6zlori do
K vo K'-do hadisonin bas verms zamanlarini xarakterizo edirlor. Biz

Vv 1
bozan P = — vo ¥ = ——=——— sorti isaralordan istifads edacayik.
ﬁ c Y \/I_:VZ—/CZ $ $ y

(11.4) ifadssinds t=ict vo t'=ict' yazaraq, Lorens cevrilmalori
diisturlarinin ti¢-6l¢iilii goklini alarnq:

] — 1]
_ x'+Vt' B t+02x

Bu diisturlarda biitiin komiyyatlor haqiqidir. Buradan goriiniir ki,
t=1t'=0 oldugda, x =x'=0 olur. Yoni baslangic anda (t=0,t'=0)

. (1149

K va K' koordinat sistemlorinin baslangiclar iist-iisto diisiir.

Indi K-dan K'-5 kegidi icra etmok iigiin (11.4) va (11.47y diisturlarim
strixli koordinatlara géra hall etmok lazimdir. Tanlikleri bilavasits hall
etdikds malum olur ki, bu ifadslords strixli komiyyatlorin yerina strixsiz
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komiyyat va torsine yazsaq ((-+-)' <> (--+)) va V-ni «V» ilo avaz etsak
(V> -V)K-dan K'-s kegid diisturlarim almss olariq:

x'=Y(X+iXTj, T'=Y(T_ilx)’ y'=y,z'=z. (119
C C

Bu 4-6l¢iilii gokilds yazilmis K-dan K'-s kegid diisturlandir, yani Lo-
rens gevrilmoloridir. Burada t=ict vo tT'=ict' yazaraq, K-dan K'-2
kegid diisturlarinin ti¢ olgiilii goklini aliriq:

x'=y(x—Vt), t'=y[t——\;x), y'=y, z'=z. (11.5)
c

Biz hor yerds V ilo stalot sistemlorinin nisbi horokat siiratini

(\7 =const), v ilo isa zarraciyin ani harakat siirstini isars edacayik (©
imumiyyatls sabit deyildir).

| Koordinat vo zamamin Lorens gevrilmalori relyativistik fizikanin
osas diisturlaridir. Bu diisturlardan gériiniir ki, faza koordinatlari kimi
zaman da nisbi kamiyyatdir vo bir stalat sistemindan digarina kegdikda
miisyyan qanunla ¢evrilir (dayisir).

Ug-6liilii sokildo yazilmug (11.4') va (11.5") Lorens cevrilmosi diistur-
larindan agkar goriiniir ki, V<c olmalidir, yani stalat sisteminin siirati
is1q siiratindon kigik olmaldir. ©ks halda: a) V>c olarsa, haqiqi zaman
vo koordinat xayali zaman va koordinata ¢evrilordi vo bu da miimkiin
deyil; b) V=c olarsa, sonlu koordinat vs zaman sonsuz komiyyatlora
cevrilordi va bu da moenasizdir. Yuxaridak: (11.4") va (11.5") diisturlarin-
da geyri-relyativistik hala kegsok, yoni V < ¢ goabul etsok, biz Qaliley
¢evrilmosi diisturlarini alariq.

Bizim burada aldigimiz Lorens gevrilmalori xiisusi Lorens ¢evrilma-
lori adlanir, ¢iinki burada stalot sistemlari OX oxu boyunca harokat
edirlor. Biz golacokda stalot sistemlorinin istonilon istigamoatda harokat
etdiyi halda imumi Lorens ¢evrilmalorins ayrica baxacagg.

Bozan Lorens gevrilmalarini xayali yox haqiqi bucaq vasitasils ifada
edirlor. Bunun iigiin (11.3) diisturunda y = i@ avozlomasini aparirlar.

Onda siny =sinip =isheg, cosy=cosip=che, tgy = tgip=ithe
olacaqdir. Burada hiperbolik sinus va kosinus triqgonometriyadan mo-

® _ L0
lum olan asagidaki diisturlarla ifads olunur: sho = c ze ,




e‘P ~¢

. . . .V :
chop = . Yuxarida tgy =ithe ifadesinde tgy =i— borabarliy-
c

A" .. )
ini nazors alsaq, thg =— olar. Dediklerimizi (11.3) diisturuna tatbiq
c
etsok Lorens ¢evrilmolari iigiin asagidaki ifadalari alariq:
X = x'cho +ct'she,
ct = ct'cho + x'sho, (11.6)
y=y,z=2"

Bu, K'-don K-ya kegidi ifads edon Lorens gevrilmasi diisturlarinin yeni
soklidir va bazi hallarda bu diisturlardan da istifads olunur. K-dan K'-2
kecid diisturlar1 asagidaki sokilds yazilir:

x'= xche - ctsho,
ct' = ctchg — xshe, (11.7)
y'=y,z2'=z

Burada haqiqi ¢ bucag bels toyin edilir: the = V/c.

Lorens gevrilmasi iigiin yazilmig bu diisturlardan yalniz birini, masa-
lan (11.4) diisturunu, yadda saxlamagq kifayetdir. Ciinki digar diisturlan
onun kémoyi ilo ¢ox asanhqla almaq ola%

Biz gostordik ki, har hansi hadisonin bir atalat sisteminds koordinat-
lar1 vo zamanim bilorak Lorens ¢evrilmaloari vasitasilo onun istanilon sta-
Iat sisteminds koordinatlar1 va zamanin tayin eds bilsrik.

Lorens gevrilmosi diisturlarini miixtlif iisullarla almaq miimktndiir.
Biz 4-6l¢iilii fozanin firlanmasi iisulundan istifads edarsk bu diisturlar
aldiq. Gostardik ki, Xt miistevisindo firlanma stalot sistemlarinin X

oxu boyunca herakstino uygundur. Eyni qayda ilo gostarmak olar ki, Yt
miistovisinda firlanma otalot sistemlorinin Y oxu boyunca harakstina
uygun golir va s. 4-6lgiilii fozanin firlanmasi {isulu daha imumi xarakter
dasiyir ve foza-zamanin hondasasinin dyranilmasins kdmok edir. Bu bizi
biitiin tabiot proseslarinin bas verdiyi real fiziki alomin 4-ol¢iili xarakte-
rini basa diismays hazirlayir.

Qeyd edak ki, Lorensin adini dasiyan (11.4") va (11.5") gevrilmo
diisturlarini Lorens artiq 1904-cii ildo Maksvell tonliklorinin biitiin stalat
sistemlorinds kovariant qalmasini tomin etmok ii¢lin formal olaraq po-
stulat sokilinds yaza bilmisdir. Lakin bu gevrilmalords fiziki proseslarin
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bas verdiyi foza vo zamanin vohdati, onun vahid tam olmasi va yegana
metrik xassayo (handasays) malik olmasi ideyasi dork edilmomis va agiq
galmugdir.

§12. Lorens cevrilmoalorindan alinan bazi kinematik naticalor

Lorens g¢evrilmalori bizim adi goraitds, moigatda istifads etdiyimiz
anlayiglarda kokli dayisiklera sabab olmusdur.

Golin avvalcafharakat edan xatkeslorin uzunlugunun relyativistik fi-
zikada 6lgiilmasi masalesina baxaq. Farz edsk ki, K stalot sisteminds
siikunatds olan xatkes OX oxu boyunca yerlosmisdir. Onun baslangic va
son noqtalerinin koordinatlarina x; va x2 desak, bunlarin forqi K-da bu

xotkesin uzunlugunu toyin edir: X, — X, = Ax = £,,. Xotkesin siikunatdo
oldugu sistemdo uzunluguna onun moxsusi uzunlugu deyilir. Maxsusi
uzunlugu £, ils isars edirlor. Siikkunatds olan xatkesin baglangic va son

néqtasinin koordinatlarinin ns vaxt va neco (eyni anda va ya miixtalif
anda) 6l¢iilmoesinin heg bir shamiyyati yoxdur. K-da siikunatds olan xat-

kes K' sistemina nozoran «=V » siiratils (yani sol tarafa) X' (vo demali
X) oxu boyunca harakat edir. Harakat edon xstkesin uzunlugunu dlgmok
iiciin onun baglangic va son néqtalerinin koordinatlarini eyni bir zaman

aninda (masalon t'1 aninda) 6lgmak lazimdir. Bels 6lgiilmiis son va bas-
langic koordinatlarin farqi herokot edsn xatkesin uzunlugunu tayin
edocakdir: X, (t,)—x,(t,) = Ax'= . Horokat edon xotkesin uzunluguna

¢ deyok. Xatkesin K vo K' sistemlorinds baslangic va son ndqtslarinin
koordinatlar1 arasindaki alagani (11.4°) Lorens gevrilmasi diisturlarin-
dan tayin edak:

X, + Vt, X, + Vt,

X1=-\/—I-T—\/——;/?, X2——\/_1_T__\;_2/?-. -

Ikinci barabarlikdan birinci boraboarliyi toraf-torafe ¢ixaraq, asagi-
daki miinasibati aliriq:

Xt)-x) _ A L
J1-V?/c? J1-V2/¢? J1-V2/c? .

Bu miinasibati qisa bels yazmagq olar:

X, =X, =Ax={, =
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‘ V? 1
; =——————-myae=e,ﬁ-——se:——————- (12.1)
P J1-ve NS i-vie

Son diisturu sozlo bels ifads edirlor: Horakat edan xatkegin uzunlugu
siikunatdaki eyni xatkesin uzunlugundan qisadir £ < £, yani xatkes hora-

1
kat edarkan onun uzunlugu harakat istigamatinds \/———2/—2 daofa qusalir.
1-Vi/c

Buna xatkeslorin «Lorens gisalmasi» deyilir*. Bu Lorens gevrilmasindon
alinan kinematik naticalordan biridir vo qisalmanin giymati xatkesin ha-
zirlandigi maddanin néviinden asih olmayaraq biitiin maddaler iigiin ey-
nidir.

Ogor har hansi cisim harakat edirsa, enins 6lgiilor dayismadiyine gora

(y=y',z=2"), onun hacmi da ———1—- dofs kigilocokdir:
1-V?/¢?

Yi=dV-_1_

Burada dVo cismin moxsusi hacmi, d¥ iss horakat halinda bu cismin
hacmidir.

Adston xotkesin (cismin) siikunatds oldugu sistems xatkesin «jz»
sistemi deyilir. Onda yuxarida alinmig naticoni qisa bela ifads etmok
olar: xatkes «6z» sisteminda on béyiik uzunluga malikdir, digor otalot

2

sistemlorinds onun uzunlugu 1-—- nisbatinds qisalmus olur. Bu o,
c

dv =dV,,[1- (12.1%

demokdir ki, bizim indiys qodor moaisotds doyismaz qabul etdiyimiz iig-
dlgiilii masafolor artiq relyativistik invariant deyildir.

Cox vaxt sual olunur ki, bu qisalma ns deracdds realdir? Cavabi be-
ladir: bu qisalma fiziki realhiqdir. Harokat edan cihazlar vasitssilo xatkes-
lorin uzunlugunun 6lgiilmasins aid ¢oxlu sayda tacriibaler, elacs do ele-

* Olbatts burada alinmus qisalma ilo Lorensin efir nazariyyasini miidafis etmok
maqsadila 1892-ci ilds hipotez soklinda toklif etdiyi: "cisimlor efirdon kegarkon

onlarin uzunlugu ,II—VZ/ ¢’ nisbotinds qusahir" miiddsasi tamamilo miixtalif

seylordir. Lakin xronologiyaya riayot edorok burada da sarti olaraq "Lorens
qisalmast” termini igladilmisdir.
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mentar zorracikler fizikasinda yiiksak enerjili zorraciklorin sapilmasinin
effektiv kasiklarinin tacriibado dlgiilmasi va s. bu qisalmanin varligim
birgiymatli siibut edir.

Qeyd edak ki, xatkesin qisalmasi gox ehtimal ki, iki stalat sisteminds
uzunluglarin 6lgiilmasi iisullarinin miixtalifliyi ilo bilavasits slaqadardir.

Indi harakat edon saatlarin langimasi moasalasini izah etmays ¢alisaq.

Farz edok ki, K vo K' otalst sistemlori verilmigdir. Onda moxsusi
zaman bohsindon bildiyimiz kimi K-daki miigahidagilor qeyd edirlar ki,
K'-daki saatlar longiyir, geri qalir va oksino K'-dski miisahidsgilor iso
geyd edilor ki, K-daki saatlar geri qalir. Relyativistik nazariyyays gora
hor iki sistemdoki miisahidagiler haghdir. Bels bir sual ortaya ¢ixa bilar:
balka bu saatlarin geri qalmalar: zahiran beladir, oslindo isa heg bir geri-
galma yoxdur? Sualin cavabi beladir: harokat edon saatlarm geri galmasi
haqigatdir, lakin onun mahiyyatini bir az agiqlamaq lazimdir.

Bunu izah etmok iigiin forz edok ki, K' sisteminin x,,y,,z, noqte-

sinds fiksa olunmus har hansi bir proses gedir. Biz K' va K sistemlarin-
dan bu prosesin davam etms miiddatini miisahids edirik (8lgiiriik). Pro-
ses olaraq yanib-sénsn lampa qosulmus rags konturunu gétiira bilorik
vo lampanin bir dofs yanib-sénmasini prosesin davam etma miiddati ki-
mi gobul eds bilerik. Prosesin lokallasdigs (fikss olundugu) sistems pro-
sesin «bz» sistemi deyacayik (bizds bu K' sistemidir). Forz edak ki, bu
prosesin davam etms miiddati iigiin prosesin «56z» sistemindaki saatlar

At'=t,—t, zaman intervalim gostorir. K sistemindoki saatlar iss bu
prosesin davam etmo miiddati iigiin At = t, —t, gqiymatini gdstarir.

Eyni bir prosesin davam etms miiddati ligiin alinmuis At' va At za-
man intervallar arasindaki slagani (11.4") Lorens gevrilmolori diisturla-
rindan tayin edak:

t+=X t'2+—-x1
t = Y , t,= c
-vieT Tt 1=V
t,—t =At= L b at (12.2)

Buradan son natica
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' 2
M=l voya A= 1o (12.2)
J1-V2/c? c

alinir.

Son diisturlardan goriiniir ki, At'< At.

Bu naticoni belo ifads edirlor: Hor hansi prosesin davam etma
miiddati onun «6z» sisteminda (lokallagdig sistemds) an kigik qiymota
malikdir (At' < At). Bu tam obyektiv naticadir va bunu hom K' va ham
ds K-daki miisahidagilar tasdiq edirlor. Prosesin lokallagdigi K' sistemi

K-ya nozeron V siirati ilo harokat etdiyina gors yuxaridaki naticani bels
dos ifads etmak olar: harskst edoan saatlarin ritmi siikunatdokilors nazaran
yavagiyir, longiyir vo onlar gecikir. Belalikls bir-birina nozoran horokat
edon saatlarin gostarislorinin miiqayiso edilmasinds sohbat miitloq har
hansi lokallagmis prosesin davam etmo miiddatinin miixtalif saatlarla
ol¢iilmasindon getmalidir. (12.2) diisturlarinda At' komiyyati aslindo
maxsusi zamandir.

Indi (11.4") diisturlarinda t-dan t'-o gors xiisusi térams (x',y',z' koor-
dinatlarim fikss etmoklo, sabit saxlamaqla) alaq:

ot 1
i 51, at'<dt. (12.3)
x'y',z'=const \’1 "‘\,2/02

atl
Eynilo (11.5) diisturlarinda t'-don t-yo gdro xiisusi toremeni (x,y,z
koordinatlarini sabit saxlamagqla) hesablayaq:

ot' 1
< = >, at<ot'. (12.4)
ot X,Y,Z=const \/I—Vz/cz

Ik baxigda (12.3) vo (12.4) ifadalari bir-birins ziddir. Oslinds iss bu
ifadalar bir-birina uygundur va hor ikisi eyni mahiyyati izah edir. (12.3)-
ds X', y', ' koordinatlar fikso edildiyins gérs K' sistemi prosesin «62»
sistemidir va bu sistemda prosesin davam etms miiddati an kigik qiymots
malikdir, ysni Ot'<Ot olur (At ovazinds 8t gétiirmok olar). Bu,
ozlityiinds (12.2) ifadssidir. (12.4) ifadssinds x, y, z koordinatlar fiksa
edildiyina gors indi K sistemi prosesin «5z» sistemi olur va bu sistemda
prosesin davam etma miiddati on kigik qiymat alir, yoni ot < &t' olur.

Ogor biz (12.2) diisturunda proses olaraq |1~ -mezonun par¢alanma-

s1 prosesini (L~ —> €™ +V + V) gotiirsok, onda At' i~ -mezonun siikunat-
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do oldugu (lokallasdigr) sistemds émrii To, At' iss u~ -mezonun harokat

etdiyi halda 6mrii T olacaqdir. Naticods maxsusi zaman bahsinds veril-
mig

To L
J1-v3/¢?

diisturunu ahriq. Mezon ns gadar boyiik siiratlo harokat edarss, onun
par¢alanmasi prosesi bir o qadar yavas gedsr, yoni 6mrii (T) bir o godar
boyiik olar. ’

Adbtan deyirlar ki, digar atalst sisteminin goxlu sayda saatlar il (2,
3 va 5.) miiqayiss olunan saat hamigs geri qalir. Dogrudan da bu beladir.
Bunun iigiin (12.2) diisturlarina miiracist edok. K' sisteminda lokallagmus
prosesin davam etmas miiddatini 6lgmak iigiin proses gedsn noqtads yer-

(12.5)

losmis birco saat kifayotdir (mss., a, saati). t, va t, zaman anlari mohz

a', saatinin gostarigloridir. Homiso miixtalif sistemlords yerlason iki saat

bir-birinin yanindan kegdiyi anda (eyni bir foza néqtasinds) onlarin gé-
starislori miiqayiss, qeyd edilir vo hesabat iigiin asas gotiiriiliir. K'-doki

a, saati sistemls birlikdo harokot edorok K-daki by saatiin yanindan

ke¢diyi anda onlarin géstarislori t'1 va t; qeyd olunur. Farz edak ki, bu,
prosesin baslandig an1 (K'-ds vo K-da) gostorir. Qabul edok ki, onlarin
gostariglori eynidir: t; =t,. a, saati harokotini davam etdirorok K-daki

bz saatiin yanindan kegdiyi anda onlarin gstarislori t'2 va t2 yens qeyd

olunur vs bu, masalen, tutaq ki, prosesin qurtardigi ana uygun golir.

t, —t, Co o

(12.2)-d> t, -t =—=2—=L— diisturunda t,~t, <t,—t, sortini indi
J1-V?/¢?

bels izah edirik: K'-doki a, saat1 K-daki b; va b, saatlar ila miiqayiso

olunur vs ona goérs do geri qalir, t'2 <t, olur.

[@gar proses no K'-ds vo no do K-da lokallasmamisdirsa, onda
(41.45-diistuslarinda-bu prosesin K va K' sistemlorinde davam etmsa
miiddatlori iigiin

At'+X2Ax'

At = <

S ove
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miinasibatini aliriq. Burada At va At' hagqinda konkret bir sey demak
miimkiin deyildir. Ax' kamiyystinin qiymat va isarasinden asihi olaraq

At_EAt' ola bilor. Bu halda hansi saatin gecikmasi haqda obyektiv fikir

soylomok miimkiin olmur.

Harskot edon saatlarin gecikmosi (langimasi) Lorens ¢evrilmalorin-
dsn alinan ikinci ssas kinematik naticadir.

Lorens ¢evrilmasi va ondan alinan biitiin naticalor miiasir relyativi-
stik fizikada tamamils tasdiq edilmigdir va burada he¢ bir «paradoks»
yoxdur. «Paradoks» o vaxt meydana ¢ixir ki, miiayysn sortlor daxilinds
dogru olan diisturlar biz ya qasdon, ya da bilmaden bu sertlorin 6don-
madiyi hallara tatbiq etmaya galising.

Nohayat, xatkeslorin uzunluglarini miiqayisa etmak ii¢iin (11.4) vo
(11.5" Lorens gevrilmaloari diisturlarinda x-in x'-a gora va x'-in x-5 gors
Xiisusi téoramoalarini hesablayaq:

ox 1

— =—>1], Ox>0x'. (12.6)
O ocens. 1= V?/c?

ox' 1

Xl o >1, 0x'>0x. (12.7)
ox t=const \,1 - \/2/02

Zahiran bir-birilo ziddiyyst taskil edan (12.6) va (12.7) diisturlarn
tamamils bir-birina uygundur va eyni bir naticani ifads edir. (12.6) ifa-
dasinds t' fiksa olunmusdur va bu o demokdir ki, xatkes K'-o nazorsn
harakat edir va orada onun baglangic va son noqtalorini eyni t' aninda
geyd edirlor. Xotkesin «62» sistemi K-dir va burada o, an boyiik uzun-
luga malikdir, yani 0x >0x' (burada Ax avazinds Ox gotiirilmiisdiir).
(12.7) ifadasinds tdramo alanda t fikss olunmusdur. Bu iss o demakdir
ki, burada xotkesin «b6z» sistemi K'-dir vo orada xotkes maksimum
uzunluga malikdir, yoni 0x'> 0x olur.

Biz qeyd etdik ki, saatlar K vo K' stalat sistemlorinds sinxronlasdi-
rilmigdir. Lakin K sisteminin sinxronlagdirilmig saatlar1 K'-doki saatlara
nazoaran geyri-sinxron igloyir va oksina, K'-doki saatlar K-daki saatlara

A"

t - —X
2
nazaran qeyri-sinxrondur. Bunu sads izah etmok iigiin t'= <

J1-v2/e

ifadasinda K'-ds koordinat baslangicinda (x'=0) yerlosmis saatin gostari-
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sini t'=0 gabul edok. Onda yuxandaki diisturda t'=0 yazdigda t=—Y-x
c

alinq. Burada x=0 olduqda t=0 olur, ysni O va O'-daki saatlar eyni bir
t=0 vo t'=0 zaman anim gostarir. Son diisturdan goriiniir ki, x>0 oldugda
t>0 vo x<0 olduqda t<0 olur. Bu o demokdir ki, K' sisteminin bas-
langicinda yerlosmis saata nazoran (t'=0) K-da X oxunun miisbot istiqa-
motinda yerlogmis biitiin saatlar onu qabaglayir (t>0 olur) va X oxunun
monfi istiqgamotinds yerlosmis biitiin saatlar iso ondan geri galir (t<0
olur).

1 V '
] t'+ —X Vv
Indi t=-——=—=8=—— diisturunda t=0 yazaraq t's= -—x' aling.
J1-v2/c c
Buradan almir ki, K-da koordinat baglangicinda yerlogmis saata naza-
ron (t=0) K'-ds X' oxunun miisbat istiqamatinds yerlogmis biitiin saatlar
ondan geri qalir (t'<0 olur) va X' oxunun moanfi istigamatinds yerlosmis
saatlar onu qabaqlayir (t>0 olur). Belaliklo, sinxronlagdirilmanin 6zii da
nisbidir va miisahidogidan asilidir.

Biz bozi kinematik naticalarls moggul olduq vs burada dinamika,
tacil, qiivva, deformasiya va s. yoxdur. Olbatta, bagsqa kinematik natica-
lor do mévcuddur, lakin biz indi onlarla moggul olmayacagiq.

Biz Eynsteynin xiisusi nisbilik nazariyyasini agiqlayan diisturlar1 va
onlardan alinan naticalori izah edon riyazi ifadalori aldiq. Indi xiilass ha-
linda Eynsteynin x.n.n.-in mahiyyatini populyar sakilds bir neca ciimlo
ila ifads edak: Fiziki realliq diinyas:1 ¢ox sads va miidrik qurulugsdur. Hor
bir proses hadisslor ardicilhigindan ibaratdir. Manim otalot sistemimds
(diinyamda) ¢ox sayda obyektlor mévcuddur vs onlarda bu vs ya digoer
proses geda bilar. Obyektlor miixtalif siiratlorlo harokst edir. Manim sis-
temimda fiziki realliq ondan ibarastdir ki, obyekt no qadar béyiik siiratla
harokat edirss, ondaki fiziki proses bir o qadar yavas gedir. Hor hansi
sayyah na qadar boyiik siiratlo monim sistemimdan kegib-gedarsa, onun
nabazi bir o qadar yavas vurar. Tabistin bu ganununu biitiin miisahidagi-
lar 6z sistemlarinda yaqin edirler.

§13. Siiratlorin Eynsteyn toplanmasi
v3 bucaglarin Lorens ¢evrilmasi

L_Relyativistik zarraciklarin siiratlorinin toplanmasi qaydas: siiratlarin
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Qaliley toplanmasindan tamamils farglidir. Har hansi zarraciyin K vo K
otalat sistemlorine nazaran siiratlorinin toplananlarini (proyeksiyalarini)
dx dy - dz coodxt o dy' o dz' L.
vV, =—,0, =—, U, =— V3 U, =—, U, =——, v, =— ild isard
dt” 7 dt dt da' v dt’ dt'
edoak. (11.4") Lorens gevrilmasi diisturlarinin sol va sag torsflorinin dife-
rensialin1 hesablayaq (malumdur ki, V=const):
\%
' ' dt'+ - dx'
= dx'+ Vdt , dy =dy', dz=dz', dt=—8——. (13.1)

J1-V?/¢? J1-V?/¢2

Birinci ii¢ barabarliyi torsf-torafs dordiincii barabarliys bélak v yu-
xaridaki isaralonmayi nazars alaq:

dx

dx' v
dx __dxwVdt' gt v +V
dt dt'+X2dx' 1+X2di 1+X2u'x
v c” dt' c
dy . _ dy'1-V?/c* o, 1-V?/&
=v, = - =
dt dt's  dx’ 1470
C c2
dz_  _ dz'1-V?/ v \1-V?/
dt dt'+y5'dX' 1+Vl.)x
C c2

Alinmus diisturlar yigcam sokilds yazaq:

o +V D_u'y,/l--vz/c2 v, /1= V?/c? 132)
x T Vo, Vo, T

1+ v, 1+ 1+
2 X
c c? c?

2 Uz=

Bu diisturlar relyativistik zarraciklorin siiratlorinin toplanmasi diisturla-
ridir vo onlar siiratlorin Eynsteyn toplanmas: adlanir.} Bu diisturlardan
goriiniir ki, agar zarracik K'-do X' oxu boyunca horskst edirsos, yani

U; =v, =0, v, =v'#0 onda bu zarracik K sisteminds ds X oxu boy-
unca harskat edacakdir, yani v, =v, =0, v, =v# 0 olacaqdir (nazsrs

alaq ki, X' vo X oxlar1 paraleldir). Bunlari (13.2) diisturunda nazsrs al-
saq, paralel siiratlarin relyativistik toplanmasi
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v'+V
Vvu'
1+ —-

c2

(13.3)

olar. Burada v siirati v' ilo V-nin relyativistik comidir. Bu diisturdan
asagidaki noticalor alinir: 1) c-ys ¢ox yaxin, lakin ondan kigik iki siirat,
yoni v'=c—-a voa V=c-B (a,p «c) toplandigda yekun v siirati c-

dan kigik olacagdir: v=c—-9, d < c. 2) Ogor v'=c vo V # colarsa, on-

da v=c olar. Bu elo Eynsteynin II postulatidir: is1q biitiin otalat sistemlo-
rinds eyni bir ¢ siiratilo yayilir. 3) 9gar v=c va V=c-dirss, onda onlarin
«cami» v=c olur. Yoni biz istonilon qadar boyiik siiratleri, hatta is1q siire-
tino borabar siiratlori toplasaq, isiq siiratindon bdyiik nisbi siirat ala bil-
morik. I51q siirati limit siiratdir.

(13.2) va (13.3) diisturlan1 Fizo tacriibasini, aberrasiya hadisasini vo
Maykelson-Morli tacriibasini ¢ox asanhgla izah edir. Misal {igiin Fizo
tacriibasini izah edak. Bunun iigiin forz edak ki, K' sistemi maye ila sort
baglanmalidir va v’ is1q siiasinin siikunstdoki mayeds (sindirma smsali n
olan maye) harakat siiratidir, v isigin horakat edoan mayeda siiratidir, V-
iso mayenin horokot siiratidir. Onda (13.3)-ds v'=¢/n yazsaq vo maye-

nin harakat siiratinin isiq siiratindan ¢ox kigik oldugunu nazors alsaq
(V/ek1)

1+
cn
2
zixlziV-Y—zﬁiv(l-iz). (13.4)
n n cn n n

-1
Biz burada (li—) ifadasini elementar riyaziyyatdan molum olan
cn

Nyuton binomu diisturu ils hesablayaragq, A <« 1 oldugundan iki hadla
cn

kifayatlonmisik.
(13.4) diisturu Fizo tacriibasinin naticassini izah edir.
Indi K' sistemindon K-ya keg¢dikds zarraciyin siirstinin istigamatini
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miioyyan edon bucaqlarin ¢evrilmasi diisturlarini toyin edok. Ovvalki
bahslards oldugu kimi K va K' stalst sistemlarinds koordinat oxlarim bir-
birina paralel gotiirok va forz edok ki, K' sistemi K-ya nozoran timumi ox
olan X' va ya X oxu boyunca V siirati ils inersial harakat edir. Nisbi haroa-
kat istigamatini, yani X va X' oxlarin1 polyar oxu gabul edok. Y vo Y' ox-
larin1 azimut (¢ vo ¢') bucaglarinin hesablanmasi istigamati segok. U va
V' vektorlarinin polyar vs azimut bucaqlarini 8, va 8',¢' ilo isars etsak,

onlarin  koordinat oxlar1 istigamstds proyeksiyalar1 v, =vcos6,
, =0sinBcos@, v, =vsinBsing va L, =v'cosB', v, =V'sinB'%
X€0s®', L, = V'sinB'sin @' soklinds olar.

(13.2) diisturlarindan e & barabarliyini aliriq. Bu barabarlikda

Uy Dy

proyeksiyalarin bucaqlarla ifadassini yazsaq tge =tge' borabarliyini
alariq. Bu onu gostarir ki, Lorens ¢evrilmslori zamani azimut bucagi
doyigmir:

0o=0". (13.5)

(13.2) diisturlarinda vx va vy-in ifadslorinds proyeksiyalarin bucaqlarla
ifadslorini yazsaq:

1 [ [P ' ’ _v2/a2
0c056=—0—€ose—+v, osin9=usme,1 V/c , (13.6)

>—C0s0' 1+——cos0'

C C

1+

baraborliklarini alariq. (13.5) va (13.6) diisturlan sferik bucaqlarin Lo-
rens ¢evrilmalari diisturlardir. (13.6) diisturlarinda ikinci barabarliyi bi-
rinciys bdlarok asagidaki barabarliyi alirig:

' _v2/.2 1 ! /a2
thzU J1-V?/c?sin@ _V J1-Vi/e g0, (13.7)

v'cos0'+V o'+ Vv

cos6'

Buradan alinir ki, 8'=0 qiymati istisna olmaqla biitiin digar qiymatlorda
0'#0.

Yuxarida biz istonilon v' siiratli zarraciyin sferik bucaqlarinin Lo-
rens ¢evrilmosi diisturlarimi aldiq. Indi forz edsk ki, zarracik fotondur
(is1q kvantidir) yoni v=v'=c. Onda (13.6) diisturlan asagidaki sokls

76



diigiir:

2
cos()’+X sine',’l—v—2
¢ c = (13.6"

cos9=——\—/——-—-——, sinf=————, 0=9¢'.
1+—cos0' 1+—cos0'
c c

(13.6") ifadolori bir stalat sistemindan digarina kegdikds is1q siasinin
oxlarla amals gatirdiyi bucaqlar iigiin ¢evrilmas diisturlaridir. 9lbatts bu-
rada ya cos0 va ya sin® iigiin ifadoni vermak kifayat idi, lakin slverislilik
ti¢lin har iki ifadani verirlar.

(13.6") diisturlarindan istifads edarak, ¢ox asanligla aberrasiya hadi-
sasini izah edo bilarik. Is1q siias: bir atalat sistemindon (masslen, ulduzla
bagli K' sistemindan) digarina (Yerlo bagh K sistemina) kecdikds 6z ha-
rokat istigamatini dayismasi hadisasi isigin aberrastyast adlanir (bax:
§8.2). 0-0=A0 aberrasiya bucag adlanir. Aberrasiya bucagin hesab-

layaq:

c oo —sin®'
o= o Tsne=t 39)
cos(0'-0) 1,V .0 € c
c

Burada V Yerin horokot siirati oldugundan V2/c? <1 olur va biz kasiri

L f V? .
bilavasits hesablayanda surat vo moxracds 4{1-—- ~1 gobul etmisik,
c

: . v .
son ifadads iso maxracds —cos0' <« 1 olduguna goéra onu vahids nazs-
c

ron atmislq. V, kemiyyati K' sisteminin harakat siiratinin (\7) K'-da

isigin yayilma istiqamatins perpendikulyar toplananidir. Bu §-da bizim
aldigimz biitiin disturlar K' sistemindan K-ya kegid diisturlandir.

Tors kegid, yani K-dan K'-5 ke¢id diisturlarim1 almaq iiglin bu
diisturlarda asagidaki avazlomoni aparmagq kifayatdir:

() e (), Vo=V, (13.9)

Misal iigiin (13.6") diisturlarini tors kegid ligiin yazaq:
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Vv
cosf—— a | 2/.2
01-V
cos®'=——E sing' =22 /e o'=¢. (13.6"

?

1-—cos6 1-—cosO
c c

Indi isiq stiasmin cisim bucaginin Lorens ¢evrilmasi diisturunu
miisyyon edak. Bunun igiin (13.6") va (13.6") diisturlarindan istifads
edacayik:

dQ =sin0d0dp = —dpdcosd =

(—sinG')(l+Xcose']+Xsin9'(cose'+x)
__ c . c 2 c do'do’ =
[1+—cos9')
c
_\y2/a2
- V/C)zdg'. (13.10)
(1+y—cose'j
c

Bu diistur K'-don K-ya kegidi ifads edir. Tars kegidi icra etmoak iiciin bu-
rada (13.9) avozlomosini aparmaq lazimdir:

(1-V?/c?)

(l—y—coseJ
c

Qeyd edak ki, bu §-da verilmis biitiin diisturlarda, o ciimladan (13.2) v

dQ'=

~dQ. (13.10)

(13.3) ifadslorindas qeyri-relyativistik limits kegsak, yani vy <1 sortini
C

nazore alsag, biz Nyuton mexanikasinin ganunlarint vo o ciimlodon
sliratlorin Qaliley toplanmasi diisturlarini almg olariq.

Yadda saxlayaq ki, burada alinan biitiin diisturlar xiisusi Lorens
cevrilmalari ilo mahdudlasir.

§14. 4-6lciilii vektorlar va tenzorlar

14-ol¢iilii vektorlar va tenzorlar biitlin relyativistik fizikamn ssasin
toskil edir. Bu anlayisa golmok {iigiin asagidaki sokilds segilmis M(x, vy, z,
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t=ict) va O(0, 0, 0, 0) hadisslari arasindaki intervalin kvadratim yazaq:
S?=—{’ +x*+y’+z*} =invar.
Burada bdyiik métariza i¢arisindaki com O ndqtasindon M néqtasina

¢okilmis 4-0l¢iili radius vektorun kvadran adlanir. Bu kamiyyot 4-6lgiilit
fozanin firlanmasi zamam invar. qalir. 4-6lgiilii radius vektor dedikda

X1=X, X2=Y, X3=Z, X4=t=ist kimi dérd kemiyyatin macmui basa diisiiliir.

Bu komiyystlor 4-6l¢iilii radius vektorun komponentlari (koordinatlarr)

adlanir, vektorun 6zii X, ilo isars edilir vo yunan indeksi p=1, 2, 3, 4

qiymatlorini alir. Malumdur ki, x, y, z, © kamiyyatleri Lorens ¢evrilmosi-
nod tabedir va ona gors asagidakilarn yaza bilsrik:

.V .V

Xn“:x4 X, +1—X,

X| = —————, X, =X,, X; =X, X, = ——t .
J1-V2/c? J1-v/c

Demali, 4-6l¢iilii radius vektor X, = {xl,xz,x3,x 4} elo 4 komiyyatin

(14.1)

macmuidir ki, bir otalot sistemindsn digarina kegdikda bu komiyyatlor
Lorens ¢evrilmosi ils gevrilsinlor.

Ixtiyari 4-lciilii A, vektoru elo doérd Ai, Az, As, As komiyystin
macmuing deyilir ki, onlar 4-6lgiilii fazanin firlanmasi zamani X,-niin
komponentlari kimi, yani Lorens gevrilmosi ils ¢evrilsin:

A -iYar AL +iYar

A=——=_ A=A}, A=A, A, =——C__ (142)

b I-vEe ,/I—Vz/czr,

(14.1) diisturlarin1 Lorens ¢evrilmasi matrisi daxil etmakls asagidaki
sokilds yaza bilarik:

4
X, = 2 Lx, =Lux) +L0x, +Lxs +L0,x,, (1419
v=]
burada p=1, 2, 3, 4.
Son berabosrliyin sol va sag tarafinds fikss edilmis p indeksins 1, 2,
3, 4 qiymotlorini vermaklo 4 odad baraberlik aliniq. Bu borabarliklori

(14.1) barabarliklari ilo miiqayiss edarak L'uv kamiyyatinin sifirdan fargli

elementlori tiglin agagidaki qiymatlori miisyyan edirik:
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1

L11=—1\/—:——W—§=Y, Ly=Ly=1
, 1 , .V , .V
L ——1\/—_—'7—2/——'0—2"7, L,= _I'C—Y’ La —I_C‘Y-

L, omsallar1 Lorens ¢evrilmasi matrisi elementlori adlanir. Bu mat-

risin diger elementlari sifirdir. (14.1') beraberliyinds eyni bir hadds iki
dofa tokrar olunan v indeksi («lal» indeks) iizra com aparildigim forz
edorak (Eynsteyn isulu) bu ifadani qisa sokilds bels yaza bilarik:

X, =L X,. (14.1M

Bu, 4-6lgiilii radius vektor iigiin Lorens ¢evrilmosi diisturudur. Burada
K'-don K-ya kegid icra olunur. Biz Lorens gevrilmasi matrisini L' ils,

onun elementlorini (komponentini) is9 L'}lv ilo isars edacayik. Istonilon 4-

6lgiilii A, vektoru iigiin Lorens ¢evrilmasi diisturu tamamils yuxaridaki-
na oxsar sokilds yazilacaqdir:

A, =LA, (14.2)

Xiisusi Lorens gevrilmssi {igiin yuxarida alinmig Lorens gevrilmasi
matrisini yazaq:

y 00 —iy—y
C
L'=(L )= 0 0 0 (14.3)
WS g 001 0 '
iXy 00 vy
C

Biz (14.1") diisturunda (13.9) avazlomasini apararaq K-dan K'-o ke-
¢id diisturunu da Lorens gevrilmasi matrisi vasitasilo yaza bilorik:

x, =L, X,. (14.4)

Burada
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Y 0 0 ixy
c
B 0 0 0
L=(L,)= 0 01 o0 (14.5)
—i—Yy 0 0 vy
\ ¢

K-dan K'-5 kegidi icra edan matrisdir.

(14.1") va (14.4) diisturlar1 biri digerinin torsi olan kegidlori icra
edir. Golacokds (14.4) kegidino diiz, (14.1") kegidins iso tors kegid de-
mayi sortlogok. Onda L' matrisi L matrisinin tarsi olmalidir, yani
L'=L" sorti 6donmolidir (L! ilo L-in tors matrisini isaro etmisik).
(14.3) va (14.5)-den goriiniir ki, Lorens ¢evrilmasindo tors matris diiz
matrisdan transponira edilma yolu ils alinir. Transponirs edilmos matris-
do satirlarls siitunlarin yerlorinin dayisdirilmesi amaliyyatidir. Bu smo-
liyyat matrisin iistinds yazilmis ~(tilda) isarasi ilo gosterilir, yani L
matrisi L-in transponirs edilmisidir. Onda L'=L" =L olur.

Odobiyyatda bazon transponirs smoliyyatini ~ ilo yox T ilo isars
edirler, yoni L =L". Biz bu isarolarin hor ikisinden istifads edacayik.

Riyaziyyatdan malumdur: Dgor tors matris diiz matrisdon transpo-
nirs edilms yolu ilo alimirsa, bu matrisler ortoqonal matris vo onlarin
icra etdiyi cevrilmo ortogonal gevrilma adlanir. Demali, Lorens gevrilmo-
si ortogonal g¢evrilmadir. Umumiyystls matris codval saklinde yazilir
(bax: (14.5)).

L4:61<;1‘i1ii vahid matris I bas diaqonal elementlori vahid, digar ele-
mentlori sifir olan matrisdir ve onun §,, matris elementi asagidak: sorti
odayir:

(14.6)

uv

|l egerpu=v,
- 0, sgorp # v.

duv-ya Veyerstras-Kroneker simvolu deyilir vo bu 4-l¢iilii iki rangh
vahid tenzordur.
Bu simvolun ¢ox mithiim xassasi vardir:

5,A, =A,. (14.7)

4-6lciilii 2 rangli tenzor elo 16 komiyyatin (moasalsn Ty, p,v=1, 2, 3,
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4) macmuins deyilir ki, bir stalet sistemindon digarina kegdikda bu ke-
miyyatlor 2 dord-olgiilii radius vektorun hasili kimi ¢evrilsin:
T, =L, LT (14.8)

Miigayisa et: X X, = L'Wx'cl -L'Vax'B = L'WL'va'ax'B.

Dogrudan da T,, kemiyysti x,X, hasili kimi gevrilir, yani tenzorun
hor bir indeksi bir vektor kimi gevrilir. Digar 3, 4 va s. ranqh tenzorlar
da bu gayda ilo tayin edilir. Tenzorun indekslarinin sayna ranq deyilir.
Vektorlardan forgli olaraq tenzorlar daha miirokksb qurulusa malik
olan kemiyyatlordir vo onlardan elektrodinamikada (nazori fizikada)
genis istifads olunur.

Tenzorun iki indeksinin yerini doyisdikds tenzorun (komponenti-
nin) giymsti doyismazss, o, simmetrik tenzor adlanir: S,v=Syy.. Tenzorun
iki indeksinin yerini deyisdikds tenzorun yalmz isarssi dayisirss o, anti-
simmetrik tenzor adlamr: A, =-A,, . Antisimmetrik tenzorun diaqo-
nal elementlori sifira borabordir: A1=A»=A33=Au=0. Dogrudan da
antisimmetriklik sortine gors A, =-A,, olmahdir. Indeksds 1-Is 1-in

yerini doyisdikds yens 11 olur. Buradan 2A11=0 va ya A;1=0 olur va s.
Antisimmetrik tenzorun diagonaldan sagda va solda yerloson elementlo-
ri bir-birindan igaracs farqlenir: A, =—A,; vas.

3-5l¢iilii vektorlarin hasiline uygun olaraq, 2 dord-dlgiilii vektorun
uygun komponentlorinin hasillarinin comina bu vektorlarin skalyar hasili

deyilit vo bels yazhr: A,B, =AB, +A,B, +A;B;+A,B, =AB+
+A,B, . 4-8lgiilii vektorun birinci i komponenti faza komponenti, dor-
diincii komponent isa zaman koponenti adlam.r!.‘4-6l<;iilii radius vektoru
belo ifade edacayik: x, =(F,Xx,)= (f,ict) = (r,ix,), burada x,=ct.

Onda hor hansi 4-6lgilli vektoru belo yazacagiq: A, ={A,A4}.=_

E{A,iAo}. Bizim burada se¢diyimiz «metrikada» vektorlarin zaman

komponentlori xoyalidir. Olbatts elo «metrika» segmok olar ki, 4-
vektorlarm biitiin komponentlari haqiqi olsun (Bax: § 21 va § 46 slava).

4-vektorun kvadrati belo yazilir: Ai =AA, = AP+ Al= AT -A] EO.

Demsli 4-6lgiilii vektorlar fozaya oxsar, zamana oxsar va izotrop
(is1ga oxsar) vektorlar ola bilar.
Tenzorun diaqonal elementlorinin comi bu tenzorun spuru va ya izi
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adlanir. Masslon, Sw' =8, +0,+0;,,+9,, =4.

4-5lciilii 4-rangl vahid antisimmetrik tenzor asagidaki sortlori 6dayan
256 komponentin macmui olan €., kamiyyatina deyilir:

vop

+1, agor pvap ciit sayda yerdayisma ilo 1234 goklino diisiirss,

> -1, agar pvap tok sayda yerdoyisma ilo 1234 soklina diisiirs,

nwap —

0, agar pva hegbir yolla 1234 soklina diigmiirso.

€ vap biitiin indekslorina gdrs antisimmetrikdir, an az1 iki indeksi

borabar olan komponentlor sifirdir, ssas komponent g123¢=+1, digar si-
firdan forgli komponentlor +1 vo -1-dir. €,,,4 slindo psevdotenzordur.

Psevdotenzorlar da 4-6lgiilii fozanmin gevrilmasi zamam adi tenzorlar
kimi gevrilir, lakin baraborliyin sag torsfi slava olaraq ¢evrilmo matrisi-
nin determinantina vurulur:

P, =(detL)-L L Py
Psevdotenzor (aksial kemiyyotlor) tenzordan yalniz fozanin inver-
siyasi zamam farqlonir. Bels ki, n-ranqh tenzorun komponentlori foza-
nin inversiyast zamani (-1)"-3 vuruldugu halda, uygun ranglh psevdoten-
zorun komponentlari (-1)7+1-3 vurulur.

Bu tenzorun 3-8lgiilii analoqu £, -dir, burada i, j, k=1, 2, 3 (bax: ...

slave). Asanligla gostormak olar ki, 8fmﬁ =24=4

Lorens ¢evrilmalarina gors invariant qalan funksiyaya skalyar fuk-
siya va ya sadaco skalyar deyilir: ¢(x)=¢'(x") =invar. Masolon, elek-
trik yiikii, interval, 4-6lgiilii vektorun kvadrati va s. skalyar kemiyystdir.
Cox vaxt skalyar sifir ranqh tenzor, vektor iso bir ranqh tenzor adlanur.

§15. 4-6l¢iilii siirat v tacil. Umumi halda
Lorens cevrilmalarinin ortoqonalhg sorti

yRelyativistik nozeriyyods fiziki komiyyatlor arasinda kovariant
miinasibatlor yazmagq iigiin zorraciyin 4-lgiilii siirstinden va tacilindan
istifads edilir. Qeyri-relyativistik halda biitiin tenliklor Nyuton mexani-
kasinin tonliklorins kegdiyina gora 4-olgiilii vektorlart (siirat, tacil va s.)
quranda ¢ahsmaliyiq ki, onlarimn foza komponentlari uygun 3-olgiili vek-
torlara oxsar olsun. 3-6lgiilil siirato oxsar olaraq zarraciyin 4-6l¢iilii siire-
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- tina bels torif verirlor: 4-6lgiilii radius vektorun moxsusi zamana (va ya
intervala) gors téromasina zarraciyin 4-6lciilii siirati deyilir:

dx
u, =—+,
¥ dS

Bilirik ki, interval vo moxsusi zaman bir-birils miitonasibdir:

S . . : / ?
dt'=d—=1n var. Biz intervali asas gétiirscoyik: dS=c¢ 1—-%-dt. Bo-
c c

zon diferensial intervalin diger ifadssindon ds istifads edacoyik:
dS =cldt? - de? = \[~dx? .

(15.1) disturunda intervalin birinci ifadasindan istifads edok vo 4-
Olgiilii siiratin toplananlarim hesablayagq:

(15.1)

_dx, 0 dx,
Tas cyl1-v?/c?dt’
w = dx, Y Y

Peddt oo
u = dx, _L Y
et o o

dx v,

u, = 3 = 03 =
’ c\/_ dt c«/_ c\/— ’
dx, icdt i

WA & T

=2
Burada 1’1—-07 ifadasini qisaca N soklinds yazmigiq. Bu diisturlarda
C

U zarraciyin adi siiratidir va imumiyystls o, zamanin funksiyasidir. Zor-
raciyin 4-8liilii siiratini qisaca bels yazmaq olar:

u =| 2 L0 ! (15.2)
" ley1-8%/e’ J1-5%/¢? c\1-8%/c? J1-9%/c )
Qeyd edok ki, latin indeksi j=1, 2, 3 qiymotlorini alir va

B2 = ui + ui + Ui. Yuxandaki ifadadan gériiniir ki, 4-6lgiilii siirat adsiz
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komiyyatdir.
4-olciilii siiratin kvadratini hesablayaq va ds? = —dxi sortindan isti-
fads edak:

2
oo dx, =dxfl _ dx’ 1
¥ L dS ds?  —dx}

Bu naticoni (15.2) ifadasini bilavasito kvadrata yiiksaltmakls ds al-
magq olardi. Alinmus naticoni qisaca yazaq:

2
u? =-1. (153)

Hondasi manada, u, zamana-oxsar vahid 4-dlgiilii vektordur. Indi 4-
slgiilii tocilin torifini verak: 4-dlgiilii siiratin intervala (moxsusi zamana)
gbra tdramasineg 4-6l¢iilii tacil deyilir:

d d
e (15.4)

I N 2
c\ﬁ - U—zdt
©

Olbotts, u,-don téroms alaraq wy-niin komponentlorini agkar gokil-
do yazmagq olards, lakin biz bunu masale hollinds edacayik. (15.3) bora-

u
borliyindsn intervala gors toromo alsaq 2u, —d-S-“— =0 olar. Buradan

uw, =0 (15.5)

olur. Bu o demoakdir ki, 4-6l¢iilii siirat 4-6lgiilii tacile «perpendikulyar-
dir». Olbatts bunlar 4-6lgiilii fazada ortogonaldir. (15.5) berabarliyini
agiq yazsaq: uw +u,w, =0 olur.
indi iimumi halda Lorens gevrilmalorinds ortogonalliq mesalssini
aqiqlayaq. Bilirik ki, Lorens gevrilmalorinds intervalin kvadrat1 va ya 4-
slgiilii masafonin kvadrati invariant galir. Bu o demokdir ki
x?=x%=invar (15.6)

B v

olmalidir. Burada farz edacayik ki, otalat sistemlori istenilon istiqgamatda
(X oxu boyunca yox!) harakat edo biler va K va K sistemlarinds uygun
koordinat oxlarinin paralel olmasi da macburi deyildir. Bu zaman L' va
L matrislori (14.3) va (14.5) soklinds deyil, daha miirakkab goklo malik
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olacaqdir. (Bax: Umumi Lorens gevrilmaleri). Indi bilavasits imumi Lo-
rens gevrilmolorindon istifads edok. Umumi Lorens gevrilmalori da xarici
goriiniisca (14.4) soklinda yazilir, lakin L-in ifadasi daha miirakkab olur.

x” = x X W=LoxLpx, =L, L x.x .

(15.6) sortins géra bu baraboarliyin sag torafi x\z, olmalidir va bunun
figiin iso miitlaq

LL =6 (15.7)

nv pp vp

sorti 6danmoalidir. Dogrudan da bu sorti yuxarida nazors alsaq

X, = vaLpvaxp = ESVvaxp =X X, = x

invariantliq 6danmis olur.

(15.7) boraberliyi Lorens matrislorinin vo o ciimloden Lorens ¢ev-
rilmolorinin ortoqonallign sortidir. Bu sortin digar yazilis sokillori do
mdvcuddur va onlar1 bilmak pis olmazdi. Bunlar almaq iigiin (15.7)
diisturundan baslayaq. (15.7) baraberliyinin sol torsfinds L,, matrisindo
satirls siitunun (yoni p ilo v-niin) yerini doyisorak transponira edilmis
matrisd kegak: L, = f,vu vo sonra iki matrisin bir-birins hasili qayda-
sindan istifads edok:

L,L,=L, L, =@L),

B T pp vp T pp
Burada iki matrisin hasilinin vp elementinin hesablanmasi diisturu
verilmigdir. Yani ali cobrdon malumdur ki, iki A vo B matrisinin hasili-
nin af elementi belo hesablanir: (AB)qp=Aq,B,p, burada tokrar olunan
p indeksi iizro com aparilir. Iki matrisi bir-birins vurduqda birinci mat-
risin har satrini ikinci matrisin hor bir siithuna vurmaq lazimdir. Indi
(15.7) boraberliyinin sag tarafini do nazars alsaq

(L), =5, =,

olar. Bilirik ki, 8., vahid matrisin (ysni I-nin) vp elementidir. Bu bara-
borliyin sol va sag torafinds vp indekslorini atsaq, onda matrislorin 6zls-

rinin (elementlorinin yox!) baraberlik sortini alarig: LL=1 va ya

L'L=1.Bu baraborliys sagdan L™ matrisini (tors matrisi) vursaq
L=L" (15.8)

olar. Bilirik ki, Lorens ¢evrilmalorinds L' tars kegidi icra etdiyino gors
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tars matris adlanur, yoni L'=L"'. Bunu yuxarida nazors alsaq
L=L' (15.9)

olur. Son diistur gostarir ki, tors matris diiz matrisin transponirs edilmi-
sina borabardir. Belo matrislar ortogonal matrislaor adlanir. Bu sorti biz
xiisusi Lorens gevrilmasinds da almigdiq.

(15.9) matris baraborliyinin pv elementini hesablayaq:

L,=L, voyaLl =L,. (15.10)

(15.10) boraborliyindsn goériiniir ki, diiz matris, indekslorinin yeri
doyisdirilmis tors matriss vo oksina, tars matris indekslorinin yeri doayis-
dirilmis diiz matrisa berabardir. Indi biz (15.7) beraberliyinin sol tora-
finda ndvba ils avvalcs yalniz birinci vuruqda (ysni L,,-ds), sora yalniz
ikinci vuruqda (yani, Ly,-da) va daha sonra eyni anda har iki vurugda
tors matriss kegsak, ortoqonalliq sartinin biitiin miimkiin olan gokillorini
almig olariq:

L L,=L, L, =L L =L L =8, (15.7)

nv " pup Vi up nv -~ pu vp it

Burada yadda saxlamaq lazimdir ki, diiz matris diiz matriss va tars
matris tors matrisa vurulduqda comloms indekslori (u indekslori) vurug-
larda eyni yerds, diiz matris tors matrisa va aksino vuruldugda iso com-
lomo indekslori vuruglarda miixtslif yerds yazilmalidir.

Noaticads 4-6l¢iilii diferensial operatorlarin vektor vo tenzor xassalo-
rini miisyyan edak. Golacskds biz sahs funksiyalarindan 4-6l¢iilii koor-
dinatlara gérs birinci, ikinci va s. tortib téroms alacagiq. 4-6lgiilii téro-

. 0 .
mani o va ya qisaca oy soklindo yazirlar.
n

) . . .. o .
Koordinatlarin Lorens gevrilmasindan istifads edsrok —— diferen-
n
sial operatorunun vektor oldugunu gdstorok. Bunun ii¢iin har hansi

skalyar funksiyanin x, vo x'“ -9 goéra téromolori arasinda slaqs yaradagq:

oo = aq.) -ax" ; Bu olaqani operator goklinds belo yazrlar: i=
ox, ox, ox, OX,,

v

y

0 %
ox, ox,

X_ ¢evrilmasindan istifada edarak,

; Koordinatlarin x, =L X/
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'
v

komiyyatini hesablayaq:
H

Ox. ox

v =L P
vp ‘
axu axu
1, ogor p= ox
Burada —"={ gt P=H qiymotini alir. Demali, —& =3 , olur.
Ox 0,ogor p#p ox,
Bunu yuxarida nszors alsaq: axv =L,0, =L,, olar. Son ifadads
H
' a a ' a
L =L  yazaraq —=——L =L  — alrgq.
Vi Ny v nv
ox, 0Ox, 0x,

pv v

Belalikla Exa— 4-6lgiili koordinat kimi, yani X, = L x soklinda
n

¢evrilir. Demali axi operatoru 4-ol¢iilii vektordur. Onu komponentlor-
n

[ o o o6 o
ds yazaq: = , , ,
6xu 0x, 0x, 0x, 0x,

J. Adoton onun birinci ¢ foza

komponentlarini 3-6l¢iilii vektor soklinds yazaraq, onu __8__ = ﬁ, _6_
ox,, 0x,

soklinds tasvir edirlor, burada V= Ii + _ji + Ei , __6__ = —1--2 =
ox "0y 0z 0Ox, icot

b

E——= —i—a—, xo=ct. Bilirik ki, V 3-8lgiilii gradiyenti ifads edir. Ona
cot 0X, ‘

0 . - o
géro —— komiyyatino 4-6l¢iilii qradiyent deyilir. —Q--AlLl komiyyati 4-
ox,, 0X,
olgiilii divergensiyadir.

Deyilonlardon aydin olur ki,

iki-rangh 4-6l¢iili tenzordur.

u*v
2

Gostorak ki, — komiyyati relyativistik invariantdir, yani skalyardir:
ox
n
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= L' L' — —==39) = = =invar
w - up [} t vp 0 v ' 2 .
0x,0x | ox,0x, Ox, Ox;
(sonda v comloms indeksini p ilo avaz etmisik). Yuxaridak: skalyar ko-
miyyati agiq sokilds yazaq:
0 =, 18
w120
2 2 2
ox, c” ot

Bu Dalamber operatoru adlanir (Dalambertian).

§16. Umumi Lorens ¢evrilmolori va siiratlorin toplanmasi

Biz indiys qadar xiisusi Lorens g¢evrilmslari ilo masgul olduqg. Bu
cevrilmads K vs K inersial sistemlorinda koordinat oxlar1 bir-birins pa-

ralel idi va K" sistemi K-ya nazaran OX oxu boyunca V siirati ilo hero-

kot edirdi. Indi farz edan ki, K' sisteminin nisbi harakat siirati \Y ixtiyari
istigamatds yonalmigdir. Bu hal {igiin Lorens ¢evrilmalari genis imkana
malikdir. Xiisusi Lorens gevrilmasinds yalniz horskat istigamotindoki
(stirata paralel) koordinatlar (ysni x va x') gevrilirdi. Bu variantdan isti-
fado etmok iigiin T va T' radius vektorlarinin V -ys paralel va perpen-
dikulyar proyeksiyalarim1 (vo sonra toplananlarini) hesablayaq:
@) @)
1=y Vv

lunu oynayir. Onda 1, va t ligiin Lorens ¢evrilmolori diisturlan

. I, va 1, xiisusi Lorens gevrilmalorinds x v X' ro-

r +Vt' t+c—2r”

JlVVc _$—Wﬁf

(16.1)

-

. . T . i v
soklinds yazilir. Birinci tonliyi V istigamotindas vahid vektora ( V) vu-

V_@#w

raqvs [—=-—S—= t oldugunu nazors ala
q V V2 L, oldug q:
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L T4Vt
L= NG

Moslumdur ki, xiisusi Lorens ¢evrilmasinds enins koordinatlar (y vo

(16.2)

z) doyismir. Yoni T, =T, olur. Digor torsfden T, =T —T vo f, =T'-T
oldugunu nozars alarag, (16.2) baraborliyinin sol torafina t, vo sag tore-

fins iso ona baraber olan T, vektorlarim slavo edok. Sads hesablamadan
sonra (16.2) va (16.1)-dsn aling:
. HE
= 1 (r 'V)V Vt!
r=r'+ -1
J1-V3/¢? Jl V22 \/1 Vz/c

(16.3) koordinatlar vo zamanin éimumi Lorens gevrilmalari adlanir vo
K'-don K-ya kegidi icra edir. Adston iimumi Lorens g¢evrilmoalorine 3-
Olgiilii fazanin donmosini ds slava edirlor. Tars kegidi almagq ii¢iin bu

diisturlarda (-)' & (-), V — -V ovazlomeni aparmagq lazimdir:

(16.3)

—

\%

RE t
f’=?+( L -1]@’—-)5’- Vi oo- (16.4)

J Vi _,/I—VCZ/CZ'

Ixtiyari A, vektoru iigiin imumi Lorens gevrilmalori diisturlarm
almaq ii¢iin bu vektorun radius vektorla asagidaki oxsarhgindan istifads

etmok lazimdir: A = {A, 1Ay}, 1, ={f,ict}, T > A, ct— A,. Onda
A, vektoru liglin imumi Lorens ¢evrilmaloari
A=Au|-—1__|AVIV, VA,
TV T ovie

A, = 1 _(A'O+XA—J (16.5)
2/ .2
\% /c L ¢

soklinds yazilir. (16.4) ¢evrilmosini 4-6l¢iilii x =L x, soklinds yazaraq

pv v
buradaki L-in ifadssinin onun xiisusi haldak1 (14.5) yazihisindan g¢ox
farqlondiyini gérmak olar.

Umumi halda siiratleri relyativistik toplamagq iigiin (16.3) ifadslorini
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diferensiallamaq vo birinci berabarliyi ikinci beraberliys torsf-tarafs
bolmak lazimdir. Alinmis ifadada % =0 vo %% =V' oldugunu noazsrs

alsaq

v+ (L—lj V(Vo) +—\7—
J ) v

L 1+ 2‘__5_'
JU &
olar. Biz sadslik iigiin \/ 1-V? / ¢ komiyyatini \/_ ila isars etmigik. Son

barabarliyin suratind V vektorunu slavs edok va gi1xaq:

6'+\7+(L— 1]%/,7(\764 V)

U= Vv —
1 ( Vu'j
—=| 1+—~
JU ¢
Bu diistur V ilo ©'-in relyativistik «comini» ifads edir. Burada ¥' zar-
raciyin K'-da, U iss homin zarraciyin K-da siiratidir. (16.6) K'-don K-ya

kecidi icra edir. tors kegidi almaq iigiin uygun avezlomani aparmaq la-
zimdir:

O=

(16.6)

1

i VA
AW
JU &

Bu diistur «~V « ilo G-nin relyativistik «comidir». Toplanan siiratlor
kollinear olduqda (16.6) va (16.7) asagidaki soklo diigiir:

6—\7+[ )-\-/\’7(\76—\/2)

(16.7)

g=O*V GOV (16.8)
1+YP_’ 1__\2
c? ¢

Bu diisturlardan istifads edarak relyativistik fizikanin bir ¢ox masa-
lolorini hall etmak olur. (16.6) va (16.7) diisturlarmin soklini bir az dayi-
sorak, onlar asagidaki kimi yazmaq olur:
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o+ V+(1- J—)Vly[V[VG']]

= - ,
1+E
c2
- 1 e
5~V +(1-v )—[V[VB]]
o'= Vv . (16.9)
1_Yv
C2

Stirstlorin relyativistik toplanma diisturlarindan (16.6, 16.7 va 16.9)
goriiniir ki, geyri-kollinear siiratlor (\7 vo V', =V vo U) toplanma
diisturlarina geyri-simmetrik daxil olur. Demsli yekun siirat siiratlorin
toplanma ardicilligindan asihidir vs siiratlorin relyativistik toplanmasin-
da kommutativlik pozulur. Yalmz kollinear siiratlorin toplanmasinda
kommutativlik sorti 6donir, yani yekun siirat siirotlorin toplanma ardicil-
hgindan asili olmur. Bu (16.8) diisturlarindan askar gériiniir: V ilo 0'-
in yerlorini vo «—=V» ilo O -nin yerlarini doyisdirdikda yekun siirat day-
ismir. Bu xassalor koordinatlarin Lorens ¢evrilmasina da aiddir. Ardicil
aparilmig iki Lorens g¢evrilmosinin naticasi iimumiyyatlo aparilma ar-
dicilhindan asihdir. Bu, avvslki paraqraflardan bildiyimiz kimi, Lorens
¢evrilmosinin 4-6l¢iilii fozanin firlanmasi ila ekvivalent olmasi sortindsn
bilavasits alinir. Riyaziyyatdan molumdur ki, miixtolif oxlar boyunca
aparilmis iki ardicil firlanmanin (mos. Xt vo Yt miistovilorindo) naticasi
bunun hansi ardicilligla aparilmasindan asilidir.

§17. Lorens cevrilmolorinin bazi xassalari

Biz burada Lorens gevrilmolsrinin miihiim xassslorini qisaca gorh
edacayik.
Indi (16.4) imumi Lorens gevrilmasi diisturlarim

x, =L, X, (17.1)

soklinde yazaraq L,, Lorens ¢evrilmasi matrisinin elementlorini hesabla-
saq, gostararik ki, (14.5) ifadesindan forqli olaraq burada L matrisinin
biitiin elementlari sifirdan farqlidir vs 6zlari do miirakkab soklo malikdir.
Biz (17.1) ifadasina 4-6lgiilii Minkovski fazasinin firlanmasi zaman 4-
olgili radius vektorlarin gevrilmasi diisturu kimi baxiriq. Bu ¢evrilma
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bircins Lorens ¢evrilmasi adlanir. Bu ¢evrilmaye imumiyyotls ham 3-
6lgiilii fozanin firlanmasi ham ds bir atalot sistemindon digor stalat sis-
temino kegid daxilidir. Ly, matrislori bir qrup taskil edir vo bu Lorens
cevrilmasi qrupu adlanir. Bu qrupun xassaleri vo onun g¢evrilmo para-
metrlari haqda galocokds danisacagq.

Ogor biz 4-6lgiilii fozada 4-6lgili koordinat baslangicinin miiayyan
a, vektoru gador siiriigmesine (translyasiya) baxsaq, onda 4-lgiili radi-
us vektorlarin ¢evrilmasi

X, =X, +3, (17.2)

soklinds yazilar. Burada a, = {5, iao} strixsiz 4-6l¢iilii koordinat siste-

minin baslangicinin (x,=0 ndqtssinin) strixli 4-6l¢iili koordinat siste-
minda veziyyatini tayin edan 4-lgiilii vektordur (translyasiya vektoru-
dur).

Ogor 4-6lgiilii fazada hom firlanmam ve ham ds translyasiyan: noze-
ra alsaq, 4-6lgiilii vektorlarin gevrilma diisturlar

x, =L, x, +3a, (17.3)

soklinds olar. Bu gevrilmo geyri-bircins Lorens gevrilmasi va ya Puankare
cevrilmasi adlamir. (17.1), (17.2) va (17.3) gevrilmalori faza vo zamamn
simmetriya xassalorini ifads edon kosilmoz gevrilmalordir. Bunlara 3-

slgiilii fozann firlanmasim xarakterizo edon ii¢ adad bucaq (61,62,63), bir

stalot sistemindoan digorino kegidi xarakterize edan istonilon V = const
vektorunun ii¢ toplanam (Vx, Vy, V) va 4-8l¢iilii koordinat sisteminin ix-
tiyari translyasiya vektorunun dérd komponenti (a1, az, a3, as) daxildir.
Bu gevrilmolora daxil olan 10 kamiyyat geyri-bircins Lorens gevrilmasini
(Puankare gevrilmosini) xarakterizo edsn kasilmez parametrlordir. Ogor
fozanin transilyasiyasii nazers almasaq, onda 6 kamiyyst (01, 62, 63, Vx,
Vy, V) bircins Lorens gevrilmssini xarakterizo edon parametrlor olur.
Bundan slavs 4-5l¢iilii fozada (foza-zamanda) diskret gevrilms simmetriy-

as1 movcuddur. Buraya 3-6lgiilii fozamin inversiyas:i (inikast) X; =-X;
-1 0

: . . . : -1

(i=1, 2, 3), yoni sag sistemdan sol sistema kegid: P = { -
0 +1
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diagonal matris, zamann inversiyasi1 t'=~t: T = — dia-

0 -1
qonal matris va 4-6lgilii fozamin tam inversiyasi x'p =-x,(n=
-1 0

1,2,3,4): R=PT= : — diaqonal matris daxildir.
0 -1
Indi Lorens gevrilmasinin (15.7) ortogonalliq gartindan istifads edo-
=/L,,L

1ok gevrilms matrisinin determinantini hesablayaq: | L

uvLup e =

~ 2 _
' va, Il Lpp |:l va || Lpp |:| Lpp | :I 6\/p ':1 \C ya I Lp,p |— il'

Cox vaxt | L | determinantim sadacs [L | ssklinds yazirlar.
IL|=+1 | (17.4)

sartini 6doayan ¢evrilmolor bircins maxsusi Lorens ¢evrilmalori adlanr.
(17.4) sortino unimodulyarhq deyilir.

| L|=~1 sertini 6dayan gevrilmoalor geyri-moaxsusi Lorens gevrilmalori
adlanir. Burada foza va zamanin inversiyasi da istirak edir.

Zaman oxunun istiqamatinin saxlandigi (inversiya etmadiyi) biitiin
cevrilmalor ortoxron gevrilmalor adlanir.

Bircins moxsusi Lorens ¢evrilmalorini icra edon matrislor coxlugu
bir qrup toskil edir (Lorens qrupu). Bu qrupun elementlori 6 kasilmoz
parametrin biitiin miimkiin qiymstlorine uygun olan matrislordir. Onlar:
Li,L2,Ls ... va's. ilo isara edirlor. Onlar qrupun «vurma»* smsliyyatina
tabe olaraq asagidaki 4 sorti 6dayir:

1) Qrupda istonilen iki elementin hasiline uygun iigiincii element
mdéveuddur: L)L, =L,.

2) Elementlarin hasili assosiativ qganuna tabedir:

L,L,L;)=(L,L,)L, =L L,L,.
3) Qrupda asagidaki sorti ddayan vahid Lo = I elementi mévcuddur:

* Qrupda "vurma" smoliyystini yalniz hasil kimi deyil daha genis mo'nada
(ba'zon toplama kimi va s.) basa diismak lazimdir.
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LL,=L,L=L.
4) Qrupun har bir L elementinin tors L™ elementi vardur:
LL'=L"L=L,=1I.
Lorens qrupu iimumiyystlo kommutativ deyildir: L,L, # L,L, .

Bu grup kasilmoaz qrupdur, ysni onun 6 parametri kasilmaz doyisir.
Bu parametrlori adsten o,, £=1,2,3,4,5,6 ils isara edirlor. Kosilmaz

qrup Li grupu adlanir. 4-6lgiilii fazanin moaxsusi ortoqonal bircins fir-
lanmasini tasvir edon bu qrupu ¢ox vaxt SO (3.1) ila isars edirlor.
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III FOSIL
PSEVDOEVKLID FOZASININ BOZi XASSOLORI

§18. 4-6l¢iilis Minkovski fozasi va psevdoevklid handasasi

Aparilan ¢ox sayh tadqiqatlar gostarir ki, fiziki proseslorin bag ver-
diyi real fazanm metrik xassolori psevdoevklid hondasasi ils tasvir olunur
(bax : slava). Bunu izah etmok iigiin gravitasiyan1 nazars almayaraq ata-
Iot sisteminds Nyuton-Qaliley mexanikasinda foza ve zamanin xasssls-
rini aragdiraq. Asanlhqla gostormok olar ki, Nyuton mexanikasinin tan-
liklori, mos. (8.2) harakat tonliyi 3-6l¢iilii fazada koordinat sistemi bas-
langicinin miisyyan sabit vektor qadar yerdayismasi (translyasiyasi) vo
zamanin miioyyen qodor siiriismasi v hom ds koordinat sisteminin
miioyyan bucaq qader dénmssi (firlanmasi) zamani invariant qalir. 3-
olgiilii fazada tranalyasiya va firlanma Evklid fozasinda bir qrup togkil
edir. Bu qruppa sorti olaraq G; deyak. Tacriibalor gostorir Ki, ii¢-6l¢iilii
faoza Evklid fozasidir. Bu fazanin metrik xassalori iki noqte arasindaki
moasafs ils tayin edilir. Bu mosafs Dekart koordinat sisteminds Pifagor
teoremi vasitasilo miiayyan edilon

02 =, =% +(y, -y) +(z, —2)° (18.1)

komiyystidir. Buraya biitiin kvadratik hadlsr eyni isars ils daxil olur va
bu da Evklid metrikasinin asasm togkil edir. Iki néqts bir-birins ¢ox ya-
xin oldugda moasafs (onun kvadratr)

de? = dx?* + dy?* +dz? (18.2)

soklinda yazilir.

3-6l¢iilii fozada otalst sisteminda biitiin masafalor vo Nyutonun qa-
nunlar1 G; qrupuna nazsran invariant qalir. Bu onu gostarir ki, 3-6l¢iili
faza bircins va izotropdur, zaman iss bircinsdir. Yoni biitliin foza noqts-
lari va zaman anlarn eyni hiiquqludur vs biitiin istiqamatlor eyni giic-
lidiir.

Digor torafdon molumdur ki, Nyutonun (8.2) herakot tonliyi (8.1)
Qaliley cevrilmolorins nazaran invariantdir. Qaliley ¢evrilmoalari ds qrup
taskil edir va onu sarti olaraq G2 qrupu adlandiraq. Bu qrup Gi-dan
forqli olaraq mexaniki sistemin harakatini, onun halinin doyismasini tos-
vir edir. Bu qrup homiss slahidds (ayrica) yer tuturdu.

Yuxarnida geyd etdiyimiz iki ¢evrilma qrupu: zamanin bircins va fa-
zann bircins va izotrop olmasi xasalarini oks etdiran grup (Gi) va Qali-
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ley gevrilmasi qrupu (Gz) bir-birindan asili olmadan méveud idi va bun-
lar arasinda six slaganin varligi H. Minkovskinin iglorina gador tam
miioyysn edilmomisdi.

Minkovski 1908-ci ilds Kélnds alman tadqiqateilan garsisinda gixis
etdiyi «Faza va zaman» moruzesinds qeyd edirdi: «Sizo tagdim edacoyim
foza vo zaman haqda miilahizslorim eksperimental-fiziki asasa malikdir.
Onlarn giicli do mahz bundadir. Onlarin mahiyyati ¢ox radikaldir. Indi-
dan bels fozanin 6zii-6zlityiinds va zamanin 6zii-6zlilyiinds méveud olmasi
fikri fiksiyadir (yanhsdir) vo yalniz onlarin hor ikisinin miisyysn birlosmo
formast mévcud olmahdir ...» H. Minkovski 1908-ci ilds Diinyanin 4-
oleiilii monzarasinin qurulmasini tamamiadi va onun ssasinda uygun fiziki
model yaratdi.

4-5lgiilii foza-zamanin (buna foza-zaman kontiniumu da deyilir) iza-
hinda oyanilik yaratmaq t¢iin Minkovski fizikaya isiq konusu anlayisi
daxil edir va bu anlayis nisbilik nazariyyssinde miihiim ayani model kimi
¢ox bdyiik rol oynayir. K atalst sisteminds t; aninda ii¢ 6l¢iilii fozanin
X1,y1,21 noéqtesindan buraxilan isiq signali sferik dalga soklindo yayilir
(bax: §9) va onun tenliyi 3-6lgiilii fazada asagidaki sokildas yazilir:

(x, —Xl)z +(y, “Y1)2 +(z, _Zl)z = Cz(tz _t1)2~ (18.1)

Burada x3, y2, z2 kamiyyatlari t; zaman aninda sferik dalga cobhasinin
catdigr foza noqtasinin cari koordinatlaridir. Belolikls ii¢ 6lgiilii fazada
is1q sferik simmetrik sokilds yayilir vo dalganin sferik cobhasinin R=c(t,-
t1) radiusu zaman kegdikcs artir. Bunu 4-6l¢iilii fazada neca tasvir etmok
olar? Bunun iigiin (18.1) tanliyinin sag torafini sola kegirarak bu tanliyi x,
Yy, Z va ¢t koordinatlarinda

(X, =%) 2 + (¥, = y1) +(z, —2,)* —=c*(t, —-t,)2 =0 (18.2)

soklinds yazmaq lazimdir. Bu tonlik 4-6lgiilii fazada (4-cii koordinat
ct-dir) konus sathini tasvir edir vo buradan da isiq konusu adi meydana
golir. (18.2) kvadratik formaya bazi hadlar oks isars ilo daxil olur va bu
da 4-8lgiili Minkovski fazasinin psevdoevklid xassssini ifads edir. ©gar
biz t)=0 aninda x;=y1=z,=0 gabul etsok (yani, baslangic anda isigin ko-
ordinat baslangicindan buraxildigim farz etsak), kvadratik forma va ya
isiq konusu sathinin tonliyi sads soklo diisar:

x?+yr+z2—(ct)? =0. (18.2)

Indi biz Minkovski fozasinda 4-cii koordinat olaraq ct yox, xoyali
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ict kamiyyatini qabul etsak, (18.2") tenliyi asagidaki kimi yazilar:
x2+y? +2% +(ict)’ =0. (18.3)

(18.2")-don forgli olaraq burada axirinct hadd ds «miisbat» isara il

daxil olur. Beloliklo biz xayali i= V-1 vahidinden siini istifads edarok
formal olaraq zamana da foza xassolorini aid etmis olurug. Foza va za-
man koordinatlar1 eyni hiiquqludur vs onlar vahid bir tam taskil edir.

Bu, ii¢ 6lgiilii fozadaki firlanma anlayisim 4-6l¢iilii foza tigiin imumi-
losdirmays imkan verir. Ona géro do biz Lorens ¢evrilmalarini 4-ol¢iili
fozanmn firlanmasi iisulu ilo almigiq. Xayali i vahidini bu sokilds daxil
etmaklo biz golacakds Minkovski fozasinda kovariant vo kontravariant
komiyyatlar arasindaki farqi siini yolla aradan qaldira bilacayik.

Minkoski fozasinda kvadratik formani digar ekvivalent sokilds ds
toyin etmak miimkiindiir. Bunun iigiin (18.1) sferik dalga tsnliyinin sol
torofini saga kegirorak, onu asagidak: kimi 4-6l¢iilii sokilde yazmaq la-
zimdir:

cz(tz —tl)z - (X, —xl)z —(y, "Y1)2 —(z, _21)2 =0. (18.4)

Bu da 4-6lciilii fazada konus sothinin tanliyidir. Burada t,=0 va x;=y1=
=7,=0 qabul etsak, kvadratik forma sads soklo diigar:

cit?—x*-y*-z?=0. (18.4)

Alinmis (18.2), (18.2") va (18.4), (18.4)) kvadratik formalar1 bir-
birindon zaman koordinati kvadratinin isarssi ilo farqlonir. Fizikada
sortlosmisler ki, (18.2), (18.2") kvadratik formalara monfi signatural
(18.4), (18.4") kvdratik formalara is> miisbat siqnaturah formalar desin-
lor. Bu signaturalar bir-birins ekvivalentdir, lakin biz ssason miisbat
signaturani se¢acayik.

DOgar qobul etsak ki, X1,y1,21,t1 Vo X2,¥2,22,t2 yalmz isigin yayilmasi ilo
slagadar olan hadisaler deyil, istonilen iki ixtiyari hadisadir, onda (18.2)
vo (18.4) kvadratik formalar sifirdan forqli olacaqdir:

§122=(Xz"xl)2"'(}’2‘)’1)2“L(Zz_zx)z_Cz(tz"tl)z~ (18.5)
Slzz:Cz(tz—tl)z_(Xz—xl)z_(Y2“Y1)2"(Zz"zl)z- (18.6)

Burada §122 ve S?, monfi vo miisbot signaturada 4-6lciilii fozada bu iki
hadisa (vo ya iki diinyavi ndqts) arasindaki masafonin kvadrati olaca-
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qdir. Biz bilirik ki, (bax: §9) S2 vo S%, bu iki hadiss arasindaks intervaln

kvadrati adlanir vs 6zlori do relyativistik invariantdir. Hadisoalor (diinya-
vi néqtslor) bir-birina ¢ox yaxin olduqda diferensial interval anlayisin-
dan istifads edirlar:

dS = \/dx2 +dy? +dz? ~c2dt? . (18.7)

dS = y/cdt? —dx? —dy® —dz? . (18.8)

dS vs dS monfi vo miisbat signaturada 4-6lgiilii Minkovski fozasin-
da bir-birins sonsuz yaxin iki noéqto arasindaki masafoni ifads edir. On-
lar 4-6lgiilii fozanin metrik xassalarini, onun handasasini xarakterizos edir
va har ikisi psevdoevklid metrikasidir.

Deyilonlars yekun vuraraq qeyd edok ki, biitiin fiziki proseslor 4-
ol¢iilii fozada, yani foza-zamanda bag verir va onun handasasi psevdo-
evklid handasasidir. Foza vo zaman birlagorak vahid bir tam taskil edir
vo onun hondasasi (18.6) intervah ilo miisyyan olunur. 4-6l¢iilii Minkov-
ski fazasi izotrop va bircinsdir (4 adad koordinata gors). Olbotta, faza-
zaman kontiniumunun burada sorh edilon xassalori atalat sisteminds va
gravitasiyani nazoars almadiqda dogrudur.

4-olgili  x, ={x,X,,X;,X, =ict} radius vektorunu daxil edsrsk

(18.7) va (18.8) ifadalorini y1gcam sokilds yaza bilorik:

~

dS =,/dx; . (18.7)

dS=-dx2 . (18.8)

§19. Psevdoevklid miistavisi vo
Lorens ¢evrilmasinin hondasi tosviri

Psevdoevklid fazasinin xassalarini psevdoevklid miistovisi timsalinda
daha asan 6yranmak olar. Psevdoevklid fazasinin metrik xassalorini xa-

rakterizo edon dS* = —dxf1 intervalinda x2=x3=0 gabul etsak psevdoevk-

lid miistovisine ke¢mis olariq (yani, iki 6lgiilii psevdoevklid fazasi). Bili-
rik ki, 4-6lgiili fozanin (X,r) kompleks miistavisinds koordinat oxlarinin
firlanmasi koordinatlarin Lorens ¢evrilmasini, yani K-dan K' otalot sis-
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temina kecidi ifads edir. (X, t=icT) kompleks miistovi oldugundan y
firlanma bucag1 da xayali idi. indi kompleks (X,t) miistovisindon haqigi
(X, ¢T) miistavisins kegok va c¢T-ni Xo-la igars edak. (X,Xo) miistavisinds
(XOXo) diizbucagh koordinat sistemi quraq. Bu miistovidoa XOXo
diizbucaginin bissektrisi igiq siiasinin yayilmasim tasvir edan diinyavi
xatt olacaqdir: x = ct (sokil 19.1-da qiriq xatt).

Qeyd edok ki, orijinaldaki psevdoevklid miistavisi (iki dlgiilii psev-
doevklid fazasi) ilo onun kagiz miistavisinds (adi planimetriyada) sorti
tasviri arasinda miisyyan forqlor, tahriflor mévcuddur. Biz galacokds be-
15 hallarda orijinaldaki psevdoevklid miistavisinin metrik xassalarini asas
gotiiracayik. Bu forglar labiiddiir vo onlar Yer kiirasinin sathi ilo onun
miistavi xoritadoki tasviri (oksi) arasindaki tohriflors oxsayir.

$okil 19.1

K-dan K'-2 kegid diisturlarinin 3-6lgiilii ifadasini yazaq:

x|=x_Bx0 X' _XO_BX

1-p2  ° Ji-p?

V 1
Burada p=—, x,=ct. Bu disturlarin komayi ilo K'-doki (X'OX,)
c

(19.1)

koordinat oxlarinin K-daki (XOXo) koordinat oxlarina nazsron vaziyye-
tini miioyyan edak. Sokil 19.1-don gériiniir ki, bu oxlar eyni basg-

langicdan ¢ixir (X =X, =0 sortindon x'=x, =0 almir) va 0X, oxu
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tglin x'=0 olur, yoni x=Bxo tonliyi alinir. Bu, OX'0 oxunun (X,X,)

miistovisinds yazilmig tonliyidir. Buradan a4 =B =tge aliir. Demsli
X9

OX, oxu OX,, oxu ils ¢ bucag toskil edir. Eyni qayda ilo OX' oxu

dgiin: x'0 =0, yoni Xo=px alimir. Bu da OX' oxunun (X, X, ) miistovisin-
ds yazilmig tonliyidir. Buradan da dde2=[& =tge alinir. Belolikls, OX'
X

oxu da OX oxu ila @ bucag toskil edir. Demsli, K atalat sistemindon K'
astalet sistemino kegid, yani Lorens ¢evrilmalari diizbucagh (XOXo) ko-

ordinat sistemindon «gapbucaql» (itibucagh) (X'0OX,) koordinat siste-
mins kegids uygun golir.

Burada yeni oxlar uygun kohns oxlarla eyni bir g=arctgp bucag
amola gatirarak bissektrisa toraf donmiis olur (sokil 19.1). K' otalat siste-

minin siirati = v artdigca (p — 1) yeni oxlar bissektriss daha gox ya-
c

xmlagir. Qeyd edak ki, orijinalda (yani psevdoevklid fazasinda) har iki K
va K' sisteminds oxlar ortoqonaldir. Lakin tasvirds (yani adi miistavida-
ki yaziligda) har iki sistem ortoqonal ola bilmaz. Sistemlordan yalniz bi-
I, yoni tasvir ligiin asas gotiiriilon bir sistem (masslon XOXp) ham oriji-
nalda hom ds tasvirds ortoqonal ola bilar. Digar sistemlar isa tasvirds
«gopbucaqgli» olacaqdir. Ogar tasvirds asas sistem olaraq K' atalat siste-

mindaki ortogonal X'OX, koordinat sistemini gotiirsak va K'-don K
otalot sistemino ke¢mok igiin (19.1) disturlarinda (--)'>(::1) va
V — -V ovazlomasini aparsaq, gorarik ki, XOXo koordinat sisteminin
oxlar1 uygun diizbucaql X’OX'0 koordinat oxlari ils eyni bir p=arctg(-
) bucag amalos gatirarok bissektrisdon uzaqlasar va aks torafs donar.

Bu zaman tasvirds X' OX'0 ortoqonal sistem, XOXo is3 «gapbucaq-

li» (korbucaqli) koordinat sistemi olacaqdir. Psevdoevklid miistovisinin
bundan slava digsr goriba xassalori vardir. Qeyd edak ki, orijinalda
psevdoevklid miistavisi vo onun kagiz iizorinds sorti tasviri xarici gorii-
niisco (afin xassalorina gora) bir-birina oxsar olsa da, metrik xassalorins
gora bir-birindon kaskin farqlonir. Masalon, psevdoevklid miistavisids
ortogonal olan vektorlar va ya bsrabar pargalar, onun adi gokil miistovi-
sindoki tasvirde ortoqonal qalmayacaqlar vo pargalar da borabar ol-
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mayacaqdir. Buna géro tosvirds psevdoevklid miistovisi ilo ehtiyath do-
lanmaq lazimdir. (X, Xo) psevdoevklid miistavisinda ortogonal (XOXo)
koordinat sistemi se¢cak vo ABC diizbucagh iigbucagini quraq (sokil
19.2).

X0 M
4
B
0
/-\I,'
C
l’ A .- -v N
T )o
0 -+X
Sakil 19.2

Ugbucagin topalorinin koordinatlarim bels isars edok: A(xo1,X1),
B(xo2, X2), C(xo1, X2). Ugbucagin katetlari adi planimetriyadaki kimi
AC=x7-x1, BC=x02-X01 soklindadir. Psevdoevklid miistavisinds intervalin

kvadrat: AB® = (x,, -~ X,,)’ —(x, —%,)’ =BC? -CA’ =invar soklin-
dadir. Bu adi Pifagor teoremins ziddir va ona géra psevdo-Pifagor teo-
remi adlanir: AB2=BC?-CA2 vo ya BC2=CAZ+AB2.

Psevdoevklid miistavisinda bir-birins ortoqonal iki OM vo ON vek-
torlarim1 gotiirok. Onlarin son néqtalarinin koordinatlarini belo isars

edok: x™,x}' va x",x} . Minkovski fazasinda (psevdoevklid miistovi-

sinda) bu vektorlar ortoqonaldir: OM-ON =0. Minkovski fozasinda
vektorlarin skalyar hasili ifadssindon istifads edorok x“x™ —x'xy =0

M . .. .
aling. Buradan x :x(l;'I =xp :X" nisbotini taprq. Buradan alnir ki,

OM vektorunun OXo oxu ilo smolo gotirdiyi bucagin tangensi
M

(tgo= X—M ), ON vektorunun OX oxu ilo amals gotirdiyi bucagn tangen-
X
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N
sina barabordir (tge = X—%). Bu o demokdir ki, orijinalda ortoqonal olan
X

vektorlar tosvirds ortoqonal olmayib, bir-biri ilo g— 2¢ ¢op bucag al-

tinda gorisiirlor (sokil 19.2, qiriq xatlor).

(X, Y) Evklid miistavisinds ¢evra koordinat baglangicindan (O-dan)
eyni masafads yerlogmis noqtalorin handasi yeridir: x2+y2=r2. Burada r
¢evranin radiusdur. Indi (X,Xo) psevdoevklid miistavisinds radiusu p vo

morkazi O olan gevra ¢gokok. Bu, uzunlugu p olan x, vektorunun ucunun
¢izdigr ayridir: xi =p’. Psevdoevklid miistavisinda vektorun kvadrati

X2 =x" —x; oldugundan, bu miistavide gevrenin tonliyi
x?-x! =p? (19.2)

soklinds yazilir. Minkovski fozasinda vektorun uzunlugunun kvadrati

>
p? =0 ola biler. ©vvalcs farz edok ki, p?=0. Onda (19.2) gevrs tonliyi iki

diiz xatts gevrilir: X =X, va X =-X,. Bu xatlor koordinat baslangicin-

dan kegon is1q siiasinin yayilmasi xatloridir (izotrop xstlor). Onlar koor-
dinat bucaqlarinin bissektrislori olub psevdoevklid miistovisini dord
kvadranta boliir (sokil 19.3, punktir xatlar).

Indi forz edok ki, p2>0. Hoqigi miisbat a komiyyatini segok va p=a
gabul edsk (yoni, ¢evranin radiusu haqiqidir). Xiisusi halda a=1 gotiir-
sak, vahid radiuslu gevrs alariq:

x?-x2=1. (19.3)

Bu, tosvirds barabar yanh hiperbolun tanliyidir, onun haqiqi oxu OX-
dir va x =+1 va x = -1 noqtalerinds hiperbol bu oxu kasir (sag-sol qa-
nadl hiperbol).

Farz etsok ki, p* =—a’® <0, yani p=ia, biz xayali radiusa malik ¢ev-
ra alariq. Yena da a=1 gabul etsak, ¢evranin tonliyi

x> —x2=-1 voya x}-x’=1 (19.4)

olar. Bu da tasvirda haqigi oxu OXp olan barabar yanl hiperbolun tan-
liyidir vo x, =+1 noéqtalerinds hiperbol OXo oxunu kasir (yuxari-asagi

ganadli hiperbol).
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Oriqginaldak: ¢evranin tasvirdo miixtalif ayrilora g¢evrilmasi psevdo-
evklid metrikasinin xassasidir va bu, heg kasds taacciib dogurmamaldir.
Koordinat baslangicindan hiperbollarin topslorina gadar olan masafolor
vahide barabar oldugundan (OA=0B=1, OC=0D=1) bunlar migyas
hiperbollar: adlanir.

Sokil 19.3

Saokil 19.3-da izotrop (punktir) xatlor hiperbollarin asimptotlari
olur. 4-6l¢iilii vektorlarin kvadratlar biitiin otalst sistemlarinds invari-
ant oldugundan (19.2), (19.3), (19.4) tanliklori va sokil 19.3-do tasvir
olunan ayrilar istonilon stalat sistemi ii¢iin dogrudur. Miqyas hiperbolla-
rindan istifado edarsk Lorens g¢evrilmasindan ¢ixan naticalori handasi
olaraq ¢ox asanliqla izah eda bilarik.

Analoji olaraq gostara bilorik ki, yiiksok 6lgiilii (iig, dérd va s.) psev-
doevklid fazasinda izotrop xatlor izotrop konuslara (isiq konuslarina) va
hiperbollar isa hiperboloidlars ¢evrilacokdir. Qeyd edak ki, 6lgiilori ii¢ vo
daha ¢ox olan sathlor hipersathlor va ya hipermiistavilar adlanir.

Indi horokst edsn xatkesin qisalmasim hondssi olaraq izah edok.
19.3-cii goklin birinci kvadrantini ¢akak va orada K vo K' atalst sistemlo-

rinin X,Xo va X', X, oxlarini qeyd edsk (sokil 19.4). Bilirik ki, istonilon

atalat sisteminda miqyas hiperbollar1 koordinat oxlarindan vahid parga-
lar kosir. Farz edak ki, vahid uzunluglu OA xatkesi K-da siikunatdadir,
va ona gora bu xatkesin O va A uglarinin diinyavi xstlori K-da OXo vo
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AA olacaqdir (siikkunstdaki cismin diinyavi xatti zaman oxuna paralel-
dir). Migyas hiperbolu X vo X' oxlarindan vahid OA=0OA'=1 parg¢alari-
m kosir. Baxdigimiz xatkes K'-o nozoron harokst edir vo K'-ds onun
uzunlugunu 6lgmok {igiin xatkesin uc néqtslorinin koordinatlarim eyni

bir X, = CT'=const aninda bilmak lazimdir. Bu o demakdir ki, xatke-

sin uclariin diinyavi xatlorini har hansi X;) = const xatti ilo, masalan,

OX' oxu ilo kasmoak lazimdir (bu T'=0 anina uygun golir). Onda xatkesin
K'-ds uzunlugu OA" olacaqdir.

Xo .
F' Xo
A
X 1]
All
Al
o) n »X
Sakil 19.4

Sakildan gériiniir ki, OA"<OA'=1. Harakat edon xatkesin uzunlugu
qusalir. Biz xotkesi K'-da siikunatds gotiirarok, analoji yolla géstara bile-
rik ki, K-da onun uzunlugu qisalmis olacaqdir.

Indi harakat edan saatlarin gostorislorini grafiki yolla miigayise edok
(sokil 19.5).

Bilirik ki, baslangic anda O va O' iist-iista diisdiikds oradaki K va K'
sisteminin saatlar1 eyni bir t=0 va t'=0 anlarim gostorir. Farz edak ki, bas-
langic anda K sisteminin bir saat1 O-da va K' sisteminin bir saat iss O'-do
yerlosmisdir vo onlar eyni bir zaman amm t=t'=0 geyd edirlor. K' sistemi-

nin saatin (horokst edan saat) diinyavi xatti OX,-dir. Bu saat haroket
edorak B' néqtesine catdigda onun gostarisi t, =1 olacaqdir. Ciinki,

miqyas hiperbolu koordinat oxlarindan vahide boraber parcalar kasir
(OA=1, OB'=1). B' néqtasinin K sisteminds koordinatlar1 x; vo OB-dir.
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$akil 19.5

Demoali, K' sisteminin B' saat1 ils K sisteminin x; néqtasinda yerlos-
mi§ saatmin gostorisi miiqayiss olunur (giinki, bu saatlarin diinyavi xat-
lori B' néqtasinda kasisir, yoni B' saat1 harakat edarok x;-ds yerlosmis K
sisteminin saatinin yamindan kegir). Sokildon gériiniir ki, bu satlarin go-
stariglori ts=OB>OB' olacaqdir (bels ki, OA=OB'=1 vo OB>0OA=0B").

Yoni harokat edon saat geri qalir: t,, <t,.

§20. Relyativistik fizikada «okizlor» mosalasi

Ovvallordo qeyd etdiyimiz kimi Eynsteynin xiisusi nisbilik noza-
riyyasinda (x.n.n.) heg bir «paradoks» yoxdur. Yalniz x.n.n.-in sortlori
pozulduqda «paradoks» amals galir.

Indi bir qadar otrafli «akizlor» mosslasins nazor salaq. Boazon buna
«akizlor» paradoksu deyirlor. Ogar «akizlor» bir-birino nazaran inersial
harakat edirsa, onlarin har biri eyni hiiquqla deyacak ki, digarinin saati
geri qalir va o, gec qocalir. Burada heg bir ziddiyyat yoxdur v bu, belo
da olmaldir. Ciinki har iki inersial sistem (I vs II okizlo bagh sistemlor)
eyni hiiquqludur vs saatlarin Eynsteyn longimasini hor iki sistem iigiin
sOylomok olar. Digor torafdon qeyd edok ki, inersial harokat edon iki
«okiz» yalmz bir dofs goriigo vo 6z saatlarinin gostorisini bilavasits tu-
tugdura bilorlor. Sonra onlar bir-birinden uzaglasir v saatlarin géstari-
sini bir-birins radio dalgas1 gondsrmokls miiqayiss edirlor. Bu miigayi-
sads Lorens gevrilmoasindan istifads edarak hor bir «akiz» yaqin edacak-
dir ki, digorinin saat: (harakat edan) geri qalir.

Ogoar «akizlarin» her ikisi va ya biri qeyri-inersial harokat edorok
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baslangicda ve sonda onlar bir-biri ilo gériigorlorss, masalo bir godor
doyisar.

Farz edak ki, I okiz K atalat sisteminin koordinat baglangicinda (O
noqtesindo) sitkunatdir, IT okiz iss ona nazaran Horokoat edir.

ovvalca sadalik iigiin forz edok ki, har iki okiz O ndqtasinds oldugda
0z saatlarini tutusdururlar (tf = tg =0) va sonra II akiz sabit U siiratilo

harakat edorak I akizdan uzaqlagir. O, har hansi A ndqtesinds siiratinin
istigamatini oksina doyigarak sabit —U siiratilo geri qayidir va I okizlo
yenidon goriigiir. Onlar saatlarim yenidan tutusdurdugda, yaqin edirler
ki, II okizin saati1 geri qalir:

t, =41-B%t,. (20.1)

Burada f =—, t; va t; birinci vs ikinci okizin 6l¢diiyli zaman miiddati-
c

dir.

Bu naticeni izah etmoak iigiin akizlorin diinyavi xatlorini ¢okok (sokil
20.1). T akiz O ndqtasinds siikkunatds olduguna gérs onun diinyavi xatti
OXo oxu boyunca yonslmisdir. IT akizin diinyavi xatti iss OAB siniq xot-
tidir. Okizlor yeniden koordinat baslangicinda (yoni B noqtesinda)
gortsiirlor (B va O néqtalarinin faza koordinatlari eynidir, yani x=0-dir).

X,

A

D
B

Sokil 20.1
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B néqtasi akizlorin diinyavi xatlorinin kasisdiyi noqtadir. Malumdur
. 1

ki, horakat edan obyektin (saatin) elementar maxsusi zaman1 —dS gsok-
c

linds ifads edilir (bax: (10.2)).
Burada dS diferensial interval vo ya obyektin diinyavi xattinin uzun-
luq elementdir. Ogar saat (va ya obyekt) sonlu diinyavi xatt cizirsa, saa-

b
tin gostordiyi zaman miiddati 1 IdS inteqral ilo ifads edilacokdir. Bu-
c

rada a va b diinyavi Xattin baslangic va son néqtsloridir. Buradan aydin
olur ki, I va II okizin saatlarinin gostariglori 1/c daqiqliyi ilo OB va OAB
diinyavi xatlarinin uzunluguna barabardir. OB vo OAB xatlarinin uzun-
luglarim1 miiqayisa etmok iigiin A noqtasindan OXo oxuna AE perpendi-
kulyarimm endirok va psevdo-Pifagor teoremindsn istifads edok:
EB2=EA2+AB?, OE2=0A2+AE?2. Buradan EB>AB vo OE>0OA miinasi-
batlari alinir. Bu o demakdir ki, OB=OE+EB diinyavi xattinin uzunlugu
(I akizin) OAB diinyavi xattinin uzunlugundan (II okizin) bdyiikdiir. Be-
lalikla harakat edan okizin (II akizin) saati geri qalir va o, gec qocalir.

Indi masaloni bir qodor miirokkablosdirak. Baslangic anda okizlor O
noqtasinds 6z saatlarimi tutugdururlar va sonra I skiz koordinat bas-
langicinda siikunatds qahir II akiz iss istanilon qapal ayri-xatli trayekto-
riya lizra (OFD ayrisi) geyri-inersial harakat edarak avvalco ondan uza-
qlagir vo sonra yenidon ¢ixis noqtasing ixtiyari sokildo yaxinlasaraq I
okizlo goriigiir. Okizlor saatlarin yenidon miiqayiss etdikds molum olur
ki, II okizin saat1 geri qalir. Bunu izah etmak ii¢iin yens do akizlsrin
diinyavi xatlarini ¢okak. Siikunatds olan I skizin diinyavi xatti OXo oxu
boyunca yonslmig diiz xatdir. IT skizin diinyavi xatti har-hansi ayri xatli
qapali OFD trayektoriyasidir. Diinyavi xatlor D noqtasinda kasigir (D va
O noqtalorinin foza koordinatlar: eynidir, yani x=0-dir). I va II akizin
sorf etdiyi zaman miiddatilori 1/c daqiqliyi ilo OD diiz xattinin (I akiz) va
OFD oayrixatli trayektoriyanin (II akiz) uzunluglarina barabardir.

IT okizin ayrixatli trayektoriyasini els kigik diizxastli elementlors (AS;,
1=1,2,...,N) bdlmak olar ki, har bir elementda harokats inersial harakat
kimi baxmaq miimkiin olsun. Bir elementdan digsrina keg¢dikds siirat
sigrayisla dayisir va bu anda inersialliq pozulur. Har bir diizxstli AS;
elementini diaqonal hesab edorak onun iizorinds elementar diizbucaqli
tigbucaq quraq ve OXp oxuna paralel va perpendikulyar olan elementar

a

katetlori AS! vo AS; ils isara edok. Psevdo-Pifaqor teoremina gdro hor
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bir iigbucaqda AS’i' > AS; olacaqdir. Son ifadads pargalar tizra comloms

aparsaq (i=1+N) sol torafdo OD xottinin uzunlugunu, sag torafds isa
OFD oyri xatli trayektoriyanin uzunlugunu alms olariq.

Belolikla, OD xattinin uzunlugu OFD oyri xottin uzunlugundan
béyiik olur, yani II akizin saat1 geri qalir va o, gec qocalir.

Deyilanlardsn aydin olur ki, psevdo-Evklid miitavisinds iki hadisani
birlogdiran ayri diinysvi xattin uzunlugu homin hadisslor arasindaki diiz
xattin uzunlugundan kigikdir. Eyni s6zleri biitévlukdo Minkovski foza-
sina aid etmak olar. Qeyd edak ki, diinyavi xatler zamana oxsar interval-
lardan taskil edilmalidir. ©ks halda hadisaler arasinda sabobiyyat slagasi
pozulardi.

Okizlor masslasinin fiziki mahiyystini izah edorkon nazers almagq la-
zimdir ki, I okiz homigs inersial harakat edir va Eynsteynin xiisusi nisbi-
lik nazariyyasinin (x.n.n.) prinsiplarina sadiq qalir. Buna gors ds onun
digor okizin saatinin geri qalmas1 haqda miilahizalori homiss toplanir. II
okiz isa trayektoriyanin bazi hissalorindo geyri-inersial horokat edir va
miixtalif tacillors moruz qalir. Bu akiz OAB siniq xattin iizarinds A néq-
tosinds siiratinin istiqamotini sigrayisla sksina dayisir ve ¢ox boyik tacil
alir. Oslinds A ndqts yox miisyyan oblast olmalidir. IT okiz A ndqtasinin
yaxin atrafi istisna olmagla siniq xattin diger hissalerinds inersial hars-
kat edir. Digar halda II akiz OFD syrixatli trayektoriya boyunca harakot
etdikda isa AS; pargalarinin birindon digorina keg¢dikda siiratini kaskin
dayisir va tacills horakat edir. Umumiyystls I skiz x.n.n.-in prinsiplsrini
pozur vo onun digar akizin saatinin geri qalmasi haqda miilahizslari bir
par¢adan-digorino kegdikds dayigir va bu gecikmolor tam toplanmur.
Buna gora da IT okizin saat1 homiga geri qalir.

Qeyd: Biz sokil 20.1-5 qayidaraq sads hal tigiin (20.1) diisturunun
hor iki skizo gors dogru oldugunu bilavasito gostarak. ikinci okizin A

.. . 1
dénmos noqtasinin foza koordinatinin x, = Eotl oldugunu nazors alaq.
Ciinki harakat edon skiz OAB «yolunu» siikunatdaki okizo noazaran t,
. L 1 .
zamani miiddatinds qat edir vo OA = EOAB. OA «yolunu» getmak iss

OXa mosafasini getmok demokdir. Sokildon goriiniir ki, OE=EB va
OA=AB. Bkizlar yenidan goriisdiikds II vo I akizin saatlarinin gostarici-
lori
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_OAB _2-0A

(, 202)
C C
g OB _20F (20.3)
C C

invariant ifadslarls tayin olunur. OA invariantinin ifadssini yazaq:

2
OA=\/(Ax0)2 ~Ax* =JOE?>-EA? = (%lj ~-x2 =

(T e

2

Bunu (20.2)-ds nazors alaq:
t, =t/1-B*.
Bu, II okizs nazoren hesablanmus (20.1) diisturudur. Indi (20.4) ifa-

desindan istifads edarak OE diinyavi xattinin uzunlugunu hesablayaq va
bunu (20.3)-ds nazars alaq:

t =2.0E=2JOA? +EA? =
C

C

2 2 2 2
=2 %) +(&) ) (t_zj +(&) _
c c 2 2
Bu tanlikdan t;-1 tayin edoak:

t
t, =\/—i‘——2— voya t, =t,4/1-B%.
1-p
Bu da I okizs nazoron hesablanmus (20.1) diisturdur. Beloliklo, har
ik1 okiz yoqin edir ki, II akiz geyri-inersial harokat etdiyino gors mohz
onun saati geri qalir.

§21. 4-6k¢iilii psevdo-Evklid fozasinda ko- vo
kontravariant vektorlar va tenzorlar

Biz indiys qodor 4-olgiilii vektorlarin 4-cii komponentini xoyali

gotiiriirdiik vo bu da hesabati xeyli asanlagdirirdi (mes.: adi vektor
X, = {x,,xz,x3,x4 = ict}, bax: §14, 15). Burada biitiin vektorlar vs ya
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tenzorlar eyni gayda ilo toyin edilirdi. Belo malum olur ki, klassik elek-
trodinamikani (hotta Kvant mexanikasini, kvant saha nazariyyssini vo
s.) tasvir etmoak iigiin bu vektorlar vo tenzorlar tam genastbaxsdir. Lakin
Eynsteynin qravitasiya nazariyyasini sorh etmok iigiin bu vektorlar artiq
alverisli olmur. Bu nazoriyyads 4-6lgiilii qeyri-Evklid fozasinin haqiqgi
vektor va tenzorlarindan, onlarin ko- va kontravariant gakillorindan isti-
fads olunur. Qeyd edak ki, son zamanlar bazan hotta elektrodinamika-
nin 6ziinii ko- va kontravariant vektorlarla tosvir etmoys baslamuslar.
Bundan slava dovrii elmi adabiyyatda bu vektor va tenzorlardan genis
istifads olunur.

Ona gora biz burda ko- va kontravariant vektor va tenzorlar, olarin
¢evrilmoasi haqda qisa malumat veririk.

4-olgiilii psevdo-Evklid (Minkovski) fozasinda 4-6lgiilii haqiqi radius
vektoru bels tayin edirler:

x“={x°,x',x2,x3}s{x°,f}. (21.1)

Burada zaman komponenti olan x%=ct birinci yerds yazilir («sifir»
komponenti), x!, x2, x3 iss 3-6l¢iilii T radius vektorunun komponentlo-
ridir va onlar faza komponentlari adlanir (x!=x, x2=y, x3=z). x* kontrava-
riant vektor adlanir vo istonilon tabistli kontravariant vektor
A* ={A° A", A’ A*}={A" A} soklinda tayin edilir. p-indeksi 0, 1, 2, 3
giymatlorini alir. Intervalin S2=c2t2-x2-y2-z2=invar ifadasindan alnir ki,
4-plciilii x* radius vektorunun kvadrati (x0)2-(x!)2-(x2)?-(x3)? seklinds ol-
malidir. Belo kvadratik formanin alinmas: ligiin asagidaki sokilds ikinci
név 4-ol¢iilii radius vektor yazmaq lazimdur:

X, = {x°,——x‘,—x2,—x3}= {x°,—f}= {X5,X,,X5,X,} (21.2)
Bu 4-6lciilii kovariant radius vektor adlanir. Yaziligdan goriiniir ki, 4-
radius vektorun kontra- va kovariant komonentlori asagidak: sokilds
bir-birile slagadardir: x° =x,, x' = -x,, x* =-X,, X’ =-X,. Bu alags
biitiin vektorlar va tenzorlarin uygun komponentlarins aiddir. Psevdo-
Evklid fazasinda 4-radius vektorun kvadrati (x*)? soklinds deyil x*x, =
=x"%, +X'X, +X7X, +X°%, = (x°)? = (x')? - (x*) - (X’ = (x°)? -F*  gok-
linds tayin edilir. Yuxarida vs asagida yazilmis eyni indekslar lizra com

aparildigi forz edilir (u=0, 1, 2, 3). Biz psevdoevklid fozasinda 4-6lgiilii
haqiqi vektorlarin komponentlorini xarakterizs edan vs yuxarida ham da
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asagida yazila bilon bu indekslors psevdoevklid indekslori deyacoyik.
Psevdoevklid fazasinda sabit simmetrik metrik tenzordan istifads
edirlar:

1 0 0 O
0 -1 0 O

®)=E€= o | o (21.3)
0 0 0 -1

Qravitasiya nozariyyssinds metrik tenzor ¢ox miihiim rol oynayir va
iimumiyystlo zaman vs fazanin funksiyasidir. Psevdoevklid fazasinda o
sabitdir va yalniz fazanin siqnaturasim gostarir va vektorlarin (tenzorla-
rin) indekslorini qaldirib-endirmays komak edir:

x* =g"x,,x, =g,x",A'B'g,, =A B"=A"B, ves.
Bu tenzorun koémayilo diferensial intervali bele yazirlar (bax:
(18.8Y):

dS = /(dx’)* = (dF)? = Jdx*dx, =g, dx"dx’ .  (214)

ovvalki bohslords (§§14, 15) tamis oldugumuz adi 4-6l¢iilii vektor-
larda oldugu kimi burada da 4-6lgiilii kontravariant radius vektor (vs ya
ixtiyari kontravariant vektor) dedikds elo dérd x9, x!, x2, x3 (va ya A,
Al, A2, A3%) komiyystin macmui baga diigiiliir ki, bir stalot sistemindan
digorina kegdikdo onlar Lorens gevrilms diisturlar: ils gevrilsinlar (mss.:
(11.6) va (11.7)):

x" = x"chg - x'she,
x" = —x"shg + x'che, (21.5)
x12 =x2 x|3 =X3.
Burada x° =ct, thg = v,
c
K-dan K'-5 kegidi ifads edan (21.5) ¢evrilmasini qisa sokilds yazaq:
X* =A% X 21.5)

Burada vektorlar va ¢evrilma matrisloeri haqiqidir vo ona gors Lorens
¢evrilma matrisini avvalkindon farqli olar yeni harfls, yani A ils isars edi-
rik. Matrisin indekslorini A", soklinds qasdan bir-birindsn aral yazirlar
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ki, onlar1 qaldirib endirdikds bir-birins mane olmadan 6z bos yerlorini
tutsunlar. (21.5") ifadssinds A", matrisindo p — satri, v iss siitunu géstarir
va v iizra comlams aparilir (v=0,1,2,3). (21.5) ifadesindon istifads edarak
xiisusi Lorens ¢evrilmasi ii¢iin bu matrisin elementlorini yazaq:

cho —-sheo 0 O
—sh¢ ch¢ 0 0

(A%,) = 0 o 1 ol (21.6)

0 0 01

Umumi Lorens ¢evrilmasi iigiin bu matris daha miirakkab olacaqdir.
Iki ranqli tenzor iki 4-6l¢iilii vektorun hasili kimi 6ziinii aparir. M-

selon, T ~x*x",T" ~x x" voa T ~x x,. Burada T*' 2 rangh kon-

travariant-, T, 2-rangh kovariant- vo T,” 2-ranqli garisiq tenzor adla-
nir. Birinci tenzor iigiin Lorens ¢evrilmasi qanununu yazagq:

T™ =\ A T, 1.7)

Tenzorlarin indekslorini g, vo g"¥ metrik tenzorlar vasitosilo qaldi-
rib-endiracayik: g, =T.", T"g g, =T, vos. Tenzorun vs matrisin
sifir indeksini qaldirdigda va endirdikds tenzorun komponenti isarani
dayismir, lakin 1, 2, 3 indekslorini har dofs qaldirdigda vs ya endirdikdo
tenzorun komponenti 6z isarssini oksins dayisi: T® =T% =T,,

T =-T%=-T,, T"=-T}=T,,, T? =-T, =T,, va s. Metrik tenzorun
sifirdan farqli komponentlori gy =1, g,, =g, =g;; =—1 oldugundan,

0, agor p#
BLHZY 5v 2 ranql
1, agor p=v *

8, =8 =8; =g; =1 olar. Yoni g} =8 ={
vahid tenzor adlanir. Eyni iisulla géstormok olur ki, g,,=g"". Vektorlarin
Lorens g¢evrilmasi iigiin (21.5) va ya (21.5") diisturlarini1 yadda saxlamaq
kifayatdir. Sonuncu diistur masaloys daha iimumi gakildo baxmaga im-
kan verir. Bu diisturlardan istifads edarok Lorens gevrilmasinin biitiin
variantlarini ala bilarik.

Mosslon, kovariant vektorun Lorens ¢evrilmasi ganununu almaq
tiglin (21.5") diisturunun har torafini gy, tenzoruna vurmag, bu tenzorun
xassolorindan istifads etmok, va A'B,=A,B" eyniliyini nozars almagq la-
zimdir:
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"o__ nov . v o v
g, X" =g A" x" vayax, = X" =A"Xx .
Son diisturu bels yazirlar:

X =A"X,. (21.8)

Burada kp" -do p indeksi satri v iso siitunu xarakterizo edir vo v iizrs

comloms aparilir. Xiisusi Lorens ¢evrilmosi iigiin ?»pv -niin matris ele-

mentlarini yazmaqdan otrii (21.6) diisturundaki A*,-niin matris element-
lorindan istifads etmok lazimdir. (21.5'"), (21.6) va (21.8) diisturlarindan

istifada edarak A", va A," matrislorinin yuxaridan iki satrini yazaq (sads-
lik iiglin) vo nazars alaq ki, bunlarda comlams indeksi v-diir:

OF )= (koo A% Al xOBJ _ (ch(p —-shg 0 O]
A, AL AL Al ~she che 0 0
A Ay A A
(xpv) - 00 01 02 (; ’
A’1 )\'l }\’l }\’1
Ardicil yazilmis 3 codvalin miiqayisasindan va «0» indeksini galdir-
digda va ya endirdikde matrisin (tenzorun) elementinin dayismadiyini,
lakin 1,2,3 indekslarindan, har birini qaldirdigda vs ya endirdikds mat-
ris (tenzor) elementinin isarssinin oksins dayisdiyini nazars alaq:
Ao =chp=L,";1% =—shp=-4,; A2 =0=24,";A% =0=2,";
Mo =-shp=-A ;A1 =cho=1";A2=0=2";2s=0=2" vos.
Bu boraborliklorin sag toroflorinden istifads edorak A,'-matrisini
xiisusi Lorens gevrilmasi ligiin yaza bilorik:

cho sho

)= (21.8)

0 0

0
sho che 0
1
0 0 0

-0 O O

Umumi halda Lorens gevrilmasi matrislorinin digar xassalorini aras-
diraq. Kvadratik formanin invariantliq sortini yazagq:

Ny P — oWV PO _;
x"x, =x"x,=invar voya g x"x" =g x"x" =invar. (21.9)
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Baraborliyin sol tarafinin goklini dayisak: g x"x" =g A" x"A" x°. Bu-
rada (21.9)-un sag torafini nozars alaq:

guX" X"V =g A¥ AV x"x° =g x°x°. (21.10)
(21.10) istonilon x? va x7 iigiin dogru oldugundan
g
g A AT = 8o (21.11)

matrislorin ortoqonalliq sartini aliriq. Bunun daha sads sokli do vardir.
Onu almagq {i¢iin ya (21.11) ifadssinds g,; metrik tenzorun xassslerindan
istifads edirlor, ya da vektorlarin hasilinin x" x'u =Xx"X, =invar ifade-

sinds Lorens gevrilmasi matrislorini asagidaki sokilds yazirlar:
x"x, =AM XA x, =0 A Px"X, =x"X, =invar.
Axirinci barabarliyin 6danmasi iigilin
AP =80 (21.12)

olmalidir. Axirinci miinasibat (21.11) ifadasi ilo ekvivalentdir va hor ikisi
Lorens matrislorinin ortoqonallig1 sortidir.

Burada verilon (21.11) va (21.12) ortoqonalliq seorti {imumi Lorens
¢evrilmalari iiglin do dogrudur.

(21.5") va (21.8) gevrilmalori (K)-dan (K')-o kegidi, yani diiz kegidi
icra edir. Biz ¢ox asanligla tars kegidi (yani (K')-dan (K)-ya) icra edan
Lorens ¢evrilmoalarini yaza bilorik. Bunun iigiin (21.5"-i A,,”-ya vuraq vo
matrislorin ortogonallif: sortindsn istifade edok: A °x™ =4 °PA* x"=

=0 °x" = x". Demal,

X7 =4 x™. (21.13)
Bu kontravariant vektor iigiin tors Lorens ¢evrilmasidir. Kovariant vek-
tor iigin tors Lorens cevrilmoasini almaq iigiin ya (21.8)-i A, matrisina

vuraraq analoji harokot etmoliyik, ya da sadacs olaraq (21.13) borabor-

liyinin sag va sol torafinda p indeksini asagida yazmahyiq:
X, =A, x"% = l"px' . (21.14)

n

Cox vaxt gevrilmolori vo hasillori matris soklinde yazmaq daha ol-
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. . s * . b x
verisli olur. Burada x* vektorunu siitun soklinds gostarirlor x = \£)
X

onun transponira edilmisini satir soklinds yazirlar xT=(x?, x!, x2, x3),
(g,v) matrisini g ilo isare edirlor. Matrislori bir-birine vuranda birinci
matrisin satrini ikinci matrisin siitununa vurub uygun yerds yazrlar.
Onda intervalin kvadratim bels yazmagq olar: §* = x*g, x" =x"gx. Bu-

na oxsar olaraq (21.11) ortoqonalliq sartini asagidaki sokilds yazirlar:
Agh=g. (21.11)

(21.11") baraborliyinin hor torsfinden determinant alaq vs matrisle-
rin hasilinin determinant: onlarin determinantlarinin hasiline berabardir
sortindan istifads edok:

det(ATgh)=detg vaya detAT-detg-detA=detg.
Noticads detAT-detA=1 vs ya |detA|?=1 olur. Buradan
detA = =1 (21.15)

alinir. detA =+1 qiymati moexsusi Lorens gevrilmosine va detA =—1 hali
iso geyri-moxsusi Lorens gevrilmasins uygundur. Qeyri-maxsusi Lorens
¢evrilmesinds 4-6lgiilii fazanin firlanmasi ilo yanasi onun inversiyasi da
mévcuddur.

(21.11) boraberliyini indekslarin p=0=0 gqiymati ii¢iin yazsaq asagi-
daki ifadani alanq:
(9 = () - () - ()" =1.
Burada (A3)? =1 va ya AJ2>1 va A) <-1 sortlori alimr. Ay 21 sorti za-
manin istiqgamstinin dayismadiyi (ortoxron) gevrilmays vs kg <-1 iso

zamanin inversiya etdiyi (qeyri-ortoxron) ¢evrilmays uygundur.
4-5lgiilii 4-ranqh antisimmetrik vahid €"**° tenzorunun sifirdan farg-

li komponentlori belo tayin edilir: €% = +1, €g,,, =-1.

indi diferensial operatorlar hagqinda qisa melumat verak. Bu maq-
sadlo koordinat va zamandan asili olan hor hansi @(x)=¢'(x')=invar
skalyar funksiyanin diferensialin1 hesablayaq:

d(p=9$dx“ =invar.
axll
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Yaziligdan aydindir ki, dx* kontravariant vektor oldugundan gxi%

kovariant vektor olmalidir (¢iinki, bels iki vektorun hasimi invarian-

tdir). Belalikls, S0 = (a—(%ﬁ(p) = —a—,€7 ¢ kovariant diferensiallama
ox" \ox X,

. 0 0
omoliyyatidir v P = (_

F™ ﬁ) kovariant diferensial operatordur. Onu
0

¢ox vaxt 9, soklinds yazrlar: 9, EEX‘?“—=(6%,VJ. Indi skalyar fun-
0

ksiyanin x, kovariant koordinatlara goéro toromssini hesablayaq:

o9 _0p ox’
ox, ox" ox,

n

v

Aydindir ki, Z = g"". Onda asagidaki ifadani alirq:

n

a(p uv a([) a(p " 0 N,
- Y L ) ) R 2
o ° o \axg )\ )Y

n
Bu kontravariant diferensiallama amaliyyatidir vo burada istirak edsn

—ai_z(-éx?_’_ﬁj komiyyati kontravariant diferensial operator adlanir.
0

n

Onu adatan & saklinds yazirlar: 6" = 56(— = [ga-,—ﬁ]. Deyilanlordon

n 0

aydmn olur ki, 9,¢-4-6l¢iili gradiyent, 8,A* =3"A -4-6l¢iili divergen-

2
siya, —0,0" = —ciz—aa—t;+§2 =0=skalyar Dalamber operatoru adlanir. Be-
Ialikls biz ko- va kontravariant vektorlar va tenzorlar, onlarin ¢evrilmo
qanunlari, ssas xassalari va 6dadiyi miinasibatlor haqda asas malumatlar:
verdik. Bu molumatlari adi 4-6l¢iilii vektor va tenzorlar haqqinda 14-17-
c¢i paraqraflarda verilon tasvirlo miiqayiss etdikds yeni, onamli bir sey
hiss olunmur vs yalmz ko- va kontravariant psevdoevklid indekslori
uygun diisturlar1 bir goadar miirakkablogdirir. Ona goérs biz har yerds he-
sablamalar adi 4-6l¢iilii vektor va tenzorlarla aparacagiq, lakin mithiim
komiyyatlari vo asas tonliklari, yeri galdikda, psevdoevklid indekslarinds
ds yazacagiq. Bu, ya ayrica qeyd olunacaq (Masalon, ifadsnin altindan
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xatt ¢okmoklo), ya da yazilis kontekstindan aydin olacaqdir.
Axirda natica kimi qeyd edok ki, biz 4-6lgiilii adi vektorlar vo ten-
zorlar (yani 4-cii komponenti xsyali olan, masalon x, =ict =ix, olan)

lizorindo omoliyyat apararkan 4-0lgiilii vektorun kvadratini xi =T+

+x} =T —x_ soklindo hesablayiriq. Ogar biitiin 4-5lgiilii kamiyystlor bu

soklindo hesablanirsa, deyirlor ki, hesabat Pauli-Eynsteyn metrikasinda
aparilmigdir. Lakin 4-0l¢iilii vektorlar1 va tenzorlan ko- vo kontravari-
ant goklindos yazaraq, onlar iizorinds amoliyyat apararkan 4-6lgili vek-

torun kvadratim x x* =xg —¥* soklinde hesablayirlar. Bu zaman deyir-

lor ki, hesabat Byorken-Drel metrikasinda aparilir. Bu kitabda biz asa-
son Pauli-Eynsteyn metrikasindan istifads edacayik. Lakin bazi hallarda
Byorken-Drel metrikasina da nazar salacagq.
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IV FOSIL
QALILEY-NYUTON MEXANIKASINDA VO RELYATIVISTIiK
MEXANIKADA ON KiCiK (STASIONAR) TOSIR PRINSIPI.
RELYATIVISTIK KINEMATIKA

§22. Qaliley-Nyuton mexanikasinda Hamiltonun
variasiya prinsipi vo Lagranj tonliyi

Mbslumdur ki, qeyri-relyativistik mexanikanin ssas tanliklari Nyu-
ton qanunlar ilo ifads edilir. Lakin klassik mexanikada elo analitik riy-
azi prinsiplar verilmisdir ki, onlar Nyuton qanunlarim odamaklo yanasi
¢OX genis totbiq oblastina malikdir. Bunlardan birisi va an miihiim olani
Hamiltonun variasiya prinsipi vs ya an kigik tasir prinsipidir. Bu prinsi-
pi bir qader deformasiya etmoklo biitiin relyativistik fizikaya vo o
ciimlodsn elektromaqnit sahasi vo digor saholors totbiq etmok miim-
kiindiir. Ona géra bu prinsipin miizakirasi boyiik shomiyyats malikdir.

Forz edan ki, N sayda maddi néqtaden (cisimdan) ibarst mexaniki
sistem verilmisdir vs biz bu sistemin 3-6l¢iilii Evklid fazasinda harokotini
dyronirik. Sistemin sarbostlik deracasi n=3N-/ olacaqdir. Burada / mexa-
niki sistemdoki rabitslorin, yoni N maddi néqte arasindaki alagolsrin
sayidir. Sorbostlik doracasi mexaniki sistemi tam tosvir edon va bir-
birinden asili olmayan funksiyalarin, yani koordinatlarin sayidir. Sistemi
tasvir edon funksiyalar ya iimumilosmis koordinatlar q;(t),i=12,..,n va

ya adi dekart koordinatlar1 x;(t),i=1,2,..,n ola bilor. Ogar sistemds

rabitalari nazors almasaq, ysni /=0 qabul etsok, onda N maddi nodqtadon
ibarat sistemin sarbastlik daracasi n=3N olar. Bazan mexaniki sistem bir
adad maddi néqtaden ibarst ola bilor. ©gor bu maddi noqte sarbastdirsa,
bu sistemin sarbastlik deracasi n=3 olacaqdir vs sistemin (maddi noqto-
nin) istsnilan zaman aninda vaziyysti 3-6lgiili fozada 3 adad x(t), y(t),
2(t) dekart koordinatlari ilo toyin edilocokdir. Biz mexaniki sistemin adi
fazada t; aninda tutdugu I vaziyystdon onun t; aninda tutdugu II ve-
ziyyato kegmosini miisahido edacayik. Ogor mexaniki sistem bir adad
maddi ndqtadan ibaratdirss, o, I vaziyyatden II vaziyyste kegdikda 3-
olgiilii fozada bir ayri, adi trayektoriya cizacaqdir. Bu trayektoriyanin
tonliyi va ya formasi 3 adad x(t), y(t), z(t) dekart koordinatlari ilo tayin
olunacaqdir.

Ogor mexaniki sistem n sarbastlik doracasing malikdirss, onun har
hansi t aninda 3-6l¢iilii fozada tutdugu veziyyati miisyyan etmok iigiin n
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sayda funksiya, yoni imumilesmis qi(t), q2(t), ... qn(t) koordinatlar ve-
rilmalidir. ©gar biz sorti olaraq n-dlgiilii fiktiv foza gotiirsok v burada n-
sayda koordinat oxu segarak har bir ox boyunca uygun iimumilosmis
koordinat1 geyd etsak, onda har bir anda mexaniki sistemin tutdugu ve-
ziyyat, yoni onun konfiqurasiyas n-6lgiilii fiktiv fozada bir néqts il tos-
vir olunacaqdir. Bu fazaya konfiqurasiya fazast va n-6lgiilii ndqtays tasvi-
redici néqta deyilir. Zaman kegdikcs mexaniki sistemin 3-6l¢iilii fozada
vaziyyatinin doyismosi konfiqurasiya fazasinda tesviredici noqtenin hs-
rokatina, yerdeyismasina sabab olacaqdir. Onda zamanin funksiyasi kimi
qi(t), q(t), ..., qn(t) iimumilosmis koordinatlarin macmui tosviredici
ndqtenin konfiqurasiya fazasinda horsketi zamam cizdig syrini tayin
edacokdir. Klassik mexanikada «sistemin horsksti» dedikds mohz bunu
nazords tuturlar.

Burada sbhbst mexaniki sistemin ixtiyari zaman aninda 3-6lgiilii fo-
zada tutugu veziyystdon vo zaman kegdikca bu vaziyystin dayismesin-
den gedir. Gostardik ki, sistemin t aninda tutdugu vaziyyst hamin anda
verilmis n sayda imumilosmis qi(t), i=1, 2, ..., n koordinatlan ilo tam
miioyyan edilir. Sistemin t aninda halin1 miisyyan etmak igiin iso homin
anda onun n sayda {imumilosmis qi(t) koordinatlarindan slavs n sayda

4,5y =24 q()

Istamlan mexaniki sistemi Laqgranj funksiyasi adlanan bir L funksiya-
s1 ila xarakteriza edirlor. Laqranj funksiyas: sistemin imumilosmis koor-
dinatlar, {imumilosmis siiratlori vo zamandan asihdir: L(g;(t), ¢;(t),t).

{imumilasmis siiratlori ds verilmalidir.

Mexaniki sistem qapali oldugda Lagranj funksiyas1 zamandan agkar
asili olmur: L(q;(t), §,(t)). Foza vo zamann simmetriyasindan vo me-

xaniki sistemin xassalarindan istifads edorak uygun Laqranj funksiyasin
qurmaq miimkiindiir.

Laqranj funksiyasindan istifads edarak sistem ii¢iin asagidaki gakil-
ds yeni komiyyst-funksional daxil edirlor:

S[a.]= L@ (0. d. 04t (2.1

Bu funksional sistemin tasir inteqrah (va ya tasir) adlanir. Funksionalin
arqumentlari qi(t) sistemin miisahids olundugu t, <t<t, zaman interva-

linda toyin edilmis v intervalin uclarinda verilmis qi(ti) va qi(t2) qiymat- |
lorini alan funksiyalardir. (22.1) ifadesi mexaniki sistem t; aninda tut-

120



dugu I vaziyystdon t; aninda tutdugu II vaziyysts ke¢diyi zaman onun
konfiqurasiya fozasinda cizdigi syri (yani trayektoriya) boyunca apari-
lan oyrixatli inteqraldir. Aydindir ki, (22.1) inteqralinin giymati t; va t;-
nin verilmis qiymotlorinds inteqrallanmanin hansi ayri boyunca aparil-
masindan, yoni qi(t) funksiyalarinin goklindon, formasindan asilidir.

On kigik tasir prinsipi bels ifads edilir: sistem t,-t; zaman interva-
linda real harakat edarkon miimkiin olan trayektoriyalardan els haqiqi
trayektoriya (elo formali gi-lor) secir ki, onun iizorinds S tosir inteqrali
minimum (ekstremum) qiymat alir. Bagqa sozlo sistemin t>-t; intervalin-
da haqiqi haraksti qgi(t)-lorin elo gokline (formasina) uygun golir ki, bu
zaman S minimum qiymat alir. Mslumdur ki, funksional minimum
qiymat aldiqda onun variasiyasi sifira barabar olur:

ty
88 =35 [L(q;(1), 4;(1),1)dt=0. (22.2)
4
Bu, an kigik tasir prinsipinin riyazi soklidir. Funksiya ii¢iin diferensialin
(d) oynadig1 rolu funksional igiin variasiya (8) oynayir.

Variasiya hesabindan bazi anlayiglar1 yadimiza salaq.

(22.2) tonliyinin arasdirmagq ti¢iin avvalca qi(t) funksiyasinin varia-
siyasini hesablayaq. Farz edak ki, qi(t) funksiyalar (i=1, 2, ..., n) haqiqi
trayektoriyani tasvir edir. Hoqiqi trayektoriyanin kigik deformasiya
edilmasi naticssinds alinan, yani miimkiin olan vo ya tasavviir edilon

trayektoriyalardan birisi @i¢lin imumilosmis koordinatlari q;(t) ilo isars
edok. Bu trayektoriya haqiqi trayektoriyaya ¢ox yaxindir vo onlarin
miiqayisasi agagidaki komiyystls xarakterizs edilir:

q;(t) — q; (1) = 3q;(1). (22.3)

Eyni sinfs mansub olan bir-birins ¢ox yaxin iki funksiyanin farqi bu
funksiyamn variasiyas: (8qi(t)) adlamr. Xiisusi halda q;(t)-ni belo seg-
mok olar: q;(t) = q;(t) + an,(t) . Burada o kigik sabit parametr, n,(t) iss
n,(t,)=n,(t,)=0 sortini 6dayen ixtiyar1 funksiyalardir. Axirmci sort
biitiin trayektoriyalarin t; v t; anlarinda konfiqurasiya fazasinda eyni
iki néqtaden kegmasini tamin edir: q;(t,) =q;(t,) va q;(t,) =q;(t,) . Be-
lalikla biz biitlin miimkiin olan trayektoriyalar1 bir-birilo va haqiqi tray-

ektoriya ilo miiqayiss eds bilorik.
(22.3) variasiyasi forma (sakil) variasiyas: adlanir, ¢iinki burada eyni
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arqumentli funksiyalarin farqi gotiiriiliir. Adeton bu variasiyam & gok-
linds yazirlar: 8q;(t) = q;(t) - q,(t) . Forma variasiyasinda térams ilo va-
riasiyanin yerini dayigmoak olar:

d = d ’ . f . =~ .
a 6qi(t) = a (qi (- qi )= qi - qi )= Sqi (1.
Dembli

d < <d
73 ®=3=a0. (22.4)

Funksiyanin tam variasiyasi asagidaki soklinds hesablanir:
8q;(t) = q;(t)—q,() = qi(t) - q,(t) +q,(t) - q;(t) =
= 8q,(1)+,(t+8) - q,(t) = 8q,(t) + gD + 4, ()8t - g ) =
=5q,(t') +4,(t)8t = 8q, (1) +4,(1)8t.
Burada t'=t+8t gotiiriilmiisdiir.

Biz avvalca barabarliyin saq torsfins qi(t') haddini slavs etdik va ¢ix-
diq, sonra q;(t")=q,;(t+3t) funksiyasin1 Teylor sirasina ayirib 2 hadls
kifaystlandik va nohayat

- 8q;(t") = 8q;(t+3(t)) = &{q, (1) +q,(1)5t} = 8 (1)
oldugunu nazars aldiq (xatti hadls kifaystlondik). Tam variasiyada ham
forma variasiyasi (3q,(t)) vo ham ds arqumentin variasiyas: hesabina

alinan hadd (q,0t) istirak edir. Arqumentin hesabina alinan variasiyani

adaton © ilo isara edirlar:

3q,(t) = q,(t) -4, (1) = §, (D)3,
Onda funksiyanin tam variasiyasi

8q;(t) = 8q,(t) + 89, (1) = 3q, () + 4, (1)t (22.5)

soklinds yazilir.

Biz golocokds har yerds (Néter teoremi istisna olmaqla) forma va-
riasiyasindan istifads edacayik va sarti olaraq (sadslik xatrina) & avazin-
d»s & yazacagig.

Funksionalin variasiyasi da funksiyanin variasiyasina oxsar gakilds
hesablanir. Haqiqi trayektoriya ilo miimkiin olan trayektoriyani miiqay-
isa edarkan S[q;] funksionali miisyyan artim alir. Funksionalin artiminin
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arqumentin variasiyasina nazaran xatti olan hissasing funksionalin varia-
siyasi (birinci variasiya) deyilir:

8S=S[q; 1-Slq;]. (22.6)

Bu yaziligda nazards tutulur ki, biz barabarhym sag torofinds 8q; ilo
miitonasib hadlarls kifayatlanacayik.

5 = [L(a[(0,4(0), )t - [L(a, (9,4, (6, Ot =

= J-dt{L(qi +8q;,9; +9q,,t)~L(q;,q;, 1)} =

&

j{a_La +—8q }dt (22.7)
3,

1

Biz burada L(q, +9q;,q, +8q;,t) funksiyasim1 3q; vo 6q komiyystlorina

gora siraya ayirb 2 hadlo kifaystlonmisik. (22.7) ifadesinden goriiniir ki,
S funksionalindan formaya goro variasiya aldiqda asagidaki kimi haro-
kot etmok olar:

SS[qi]=6ZTL<qi (1), 6,(t), t)dt=j8L(qi(t),qi(t), f)dt =

_j{a—Ls +——8 } (22.7"

aq.
i
Indi (22.7") barabarliyinin sag tarafindaki ikinci toplananda 8q (t) =

= %S(t) yazaraq hisso-hisss inteqrallanma aparsaq

+ jdt L 4 lsq® (228
aq

58[q; ]—Eq—ﬁq (t) doq

alariq. Biitiin ifadslards tokrar olunan i indeksi iizra com aparilir.

Indi bilavasits sistemin harakat tanliyinin (Laqranj tonliyi) alinma-
sina kegok. Burada iki név variasiya masalins baxmagq olar.

A) Birinci masalada forz edilir ki, mexaniki sistemin t; vo t2 zaman
anlarinda konfiqurasiya fozasinda tutdugu I vo II voziyyastlor fikso
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olunmusdur va sistem harakst edarak I vaziyystdon II vaziyyata kegir.
Burada miixtolif trayektoriyalar miimkiin ola (tasavviir edils) bilsr va
onlarin hamusi I va II vaziyyatlordan kegmalidir. Sistem elo trayektoriya
se¢ir ki, bu haqiqi harakats uygun olsun va onun iizarinds S tesir inte-
qrali minimum qiymot alsin, yani 8S,_;, =0 sorti 6dansin. Qeyd edak ki,
S maksimum (ekstremum) giymsat ds ala bilor. Lakin bu ¢ox boyiik za-
man intervalinda miimkiindiir. Yadda saxlayaq ki, buradaki «trayekto-
riya» adi olmayib sorti konfiqurasiya fazasinda ¢okilmis sorti trayekto-
riyadir. 9gor mexaniki sistem bir adad maddi néqtadon ibarstdirss, kon-
fiqurasiya fozasi adi 3-6lgiilii faza ilo ust-iista diisar vo maddi ndqtanin
sec¢diyi ayri do adi trayektoriya olar. Bu xiisusi hali yadda saxlamagqla
yanasl, biz variasiya masalalorinds imumiyyatls konfiqurasiya fazasinda
isloyacayik.

Sokil 22.1-do konfiqurasiya fozasinda sistemin horoksti zamani
miimkiin olan trayektoriyalar gostorilmisdir. Konfiqurasiya fozasini tam
gostoras bilmadiyimizs gors, onu sarti olaraq miistovi ilo (qiq; — miistavisi)
ovoz etmisik. Sistemin real horakstine uygun golon trayektoriyam: qalin
xatlo va oxla gostormisik. Bu trayektoriyanin digar miimkiin trayektoriya-
lardan forqi horizontal xatlarls gostarilmigdir va bunlarin uzunlugu els g;-
larin 8q;(t) variasiyalari ilo miitonasibdir. t; vo t2 zaman anlarinda (I vo II
vaziyystlords) trayektoriyalar gériisdilyiine gora 8q,(t,) =8q,(t,) =0 olur.
Lakin to-t; intervali daxilinds istonilon t aninda 8qi(t) variasiyasi ixtiyari
funksiya olacaqdir va 8q,(t)#0.

Sistemin real harokstine uygun trayektoriya iizorinds &S, =0

olacaqdir. Sakil 22.1-5 aid olan biitiin dediklorimizi (22.8) ifadasino tat-
biq edak.

t
0=88,, = | dt{a—L-ia—,L}aqi(t). (22.9)
q; q

Integralin sifira barabar vs inteqral altindaki vuruqlardan birinin,

yani 8qi(t)-nin t2-t; intervalinda ixtiyari funksiya olmasindan alinir ki,
inteqral altindaki boyiik métariza sifir olmalidir:
oL d oL

& L% 0, i=1,23,..n - (22.10)
oq;, dtoq;

Bu baxdigimiz mexaniki sistemin harakst tonliklaridir, yani sistemin
real harakatini tosvir edan gi(t)-lorin 6dadiyi diferensial tonliklor sistemi-
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dir. Bunlar Lagranj-Eyler tanliklori adlanir. Laqranj tenliklori n-sayda
{imumilosmis qi(t) koordinatlari iigiin yazilmig 2-ci tortib xatti diferensial
tonliklardir.

qi r'y
I t dq;i(t)
It
0 9
Sakil 22.1

Bu tanliklor Nyutonun tonliklorina ekvivalentdir. Lakin bunlar hom
slverislidir vo ham do genis tatbiq edilma oblastina malikdir. Belsliklo,
an kicik tosir Prinsipi istonilon mexaniki sistem tigiin horokat tanliklarini
almaga imkan verir. ©n Kigik tasir prinsipini tabistin ganastliyi ganunu
adlandirmaq olar. Tabist 6z imkanlarindan ganaatls istifads edir.

B) Ikinci variasiya masslosinds forz edilir ki, mexaniki sistemin I va-
ziyyati (ti aminda) fikso olunur, lakin II veziyyati (t2 aninda) fikss olun-
mamis cari vaziyyst hesab edilir. Bu zaman haqigi trayektoriya tizorinds
horakat tanliyi 6danacak, lakin S artiq minimum giymst almayacaqdir,
yoni 8S# 0 olacaqdir. IT vaziyyat fikss olunmadigina gora t2 anni cari t
ani ilo isara edacayik. Indi artiq trayektoriyalar ikinci veziyystds, yoni t
aninda bir-birila gériismayacakdir. Sokil 22.2-ds haqiqi trayektoriya qa-
lin xatlo ¢okilmis va t-am isa cari noqtalar soklinda gostorilmisdir. Bura-
da S artiq funksional yox, inteqralin yuxan serhadinds (t-aninda) iimu-
milogmis koordinatlarin (qi(t)) funksiyas: olacaqdir: S(qi(t)). Koordinat-
larin variasiyas1 8q;(t,) =0, 8q;(t) # Oolacaqdur.

indi (22.8) ifadasinds to-ni cari t ila svaz edak va yuxarida deyilonlari
burada nazars alaq:

oL
8S(q; (t)) =—90q;(t). *
@) =38 *)

1
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t

v

Sokil 22.2

Burada S(qi(t)) funksiyasin forma variasiyas1 {iigiin 8S(q,(t)) =

=§—Sf>qi(t) yazsaq vo alinmis (*) bsrabarliyinin sol va sag torafinde
q
8q;(t) -nin ixtiyari oldugunu nozors alsaq (tonlikds ixtiyari kemiyystin
amsallari bir-birina barabardir):

B ya B op (22.11)
0q; 09, dq,

i

olacaqdir. Mexanikada P, =—6,£ iimumilagmis impuls adlanir.

Sistemin tasir inteqrali yuxari sorhadin funksiyas: olduqda tasirin
imumilogmis koordinata goro téromssi sistemin uygun timumilogmis
impulsuna barabar olur.

Gostormoak olar ki, sado mexaniki sistemin Laqranj funksiyasi sis-
temin kinetik (T) va potensial (V) enerjilorinin farqino barabardir:

L=T-V. (22.12)

Sistem qapalidirsa V sistems daxil olan maddi néqtalerin (va ya ci-
simlarin) bir-birilo qarsihgl tasirin potensial enerjisidir. Konservativ sis-
tem {i¢lin V zamandan asih deyildir. Ogar sistem qapah deyildirss, V-ys
sistemin xarici obyektlarlo v ya saholorls qarsiliqlh tasir enerjisi ds daxil
olacaqdir. Bu halda V zamandan asili ola bilor. ©gor sistem bir adad
sorbast maddi néqtaden (cisimdan) ibarstdirss, onun Laqranj funksiyasi
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(22.129

olar. Burada m cismin kiitlasi, ¥ isa siiratidir.
Sistemin Lagranj funksiyasina har hansi ixtiyari funksiyanin zama-
na gors tam téromoasini (tam diferensial) slavs etmoak vs ya ¢ixmaq olar:

L'(q,(0),4(6), 1) = L(q, (1), ) + ditf(qi,q.-,t) . (22.13)

Dogrudan da, (22.13) iigiin tesir inteqrallarin1 yazsaq, bu tasirler
bir-birindan f ixtiyari funksiyasinin inteqrallanma sarhadinds aldig: sa-
bit giymatlari ils forqlonacakdir. Sistemin harakst tonliyi iso tasir inteqra-
linin variasiyasindan alinir va sabitin variasiyasi eynilik kimi sifir ol-
dugundan L' va L iigiin eyni Laqranj tonliyi alinir.

Isbat edilmisdir ki, sistemin tam enerjisi

no AL
e=Y ¢—-L (22.14)
Z oq;

diisturu ilo hesablanir. Enerjinin impulsla ifadssina Hamilton funksiyast
deyilir. Hamilton funksiyasi imumiyystlo koordinat, impuls vo zamanin
funkstyasidir: H(q;,p,,t). Laqranj funksiyas isa koordinat, siirat vo za-

mandan asihidir: L(q,,q,,t). Hamilton funksiyas:1 da (22.14) diisturu ilo
ifads olunur:

H(GDot) = 2 22— L(@0d,0 ). (22.14)
i=1 i
Mexaniki sistemin harakstini Laqranj tanliklarindan slave Hamilton
tonlikleri ilo da tosvir etmak olur. Bu tonliklor bir-birina ekvivalentdir.
Hamilton tonliklerini do on kigik tesir prinsipindon alacagiq. Bunun
ligiin (22.14') barabarliyindon Laqranj funksiyasin1 Hamilton funksiyas:
vasitasils ifads edak va onu (22.1) tssir inteqralinda yerins yazaq:

t
S=[(qp, - H(g;,p;,t))dt . (22.15)
4
Biz gox vaxt takrar olunan indeks iizrs com aparnldigim nazars ala-
raq (Ensteyn qaydasi) comloms igaresini yazmayacagiq. On Kigik tosir

prinsipins goéra (22.15) tosir inteqralinin variasiyasini (forma variasiyasi)
sifira barabar qiliriq:
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8S = [8(q,p;—H(q;,p;, 1)dt = 0. (22.16)

t

Burada pi vo gi-lora gors variasiya bir-birindon asili olmadan aparilmah-
dir. Integrallanma sarhadlorindo sistemin vaziyyati fiksa olundugundan
homin noqtolordo arqumentlorin variasiyas: sifir olmalidir: 8q;(t,) =

=38q,(t,) = dp,(t,) = 8p,(t,) = 0. Adi qayda ilo variasiyan hesablasagq,

0S= I{Sq p; +9,9p; —Z—Hﬁql —ZP—E{S }dt =0
¢ qd; i

olar. Birinci inteqrali hisse-hissa inteqrallayaq:

t

l]‘Sélipidt = ](%Sqi) -pidt = p;5q;

4

- t]‘pisqidt = —l].pisqidt .

Bunu 8S-das nazars alaq:

o -2

Inteqrallanma intervalinda (t, <t<t,) 8qi(t) vo dpi(t) ixtiyari ol-
dugundan yuxaridaki inteqralin sifir olmas: {igiin har bir variasiyanin
amsali ayrihqda sifira barabsr olmahdir:

PR - T 22.17)

aq1 api
Bu moaghur Hamilton tanliklordir.

Hamilton tanliklari 2n sayda funksiya (qi(t) vo pi(t)) tgiin yazilmis
birinci tortib xotti diferensial tonliklordir. Hamilton tanliklori Laqranj
tonliklori ilo ekvivalentdir, lakin Laqranj tanliklori golocokdaki imumi-
logdirilmalar ii¢giin daha slveriglidir.

Qeyd edok ki, Laqranj funksiyas: vasitssilo tokce mexaniki yox, is-
tonilon fiziki sistemi tasvir etmok miimkiindiir vo o, saha nazariyyasinda
miistosna rol oynayir. Bununla slagadar olaraq Laqranj funksiyas:
miisyyon sartlori 6damolidir.

1. Lagranj funksiyasinin hoqiqiliyi (va ya ermitliyi) sorti. Sistemin
enerjisi, impulsu va s. Laqranj funksiyas ila tayin edildiyina goérs, o hs-
qiqi funksiya olmaldir.

2. Laqgranj funksiyasi foza vo zamanin simmetriyas: xassalorini 6zii-
nda aks etdirmalidir. O, miioyyan invariantliq sartlarini 6damalidir.
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Onun 6dadiyi digar sartlari (mas. sadalik sartlori va s.) galocakds yeri
goldikds qeyd edacayik.

§23. Relyativistik mexanikada an kigik tasir prinsipi. Sarbast
relyativistik zarraciyin Laqranj funksiyasi, enerjisi vo impulsu

iz xarici qiivva tosir etmayan sarbast relyativistik zarraciyin harake-
tmaLbaxmq Istonilon sistemin va ya zorraciyin horakatini xarakterizo
etmak {i¢iin tasir inteqralindan istifads edirlor. Relyativistik nazariyyads
Eynsteynin xiisusi nisbilik prinsipt hokm siiriir. Bu prinsips gors fizika-
nin biitiin ganunlar biitiin stalst sistemlarinds 6zlarini eyni ciir aparir.

Eynsteynin x.n.p. va sarbast horokatin xassalori talob edir ki, sarbost
zorraciyin tosir inteqrali agagidaka sortlori 6dasin:

1. Tosir inteqrali relyativistik invariant komiyyst olmalidir, yani
skalyar olmalidir.

2. Horakst sorbast olduguna goéra Laqranj funksiyasina zasrraciyin
koordinati vo zamani agkar daxil ola bilmoz. Lakin onlarin diferensial-
lar1 (téramolari) istirak eda bilar.

3. Relyativistik zarraciyin Laqranj funk51ya51 v << ¢ oldugda Nyu-
ton mexanikasindaki Laqranj funksiyasi ils iist-iists diigmolidir. Bu, fizi-
kada movcud olan uygunluq prinsipidir. Masalan, daha timumi olan Lo-
rens gevrilmalori ¢ox kigik siiratlor halinda Qaliley ¢evrilmalari ils iist-
iisto disiir.

Bu sortlori 6dayan tasir inteqralimi bels yazmagq olar:

b
S=a [ds. (23.1)

a

2
= J-dx? = cdt,/1—i’2— (23.2)
C

diferensial intervalidir. Bu, 4-6lgilii fazada (Minkovski fozasi) sonsuz
yaxin iki ndqte arasindaki mosafadir vo 6zii do invariant (skalyar) ke-
miyyatdir. Diistura daxil olan o vurugu zarraciyin néviindan asili olan
sabit komiyyatdir. Inteqrallanma sorhadi olan a vo b koemiyyatlori zor-
raclyin 4-olgiili fozada tutdugu iki vaziyysti xarakterizo edon diinyavi
noqtslordir.

Burada
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On kigik tesir prinsipins gora zarracik iki diinyavi ndqts arasinda ho-
rokat edorkon elo haqiqi trayektoriya se¢ir ki, onun iizorindo tesir inte-
grali minimum qiymat alir:

b
8S = da jds =0. (23.3)

Qeyd edok ki, burada forma variasiyasindan séhbat gedir, lakin
sortlogmisik ki, har yerda & ovezinds & yazaq (bax §22). S-in (23.1) ifade-

2
sinds ds =cdt1/1—%- = cdty/1-P* yazsaq va a vo b diinyavi néqtslors

uygun olan zamanlari t; va t; ilo isars etsak

4 ty
S= fucyl-pdt= [Lat
t; t,
olar. Burada L =acy/1-B> komiyysti sarbast relyativistik zorracik iigiin
Laqranj funksiyasidir (B =v/c isarasi qabul olunmusdur‘)Ja sabitini
tapmagq tg¢iin Laqranj funksiyasinda qeyri-relyativistik hala kegak, yoni
B<<1l (vs ya v<<c) oldugunu nazors alaq. Bunun iigiin /1-p* =

=(1-p*)"? vurugunu Nyuton binomu diisturu vasitasilo f2-1n istlorina
g
1 1

gora siraya ayiraq va 2 hadlo kifayatlonok: (1-p*)"? =1 —5132 —§B4 +
2 2
Onda L =ac(l _le +)=oc— ach” _ ac—22 olar.
(B« 2 2 2c

Laqgran) funksiyasina daxil olan acs%(act) tam toroms haddini

2

ataraq, qeyri-relyativistik halda (B%l)z—%— ifadssini aliriq. Bu ifads
c

2

. e mv° .
Nyuton mexanikasinda sarbast zarracik iigiin yazilmig L = ilo ist-

tista diigmalidir. Bu iki ifadanin barabarliyindan biz o = -mc tapiriq. Biz
Nyuton mexanikasinda maddi ndqtsnin (zarraciyin) kiitlasini m ilo 1sars
etdik. Nyuton mexanikasinda kiitlo cismin atalat 6lgiisiidiir, onun mad-
dasinin miqdaridir, saxlanan invariant komiyyastdir, additivdir, ham sta-
Iat, hom ds qravitasiya xassslorino malikdir, kiitlanin qiymsti istonilon
yerda-Ayda, Giinagdo, ulduzda eynidir. oo = -mc-ni L-in ilk ifadssinda
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nozors alsaq
LL =—mc?4fl - ﬁzJ (23.4)

olarjBu sarbast relyativistik zarraciyin Laqranj funksiyasidir. Relyativi-
stik mexanikada zarraciyin kiitlasi siiratdon asili deyil, relyativistik inva-
riantdir, skalyardir va zarraciyin yiikii, spini kimi onun asas xarakteri-
stikasidir.

Lagranj funksiyasim bilorok vo mexanikadan mslum olan miinasi-
batlardan istifads edarsk biz relyativistik zorraciyin harokatini xarakteri-
z5 edan biitiin komiyyatlori hesablaya bilarik. Sarbast zarraciyin sarbast-
lik daracasi n=3-diir v biz zarraciyi dekart koordinatlari ilds xarakteriza
edacayik:

q] =X,q2 =y,q3 =Z, (‘ll =).(=Ux, qZ =y=l_)y, q3 =i_—_'[)z’
pl =px’ p2 =py7 p3 =pZ-
Umumi qayda ilo impulsun komponentlarini hesablayagq:

0
p _ 6L _ —m02 C2 _ mUx
T oy, 21-p%  1-P2

2 2 2 2

- : v} L +L; 4V

Burada nazers aldiq ki, p* =5 =—J1—=.
c

mv moy

y — z

, P, aling.
J1-p 1-p°

Impulsun komponentlorini uygun vahid (ort) vektorlara vuraq va
toplayaq:

Analoji olaraq p, =

mo
1-p?

Bu, relyativistik zarraciyin impuls vektorudur. Zsrraciyin enerjisini he-
sablamagq ii¢iin mexanikadaki uygun miinasibatdan istifads edak:

+mc’y1-B? =

2

ip, +Jp, +kp, =p= (23.5)

3. 0L e mu’
e=Y q—~-L=vp-L=

i1 M y1-p*

_mv’+mc’(1-f%) _ me

V=BT 1P

Belaliklo sarbast relyativistik zarraciyin tam enerjisi
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mc2

J1-P

diisturu ilo hesablanir. |Bu diisturlardan gériiniir ki, ultrarelyativistik
siiratlords, yoni v —>c¢ (vo ya p—1) oldugda zorraciyin impulsu va

€=

(23.6)

enerjisi sonsuz artir. (23.5) va (23.6) diisturlarindan istifads edarak p, 0

va € arasinda asagidaki slagslori tapiriq:

2
C

g1

€
c2

V= voya p=—V. (23.7)

m |

Qaliley-Nyuton klassik mexanikasinda impulsla siirot arasindaki
Py =mV,, miinasibati yazaq va (23.7) diisturunda bu analogiyadan isti-

fads edok. Buradan alinir ki, guya relyativistik zorraciyin kiitlosi

m(v) =5 =~ (23.8)
c 1-B
diisturu ils tayin olunur.
(23.8) diisturunu bels ds yazirlar:
m(v) = iz vaya € = m(v)c? (23.8")
c

Qeyd edak ki, bu diisturlarin alinmasinda miisyyan xataya yol veri-
lib vo ona gors do bunlardan istifads etmak dogru deyil. Burada 2 adad
¢atigmayan cshot vardir: 1) Kigik siirstlords dogru olan klassik Nyuton

mexanikasinda impulsun p,, = m9,, ifadssini qeyri-qanunu olaraq onun
dogru olmadig: relyativistik oblasta aid etmisik. 2) Galon §-da géracayik
ki, m(v) ilo m miixtalif transformasiya xassosino malikdir, yeni m
skalyar oldugu halda m(v) skalyar deyil. Daqiq dessk m(v) ¢ vurugu
daqiqliyi ilo 4-6l¢iilii vektorun (p,-nun) zaman komponentdir. m(v)-ni
kiitls hesab etmok olmaz.

m(v) vo m-in eyni 6lgii vahidins, yoni dimenziona malik olmasi heg
ds onlarin eyni kamiyyst olmasi demoak deyildir. Mexanikadan malum-
dur ki, qiivvo momenti [fF] va i dA =Fdf eyni, 6lcii vahidins (kq'm)
malikdir, lakin onlar tamamils miixtalif kemiyyatlordir.

Lakin kéhna relyativistik mexanikada (23.8) vo (23.8") diisturlarini
dogru sayaraq onlardan istifads edirlor vo m(v)-ni relyativistik kiitla,
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m-i iso siikunat kiitlesi adlandirirdilar. Miiasir relyativistik fizikada zor-
raciyin horakst kiitlosi yoxdur, yegans m kiitlosi vardir, «siikunat»
soziinii do atmaq lazimdir, ¢linki zarracik (cisim) siikkunatds ds olsa, ha-
rakatda da olsa o, yegana, invariant, skalyar m kiitlosine malikdir.

(23.6) diisturundan goriiniir ki, sorbast zarracik siikunatds olduqda
da (v =0) enerjiys malik olur:

g, =mc’. (23.6"

Bu sarbast zorraciyin siikunat enerjisi adlanir. Siikkunat enerjisi bu zor-
rociyi siikunat halinda «dogurmagq, yaratmaqy iigiin lazim olan enerjinin
miqgdarnidir. Zarraciyin kiitlasi onun siikunat enerjisina ekvivalentdir. Bu,
moashur Eynsteyn diisturudur. Zarracik kiillii migdarda siikunat enerjisi-
no malikdir. Siikunat enerjisi digor enerji névlorina gevrils biler vo bu-
nunla slagadar olaraq zarraciyin kiitlosi dayigs bilor. ©gar siikunat ener-
jisindan Ae qadar enerji gotiirsak, onda cismin kiitlosi Am = Ae/ ¢’ gador
azalmis olar. ©ksins, cismi siialandiraraq vo ya qizdiraraq ona Ae qadar

enerji versak, cismin kiitlosi Am = Ae/ ¢’ godoar artmus olar. Bu, kiitlanin
yeni xassasidir. ©gar cismin kiitlasi 1 gr.-dirsa, onda bu cisimds toplan-
mis siikkunat enerjisi g0=1q-c2=1q-9-1020 sm?/s2=9-10% erq. olar.

Eynsteyn diisturundan istifado edoarok tabistde bas veran biitiin re-
aksiyalarda — kimyavi, bioloji, fiziki vo niiva reaksiyalarinda enerji doy-
ismolarini izah edos bilarik.

(23.6) diisturundan istifads edarok geyri-relyativistik mexanikada
sorbast zorrociyin malik oldugu enerjini hesablayaq. Bunun gin

-1
diisturdaki 4/1-p* =(1-p*)™ vurugunu Nyuton binomu diisturu va-

sitasilo P2-1n iistlorina goéra siraya ayirib iki hadlo kifayatlonak (giinki

B =2 <<1 gotiiriliir):
C

1-pH " =1 +-‘1€B2 +—Z—ﬁ“ +...

2

Bunu (23.6)-da nazars alsaq: ¢, = me? + 22 olur. Bu geyri-relyativis-

tik mexanikada sarbast zorraciyin enerjisidir. Burada mc? zarraciyin
siikunat enerjisi, m02/2 iso onun kinetik enerjisidir. Bu mexanikada

siikunat enerjisi heg bir rol oynamur. Onu ya atirlar, ya da enerjini siiku-
nat enerjisindon etibaran hesablayirlar. Onda sarbast zarraciyin qeyri-
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relyativistik enerjisi belo olur: ¢ =g, —mc’ =mv’/2. Bu, adi klassik

mexanikada v siirati ilo harakst edsn cismin kinetik enerjisidir.
Relyativistik mexanikada da kinetik enerji anlayis1 mévcuddur va
onu bels tayin edirlar:
2

e kin (23.9)

N ~mc’ =gl

Biz zorraciyin impulsundan, enerjisindon vs s. damisdig, lakin bu
zarraciyin elementar zorracik olub-olmamasi haqqinda heg bir s6z de-
madik, ¢iinki buna ehtiyac da yoxdur. Ona géra burada alinms biitiin
diisturlar ham zarraciys vs hom ds istonilon qadar miirakkob cisms aid
edilmslidir. Onda U, p, €, m vs s. cismin biitévliikls bir tam kimi iralilo-
mo siirati, bir tam kimi onun impulsu, enerjisi va biitovliikds kiitlosi
olacaqdir vs s.

Krel. _

§24. Sarbost zarraciyin 4-6l¢iilii horakat tanliyi,
4-ol¢iilii impuls, 4-6l¢iilii qiivva vo kiitlo defekti

\Ovvales sarbast zarraciyin 4-6lgiilii horokst tonliyini alaq. Bunun
ligiin (e tosir inteqralinin formaya gors variasiyasini hesablayaq:

b b
8S = 8(—mc [ ds) = -mc j 5ds 24.1)

Burada ds= J—dxﬁ oldugundan, onun arqumenti dx,, -diir (x~deyil)).

Bilirik ki, funksiyamin (burada ds-in) variasiyasim hesablayanda fun-
kstyanin uygun arqumeénts gors tdromosini hamin arqumentin variasiya-
sina vurmagq vs alinan hadlari toplamaq lazimdur:

2d d
95 S, =~k 5dx, =~ % dox = —u_ dox.
; dS H H H

dx " 2ds

Biz arqumentds variasiya ilo diferensialin yerini doyisdirmisik
(ddx-=ddx ). Alinmus ifadoni (Beh)-de yerins yazaq vo hisss-hisso in-

teqrallama aparaq:

ods =

b

b
—mc jduu 8%, (24.1

b
8S =mc¢ J'updSXu = mcuquu
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. du
Axiriner inteqralda du, E-d—“-ds yazacagch'Baxdlglmlz mosaloda
- S

konfiqurasiya fozast Minkovski fazasi ilo ist-iisto diisiir. Ovvalca forz
edak ki, a va b noqtsleri fikss olunmusdur va biitiin miimkiin «trayekto-
rialar» homin néqtalorden kegir vo haqiqi trayektoriya iizorinds S mini-
mum qiymsat alir, yoni 8S,,, =0 olur. Sakil 24.1-ds haqiqi trayektoriya
qalin xatls ¢okilmisdir. Sakildon gériiniir ki, dx,(a) =8x,(b)=0. Bu de-

b
diklorimizi (24.1") ifadssins tatbiq edok: 0 =0~ mcj.

a

duu

dsdx, . (a, b) in-
ds w2 0)

tegrallanma oblastinda 3x, ixtiyari oldugundan vs yuxaridak: inteqra-
lin sifir olmasindan ¢ixir ki,
b
1 ds
olmahdir.) Bu, relyativistik sarbast zorraciyin 4-6lgiilii sokilda horokat
tsnliyidir.J '

=0 vaya u, = const 2 (24.2)

b

a
Sokil 24.1

u
Sarbast zarraciyin 4-6lgiilii tacili, yani W, = —a—”— sifirdir vo ya onun
]

4-olgiilii siirati, yani u, sabitdir. Dogrudan da bels ds olmalidir. Ciinki

adi mexanikadan malumdur ki, sarbast zarraciyin ii¢ dl¢iilii siirati O sa-
bitdir. (15.2) ifadesinden goriiniir ki, 4-6l¢iilii siiratin biitiin komponent-
lari 3-8l¢iilii siiratla tayin edildiyindan onlar da sabit olmalidir.

Indi forz edok ki, 4-6lgiilii fozada a noqtosi fikss olunmusdur, lakin b
ndqtassi cari noqtadir. Miimkiin olan trayektoriyalar a néqtasindon bas-

laywr, lakin b noqtesinds onlar goriismiirlor. Ona gora 8x,(a) =0,
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8x,(b) # 0 olur. $akil (24.2)-d> bu trayektoriyalar sarti olaraq gostaril-

misdir vo hogiqi horokats uygun trayektoriya qalin xatlo ¢okilmisdir.
Orada b fikss olunmadigina gors, onun ala bilacayi qiymsatler cari noqte-
lor soklindo verilmigdir. Biz belo hallarda 8x,(b)-ds «b» indeksini ata-

raq, onu sadace 8x, soklinds yazacagiq. Bu zaman haqiqi trayektoriya
du .
iizorinds harakat tonliyi 6danacok [d—”=0), lakin S artiq minimum
S

giymot almayacaqdir, yani 8S =0 olacaqdir. Burada S funksional yox,
inteqralin yuxar1 sorhadinds zorraciyin koordinatlarinin funksiyasi
olacaqdir. Bu dediklorimizi (24.1')-ds nozers alsaq: &S =mcu dx,(b)

olar. Burada 8x,(b)=08x, yaziriq va S artiq yuxari sorhadds X, -nun

funksiyas: oldugundan, onun formaya gors variasiyasini &S =—ai8xu
ox
n

soklinds hesablayiriq. Hor yerds takrar olunan indeks (yani p) lizrs cam

aparildif1 nazards tutulur. 8S-in ifadasini yuxaridaki miinasibotds yerins

yazsaq é%?—&xu =mcu,8x, olar.
n

a
Sokil 24.2

Borabarliyin sag va sol terafinde 8x-lar bir-birindon asihi olmayan

ixtiyari doyison komiyyatlar oldugundan, onlarin amsallar bir-birins ba-
rabar olmalidir.

—=mcu, . (24.3)



Mexanikadan malumdur ki, (bax §22) tosirin koordinata gora toro-
mosi homin koordinata uygun kanonik impulsu ifads edir:

& _
L axu ”’J
LAydmdlr ki, p, 4-6lgilii vektordur, ¢iinki o, skalyarm (S-in) 4-

61(;1'11—& koordinata (4-6l¢iilii vektora) gora toromasidir. £24-3)vo(244)~
a2 zorraciyin 4-6l¢iilii impulsunun agkar ifadasini alinq:

p, =mcu,. (24.5)

(24.4)

4-6l¢iilii siiratin (15.2) ifadssindan istifads edarak 4-6l¢iilii impulsun
komponentlorini hesablayaq. Yuxarida p=1 desok

v, __my, b
cfl-v*/c?  (f1-v¥ed

olar. Analoji olaraq p=2 va u=3 desak,

p, =mcu, =mc

muy mo,

= —= , =—————Epz
P J1-v?/¢? Py P J1-v/c?

alirq. Indi p=4 gotiirak:
mc’
=mcu, =1i =— =

i
\/1 o ¢t ¢ \/1—02/c2 ¢

Belalikls 4-6l¢iilii impulsun birinci ii¢ komponenti (faza komponent-
lori) 3-6l¢iilii impulsun komponentlari ila iist-iista diigiir, dérdiincii kom-

€.

‘ponenti is9 1 vurugu daqiqgliyi ila relyativistik sorbest zarraciyin € enerji-
c

sini ifada edir. Biz ps-ii (23.8) diisturu ilo miiqayisa etsak, gororik ki, bu
diistur ic daqiqgliyi ilo 4-6l¢iilii impulsun dordiincii komopnenti olan p4
ila iist-listo diisiir. 4-6l¢iilii impulsu qisa sokilds yazaq:

- mv i
p,={p=—F—=, —€;. (24.6)
g { J1-v¥/ct ¢ }
Demoli, zarraciyin impulsu vo enerjisi bir doérdolgiilii vektor toskil
edir. Bir otalot sistemindon digorina ke¢dikds 4-6lgiilii vektor Lorens
gevrilmasi diisturlar ils gevrilirjOnda K'-don K atalat sistemina kegdik-

dos impuls va enerjinin hansi1 ganunla doyigdiyini yazmagq iigiin yadimiza
salaq ki, xiisusi Lorens g¢evrilmalorinda 4-6lgiilii vektorun yalniz birinci
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va dordiincu komponentlori dayisir:

. .V i A% ' ’ .V
p1=px=Y{px—l—p4}=7{px+ 28}; p4=Y{p4+l_px}
C C C

voya

1
burada y = ———== — Lorens faktorudur.
J1-v?/¢c?

Belolikls xiisusi Lorens ¢evrilmoasinds enerji vo impuls asagidak: qa-
nunla doyisir:

' \'% ) ! ' !
px =Y(px +-c—i—8')’ py =py’ pz =pz’ € =Y{8 +vpx}' (24'7)

Enerjinin digor ifadolarini almaq iigiin (24.5) baraberliyini kvadrata
yiiksaldok, p,-niin (24.6) ifadesindon istifads edok va ui =—1 oldugunu

nazars alaq:

2
p? -E; = —m’?, Vo ya &= +,/c%p? + m’c’ (24.8)

Disturdan goriiniir ki, relyativistik fizikada sarbost zorraciyin tam
enerjisi ham miisbat vo ham ds manfi ola bilar. Lakin klassik fizikada biz
(24.8)-do miisbat isarani saxlayacagiq, yoni

g = +y/c%p? + m%c* (24.8)

qabul edacayik. Bu, bels do olmalidir, ¢linki klassik fizikada sorbost zer-
raciyin enerjisi harokat enerjisidir, onun potensial enerjisi yoxdur, bura-
da kvant kegidlori do yoxdur. Amma kvant fizikasinda har iki isaranin
maonast vardir. Bu nozariyyads miisbat enerji zorraciyi (masalon, elektro-
nu), manfi enerji iso antizarraciyi (masslon, pozitronu) xarakterizs edir.
(24.8) diisturunun birinci hissasi zarraciyin kiitlosini onun enerjisi va im-
pulsu ils ifads edon gox miihiim relyativistik diisturdur. Biz istonilen zor-
raciyin, cismin, zorraciklor sisteminin kiitlssini bu diisturla toyin edacay-

ik. Siikunat halinda (24.8)don €, = +mc® aliir. Sokil 24.1-do miisbat va

(¢]

moanfi enerji hallar sxematik goéstorilmisdir. Burada +mc? soviyyssi ilo

—mc® saviyyasi arasinda zarracik ola bilmoz, hiindiirliiyli 2mc? olan bu
araliq gadagan olunmug zona adlanir. Zorraciklor bu zonadan yuxarida
va ondan asagida ola biler. Dirak nazariyyssina goro biitiin menfi enerji
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saviyyalori elektronlarla dolmusdur. Enerjisi 2mc?-dan boyiik olan y-
kvant1 manfi enerji soviyyalarinin birindaki elektron (¢7) udaraq miisbat

enerji saviyyasina kecir. Bu elektronun bos qalmis yeri (desik) monfi
enerji saviyyalori va manfi elektrik yiiklori fonunda 6ziinii miisbat yiiklii

zarracik kimi aparir. Bu pozitron adlanir (e*). Baxdigimiz proses v-
kvant torsfinden elektron-pozitron ciitiiniin fotodogulmas: adlanir.

€ _
F 3 e
+mc2
-0
Y

e~ —mc> ,Fr

- r
e
&

Sokil 24.1

Biz (23.7) vs (24.8") diisturlarindan istifads edoarak istanilon kiitloya
va impulsa malik olan zarraciyin siirati {igiin asagidaki ifadani aliriq:

Yy S — (24.9)
Demali, kiitlays malik zarraciklsrin siirati is1q siirstindon kigikdir va
impulsun ¢ox boyiik qiymsatlorinds (p —» ) o, asimptotik olaraq c-ya
yaxinlasir. (24.9)-da m=0 gotiirsok v =c alariq. Kiitlasi sifir olan biitiin
zarraciklor ig1q stirati ils harakst edirlor.
Fotonlar, gravitonlar, neytrinolar bels zarraciklardir. Bels zarracik-
larin impulsu (24.8) diisturuna asasan

€

p= (24.8")
C

olacaqdur.

Indi relyativistik enerji ii¢iin (24.8) ifadesini 4-6lgiilii psevdoevklid
(Minkovski) fszasinda tesvir edsk. Oxlar boyunca cp,,cp,, cp, Vo €
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komiyyatlarini geyd etsak (4-6lgiilii impuls fazasi), relyativistik zorraciyin
enerjisi tigiin yuxan ganadli va asagi qanadli hiperboloid sathi alariq.
$akil (24.2)-ds cp,, cp,, cp, oxlarmi sorti olaraq cp oxu ils isars etmi-

z

sik. Hiperboloidin qanadlar1 enerji oxunu +mc® néqtalarinds kasir. Bu
hiperboloidin sathi kiitlasi m olan zarracik vs antizarraciyin enerjisinin
ala bilacayi biitiin giymatlari tosvir edir. Ona gérs bu sath enerji sathi ad-
lanir. Qeyd edoak ki, miixtalif kiitloys malik zarracik vs antizorraciklora
miixtalif hiperboloidlar uygun galir. Is1q zerraciklorine (m=0 olan foton-
lara) uygun golon hiperboloid isiq konusu olacaqdir (24.2 saklinds qinq
xatlar). Biitiin miimkiin olan enerji hiperboloidlari is1q konusunun daxi-
linda yerlssir va asimptotik olaraq isiq konusuna yaxinlasirlar. Belalikls
tabiatds mdvcud olan biitiin zarracik va antizarraciklor is1q konusu daxi-
linda yerlagdirils bilor.

Bu bir daha onu gostorir ki, is1q konusu relyativistik fizikada ¢ox
fundamental rol oynayir.

Relyativistik fizikada 4-6l¢iilii qlivve anlayisindan da genis istifada
olunur. Klassik mexanikadaki qiivvays uygun olaraq 4-6lgiilii qiivveni
bels tayin edirlor. 4-6lgiilii impulsun maxsusi zamana v ya intervala go-
13 téramasine 4-ol¢iilii qiivva deyilir:

=P S (24.10)

$akil 24.2. Enerji hiperboloidlari enerji sathlaridir.
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p, -niin (24.6) ifadssindan istifads edarak giivvenin foza komponent-

lorini ¢ox asanliqla toyin edirik:
i dp 1 dp__ F
ch 2 dt c\/7 B’ J

Burada F =C:1—It) ad1 3-olciilii qiivvadir. Indi qiivvenin 4-cii komponentini

L

hesablayaq:

_ dp, i de_ i .dp_ i(GF)

=3 _Cz\/l_ﬁzE Fdf At hop

Biz burada %-ni (24.8) diisturundan zamana gora téroma almagla he-

sablamigiqg:
- Bl 2 - Bl
258 L5698 g yoya BB B 4.11)
dt ¢ dt d ¢ dt dt
4-6l¢iilii qiivveni y1gcam soakilds yazagq:
_ F_ i 6®H | (24.12)
c\/ 1-v2/c* ceyfl-v?/c?

Adi 3-6lgiili F qiivvasi ilo vahid zamanda goriilan (OF) isi bir 4-
sl¢iilii qiivva toskil edir vo buna adaton Minkovski qiivvasi deyilir.

4-olgiilii siirat 4-8lgiilii tacils ortoqonal olduguna gérs u, f, =0 olur.
Biz (24.6) va (24.12) ifadolorindan istifads edorok (24.10) diisturunun

foza komponentlorini yazsaq Nyuton ganununun relyativistik goklini
alangq:

X =F. (24.10")

Tabiotdo movcud olan biitiin cisimlor miioyysn tarkib hissaloring
malikdir va bu hissaler daim bir-biri ila qarsiliqh tasirdadir. Bu qarsihgli
tasir qiivvalori cisimlori formalagdirir vo onlara miisyyan xassalor verir.
Cisimlorin torkib hissolari atomlar, molekullar, kristallik qofaslar,
miisbat va monfi yiiklii ionlar va s. ola bilor. Stabil cisimlorda torkib his-
salorin qarsiligh tosir enerjisi son naticada caziba enerjisi olacaqdir (man-
fi enerji). Ona gérs biitiin cisimlor rabits enerjisine malikdir va bu enerji
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niivelarda boyiik qiymat alir, ¢iinki niiva qiivvalari an giiclii qlivvalordir.

Har hansi stalat sisteminda siikunotds olan cismin va ya fiziki siste-
min malik oldugu enerji onun daxili enerjisi vo ya siikunat enerjisi adlanir.
Farz edak ki, cismin va ya fiziki sistemin biitévliikds kiitlosi M-dir. Cismin
siikunat (daxili) enerjisi Mc? onun torkib hissslorinin malik oldugu biitiin
enerji névlerinin comidir. Cismin n-sayda zorracikdan togkil olundugunu
farz etsok, onun daxili enerjisini asagidaki sokilds yaza bilorik:

Mcz=zn:macz+zn:Ka+zn:uab. (24.13)
ab

a=] a=|

Burada m C2 cismi togkil edan zarraciklorin siikunat enerjilorinin comi
a
a

Z K, —bu zarraciklarin kinetik enerjilorinin comi, u = Z u,, 1s9 zarracik-
a ab

lorin gargiliqli tosir enerjisidir. Ifadedon gbriiniir ki, cismin kiitlesi onun

torkib hissolorinin kiitlalorinin camino barabar deyildir: M # Zma .Buo

a=1
demoakdir ki, relyativistik fizikada kiitlo saxlanmur. Cismin 6ziiniin kiitlo-
s1 ilo onun torkib hissalorinin kiitlolorinin forqina cismin kiitlo defekti
deyilir:

AM=M->"m,. (24.14)

a=]

Cismin kiitls defektinin c2-na hasili cismin rabita enerjisi adlanir:
AW = AMc? (24.14"
(24.13)-dan

AMc? = Z K, +u (24.15)
aling. Ogor kiitlo defekti miisbatdirss (AM > 0) cisim geyri-stabil olur va
0z basina torkib hissalorina pargalanir. Ciinki bu zaman ZKa +u>0

olur, yani zarraciklorin kinetik enerjisi onlarin qarsiligh tosir enerjisini
tistaloyir va zarraciklor cismi tork edir. Kiitls defekti monfidirsa (AM < 0)

cisim, stabil olur va o par¢alanmir. Bu zaman ZKa +u<0 olur, yoni
a

qarsihql tasir enerjisi zorrociklorin kinetik enerjisini iistaloyir va onlari
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cismin daxilinda tutub saxlayir. Rabita enerjisi (24.14') diisturuna gors
kiitlo defekti ilo eyni isarali oldugundan belo deys bilorik: rabita enerjisi
AW monfi oldugda (AM <0) cisim stabil olur, rabits enerjisi AW

miisbat olduqda isa (AM > 0) o qeyri-stabil olur va 6z bagina tarkib his-

salorine parcalanir. Kiitlo defekti (va ya rabita enerjisi) enerji baximin-
dan cisimlardo, fiziki sistemlords, niivalords va s. 6zbasma gedon biitiin
reaksiyalarin istigamstini miioyyan edir. Sads misallara baxaq. Malum-

dur ki, Berillium atomunun niivesi B:, 4 proton vs 4 neytrondan taskil
olunmugdur. Gésterak ki, bu niive 4p va 4n-a parcalana bilmoz, yani
Be’j A 4p +4n ? reaksiyas gedo bilmoz. Bunu izah etmok iiciin reaksiy-

ada istirak eden zarraciklarin kiitlolorini atom kiitls vahidlorinda (akv)
yazaq va reaksiya liglin kiitlo defektini hesablayaq.
my, =8,00785, m_ =1,0081, m, =1,0089;

AM =m,, —4(m_ +m,) = 8,00785— 42,0170 = —0,06 akv.
AM<0, yani AW<0 olur. Bels reaksiya 6zbasina geds bilmoz. Belo mo-
lum olur ki, Berillium niivasinin daxilinds protonlar neytronlarla birla-
sarak 2 adad «-zarracik yarada bilar. a-zarracik Helium atomunun niiva-
sina deyilir: o =He;. Helium atomunun niivasi 2p vo 2n-dan toskil

olunmusdur. Onda Bef asagidaki reaksiya iizra pargalana bilor:
Be® — 2He;.
Bunu izah etmoak iigiin a-zarraciyin kiitlosinin m, =4,0039akv oldugu-
nu bilerak, bu reaksiyanin kiitlo defektini hesablayaq:
AM =mg_ ~2m_  =8,00785-2-4,0039 = 0,00005 akv> 0-AM > 0
olduguna gdrs bu reaksiya geds bilor. Belolikls, Be? niivasi 4 proton va

4 neytrona yox, iki a-zarraciys 6zbasina pargalamir. Biitiin pargalanma
reaksiyalarim bu qayda iss hesablamaq lazimdr.
Indi birlosms (sintez) reaksiyalarina baxaq. Tedgiqatlar géstarir ki,

Giinogds an gox yayilmus elementlsr Hidrogen (H)), Deytron (H?) va
Heliumdur Hej. Hidrogenin niivssi bir protondan, Deytronun (deyton)

niivasi bir proton vs bir neytrondan, Tritonun niivasi 1 proton va 2 ney-
trondan taskil edilmisdir. Bunlarin akv-ds kiitlslori beladir:
m,, =1,00782, m,, =2,0141, m,, =3,01605 akv .

Qobul edilmisdir ki, Giinas enerjisinin yaranmasinda asagidaki pro-
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ses holledici rol oynayir:

2p+2n — He;.
Bu reaksiya {igiin kiitlo defekti AM =2-2,0170 - 4,0039 =0,0301akv >0
olur vo reaksiya gedir. Bu reaksiyada AMc? qadoar enerji ayrilir. Bu

enerjini hesablamaq iigiin elektron-voltla erq arasindaki slageni yadimi-
za salaq vo elementar zarraciklor fizikasinda isladilon enerji vahidlsrinin

adlarimi sadalayaq lev=4,8-10"°(SGSE), -3—(1)6(SGSE)(p =1,6-10"" erq.

1Mev (Meqa ev) = 10°ev, 1Gev(Gigaev)= 10° ev.

Atom fizikasindan bilirik ki, 1 akv neytral C!2 atomunun kiitlasinin
1/12 hissasine deyilir vo adadi giymatca 1akv=1,66-10"" gramdir. Bir
akv-ns uygun golon enerji 1akve? =9-1,66-107 erq~9-10° ev = 0,9 Gev
olur.

Yuxandaki sintez reaksiyasinda ayrilan enerjinin miqdari  AW=
=0,03-0,9 Gev=27 Mev olacaqdir. Buna reaksiyanin enerji ¢ixim deyilir.

Qeyd edak ki, Giinagds 4p — He; +2e* +2v, reaksiyasi da gedir vo
bu da Giinas neytrinolarinin manbalarindan biridir. Bu reaksiyanin kiitla
defekti AM=4-1,0081-(4,0039+0,001)=4,0324-4,0049=0,0275 akv olur.
Reaksiyada ayrilan enerji AW=0,0275.0,9 GeV=24,5 Mev-2 barabordir.

Asagidaki reaksiya idars edilon istilik niiva reaksiyalar arasinda

cox mithiim yer tutur: H? + H; =He, +n. Bu reaksiyanm kiitlo defekti
AM=2,0141+3,0160-(4,0039+1,0089)=5,0301-5,0128=0,0173  akv-dir.
Reaksiyada ayrilan enerji AW=0,0173-0,9 Gev=17,3Mev-dir.

Son iki niiva reaksiyalarinda kiitlo itkisini hesablasaq % liglin

0,68:10-2 v2 0,34-102 alariq.

Lakin biz kimyevi reaksiyalara vo miixtolif yanma reaksiyalarina,
moasalon koémiiriin vo metan qazinin yanmasina baxsaq (C+0,=COs,
CH4+20,=CO,+2H,0) burada kiitlo itkisi ¢ox az olacaq, yoni

%= 10 va 107" tortibinds olacaqdir.

Belolikls rabito enerjisi miisbat oldugda istenilon reaksiya 6zbasina
gedir, monfi olduqda iss reaksiya 6zbasmna geds bilmir. Lakin Ozbasina
geds bilmayan reaksiyalari (proseslori) siini yolla aparmaq olar. Bunun
{igiin prosesa xaricdon miitloq giymatca reaksiyann rabita enerjisino bo-

144



rabar olan miisbat enerji vermok lazimdir. Sistems verilon bu miisbot
enerjlya reaksiyanin astana vs ya hiidud enerjisi deyilir.

Mosalon, " +e” =y, +y, reaksiyasi (e*e” ciitiiniin iki fotona anni-
hilyasiyas1) 6zbasina gedir. Lakin y, +y, =e* +e” reaksiyasinin (e*e”
ciitiiniin iki fotonlu dogulmasi) getmasi iiglin fotonlarin enerjilori comi
g +¢&, 22m,’ olmaldir.

Elektromaqnit sahssi haqqinda bir nego kolma demok lazimdir.

Elektromaqnit sahasinin zarraciyi olan fotonun impulsu p = £ oldugun-
c

dan tok fotonun kiitlasi (24.8) diisturuna ssasan sifirdir. Lakin fotonlar
sisteminin kiitlssi sifir da ola bilor, sifirdan forgli do ola bilor. Sadslik
tiglin forz edak ki, iki fotondan ibarat sistemimiz vardir.

Sistemin tam impulsu P =p,+p,, = {(f), +f)2),l(e, +s,_)} olur.
c

Forz edsk ki, iki foton eyni istiqamatds bir-birina paralel harokat edir,
onda sistemin kiitlasi sifir olur. Indi farz edak ki, fotonlarin impulslar
bir-biri ilo miisyysn bucaq smsls gatirir, xiisusi halda bir-birinin aksino

_ (& +52)2 =_(81 +8,)°

CZ CZ

=-m’c® olar.

yonolmigdir. Onda P} =(p-p)’

Yoni, m; = il :282 olur. Biz burada sadslik iigiin farz etdik ki, fotonlarin
impulslarinin modulu bir-birins barabardir (pi1=p2=p).

Biz forz edacayik ki, elektromaqnit sahasinin kiitlesi vardir. Ciinki,
kiitlonin sifir oldugu hal, yeni biitiin elektromaqnit sahasini bir istiqa-
motds bir-birins daqiq paralel yayilan fotonlar seli kimi tasavviir etmak
¢ox siinidir vo geyri realdir. Belsliklo cismi qizdirdigda vo ya ona elek-
tromagqnit sahasi ils tasir etdikds onun kiitlasi artir.

Bozon adabiyyatda kiitls defekti vo rabita enerjisi olaraq «-AM» va

«-AW» gotiiriliir. Yoni Be] masolasindo kiitlo defektini asagidak: kimi
toyin edirlor: AM = 4(m, +m,)—M,, . Onda AM = -AM olur (yeni kiitlo

defektini tilda (~) ilo isars edirik). Indi reaksiyalarm monasi doyismoy-
acak, lakin yuxaridaki tariflari torsina oxumaq lazim galocokdir («gedor»
avazina «getmaz» va s. demok lazimdir).
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§25. Relyativistik zarraciklorin kinematikasi

Relyativistik zarraciklor va zarraciklor sistemi miixtslif fiziki proses-
lords istirak edir. Bunlar zarraciklarin togqusmasi (sopilmasi) proseslori,
par¢alanma va birlosmoa reaksiyalari, zarraciklorin bir-birina ¢evrilmasi
proseslori va s. ola bilar. Istonilon proses miioyysn atalot sisteminds &y-
ronilir. Dtalst sistemlorinds faza bircins va izotropdur, zaman iss bircin-
sdir. Ona goro relyativistik fizikada da enerjinin, impulsun va impuls
momentinin saxlamas1 ganunlari ddonir. Biz zerraciklorin bir-birils gar-
sihglt tasir giivvalorinin mahiyystins fikir vermayarok togqusma, birlss-
mo va pargalanma proseslorinin kinematikasi ilo moggul olacagiq vo
prosesa aid doyorli molumatlar alds edacayik. Zarrsciklorlo bas veran
proseslarin (reaksiyalarin) kinematikasi bu proseslari yaradan qiivvale-
rin (elektromaqnit, giiclii, zaif g/t qiivvalari) tobistindan asth deyildir. Biz
kinematik reaksiyalarda enerji, impuls va impuls momentinin saxlanma-
s1 ganunlari ilo yanas: tobistin an fundamental ganunu olan elektrik
yiikiiniin (Q) saxlanmasi ganunundan da istifade edacayik. Bu ganunu
qisaca AQ=0 soklinds yazrlar: prosesin avvalinds vo sonunda elektrik
yiikiiniin miqdar eynidir, yani onlarmn forqi sifira borabardir. Yeri gal-
miskan moalumat iigiin fizikada mévcud olan iki adad saxlanma ganunu-
nu yada salaq. Bunlar reaksiyanin baglangicinda va sonunda barionlar
saymnin (B) v leptonlar sayinin (L) saxlanmasi ganunlanidir. Qeyd edak

ki, (bax Giris) barionlar spin momenti %h, %h va s. olan hadronlara

deyilir (mas.: p, n, A vo Z-hiperonlar va onlarin antizarraciklori). Barion
kvant adadi B barionlar ii¢iin «+1» antibarionlar iigiin. «-1»-dir.- Eynilo
leptonlar iigiin lepton kvant adadi L =+1 vo antileptonlar (pozitron, an-
tineytrino va s.) ligiin iso L =—1 qobul edilir. Leptonlar halinda elektron-
leptonuna (Le), p-mezon leptonuna (L,) ve T-mezon leptonuna (L) ayrica
baxirlar. Onda reaksiyalarda barionlar sayinin va leptonlar saymn sax-
lanmas1 qanunlarm qisaca belo yazirlar: AB=0, AL =0, AL, =0,

AL.=0. Toqqusma proseslorini ham laborator («/-sistemi») va ham do
ostalot markozi sisteminds («m-sistemi») aparmaq miimkiindiir. Labora-
tor sistemi ol¢li cihazlarinin siikunatds oldugu sistemdir va togqusan
zorraciklordan biri (hadsf) bu sistemda siikunatds gotiiriiliir (yoni, onun
impulsu p=0 olur). Otalot markazi sistemindas iss togqusan zarracikle-
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rin vo ya reaksiyadan alman zorraciklorin impulslarinin comi sifirdir:

N
Dy + Dy + ..+ Py =Zf)a =0.

25.1 Otalat moarkazinin harakat siirati

Sads bir hal iigiin atalot moarkozi sisteminin haroskat siiratini tapaq.
Farz edok ki, N zarracikdan ibarat mexaniki sistem va ya cisim K' hesa-

- N i
bat sisteminda bir tam kimi siikunstdadir, yani P'= Zf)a =0. K hesabat

a=l

sisteminds bu cisim artiq siikunatds olmayacaq ve onun impulsunu

N
P= Zf)a ilo isars edok. Bu mexaniki sistemin K' vo K-da tam enerjisini

a=]

N N
g'= Zsa Vo € =Z.€a ils isara edok. Burada K' hesabat sistemi atalot
=1

a=l
morkazi sistemi olacaqdir va xiisusi Lorens gevrilmasinds o, x oxu boy-
unca Vy siiratilo harakat edir. Indi enerji vo impuls ii¢iin K-dan K' siste-
mind kegid disturlarim yazaq, ysni (24.7) disturlarinda (...)' < (...),

V — ~-V avazlomasini aparagq:

Px'=0=y(1>x-v;8), P =0=P, P,=0=P, &'=y(e—V,P).
C

Pc’ e
Buradan V, =—=— aliriq. Ogar K' sistemi istonilon istiqgamatds harakat
>

edarss, onda

N
2 czzﬁa
- (25.1)
S,

a=l

o

V==

-

olar. Bu atalot morkazi sisteminin harokst siirstidir. Biz bunu relyativi-
stik zarracik (vs ya cisim) iigiin O, p v € arasinda alagani gostaran (23.7)
=.2
, . pct . i . O .
diisturundaki =2 ifadasinda p-ni 2 p, Vo e-nu Zsa ilo avaz et-
8 a a

moakls ¢ox asanhqla ala bilerdik. Qeyd edok ki, qarsihglh tasirds olan
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zorraciklor sisteminin enerjisi imumiyyatlo additiv deyildir, lakin xiisusi
hallarda additiv ola bilar.
Indi bir neco kinematik masaloya nazar salaq.

25.2. Eyni bir effektin ahnmas ii¢iin lazim olan enerjinin
atalot moarkazi vo laborator sistemlorinda ifadasi

Belo molum olur ki, iki elementar zarraciyin togqusmasi zamant bas
veran effektlor bu zarraciklorin nisbi siiratinden asihdir.

Farz edok ki, iki zerracik iki miixtalif siiratlondirici torafindan eyni
bir p impulsuna gadar siirstlondirilsrak bir-birils qarsilasir va K atalot
moarkazi sisteminds toqqusaraq miioyyan bir reaksiyaya sabob olur. Zar-
raciklarin kiitlalorini m; va my ilo isars edok. Otalst morkozi sisteminds

zorraciklarin impulslarmin comi p, + p, =0 olur. Otalst morkazi sistemi

olaraq hom K-n1, hom ds K'-i se¢a bilarik.
Biz burada alverislilik iigiin K-m1 segmisik. Sarti olaraq K-da p, im-

pulsunun sag ve p, impulsunun sol tarafs yonaldiyini forz edsk:

X)
$akil 25.1. Otalat moarkazi sistemi

Impulsun saxlanmasi ganununda —p, =p, =p oldugunu nazars alaq
va K sisteminds reaksiyanin getmasi iigilin zarraciklorin tam enerjisini

yazaq: e=¢, +¢,. Burada ¢, = \/ﬁf,zcz +m],c' = \/f)zcz +m;j,¢c* . Toqqu-

san zarraciklorin atalot moarkazinds impulslar1 qiymatca eyni istiqamatca
oks, kiitlaleri, enerjilori va siiratlori iso miixtslifdir. Zarraciklarin siiratlori
= .2 = .2
- ¢ . c
0, = BZ 0, = P olur.
g )

Indi homin reaksiyam laborator sisteminda aparaq. Bu zaman m;
zarraciyini laborator sisteminda (mos. K'-do) siikunatds gétiiriirlar vo mo-
zarraciyini gox boyiik enerjiys gadar siiratlondirerak onu my ilo (hadafls)

148



togqusdururlar vo homin reaksiyanin alinmasina nail olurlar. Bu zaman

toqqusan zarraciklorin laborator sisteminds malik oldugu tam enerjini
2

m,c .
hesablayaq: &'=¢| +¢), =m,c’ +¢, =m,c’ +——=2=. Burada v,, labo-
’
1=
c2

rator sisteminds 2-ci zerraciyin siiratidir. Birinci zorracik laborator sis-
temindo siikunatde oldugundan v,, sslinds 2-ci zarraciyin 1-ci zarraciyo

nozaran siiratidir. 1-ci zarracik K-ya nazeran O, siirstino malikdirss, on-
da K sistemi 1-ci zorraciys nozoren -9, siiratine malik olur. 1-ci zorracik
K'-5 nazaran siikunstds oldugundan K sistemi els K'-5 nazaran — 0, siirs-
tina malikdir. Digar tarafden 2-ci zarracik K-ya nazorsn 0, siiratina ma-

likdir. Kollinear siiratlorin (16.8) toplanma diisturuna asason 2-ci zor-
raciyin K' laborator sistemina (yani 1-ci zarraciys) nazersn v,, harakat

siirati onun K-ya nazaron 9, siirati ilo K-nin K'-o nazsron « -0, » siirati-
nin «relyativistik comino» barabardir:

~of 1 1
. . P —+—1 _,
L i € €& ) pc(g +g,)
21 oo - 2.2 °
1_0,12)2 1_'_ipc €€, +pc
2
c c gg,
Onda laborator sisteminda tam enerji
2 ' 2

m,c ) m,C

g'=mc’ +¢, =m,c’ + === =m,c* + =
-2 2.4 2
1 Ou l—lp c'(g, +¢,)
2 2 ( + 2 2)2
c ¢’ (g, +p’c

m,c’ (g€, +p°c?)

\/(8182 + p2c2)2 __pzcz (g, + 82)2

=m,’ +

olur. Burada kasirin surat vo moxracinds p2c? kamiyyatini zorraciklarin
relyativistik enerjilori ils ifads etmok lazimdir. ©vvalca bunu surstds
edak:

1 1
g€, +p°c’ =¢gg, + E(pzc2 +p’c’)=¢gg, + 5(812 —m’c* +& —mic!) =

=%[(aI +€,)’ —(m} +m?)c]
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Indi maxracda kékiin igini sadslosdirok:
(&8, + pc’)? —p’c’ (g, +¢, )! = glzag +p’c® (“812 - 8%) +p'ct =
= cl6] 40’6’ — ¢ ) = 36} 4P’ (et —c]) = (] ~p?) -
—-p’c’'m’c* =elm’c* —p’c’mic’ = mic* (€2 - p’c?) = mimic’.
Noticads

2 2 2 2\ .4
8'=m102 +lm2c [(g, +€,) = (m; +m;)c ]=
2

4
m;m,c

2 4 2 2
_(g+8) +c(m —my)
2m,c’

(25.3)

olur. Bu verilmis moasslonin an imumi hollidir. Xiisusi halda toqqusan
zarraciklarin siikunat kiitlalori eyni oldugda bu diistur sads gokls diigiir.

2
g =%. (25.3a)
1

Qeyd edak ki, stalat markszinds toqqusan zarrociklorin biitiin ener-
jisi reaksiyanin getmasina sarf olunur, lakin laborator sisteminds toqqu-
san zarraciklarin enerjisinin bir hissasi reaksiyanin gedising, digar hissasi
1so zarraciklarin birgs iroliloms horakatinoe (topmo enerjisi) sarf edilir.
Farz edak ki, togqusan zarraciklar elektronlardir. Onda

2

o —81,9-10"erq = 0,51Mev

m.c’=9,1-107.9.10"q

san

olur. Tutaq ki, elektronlar otalot morkozi sisteminds g =¢,=¢, =

=100Mev enerjiya qadar siiratlondirilir. Onda laborator sisteminds bu
elektronu €'=40000Meyv -3 qador siiratlondirmok lazimdir. Belslikls ota-

lot morkozi sisteminds — =400 dofa kigik enerjidon istifads etmok la-
80

zimdir, yani astalat morkazinds siiratlondiricinin giiciine 400 dafs ganast

edilir. Ona gors miiasir fizikada «m-sistemindo» qarsilasan zarraciklor
dastasi yaradan siiratlondiricilsrs iistiinliik verilir. Mas. DESY (AFR),

SLAC (ABS), CERN (Isvegra)-ds qarsilasan ee*,e’e”, pp, pp dostalori
stiratlondiricilari (kollayderlori) mévcuddur.
Biz burada masaloys bir gadar genis baxdiq. /- vo m-sistemlosrins ns-
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zor saldiq, birinden digorina kegmok iigiin siiratlorin relyativistik to-
planma qaydasi tokrar etdik vo mosalonin hallini uzatdiq. Dlbatta
(25.3) diisturunu daha qisa yolla almaq olar. Bunun iigiin 4-6lgiilii im-

puls vo onun xassalorinden istifads etmok lazimdir. 4-6lgiilii impulsun
2

T . . .2 € .

kvadrati relyativistik invariantdir va homige p; =p° —= =-m’c’. Bir
¢

ostalat sistemindon digerino kegdikdo 4-6lciilii impulslar dayisir, lakin
kvadratlan doyisilir: p, #p,, p, =p, =inv. Forz edok ki, birinci zar-

rocik  laborator sisteminds (K'-do) siikunstdadir ysni P, =0,

Py, ={0, la;}, g, =m,c’. 2-ci zorrocik isa P, #0 impulsu ilo horokot
c

edarak onunla toqqusur p,, = {13'2,18'2}.
c
Otalst morkazi sisteminda (K-da) toqqusan zarraciklarin 3-6lgiilii im-
pulslarinin comi sifirdir p, +p, =0 va ona gora Pt Py = {6, l(sl + 82)}
C

olacaqdir. Togqusan bu iki zarraciyin /- vo m- sistemlorinds 4-6l¢iilii im-
pulslarinin comi bir-birino barabar deyil, lakin cominin kvadratlar bo-
rabar (¢iinki invariantdir):

S o o g +¢,)’
(P +P2) = (P +Py,)° VO Y2 Dy + Py, +2P,,P), = -L'-cz—z)-
Baraborliyi sadalagdirok:
2. 2
~m2c? - m2c® -2 ml:;z & __ (g, :282)
Buradan
2 402 2
£, = (g, +¢&,)" —c'(m; +m;) (25.3)

2m,c’

olur. Bu elo (25.3) diisturudur (albatts, barabarliyin sag va sol tarafine
m,c’ haddini slavs etmok lazimdir).

25.3. I- vo m-sistemlarinda gedon 2 zarracikli reaksiyalar

Ovvalca 2 zarraciyin elastiki vo qeyri-elastiki toqqusma reaksiyala-
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rina baxaq. Elastiki toqqusma zamani zarraciklorin sayi, novii ve daxili
enerji hallan toqqusma noticasinds doyigmir. Qeyri-elastiki toqqusma
zamani bu ii¢ kamiyystdon he¢ olmazsa biri (imumiyyatls isa hamust)
doyisir. Togqusmaya gadar zarraciklorin 4-8l¢iilii impulslarini p,, va p,,
ils, toqqusdugdan sonra iso p',ll \C) p'Zu ila (strixlo) isara edacayik. Otalat
morkazinds (m-sisteminds) uygun impuls va enerjilora «sifir» indeksi
(yuxarida ve ya asagida) slavs edacayik (masalen, p;,, p;, vos.).
a) Forz edsk ki, 2 zarracik m-sisteminds elastiki toqqusur. Toqqus-
ma prosesinda zorraciklor sisteminin enerjisi va impulsu (iimumiyyatls 4-
olgiilii impulsu) dayigmir: '
P +P; =0=p +p; ,
g +e) =€ +g) .
Otalot morkozi sisteminds tam impuls sifir oldugundan

= =0 _ = ~0' =0' _ =0'
p(l) = —pg = po AV pl = -—p2 =p olur.

Diizxatt boyunca qarsi-qarsiya galon zarraciklor toqqusma notice-
sinda 6z harokst istigamatlorini 6o bucag qadar dayisorak yens diiz xatt

istigamatinds bir-birindon uzaqlagiriar. Togqusma naticasinds impulsla-
rin giymati (modulu) dayismir va yalniz istiqgamatlori doayisir (p° =p°).
Dogrudan da enerjinin saxlanmasi ganunundan bu agkar goriiniir:

cyp2 + m2c? +cyfp? +m2c? = cypg + mZc? +cyfpy + mic?

Boraborliyin sol va sag torafindaki ikinci hadlarin yerlarini qarsihigl
doyisorak yeni boraborliyi kvadrata yiikssltsok, alariq: p; =p; va ya
Po =Dy

Bu o demokdir ki, elastiki togqusmada m-sisteminds zarraciyin
enerjisi vo impulsunun qiymsoti deyismir: €] =€’ € =€, p’=p°.

b) Indi bu 2 zorrociyin toqqusmasma laborator sisteminda (/-
sistemi) nazar salaq. Forz edok ki, bu sistemds ikinci zarracik siikunat-

dadir: p, =0. Bu sistemds enerji vo impulsun saxlanmast qanunlarini
yazaq:
{ﬁ=ﬂ+m,
g +m,c’ =g +¢,.
Bu dérd tonliyi birgs hall edarak biz 4 machul komiyysti tayin eds bils-
rik. Bu machullar hansilardir va onlarin shomiyyati nadir? sualina bax-
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digimiz masalonin goyulusu cavab verir. Qeyd edak ki, saxlanma ganun-
larinin 3-6l¢iilii sakilda yazilisi bazi masalalorin hallinds ¢ox da slverisli
olmur va relyativistik invariantliq sortlorindon istifads etmokds miioyysn
¢otinlik yaradir. Ona goérs biz ¢ox vaxt saxlanma ganunlarinin 4-6lgiilii
soklindon istifads edacayik:

Py, + Py =Dy + Pay - (25.4)

v

—0 =0

b P,

—0'
|

$akil 25.2. Iki zarraciyin m-sisteminds elastiki sapilmasi

B,

Sakil 25.3. 2 zorraciyin I-sisteminds elastiki togqusmas:

Sakil 25.3-dan aydindir ki, [-sisteminds toqqusma zamam zarracik-
larin impulslari va enerjilari dayisir va onlar miixtslif bucaglar altinda
sopilir. Sapilms bucaglarimi tapmagq iigiin (25.4) tonliyinds novbo ilo av-

valca p'zlu impulsunu sol torofo kegirorok borabaorliyi kvadrata yiiksal-

tmok va sonra p'lu impulsu li¢iin do hamin amsliyyati aparmaq lazimdir:

(plp + p2p - p'Zp)2 = p'lfx
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voya
Pry + D3, + Py + 2D, D — 2P, P — 2PPa =P (25.4)
Burada

2 _ 2.2 .2
Proy =~ ,C, Pyy, = leC Py {O cm 2C } PPz, = —M,E,,

J—} 1 ' ' 1 '
prPZp —m 32, plup2p PP, _0—28182 =p,p, cos 6, _'578182

oldugunu nozors alsaq -mic’ —m,g —p,p,cos6, +— ! ~£,€, +m,g, =0
¢’

olar. Buradan

cos0, = —-1#[(81 +m,c*)(g, —m,c?)] (25.5)

1P2C
alinir. Indi homin amoliyyat: p'IH ligiin aparsaq
(plp + p2p —p'lp) = p'22p

voya

plzp + pip + p'li + 2plpp2u - 2plp,p'lp. - 2p2pp;p. = p’22p N (254b)
Burada 4-6l¢iilii vektorlarin avvalki hasillorindan va slavs hasillorindan

0 0 v —- ! 1 . 1 1 .
va slave p,,p,, =-m,g,, p,p,, =P, —zz—alsl =p,p, cos 6, _0—28181 ifado-

lorindan istifada etsok —m{c? —m,g, + m,g, —p,p! cos 6, + izsls'l =0 olar.
c
Bu baraborlikdon
cos@, = —-1,—2[8'l (g, +m,c?) - m,c’e, —m’c*] (25.6)

¥

aling. (25.5)-(25.6) diisturlar: zarraciklorin sapilma bucaglarini zarracik-
lorin toqqusma zamani enerjilorinin doayismoasi ils alagslondirir. Bu bara-

barliklori torsing holl edorak zarraciklorin €, vo &, sopilmo enerjilorini

onlarin 6; va 8, sapilms bucaqglari ils ifads eds bilarik.
(25.5)-1 kvadrata yiiksaldorok ¢’p’, =¢? —m},¢* va ¢’p? = ¢ —m’c*

ifadslarini nazars alsaq, 8'2 li¢lin tanlik alariq. Bu tenliyi hall edoarak &, -i

02 bucagi ilo ifados edirik:
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2 Gt m,c?)? + (el ~m’c*)cos’ 0, 25.7)

€, = .
2 (g, +myc?)? — (82 —mic*)cos? 0,

(25.6) diisturu ilo hamin amoliyyati, aparsaq 8'1 tigiin agagidaki ifa-
dani alariq:

2
2 2 2.4 2 4 m, . 2
(g, + myc”)(gm,c” + m;c*) £ pym,c” cosB,, [—= —sin” 6,

. ml
€ = . (25.8
' (g, +m,c?)* - (e7 —m’c*)cos’ 0, (2>8)

Diisturdan goriiniir ki, m;>m; oldugda (hadaf yiingiil oldugda) 6,
sopilma bucagi mohdud qiymatlar alir:
sin0, =—L.
m,

Bu zaman 6:-in har bir qiymstins ¢, enerjinin iki giymsoti uygun golir.

9gor m=my olarsa, 01-in qiymati n/2-dan boyiik ola bilmaz va 0;-in har
bir qiymatina enerjinin bir qiymati uygun golar. Bu zaman (25.8) diistu-
runda «+» isarassini saxlamaq lazimdir. 9gar «» isarasini saxlasaq, on-
da bucaqdan asih olmadan homigs €, =m,c® olar va bu da hagigato

uygun deyildir. ©gar m;<m;olarsa, 0; sifirla © arasinda istanilon qiymoti
ala biler vo bu zaman iti bucaq iigiin «+», kor bucaq iigiin «-» isarasini
saxlamaq lazimdir.

Bu diisturlar istanilon kiitloli zarraciklorin elastiki sopilmasi iigiin
dogrudur. Xiisusi halda bu diisturlardan isigin kvant tobiatini agkar et-
mak liglin Komptonun qoydugu tacriibalordon alinan effekti (Kompton
effekti) nazari aragdirmeaq iigiin istifads etmak olar.

¢) Kompton 1923-cii ilds rentgen siialarinin CaCOs3 kristalindan so-
pilmasi zamani bu effekti kosf etmigdir. Kvant nazariyyasins gors rentg-
en slialar1 va imumiyystls is1q siialar1 fotonlar selindan ibaratdir. Foto-

nun (isiq kvantinin) kiitlasi sifirdir va enerjisi %o -dir. Burada o =%

uygun is1q siiasinin tezliyidir. Fotonlar kristalin elektronlarindan elasti-
ki sapilir. Fotonun %o enerjisi elektronun kristalda rabits enerjisindon

bdyiikdiirss, elektronu sarbast hesab etmok olar. Belaliklos kiitlasi m, =0,

ho g . .
enerjisi € =how va p,=—=— impulsu olan foton siikunstds olan
c c
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m, =m,_ kiitloli elektrondan 6; bucag: altinda elastiki sopilir. Sapilon

fotonun son enerjisini 8'l =ho' ilo isaro edok. Dediklorimizi (25.8)
diisturunda nazors alaq:

RO G m,¢®)g;m,c” +pm,c’ cos O, _

1 (g, + m,c?)’ — € cos’ 6,

» & +m,c’ +g cosO,
=gm,¢

g +m,c’)’ —ecos’ O,
1 2 1 1

2
: €,IM,C g

m,c? +¢,(1—cos6,) 1+_ﬁ7(1—c0591) |

2

Bu baraborliyi kesirden qurtaraq vo alinmus ifadoni ¢, hasilino bélok:

—1-+ ! =(1-cos8,) =—1.—
g m,C g
Son barabarlikds €, =#o = hzTn = %, g =ho' = % yazaraq bora-
barliyin har torafini he-ys vuraq:
A'=A=Ar=2A (1-co0s6,). (25.9)

Burada A =cT va A'=cT' is1q sliasinin sopilmodan avval va sapilmadan

sonraki dalga uzunlugu, A, =——=2,42-10""cm sabiti iss elektronun

m.C

Kompton dalga uzunlugudur. (25.9) diisturundan goriiniir ki, sapilmo
bucagindan asili olaraq isiq va ya rentgen siiasinin dalga uzunlugu artir.
Sopilms bucagmin cosf, =n giymotinds bu artim maksimum giymsat

alir:
AN,y =2 .

(25.9) diisturu istanilon uzunluqlu isiq dalgalar iigiin dogrudur. La-
kin Kompton effekti qisa dalgalar tigiin daha ¢ox nazars ¢arpir. Uzun
dalgalar iigiin (A>>)\;) Kompton effekti az shomiyyat kasb edir va bu
halda AL~ 0, yani A'~A yazmaq olar. Bu zaman sspilms Reley sopil-
masins uygun golir. ‘

Aldigimiz kinematik (25.9) diisturu y-kvantin (fotonun) elektrondan
sopilmasi zamani onun dalga uzunlugunun va ya tezliyinin tacriibads
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miisahida olunan dayigsmaosini diizgiin izah edir.

Qeyd edok ki, Kompton effekti tam sokildo kvant elektrodinamikasi
ganunlari ils tasvir olunur va bu prosesin effektiv kasiyini, onun bucaq
V3 enerjiys gora paylanmasini ilk dofs Kleyn, Nisina vo Tamm vermislor.

Olbotto bu miinasibatlori biz fotonun siikunstdoki elektronla toq-

qusmasini ifads edon p; +pfl =p: +p, saxlanma qanununda fotonun

sapilmo impulsu p'uy -nii sola kegirorok alinan ifadoni kvadrata yiiksol-

tmaklo hesablaya bilordik (p) = {0,imc2} siikunotdoki elektronun im-
c

pulsudur). Lakin bizim magsadimiz aldigimiz diisturlarin istonilon iki
zarracikli reaksiyaya tatbiq edilmasini géstarmakdir.

d) Biz iki zarraciyin elastiki sapilmo prosesini hom otalot morkozi sis-
temindo («m»-da) va hom da laborator sistemindos («/»-da) ayriliqda tad-
qiq etdik. Belo malum olur ki, 4-6l¢iilii impulslarin hasilinin invariant-
ligindan istifads edarak eyni bir elastiki sopilma prosesini «m»-do vo «/»-
ds xarakterizo edon komiyyatlari bir-birils slagalandirs bilorik. Masalon,

«l»-sisteminds zorraciklorin €, va ¢, elastiki sapilma enerjilorini bu zor-

raciklorin «m»-sistemindoki 6 sopilmo bucag: ils ifads etmok olar. Mo-

lumdur ki, «m»-sisteminds sapilon zarraciklar bir adad 8¢ sapilma bucag:
ilo (bax: sokil 25.2) xarakterizs olunur:

' —_ et 1 ' l
(p?upl(:l) = P1oP1o ~ c_zalosm = p(z) cos 6, — 0_28120 = _pg (1-cos6,) - mlzcz .

Indi (25.4b) diisturunda (p, p,,) = (p),p,,) =invar oldugunu nazars

alaq vo biitiin ifadani sadalogdirak (m: siikkunatdadir):

2 2 .
—;ualyc"/—c—zslmzc2 +2(p(2)(1—cos(90)+pn%6{)+C—2m2c28l =0.

2 —
Buradan ¢, -i toyin edak: g, =¢, _Py(1—cos8y)
n‘12
Son ifadada po-1 zarraciklorin «»-sistemindoki baslangic enerjilari ila

ifado etmok {iglin (p,“pZu)=(P0

\D3,) =invar baraborliyindoki 4-6lgiilii

impulslarin hasillorini agkar gokilde yazaq:

1 2 = = 1 2 1 5 2 2w, 2 2.2
—c_zalmzc = P1oP2o _?810820 =P _?c \Rpo +m;c”)(py +myc”)

vaya
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em, — p; =/(p} + mic?)(p} +mic?) .
Son ifadsni kvadrata yiiksaldarak p3-ni tysin edak:

2 2 2 4
»  my(gf —mc")
Po

- 2.2 2.2°
2em, + m;c” +m5c
Bunu yuxarida ¢, -in ifadssinds nazers alsaq

m, (g} - m}c*)(1-cos6,)
2g,m, + m’c’ + mic?

€ =g (25.10)

olur.
€, -1 hesablamagq iigiin ya (25.4a) diisturunda analoji olaraq (P,Py) =

=(p§’pp'2°u) barabarliyindan istifads edok vo ya «M»-sisteminds enerjinin
€ +m,c’ =¢, +¢, saxlanma qanunundan alinmis €, =€, + m,c* —€, be-
rabarliyinds (25.10) diisturunu nazars alaq:

2 2 4
: m, (g’ - m’c
€, =m,c’ + 2 (8 —mC)

Pme, + mic? + mic (1-cos8,) (25.11)
Belolikls (25.10) va (25.11) diisturlar1 zarraciklorin «/»-sistemindo
sapilma enerjilorini onlarin «M»-sisteminds yegans sopilms bucag: ilo
ifads edir. Biz (25.10) va (25.11) diisturlarim uygun (25.8) va (25.7)
diisturlar: ilo miiqayiss edarak zarraciklorin stalat markazi vo laborator
sistemlorindoki sopilmo bucaqlar1 arasindaki slagslari bilavasita tapa
bilarik. Masslen, (25.11) va (25.7) eyniliklorinds bir qadar cabri ¢evrilma
apararaq 0o vs 0, sapilma bucaqglar arasinda asagidaki slaqani tapariq:

a—(2a—b)cos’0,

cosf, = 5
a—bcos 0,

(25.12)
Burada a = (g, + m,c?)> va b=¢? -m’c’.

Buna oxsar slaqs 6o va 0; sopilmo bucaqlari arasinda méveuddur.
Bu slagoni tapmagi oxuculara tapsiririq.

25.4. Zorraciklorin pargalanma va dogulma reaksiyalan

Ll. Kiitlasi M olan zarracik kiitlalari m; vo m» olan iki zarraciys par-
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¢alanur. Ilk zarraciyin siikunatda oldugu sistemds pargalanma naticasin-
do yaranan zorraciklarin enerjilorini hesablaymn. Mosaloni 4-6lgiilii im-
pulsun saxlanmasi qanunundan istifads edarak hall edacayik:

P, =Py, +Pyp- (25.13)
Ik zarraciyin siikunatda oldugu sistemds zorraciklarin 4-16¢ili im-
pulslarim yazagq: p, = {O, lMcz}, Piay = {1312, 18,2}.
c ’ i
Birinci zarraciyin enerjisini tapmagq iigiin (25.13) tanliyinda p,, -ni sol
torofa kegiririk va alinmig ifadsni kvadrata yiiksaldirik: (,-p,) = piu.
Burada p; =-M’c’, p, =-m],c> va p,p, =-Me, oldugunu nazars
M? +m} - m? o
2M
liyyati p,,-impulsu iigiin edarak €2-in hesablayinq:

alaraq, ¢ox asanligla g, -i hesablayiriq: g, = . Eyni amo-

M? +m} -m’ o2
2M
Bu moasaloni (25.13) tonliyini 3-olgiilii
Mc® =g, +¢,,
0=p, +P,,
soklinds yazmagqla hall etmok olardi. Lakin yuxarida apardigimiz iisul

daha asandir.
Aydindir ki, ilk zarraciyin V siiratils harokat etdiyi stalat sisteminda

ds &1 va £2-ni tayin etmak olar. Bunun iigiin bizs ilk zarraciyin v siirati va
onun p, (vo ya p,) impulsu ilo amals gotirdiyi 6 bucagi verilmolidir.

g, =

Dogrudan da indi p,p,, = pp, cose—lzss, ifadesindon goriluir ki, g-i
c
tayin etmak iigiin biza p (va ya v) va cos® malum olmalidir (yada salaq
ki, cp, =
2. Sitkunatdaki hayacanlanmi; niiva (hoyacanlasma enerjisi Ag) 6zii-

ndan y-kvant siialandirir. Bu y-kvantin o tezliyini tapin. Hoyacanlanmug
niivonin kiitlasi m-dir.

Hansi sababa gors o # % barabarsizliyi yaranir?

Masaloni hall etmosk {igiin hoyacanlanmis niiva, son niiva vo y-
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kvantin 4-6l¢iilii impulslarini1 yazaraq:

i, i (i
pp =(O,Emc )’ plp =(p1’281), p; "(py’;hm),

4-l¢iilii impulslarin saxlanmast qanunundan istifada edacayik:
P, =Py, +pl. (25.14)

Ae

Son niivenin kiitlesi m; =m——- olur. (25.14) tonliyinds p}-nii sola
c

kegirorok alinmis ifadoni kvadrata yiikssldok: (p, —pzl)2 =p12p va ya

2
—m’c® + 2mhw = —(m —A—ZSJ ¢’. Buradan ho=Ae (1 - A82 j vo ya
c 2mc
' 2
®= E(1 - Aaz) alinir. y-kvantin enerjisinin ifadssindoki — Ac >
h 2mc 2mc

haddi son niivonin topma enerjisidir. Ogar hayacanlanmig niive kristal
qofasla sort baglanmig olarsa, onun kiitlasi kristalin kiitlesine borabar
olacaqdir m — M, . Onda y-kvantin enerjisinda va ya tezliyinds istirak

edon A — haddi vahiddan ¢ox kigik oldugundan onu atmagq olar. Bu
krc

zaman ® = % olur (Mé6zbauyer effekti).

Indi (25.14) tonliyinda p,,-nii sol torafa kegirsrék alimmug ifadoni

kvadrata yiiksaldok va son niivanin tapms enerjisini bilavasits hesablay-
aq:

2
Ae
(p, —py)" = (L)’ voya -m’c’ +2me, —(m—c—z) c2=0.

Buradan son niivonin g; tam topma enerjisini tapiriq:

2 2
g -1 2m2cz—2mA.€+Ai =mc’ - Ae + Ag i
' 2m ’ ¢’ 2mc?

Indi tapmo kinetik enerjini hesablasaq

2 2
ae ——mc’ +Ae = ae
2me 2me

T, =¢, -mc’ =mc’ - Ac+ -

olar.
3. Kiitlesi m; olan siiratlonmis zarracik siikunatds olan my kiitlali
zarracikls toqqusaragq kiitlalorinin cami M olan bir ne¢s zarracik yaradir.
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Ogor M>m;+m; olarsa diigon zarraciyin kinetik enerjisinin kigik qiymaot-
larinda bu reaksiya geda bilmaz. Ciinki o, enerjinin saxlanmasi ganunu
ilo gadagan olunub. Lakin kinetik enerjini artiraraq els bir qiymata ¢at-
dirmagq olar ki, bu giymatdsn etibaran reaksiya geds bilsin (reaksiyanin
hiidud enerjisi). Baxdigimiz reaksiyanin hiidud enerjisini (Tinad) tapin.

Moasalanin hallina hiidud enerjisi anlayisindan baslayaq. Reaksiya-
nin hiidud enerjisi, torifs gors elo minimum enerjidir ki, bu, reaksiyada
kiitlalarinin comi M olan zarraciklori yalniz dogurur (yaradir) va onlara
kinetik enerji vers bilmir. Ona gors biz reaksiyanin gedisina atalat mar-
kazi sisteminds baxmaliyiq.

Toqqusan zorrociklorin laborator sisteminds tam 4-impulsunu

P = {f),,—l-(sl + mzcz)} ilo igara edak. Bu zarraciklorin atalot markazi sis-
c

teminds tam 4-impulsu P, = {f), +p, =0, —1-(&3'I + 8'2)} olacaqdir. Bu sis-
c

temds zorraciklar gqarsi-qarsiya golirlor vo onlarin tam impuls vektoru
sifir olur: P, +p, = 0. Reaksiya otalot morkozi sisteminds gedir va reak-

siya naticasinda sitkunat enerjilorinin cami Mc? olan ¢oxlu zarracik yara-
nir. Reaksiyadan sonra zorrociklor sisteminin tam 4-impulsu

P: ={O, —Mcz} olur. Reaksiya naticasinds enerji vo impulsun saxlan-
c

mas1 qanununa goéra P, =P] olur. Lakin P, # P, , ciinki bunlar miixtolif

stalot sistemlorinda gotiiriilmiis eyni zorraciklorin tam 4-6lgiilii impulsla-
ridir. Ancaq 4-6l¢iilii impulsun kvadrati relyativistik invariant olduguna
gora, bu tam 4-impulslarin kvadratlar1 bir-birine barabardir. Ona goérs
asagidaki berabarliyi yaziriq:

P’ =P’=P7. (25.15)

Baxdigimiz masalanin halli ii¢iin bu barabarliyi Pj = P:z soklinds ya-

zaraq diison zorraciyin €; tam enerjisini hesablayiriq:
' 1
2 02 =2 - 252 2.2
P =P vaya p, —;2-(81+m2c ) =-M-c".
Ifadoni sadalosdirarak £;-i hesablayaq:
3
i 2.2 2.2 2 2 2.2 2.2
P —;——2slm2 -m;¢” =-M"c” voya —m;c’ —2¢;m, —m;c” =-M"c”.

Noaticada
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1
2m,

€ = (M? —m} -m2)c’ (25.15)

olur. Hiidud enerjisi diison zarraciyin kinetik enerjidir, yoni

1

Tipea = & —myc’ = —[M? —(m, +m,)’Ic*. (25.16)

2

25.5. Faza fozasinin vo paylanma funksiyalarimn ¢evrilmasi

Bir ¢ox tatbiqi masalslords, o ciimladan relyativistik kvant mexani-
kasinda, statistik fizikada, plazma nazeriyyasinda zarraciklorin faza fo-
zasinda, impuls fozasinda paylanmasi funksiyalarindan istifads edirlor.
Belo mosalalords bir stalat sistemindan digarins kegdikds bu funksiyala-
rin gevrilmasi qanununu bilmak ¢ox vacibdir. Dvvalcs 3-6lgiilii impuls
fozasindan baslayaq. Bu elo abstrakt fozadir ki, orada oxlar boyunca
impulsun px, py, p. komponentlori qeyd olunur. Bu fazada

— - 3 - . - . .
(dp) =d’p =dp,dp,dp, hocminds yerlogon zarraciklarin sayini bels tayin
edirlar:

dN = f(pXdp). (25.17)

Burada f(p) paylanma funksiyasidir. O, vahid impuls hacminda yerlo-

san zarraciklarin sayidir. (25.17)-ni impulsun biitiin qiymstlori iizrs inte-
grallayaraq, bu fozada zarraciklorin tam N saym tapa bilarik. Zarrocik-
lorin tam say1 va ya onun kigik dN hissasi invariant oldugundan

dN = f(B)d’p = S(B)d’p (25.18)
yaza bilarik. Burada
- o d
@)= fF) d31§)' (25.19)

aliniq. Yakobi teoremina gors buradaki «hacm» elementlari bels tayin
edilir

dp,dp,dp, = Jdp,dp,dp, . (25.20)

Burada J Yakobiyam kohns koordinatlarin strixli koordinatlara gora
toromasindan tagkil edilmis determinantdir:
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t

£

3. IS

g . 2

2l . o9
I

e

= @, (25.21)

o, op,

Bu limumiyyatlo beladir. Lakin xiisusi Lorens ¢evrilmosinds yalmiz px vo
p4 doyisdiyina gora (24.7) evrilmadon istifada edarak biz bu Yakobiyam
¢ox asanligla hesablaya bilerik:

. : L
Py _ 1+~ 2 y=(1+ P |y 220, 1 &
op, c?{ 2¢ g' \/1_v2/c2 g €'

Buradan dp, =dp, i' aling. Bu ifadsnin sol va sag torofini dp, = dp'y
g

“IN

z

va dp, = dp, komiyyatlorina vursaq

dp,dp,dp, =~ dp,dp,dp, Vo ya (df) = (@) (25.22)
alariq. Demoli
(p) _ 9) _invar. (25.23)
S S

Bunu (25.19)-da nazars alsaq, impulsa géra paylanma funksiyasinin gev-
rilmo (transformasiya) xassasini tapariq:

JiG ')=f(r>)§. (25.24)

Indi faza fazasinda paylanma funksiyasina baxaq:
dN = f(p,T)(dp)dV (25.25)
Faza fozas1 3-6lgiilii impuls fazas: ila 3-ol¢iili koordinat fozasinin
birlosmasidir. (dp)dV =dp,dp dp,dxdydz faza fozasmin hocm elementi-

dir. f(p,T) faza fazasinda zorraciklorin paylanma funksiyasidir. Faza

fezasinda da zarraciklorin N tam say1 va onun dN kigik hissasi invariant
oldugundan

dN = f(F,5)(dp)dV = £ '(F',$")(dp"dV " = invar (25.25")
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yaza bilorik. Burada da koordinat fazasinin ¢evrilmosini Yakobiyan va-
sitasilo ifado edirlor. Lakin xiisusi Lorens gevrilmasinda biz bu amoaliyya-
t1 gox asanhqnla slda eda bilarik.

Ug adad K9, K va K' otalat sistemi segok. Forz edok ki, K sistemi KO-
a nazoran v siiratils va K' sistemi Ko-a nozaran V' siiratilo horokat edir.
(12.1") diisturuna ssason

2 12
dV=dV0J1—%2— voya dV'=4dV, 1_'VCT

yaziriq. Bu iki barabarlikden

\'
- .
dv'=dVv =dV— (25.26)
=Y ¢
c2
aliriq. Bunu (25.25")-da nazars alsaq
f(f,p)dpdV ={'(¥',p')(dp)dV (25.27)

alariq. Buradan
f(r,p)=1{'(r,p’) =invar,

25.28
(dp)dV =(dp")dV' =invar, ( )

olur. Belsliklo faza fazasmnin hocm elementi da vo burada zarraciklorin
paylanma funksiyas: da relyativistik invariantdir.

Relyativistik fizikada razilagmaya gore bozon c=1 gotiiriirlor. Bu
saman c-nin miixtelif doracaden istirak etdiyi diisturlar sadalosir. Maso-

m ..
lon, e=4p’+m’, €= = V3 p2 =-m’ olur. Onda enerji, impuls v
JI-v

kiitlonin dimenzionu (8lgiisii) eyni olur. Razilagiblar ki, enerjini, impulsu
vo kiitloni enerji vahidlerinds 8lgsiinlor. Galacakdo ehtiyac olarsa, biz bu
yazilisdan istifada eds bilarik.
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V FOSIL
XUSUSI NiSBILiK NOZORiYYOSI VO
ELEKTROMAQNIT SAHOSINDO
YERLOSMIS ELEKTRIK YUKU

§26. Relyativistik fizikada saha vo elementar zarracik anlayisi

Sahs anlayisi fizikanin mithiim anlayislarindan biridir va o, 6z real
monasini relyativistik nozoriyyads tapmigdir. Tobiotds elektromagnit
sahasi, qravitasiya sahosi, siialanma sahasi, va s. kimi miixtalif sahslor
mévcuddur. Her bir sahays torif verands adston bu sahoys aid olan xas-
solori sadalayirlar. Lakin sahslors {imumi (miicorrad) tarif do vermoak
olar: Saho fozada (maddi miihitlords va xiisuson vakuumda) kasilmoz
yayilan vo hom fazaya, ham do zamana gors dayison fundamental fiziki
obyektdir. O, maddi cisimlars tosir etmoklo 6ziinii biiruzs verir. Riyazi
olaraq sahs bir v ya bir ne¢s funksiyanin verilmasi ilo miisyysn edilir va
bunlar saha funksiyalar: adlamr. Makroskopik monada bizs iki fiziki
saha malumdur: elektromaqnit va qravitasiya sahoslori. Kvant nazariyya-
sinda bunlardan basqa digar sahalor do méveuddur: skalyar sahs, vekto-
ru saha, spinor saha, kalibrlosma sahalori (Yang-Mills tipli sahoalor) va s.
Sahslor onlarin tesir qiivvasinin xarakteri, sahs funksiyalarinin say: ve
onlarin ¢evrilmo (transformasiya) xassalorino gors bir-birindan farglonir.
Biz burada yalniz elektromaqnit sahasi ilo maggul olacagiq ve bu sahays
elektromaqnit qiivvalerinin mévcud oldugu faza oblasti kimi baxacagq.

Falsofi monada saha materiyanin formalarindan biridir vs fiziki re-
alliqdir.

Relyativistik nazeriyyaya gors zorraciklor arasinda qarsiligh tasir sa-
ha vasitoasils icra edilir. Saha qarsiliqh tasiri bir néqtadan digar néqtays
otiiron agent rolunu oynayir. Relyativistik fizikada qarsiligh tasir sonlu
¢ siiratilo yayilir vo o, har bir anda bir-birina ¢ox yaxin olan iki faza néq-
1351 (qonsu noqtaler) arasinda bag verir, yani qarsiligh tosir «yaxima» to-
sirdir. Elektrik yiiklori e; va ez olan iki zarracik arasinda garsihiglh tosiri
belo tosovviir etmoak olar: e; yiikii 6z strafinda elektromaqnit sahasi ya-
radir vo bu sahs sonlu c siiratils yayilaraq e; yiikiino ¢atdig: anda ona
miiayyan qiivva ilo tesir gostarir. Oz ndévbasinds e; yiikii do sahs yaradir
vo bu sahs sonlu siiratilo horokat edarak e; yiikiino ¢atdigda ona tosir
edir. Bir-birindon miisyyon masafads yerlogmis iki yiik bir-birina birba-
sa, ani tasir eds bilmaz. Ciinki tasir saha vasitasilo hayata kegirilir va sa-
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hsnin sonlu siiratlo harokst edsrak bir yiikden digarina g¢atmas: iigiin
miisyyan zaman miiddati talob olunur. Yoni €; yiikiiniin halinda bas ve-
ran doyisikliyi e; yiikii miisyyan miiddst kegdikdon sonra «hiss» edir. Be-
lalikls, sahs, o ciimlodan elektromaqnit sahasi fiziki realliq olur. Go-
lacokds gdracayik ki, o, enerjiys, impulsa, harakat miqdar1 momentins,
kiitloya, spin vo s. xassalors malikdir. Qeyd edak ki, Qaliley-Nyuton me-
xanikasinda da sahs (qiivvo sahssi) anlayigt igladilir. Lakin burada o,
fiziki mahiyyst dagimayan, sarti bir mefhumdur. Ciinki bu mexanikada
iki cisim arasinda qarsiliqh tosir bir-basa, ani olaraq verilir vo qarsihigli
tasir sonsuz bdyiik siiratlo yayilir («uzaga» tosir). Bu, geyri-relyativistik
mexanikanin an boyiik qiisurudur!

Eynsteynin xiisusi nisbilik nazariyyasi «miitlaq bork» cisim va «ele-
mentar zarracik» anlayislarinda da koklii dayisikliys sabab olmusdur.

Bels ki, relyativistik fizikada miitlaq bark cisim mévcud ola bilmaz.
Istonilan daracado «bark» cisim miitloq deformasiya etmolidir. Bunu sa-
ds bir misalda izah edok. Farz edak ki, miioyyon uzunluga malik olan
bark cismi (¢ubugu) xarici tosir vasitasilo harokato gatirmok istoyirik.
Bunun iigiin xarici tosir qiivvasi avvalca cismin bir ucuna, masalan, sol
ucuna tosir edarak o ucu harakata gatirir. Xarici tosir sonlu siiratlo yayi-
laraq cismin sag ucuna ¢atana gadar sol uc artiq harakatds olur, sag uc
iso halalik siikunstds qalir. Qarsiligh tasir sag uca ¢atdigdan sonra o uc
harakata baglaya bilor. Belsliklo bork cismin biitiin ndqtalari eyni anda
harskats baglamayir. Bu o demakdir ki, bark cisim artiq deformasiya
etmis olur. «Miitlag bark» cisim isa tarifa gora els cisma deyilir ki, onun
biitiin ndqtalari eyni anda va eyni ciir harakat etmis olsun. Lakin qgarsi-
ligh tasirin sonlu siiratlo yayilmasi bunu geyri-miimkiin edir. Demsli,
miitlaq bark cisim yoxdur. Buradan «elementar» zarracik anlayis ii¢iin
yeni mona ortaya ¢ixir. Elementar zorrocik dedikds elo obyekt basa
diistiliir ki, o, dziinii bir tam kimi aparir vo onun mexaniki hali 3 adad
koordinat (x,y,z) va siiratin 3 adad toplanam (v,,v,,0,) ilo xarakteriza

edilir. Onda relyativistik nazariyyoays gors elementar zarracik (e,u,p vo

s.) ndqtavi olmalidir. Oks halda, yani elementar zarracik miioyyen o6l¢iiys
malik olarsa, o, miitloq deformasiya etmoslidir. Bu o demoakdir ki, ele-
mentar zarracik elementlors (hissalora) malikdir v onlar bir-birine nazs-
ron harakat edir (deformasiya edir). Onda elementar zarracik 6ziinii bir
tam kimi apara bilmaz vo onun mexaniki hali x, y, z va v,,v,,v, ilo xa-

rakterizs edils bilmaz. Belo vaziyyat «elementarlig» anlayisi ilo ziddiyyat
taskil edir. Bu ziddiyyati aradan gétiirmok tigiin farz etmok lazimdir ki,
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relyativistik klassik (qeyri-kvant) fizikada elementar zorracik néqtavidir.

Olbatts, elementar zarraciklorin xassolori vo strukturu (qurulusu)
haqda sahonin kvant nozeriyyssinds miisyysn ciddi miilahizalor mévc-
uddur. Lakin orada da bir sira riyazi ¢otinliklor ortaya ¢ixdigindan
struktura mosalosi halolik 6ziiniin tam hallini tapmayib. Belo masalolor
bu kitabin hacminden ksnara gixdigina gérs biz onlarla moasgul olmay-
acagiq.

§27. Yiiklii zarraciyin verilmis elektromagnit sahasinda
tasir inteqral, Laqranj funksiyasi, enerjisi va impulsu

Yiikli zorrociyin verilmis elektromaqnit sahasinds harokotini tasvir
etmoak iigiin onun tesir inteqralindan istifads edilor. Baxdigimiz masalo
ligiin tosir inteqrali iki hissadon ibaratdir — sarbast relyativistik zarracik
ligiin tosir inteqrali va yiiklii zorraciyin elektromagqnit sahasi ilo qarsihigl
tosirini ifada edan tasir inteqrali:

S=S,+S,,. @7.1)

Sorbast relyativistik zorracik iiglin tasir inteqrali artiq mslumdur
(bax. (23.1):

b
S, =-mc Ids. (27.2)

Sqi komiyyati asagidaki real sortlori 6domolidir:

1) O, relyativistik invariant, yani skalyar olmahdir. Bu, xiisusi nisbi-
lik nazariyyasinin talabidir.

2) Qarsiligh tosir inteqralina ham sahsni va ham da zarraciyi xarak-
teriza edon komiyyatlor daxil olmalidir.

3) Sqn-in ifadssini yazarkon bazi tacriibi faktlar1 nazara almaq la-
zimdir.

Tacriibalar géstorir ki, zarraciyin elektromagnit sahasi ilo qarsiligh
tasirini xarakterizo edan va zarraciys xas olan sacilyyavi invariant bir ko-
miyyat mévcuddur. O, zarraciyin elektrik yiikii adlanir va qarsihigl tosi-
rin ifadasins birinci doracodan daxil olur. Elektrik yiikii adaton e ilo isaro
edilir va o, miisbat, moanfi va sifir ola bilor. Elektromagqnit sahasins aid
tacriibalor vo nozori miilahizalor gostorir ki, elektromaqnit sahasini 4

adad skalyar funksiya ils, yoni A(F,t) =(A,,A,,A,) vektor potensialla
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va ¢(F,t) skalyar potensialla tam tosvir etmak miimkiindiir (bax §7).

Belo malum olur ki, bu 4 funksiyadan istifado ederak bir 4-5lgiili
vektor toskil etmok olar:

A E 0 ={AR1, ipF, D) = (AL A, Avio=A). (27.3)
Bu 4-ol¢iilii 4,(7,f) vektoru elektromaqnit sahasinin 4-6l¢iilii potensiali

adlanir. Onun komponentlorina elektromaqnit sahasinin vektor (AT, 1))
va skalyar ¢(T,t) potensiallar: deyilir. Bu potensiallar foza vo zamanin

funksiyalar1 olub, elektromagnit sahosini tam tosvir edirlor. Yadimiza
salaq ki, elektrik kursunda elektrostatik sahanin yiikii e olan zarraciklo
qarsihqh tasir enerjisi (yiikiin sahada potensial enerjisi)

U=eop (27.4)

diisturu ilo ifads olunur. Burada ¢ elektrostatik sahonin potensiahdur.
Biz zorraciyin foza-zamanda vaziyyatini 4-dlgili X, = {i’, ict} radi-
us-vektorla, onun elementar yerdoyismosini dx, = {df, icdt} 4-plgili di-

ferensial vektorla tasvir edacayik.
Biitiin bu sortlari 6daysn qarsihigl tosir inteqralim agagidaki sokilda
yazmagq olar:

b

€
Sun == [A,dx, . (27.5)

a

Bu ifadoys 1 vurugu alveriglilik tigin daxil edilmisdir. Inteqralin a vo b
‘ c

sorhadlori yiiklii zerraciyin diinyavi xatti tizerinds gétiiriilmiis iki noqtadir
(diinyavi ndqta). Tokrar olunan indeks {izra com apanhr (u=1, 2, 3, 4).
(27.5)-in skalyar olmas: iigiin A dx, hasili invariant olmahdir. Invari-

antlig1 isbat etmak iigiin Lorens gevrilmasini icra edak vo ¢evrilmo mat-
rislorinin ortoqonal olmasini nazars alaq:

Adx, =L L A.dx, = 8,,A,dx; = A dx, = A dx, =invar.
indi (27.1) ifadasini askar sokilds yazaq:

b
S= j{—mcds+SAudxu}. 27.1)
C
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=2
Burada ds=,/—dxfl =cdt1f1—o—2 diferensial intervaldir. Qarsiliqh tosir
c

homigo «yaxma» tasir olduguna goro inteqral altinda A (T,t) funksiyas:

zorraciyin oldugu ndqtads gotiiriilir. Biz (27.1") ifadesindan galocokds
genis sokilda istifads edocayik. Indi iso inteqral alti ifadoni 3-6lgiilii go-
kilds yazaq va a, b diinyavi néqtalors uygun olan zaman anlarina ti, t2
deyak:

A, dx, = AdF - gcdt = cdt(}i%—(p) = cdt(A2—¢),
c C

. dr T
burada v 25 — zarraclyin siiratidir.

Bunlar1 nazars alsaq, tasir inteqrah asagidaki soklo diior:

t 2 7}
S= j{-mcﬂﬁ—%— +3A5-ecp}dts [Lat. (27.6)
4 ¢ ¢ ty
L = -mc? 1—0—2+E;&6—e =L +L 27.7)
- C2 c (p"' s q/t ‘

elektromaqnit sahasindo yerlogmis yiikli zarracik iigiin Lagranj funksiy-

2
’ v .. . .
asidir. L, =-mc’,[1-— - sorbost zarrociyin Lagranj funksiyasi,
c

Burada

L, :SZ\G—e(p isa yiikiin sahs ilo gargiliglt tasirinin Laqranj funksiya-

sidir.

Yiiklii zarraciyin xarici elektromaqnit sahasinds tosir inteqralini vo
Lagranj funksiyasim1 bilorok biz bu zorraciyin enerjisini, impulsunu,
Hamilton funksiyasmi, harakot tonliyini va s. yaza bilorik. Biz adaton
zarraciyin dekart koordinatlarindan istifade edacayik. Klassik mexani-
kadan bilirik ki, impuls agsagidaki diisturla hesablanir:

P, :a—L, i=1,2,3. (27.8)
aUi

Zarraciyin sarbastlik daracalorinin say: tigdiir. Sahads zarraciyin im-
pulsunu boyiik harfls isars edirlor vo ona kanonik (vo ya iimumilosmis)
impuls deyirlor. (27.7) ifadssinds dekart koordinat sisteminds
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Af):Axux +A,v, +A,v, yazaraq sahads kanonik impulsun PP ,P,
komponentlorini hesablayiriq vo onlar uygun i, ],k ortlarina vuraraq

P impuls vektorunu tapiriq:

= *aL -0L -~0L . e, = - - €<
P= +] +k =p+—(iA, + JA, +kA,)=p+— 27.9
6oxjaoy al)ch(ny z)pc()
- mo .. ..
Burada p = ———== —sarbast zarraciyin adi impulsudur.
1-v?/c?

-

Beloliklo sahanin zarraciyin impulsuna verdiyi slava £ & olur. Saha
c

olmadiqda kanonik impuls adi impulsa barabar olur. Bazon adabiyyatda
sadalik xatrino asagidaki sorti, simvolik yazilisi gobul edirlar:

p-joL +] oL oL =a—Ij. (27.10)
"o, . o ®

X y z

Biz ds yeri goldikds bels gorti yaziligdan istifads edacayik.
Klassik mexanikadan mslumdur ki, zarraciyin enerjisi asagidaki
diisturla hesablanir:
3 — —_
=20 .a—-L=6P-L=5§+36A—SaA+
i=l i C (v

mc’

1-p% = +ep =g, +eQ.
J1-P?

Belalikla sahads sarbast zorraciyin enerjisine [ss =

+e + mc’ 27.11)

2

e e haddi
J1-p?
(potensial enerji) alava olunur. indi (27.11) diisturunu bagqa sokilds ya-
zaraq zarraciyin sahado Hamilton funksiyasini hesablayaq:

2
€ am =,/c2132 +m?%c* +e:(|>=\/c2 (13—3]\) +m?c* +ep=H. (27.12)

Bu yiiklii zarraciyin sahads Hamilton funksiyasimin relyativistik ifadasi-
dir. Bildiyimiz kimi Hamilton funksiyasi enerjinin impulsla ifadssins
deyilir. Qeyri relyativistik hala kegmok iigiin (27.12) ifadasinds v<<c va

<<mc sorti daxilinds kékii Nyuton binomu diisturu ila

ya |ﬁ|=|ﬁ—3A
C
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I ([« exY . . .
—2—2-( —SAJ <<1 haddinin iistlorina gora siraya ayirtb 2 hadlo kifay-
m°c c

stlanmoak lazimdir:

2
=mc’ +—1—(f’—EAJ +eq.
2m c

Enerjini zorraciyin siikunat enerjisindan etibaran hesablasaq

2

H;,r=Hq,,—mc2=i(13-3A) repE )  (27.13)
2m c

olar. Bu, yiiklii zarraciyin elektromaqnit sahassinds qeyri-relyativistik

Hamilton funksiyasidir. Kvant mexanikasinda (27.13) diisturundan ge-

nis istifads olunur.

§28. Yiiklii zarraciyin verilmis sahodo
harakat tanliyi vo Lorens qiivvosi

Yiikli zorraciyi elektromaqnit sahosine gatirdikds sahs yiiko
milayyan qiivva ila tasir etmakls yanasi, yiikk da 6z novbasinds sahayo to-
sir edoarak onu dayigdirs bilar. Bels ki, zarraciyin yiikii sahanin monbalo-
rino (sahoni yaradan yiiklora va carayanlara) tasir edarsk onlarm pay-
lanmasinda miioyyan dayisiklik yaradir vo bu da mévcud sahasnin day-
1$masing sabab olur. Ogar zarraciyin yiikii ¢ox kigikdirsa onun tasirini
nazarden atmaq va méveud sahads heg bir doyisikliyin olmadigim gabul
etmak olar. Biz burada mshz bels edacayik.

I Belalikls, biz yiiklii zarraciyin verilmis elektromaqnit sahasinds ho-
rokat tonliyini axtaririq. Bu tonlik malum Lagqranj tonliyi olacaqdir. Bu

(27:6) tosir inteqralinin variasiyasindan alinir (bax€22-10)):

————==0, i=1,23. (28.1)
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Biz 3 adad skalyar tonlik aldiq. Bu tonliklardan birincini {-ys, ikinc-
ni j-ye, ligiinciini k -ya vurub toplasaq bir adad ii¢ 6l¢iilii vektori tanlik
alariq (T,},f( -ort vektorlardir). Vektori tanliyin birinci hissasini yazaq:

oL 5o gL (72,59 k% L.
ox "8y o0z \ ox "oy oz

Bozon VL = gradL haddini sorti olaraq g—lj soklinds yazirlar. Eyni
r

gayda ilo vektori tonliyin ikinci hissasindaki siiratlors gors toéramoni

T k5= Gmvolik sokilds yaza bilarik (bax (27.10)).
e T T®m

Indi (28.1) tenliklar sistemini simvolik olaraq bir vektori tonlik sok-
linds yazaq:

——-——=0. (28.2)
or dt oo J
Yiiklii zarraciyin elektromaqnit sahasinds harskat (Laqranj) tonliyi-
nin har bir haddini aynligda hesablayaraq bir-birindon ¢ixmaq lazimdir.
Burada L (27.7) diisturu ils ifads olunur.

oL = €= =
== VL=VL +VL_, =VL,, ==V(©A)-eVo.
L; komiyyati -don asili deyildir vo ona géra VL, =0 olur. V(DA)-

n1 hesablamagq iiglin vektor analizindon moalum olan diisturdan istifads
edak (bax Olava):

V(b3) = grad(bd) = (bV)a + [brota] + (V)b + [arotb].
Burada b vo & ixtiyari funksiyalardir. Bizim baxdigimiz halda b=0
funksiyas1 t-don asili deyildir vo onun téromolori sifirdir (axirinci 2

hadd), @=A(f,t) iso T-in funksiyasidir. Ona gdra V(DA)=(OV)A +
+[6rot;‘;] olur. rotA =[VA] (bax §3). Noticada
oL
o
olur. Indi (28.2) tenliyinin ikinci haddini hesablayaq.

vL=% (OV)A + E[Brot;&] -eVo (o)
c c

doL_ds dp edA
— :— +— A )= +~——A —t
W P AE =G ACD =
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A dx OAdy OA dz dp edA e
- STl b B GOV SR ()
ox dt oy dt oz dt) dt caot
dA(F,t) . . Do
Burada ——-~ téromoni hesablayanda nozars aldiq ki, A(T,t) poten-

dt

siali homise zarracik olan noqtads gotiiriiliir, ysni potensialin T arqu-
menti zarraciyin radius vektorudur va zorracik horokot etdiyino gors

I(t) zamanin funksiyasidir (bax: yaxina tasir).

Ona gora A(F(t),t) t-nin mirokkob funksiyasi olur ve ondan
miirokkab funksiya kimi téramo alanda slavas hadlar, yoni

6A dx a—AgX a—AE v, — 0 +v, i+u 9 A= (UV)A
ox dt Oy dt 0Oz dt ox Yoy ‘oz
almir. (28.2) harokat tonliyi simvolik olaraq (a)-(B)=0 va ya (B)-(a)=0

soklinds yazilir. Axirinci baraboarliyi yazsaq

@ eaA + S(SA _W_E[Brotﬁheﬁp:O
dt cot ¢

olar. Buradan asagidaki harakat tenliyi alinr:

e PP Siellalpi v + UI'O'[A 28.3

Bu yiiklii relyativistik zorraciyin verilmis elektromaqnit sahssinds 3-
olciilii vektori horokat tonliyidir. Sol terafde zarraciyin relyativistik

—

= 1m0[32 impulsunun zamana gora toromasi yazilib (burada B=—lcz).
Sag torafda hamin zarraciys sahads tasir eden qiivva verilibdir. Bu Nyu-
tonun ikinci qanununun relyativistik fizikada yazihisidir. Sahonin
A(F,t) va ¢(F,t) potensiallar yalniz T vo t-nin funksiyalaridir. Sahado
zorraciya tosir edon qiivva miixtalif xarakterli iki hissodon ibarastdir: I
hisso (sagda ilk iki hadd) yalmz koordinat va zamandan asilidir, IT hisss
(tigiincii hadd) koordinat va zamandan slava ham da zarraciyin siiratin-
don asihidir (xatti asililiq) va 6zii da siirats perpendikulyardir. Bu qiivve-
lordan istifads edarsk elektromaqnit sahasinin vektori xarakteristikala-
rina torif vermak olar.

‘Elektromaqmt sahasinds siikunatds olan miisbat vahid yiike tosir

edon qiivvaya elektrik sahasinin intensivliyi deyilir. Onu E(F,t) ilo isars
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edirlor. Tarifs gora

E(F,t) = {-%— grado(F,t). (&4)

Biz Vo= grade eyniliyindon istifads etmisik. Maqgnit sahasinds miisbat

-

vahid yiika tasir edon giivvanin vahid B-ys diison hissesino maqnit saha-
c
sinin intensivliyi deyilir. Onu H(F, t) ilo isars edirlor. Tarifa gora

H(T,t) = rotA (T, 1). (28.5)

Maqnit sahasinda yiiks tasir edon qiivve, © vo H sag yivli burgu
togkil edir. (26.4) vo (28.5) diisturlan elektromaqnit sahssinin intensivlik
vektorlari ilo sahonin potensiallar arasindak: slaqgalori tasvir edir va bu
diisturlan elektrodinamikanin slifbas1 adlandirmaq olar. -Biz-bu-ditstus-

lari bagqa-iisulla §7-da almisdiq. E vo H vektorlan fiziki mona dasiyir
(qiivvani tayin edirler) va elektromagqnit sahasini birqiymotli tam tosvir
edirlar.

Elektromaqnit sahasinds agor E#0,H=0 olarsa, bu saha elektrik

sahasi adlanir; agor E=0,H #0 olarsa, belo sahayas magnit sahasi deyilir.

Umumiyystls elektromagqnit sahasi elektrik vo maqnit sahslorinin bir-
logmoasidir. Burada elektrik vo magqnit sahalori iizvii bir vohdat togkil
edir. Elektromaqnit sahasi vahid bir tamdir.

Indi @8=3yhorokoat tonliyini y1gcam sokilds yazmagq olar:

dp
dt

Tonliyin sag torafindaki qiivve Lorens giivvasi adlanir:

= e{E + %[sﬁ]} . (28.3a)

- -

E =eE+<[5H]. (28.42)
C

% u 284e) diisturu tobistin On fundamental qanununu ifads edir. Isto-

nilon gokilds harakat edan ixtiyari yiiklii zarraciys elektromaqnit sahs-
sinds Lorens qiivvasi tosir edir.jBu klassik fizikanin an gozal diisturla-
rindan biridir. O, kifayat qader sadadir va hadden artiq imumidir. Indi
Lorens qiivvasinin yiiklii zorracik iizorinds gérdiiyii isi hesablayaq. Bu-
nun {i¢iin zarraciyin relyativistik kinetik enerjisinin vahid zamanda day-
1smasing baxaq:
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de" _d| mc? me? | df me |
dt dt ‘/1_52 dt ‘/1_52
o BB adf P J:ad_f’

gy ™ Pa Ji-pr ) dt’

Biz bu ifadsni (24.11) diisturunda bagqa iisulla almisiq. Son ifadads
(28.3a) diisturunu nazars alsaq Lorens qiivvasinin zarracik iizorinds va-
hid zamanda gordiiyii isi almis olariq:

59 - 5F = e5E + So[0H] = eOE.
dt c

. d .. . .. : .
Burada v =EE- zarraciyin vahid zamanda getdiyi masafadir. Son ifads-
dan gortiniir ki, maqnit sahasinin zarracik {izorinds gordiiyii is sifirdir:
Co[va]=< H=0.

o[t ] = [59]
Almmls naticani yigcam gakilds yazaq:

dekn e . .
¢ =Ud—p=UF, =eVE. (28.5)
dt dt
LY tiklii zarracik iizerinds yalmz elektrik sahasi is goriir. Maqnit saha-
sinin tasir qilivvasi zarraciyin siiratina perpendikulyar olduguna goérs o, is
gbérmiir va ancaq zarraciyin harakat trayektoriyasini miiayysn istigamat-
ds ayir. Yiikli zarraciyin kinetik enerjisinin vahid zamanda doyismosi
elektrik sahasinin zarracik iizorinds vahid zamanda gordiiyii iso barabar-
dirJ
Qeyd edan ki, E vo H miixtolif xarakterli vektorlardir. (28.4)-don
goriiniir ki, E vektoru oks isaro ilo iki adi vektorun camina barabardir ve

o, asil vektordur. Bels vektor polyar vektor adlamir. H vektoru isa iki

polyar vektorun vektori hasiline barabordir: H = rotA =[VA]. Bels vek-
tor aksial vektor va ya psevdovektor adlanir. (bax: Olavs ). Fazanm in-
versiyast zamani (X =-x', y=-y' z=-z'), yani sag koordinat siste-
mindan sol koordinat sistemina kegdikds polyar vektor dayismaz qalr,
aksial vektor iso 6z istigamatini aksina gevirir. Psevdotenzorlarin gev-

rilmo diisturlar1 §14-da verilmisdir. Beloliklo E vo H vektorlar: fozanin
inversiyasindan bagqa biitiin digar ¢evrilmoalards 6zlorini eyni ciir aparir.
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Bunu nazars almaq lazimdr.

slumdur ki, mexaniki sistem t¢giin Laqranj tonliklori vo Hamilton
tonliklori bir-birina ekvivalentdir. Bu, elektrodinamikada da beladir.
Yiklii zarraciyin verilmis sahads Hamilton tonliklorini yazaq. @+12r

-ifadesinden-gorintirdet; Hamilton funksiyas1 P,T vo t-nin funksiyasidur.

H(P,%,t) do P ilo T asih olmayan iimumilogmis impuls va koordinat

rolunu oynayuir.
Hamilton tanliklari asagidaki sokilde yazilir Geax—22+7)-

_oH o _oH
o’ aPJ
Olbatts burada da vektorlara goro «tdromanin» simvolik yazildigini
nazors almaq lazimdir ((28.2) tanliyi ilo miigayiso et). Gostormak olar ki,

buradan da (28.3) harakat tonliyi alinir. Bunun isbatini oxuculara tapsi-
ririq.

P (28.6)

§29. Potensiallarin qradiyent (kalibrlasmo) ¢evrilmosi

Biz gordiik ki, yiiklii zorraciyin sahads harakat tonliyi (27.1") diisturu
ilo verilon S tosir inteqralinin variasiyasindan alinir.jAydindir ki, tosir
inteqrali altindaki ifadsys ixtiyari funksiyanin tam diferensialim1 alava
etsak (ya cixsaq) horokst tonliyi doyismoz. Ciinki slavs edilon tam dife-
rensialin inteqrali bir sabit veracok va S-dan variasiya alanda bu sabitin
variasiyasi sifir olacaqdir.

b
Dediklorimizi riyazi ifads edok. S= J{—mcds+SAudx“} ifadasinda
c

inteqralalt1 hadda Edf (7,t) soklinds tam diferensial slava edok va alin-
c

mug tosir inteqralini S' il igars edak:
b

S'= j{—mcds +2Adx, +Edf(f,t)}.
Cc C

a

Burada f(7,t) ixtiyari skalyar funksiyadir. Ona e/c sabiti alverislilik
liglin vurulmugdur. df(7,t) tam diferensiali agkar yazaq vs 4-6l¢iilii vek-

torlarla ifads edak: df(f,t) = zdx + gj:dy + g—dz + —Ezdt = —?de . Bu-
Ox oy 0z ot ox, "

u
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o

rada axirinci toplanant ——dt =zdt
ot ot

inteqralaltinda noazars alaq vo inteqrali y1gcam yazagq:
b

= [l ca + 2
S'= I{ mcds+c(Au+axp)dxu}.

a

ﬁ:aaxldx‘, soklinds yazdiq. Bunu

ic s

Belaliklo S vo S' eyni bir horakat tonliyini verir. Demak S vo S' bir-
birina ekvivalentdir, yani eyni hiiquqludur. Onlarin ifadalarindon

o

goriiniir ki, A, vo A, +6x_ potensiallar1 da eyni hiiquqludur, yani eyni
n

naticoya gatarir. Bu o demakdir ki, potensiallar asagidaki sokilds gevril-

dikds harokat tonliyi doyismir.

. of
A A=A u=1234, (29.1)

Xy

Bu, potensiallarin gradiyent va ya kalibrlasma gevrilmasi adlanir. Demali
A, Vo A;‘ potensiallar1 eyni doracads dogrudur, eyni giicliidiir, ekviva-

lentdir. Bu o demskdir ki, elektromaqnit sahosinin potensiallar1 bir
qiymotli toyin olunmur. Onlar ixtiyari skalyar f(¥,t) funksiyasinin 4-

oleiilii gradiyenti daqiqliyi ilo toyin olunurlar~(—a-axf— — 4-6l¢iilii qradiyent
0

adlamr)_.,Yuxarldakl (29.1) diisturu 4-6lgiilii gokilde gradiyent gevrilmo-
sidir. Onu ¢ 6lgiilii sokilds yazmagq iigiin p indeksina névba ils 1,2,3,4

qiymotlorini vermok va A | = A,io!, x. ={F,ict} oldugunu nazors almag
H ¢ ®

lazzmdir. Onda biz bir vektori (n=1,2,3 olduqda) ve bir adad skalyar
(u=4 oldugda) ¢evrilma diisturlarim aling:

A—>A'=A+gradf,
Lo (29.2)

—>Q'=@———=
(PCP(PCat

Indi gostarak ki, potensiallarin gradiyent ¢evrilmasi zamani Eve H
vektorlar doyigsmirlar.

Dogrudan da (28.4), (28.5) diisturlar vasitasilo E', H' vektorlarim

A'e'ilova E,H vektorlarimi A, o ila ifade edarsk va (29.2) gevrilmasini
nazars alaraq buna nail olang:
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o 10A oo 1OR 10g. oo 100 10A g w
c ot cot cot c ot c ot

H'=rotA'=rotA + rotgradf =rotA =H.
Burada g ils V-nin yerini doyismisik vo rotgradf =[VV/f]=0 oldugunu

nozars almusiq. Belolikls fiziki monaya malik olan E vo H intensivlik vektor-

lar1 potensiallarin gradiyent ¢evrilmasinds doyismirlar, invariant galirlar.
Qeyd edak ki, klassik elektrodinamikada potensiallar kémokgi fun-

ksiyalardir va fiziki monaya malik deyillsr, lakin onlarin téramslarinden

toskil edilmis E vo H intensivliklari (bax: (28.4), (28.5) diisturlar) fiziki
monaya malikdir va tacriibado 6lgiilon komiyystlordir. Elektromaqnit
sahasi fiziki real sahadir vo burada fiziki menaya malik olan kemiyyat-
lor, tonliklor, miinasibstlor potensiallarin gradiyent gevrilmasi zamam
dayismamalidir. Elektrodinamika potensiallarin qradiyent (kalibrlosmo)
¢evrilmasins nazaran invariantdir.

LPotensiallarin bir qiymatli tayin edilmamosindan istifads edarak, yo-
ni ixtiyart f(7,t) funksiyasim miioyysn sokilds segorak potensiallarin

tizaring bir adad slave sort qoymagq olar.
Adatan bu sarti bels segirlor:

diva+122 _o. (26:3),

c ot
Bu, Lorens sarti va ya Lorens kalbrlosmasi (kalibrovkasi) adlanir. Lorens
sorti elektrodinamika tanliklorinin alinmasind Vo onlarin hallorinin sado-
logdirilmasinds gox miihiim rol oynayir. (29.3) tonliyi Lorens sortinin 3-

Olgiili gokilda yazﬂlsldlgBu sorti 4-6l¢iilii sokildo yazmaq iigiin divA -nin

- - O0A i
ag1q yaziisindan: divA =(VA) = 0A, +—L4 oA, Vo 10 = _1_6_(p = %
ox o0y oz cot icot 0x,

eyniliyindan istifads edak:

6A 0A
A, aAZ + A, =0 voya —~=0. (29.4)
x ay oz ox, ox

"

Bu 4-8l¢iilii sokildo Lorens sortidir vo onu sdzls bels ifads edirlar: 4-
olgiilii potensialin 4-6lgiilii divergensiyas: sifira boraboardir. Tokrar olu-
nan indeks iizrs com aparilir. Bozon Lorens sorti avazins potensiallarin
iizorina basqa sort qoyurlar. Bu Kulon sarti va ya Kulon kalibrlosmasi
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(kalibrovkasi) adlanir va asagidaki sokilds yazilir:

divA =0. (29.5)

Son ifads elektromaqnit sahassinin ham ds eninalik sarti adlanir. Po-
tensiallarin birqiymatli olmamasina baxmayaraq onlardan elktrodina-
mikada genis istifads edilir vo bu da sobabsiz deyildir. Mshz potensial-
lardan istifado etdikds elektromaqnit sahasini tasvir edsn moachul fun-

ksiyalarin say1 altidan (E vo H alt1 funksiyadir) dérds qador (A va )
azahr. Potensiallarin 6dodiyi diferensial tonliklor nisbaton sads olur.
Kvant mexanikasi va kvant elektrodinamikasinin asas tonliklarina inten-
sivlik vektorlan deyil, potensiallar daxil olur.

Bir az dorina getsak géroririk ki, klassik elektrodinamikanin kalibr-
losmo invarianthg miiasir fizikada kvant sahsleri tigiin lokal kalibrlagmo
invarianthg prinsipinin yaranmasina sabab olmusdur. Bu da 6z névba-
sinda kalibrlosmo sahalori nazariyyasinin inkisafina gatirib ¢ixarmugdir.

Elektromaqnit sahasi an basit va tobii kalibrlosmo sahasidir. Daha
miirokkob kalibrlogma sahslari elektrodinamikaya oxsar sokilds va onun
kimi qurulur (bax: Giris).

Biitiin fundamental qarsiigh tasirlorin «Vahid noazariyyssinin» qu-
rulmasi istiqgamotinds kalibrlesms sahslori nozariyyssinin oynadigi rol
taqdirs layiqdir!

§30. Sabit elektromaqnit sahasi va bircins sahalor

L§abit elektromaqnit sahasi dedikds zamandan asili olmayan saha
basa diisiilir. Belo sahado E, H, A, ¢ yalmz koordinatin funksiyasi

olacaqdir. Sabit elektromaqnit sahasinds elektrik va maqnit sahalari ay-
rihiqda méveud olur. Magnit sahasinin intensivliyi sabit vektor potensi-
aldan, elektrik sahasinin intensivliyi yalmz sabit skalyar potensialdan

asili olur:
H = rotA(¥), (30.1)
E = —grado(F).

Potensiallar birqiymatli toyin edilmadiyinden vektor potensiala sa-
bit funksiyanm qradiyentini, skalyar potensiala iss har hans: sabiti slava
etmak olar. Adstaon skalyar potensiali els segirlor ki, o sonsuzluqda sifir
olsun. Onda potensiala slavs edilon sabit artiq malum olur va bu xiisusi
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halda skalyar potensial birgiymatli tayin edilmis olur. Lakin vektor po-
tensiali hotta sabit sahslor halinda birgiymstli etmok miimkiin deyildir.
Sabit sahalors aid bir ne¢s sads misala baxaq.

Sabit elektrik sahasinin yiiklii zarracik iizorinds gordiiyii isi potensi-
alla ifado edok. Yiik df qadar yerdayisdikds sahanin gordiiyii elementar

1§

4A = eEdF = —e¥p-di = —¢| L+ 22y + X4z |=—edo (30.2)
ox oy 0z

tam diferensial olur. Burada df =idx+ jdy+kdz vo gradg= Vo =

= (f % + Ei +k %) ¢ nazers alinmigdir. Ogor sahads tesir edon qiivva

oy
hor hansi skalyarin gradiyentidirso, belo qiivva potensialh qiivva va
uygun sahays potensialli saha deyilir. Onda elektrostatik sahs potensialli
saho olur. Yiik birinci néqtadan ikinci néqtays sonlu yerdayisdikds gorii-
lon is

A= [(-edo)=e(, - 9,) (38.2)

olar. Gériilen is yolun formasindan asili olmayib yalmz ilk vo son noqts-
lorin vaziyystinden asihdir. Onda sabit elektrik sahasinds qapali yolda
goriilen is sifir olacaqdir. Sahanin gordiiyi is ilk ve son néqtaslarin poten-
siallar fargindan, yoni yiikiin potensial enerjilori forgindon asihdir. 9gor
yiik sonsuzluga gedirsa va sonsuzlugda potensial sifirdirsa (¢, = ¢,, =0)
A =eg, olar. Onda ilk néqtenin potensiali birqiymatli olur. Verilmis
noqtenin potensiahh miisbat vahid yiik bu néqtaden sonsuzluga horakat
etdikds sahanin gordiiyii igo barabardir.

indi farz edak ki, yiik sonsuzlugdan (msas. birinci ndqtaden) verilmis
noqtays (ikinci noqteys) yerini dayisir. Onda (32" diisturunda
(9, =9, =0) yazmaq lazimdir. Bu zaman sahonin gordilyii is A =—eo,
olur. Malumdur ki, qapali sisteminds sahonin gordiiyi isle xarici giivve-
lorin saha iizorinds gordiiyii i yalmz isars ila forglonir: A, =-A=e0,
olur.

Bu halda verilmis ndqtonin potensialina bels torif verirlor: verilmig

ndqtanin potensiali miisbat vahid yiikii sonsuzluqdan hamin ndqtays go-
tirdikdo xarici qiivvalorin gordiyii ige berabsrdiﬂindi enerji vahidi olan
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elektron volta (ev) torif verak: elektron 1 volt potensiallar forqgini keg-
dikdo gériilon is (va ya zarraciyin aldig1 enerji) 1 ev adlanir: lev=4,8-10-'°
(SGSE)q-1volt=4,8-(SGSE)q-1/300(SGSE),-10-10=1,6-10-12erq. Qeyd edak
ki 1 Kl yiik 1V potensiallar farqini kegdikds goriilon i 1 Coul olur:
1C=107 erq. Biz daha boyiik enerji vahidlorindan do (Mas: 1 Mev=106
ev, 1Gev=10? ev, 1Tev=10!2 ev) istifada edacoyik.

Moslumdur ki, ixtiyari doyigen elektromaqnit sahasinda yiiklii relya-
tivistik zerraciyin enerjisi (27.11) diisturu il ifads olunur:

2
Cc

£y = + €0, 1). 27.11

Toqdirs layiq haldir ki, sahanin varhg noticosinds yiikiin kinetik
enerjisina yalniz eg haddi, yani yiikiin sahado potensial enerjisi alava
olunur. Belalikls enerji yalniz skalyar potensialdan asilidir, vektor po-
tensialdan asili deyildir. Bu o demakdir ki, maqnit sahasi yiiklii zorracik
tizorinds i gérmiir va onun enerjisini dayigdirmir. Yalniz elektrik sahasi
zorraciyin enerjisini doyisdirs bilor.

Mexanikadan moalumdur ki, agor sistemin Laqranj funksiyasi za-
mandan agkar asili deyildirso sistemin enerjisi (Hamilton funksiyasi)
saxlanir. Bunu bilavasita (27.11)-don zamana gors tam téroms almaqla
va Lorens qiivvasindan istifads etmokls da gostara bilorik:

d mc’ do

dey, _d +e=2 _eEo+ e(@+ (W)q)j =
e dt,/1-p? dt ot

ceBv+e el lE-LOAL|_ 20 _c[50A) (303
at o ol ar

Biz e(5V)¢ haddinds Vo =-E ~l% yazmisiq. Ogor elektromaqnit sa-
c

hosi zamandan agkar asili deyildirso (gt—(p = % = OJ

2
dt J1-p?

olar. Bu zaman ¢, zarraciyin sahads tam enerjisi va e is2 yiikiin sahs-

ds potensial enerjisi olur. Qeyd edok ki, sabit elektrik sahasinda yiika
sabit qiivva tasir edir va ona tacil verir, yani yiikiin siirati zaman keg-

181



dikca doyisir. Lakin (30.4) ifadssi istanilon zaman aninda eyni bir qiymat
alir. Bunu izah etmoak ii¢iin yadimizda salaq ki, her bir anda () zer-

raciyin oldugu néqtads gotiiriiliir. Masalon: t; aninda zarraciyin siirati
U, -dir vo 0 T noqtesindadirss, potensial da ¢(r) gotiiriiliir. t; vo t; za-
man anlari iigiin (30.4) saxlanma qanununu yazagq:

mc? e, = mc?
—_— , = ———
V1-B3 V1-B;
Kinetik enerjinin artib-azalmasi yiikiin keg¢diyi potensiallar farqin-
don asilidir:

+ e, = const .

mc’ (Y, =1 =¢(0, —9,). (30.5)

Burada y=

\/117 — Lorens faktorudur. Zarraciyin siiratlonmosi liglin
0, yiiksok potensialdan algaq potensiala kegmolidir (bu miilahiza e>0
halina uygundur).

Sabit elektromaqnit sahasi sahslorin sada noviidiir vo ¢ox masalalar
belo sahslords 6z hallini tapir. Sahoslor igarisinds bircins saholor do
miihiim rol oynayir va bu hagda bir ne¢o s6z demak lazimdir. 9gar sa-

honin E vo H intensivliklori fozanin biitiin ndqtalerinds eyni bir qiymat
alirsa, belo saholor bircins elektrik va magnit sahalari adlanir. Bircins sa-
halords potensiallar miitloq koordinatlardan asili olmahdir. Bircins elek-

trik sahasinds potensialin ifadssini tapaq. Bunun iigiin E =—grade ifa-

dosini elementar dr yerdayismo vektoruna vurub, geyri miisyyan inte-
gral alaq (bax: (30.2)):

[Bdf = - [Vo-di +C =~ [do+C=—¢+C

Buradan
¢=-[Edi+C=-Ef+C (30.6)

olur. Bircins elektrik sahasinin skalyar potensiali koordinatlarin xatti
funksiyasidir. C-ni masalonin sartindan tayin edirlor va ya C=0 yazrlar.

Indi bircins maqgnit sahasinin vektor potensialinin ifadesini hesab-
layaq. Burada (30.1) diisturlarinin birincisindan istifads edacayik:

H=rotA. (30.1a)

Bu, A-nmn 6dadiyi xiisusi toromoli birinci tortib sads xatti diferensial
tonlikdir va albstts onu ingteqrallayaraq A -m tapmaq lazimdir. Lakin
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biz halolik kémokgi iisuldan istifads edorsk A -m hesablayaq. Bircins

sahads H koordinatlardan asili olmayan bir sabit vektordur. Sabit ix-

tiyari C vektorunu 7 -» vektori vuraq vs hasilin rot-nu hesablayagq:
rot[Ct] = [V[CF]] = C(VF) - (CV)F =3C-C =2C.

Biz divf = (V) =3 oldugunu nazors almigiq. Son ifadadon C = lrot[(ai‘r']

[\

almir. Indi C=H qobul edok: H =—;-rot[ﬁf]. Digar torafdon H =rotA
olmahdir. Miigayisadan

A= %[ﬁf] (30.7)

aling. Bircins magnit sahssindo vektor potensial koordinatlarin xatti
funksiyasi olur.
(30.7) diisturu (30.1a)-dan bilavasits alimir. Bunun tigiin (30.1a)-m

komponentlorinds yazaraq A -nin komponentlari iigiin diferensial ton-

liklor almaq va A -n1 névba ils koordinat oxlari boyunca y6naldarak ton-
liklori inteqrallamaq lazimdir. Bunu tamamlamag: oxuculara tapsiririq.
Qeyd edak ki, bircins sahs zamana gora doyison sahs ds ola bilar.

Bircins saho iigiin A -n1 (30.7)-dan forqli sakilds segmak olar. Bunun
iiciin H -1z oxu boyunca yonaldok vo f =-xyH, /2 funksiyasim segok.

Indi (30.7) vektor potensiala A'=A+Vf gradiyent gevrilmasini
tatbiq edarak

A, =-yH,, A=A, =0 (30.8)

alinq.

§31. Yiiklii zarréciyin elektromagnit sahasinds 4-6l¢iilii harakat
tonliyi. Elektromagnit sahasinin antisimmetrik tenzoru

Biz yiiklii zarraciyin elektromaqnit sahasinds 3-6lgiilii horokat tonliy- .
ini aldiq va sahonin bezi xassalari ila tanig olduq. Lakin golacakds elek-
tromaqnit sahasini tam tasvir eds bilmak va onun gox miihiim xarakteri-
stikalarin1 6yranmsak iigiin yiikiin sahada 4-6lgiilii harakat tonliyini aras-
dirmaq lanmdu.LYﬁkﬁn sahads 4-6lgiilii harokat tonliyini almagq iigiin
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@74)-diisturnits verilmis yiikiin elektromaqnit sahasinda tosir inteqra-
linin iimumi sokilda variasiyasini hesablamaq va an kigik tasir prinsipini
totbiq etmok lazimdir. Dvvalca (37-1)-ifadestnin variasiyasini hesablay-

aq:

b
8S = j(-mcsds +ZA3dx, + ESApdxu) =
] c c

— ¥ dxu € € —
= I'IlCE'adXM +';Au8dxu +—5Apdx“ =

c
' e e
= J(mcuu +2Au)c15xLl + JESAdeV =
e Pt e e
- (mcup + -C-AP)SXP - J(mcduu +;dApJ6x“ + ;[-C-SAvdxv.
. . . .. —dx &dx
Biz burada mslum smoliyyatlardan istifado etmisik: 8ds :—;—1,
s

d .
b u ,8dx =ddx, . Inteqraldaki birinci iki haddi hisss-hisss integral-
dS [ [ n

lamisiq v 3-cii hoddi ayrica integral soklinda yazaraq, burada comloms
indeksi p-nii v-ilo avaz etmisik («dab»indeksi-istonilon-indeksie-evez-ot-
‘mek-olar).

Integrallarda istirak edon A, va A, potensiallan X,,X,,X;,X,-ln

funksiyalaridir va onlarin diferensiali vo variasiyasim iimumi gokildo

yazmagq olar: dA = —+dx,,0A, = oA, dx, . Bu yazihgda tokrar olunan
ox, ox,,
indeks iizra com aparilr.
Axirinct integrallan birlagdirak, oxsar hadlari nazere alaq vo imumi
vuruglar konara ¢ixaraq:

u dx
Biz sonuncu inteqralda du, =-d—ds vo dx =d—yds=uvds ya-
S

zacagiq.
Indi 31.1)-ifadesine on kigik tosir prinsipini totbiq edirik: a va b
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noqtalori fikss olunmusgdur, biitiin trayektoriyalar bu néqtslorde goriisiir
va haqiqi horakat iiglin S minimum qiymoat alir (bax—ssk=24-1). Onda

38, =0, 8x,(a)=20x,(b)=0 oldugunu nozars alsaq+3t33betsryarias:

_0A,
O=O— me du, _ef 24, u, »dsdx, =0.
: ds ox,, ~ox, .

Inteqrallanma oblastinda 8xu ixtiyari funksiyadir. Inteqralin sifir

olmasindan va 8x,-nin ixtiyariliyinden ¢uxir ki, inteqral altindaki boyiik

motariza sifir olmalidir.

d 0A,
{ }=0 vaya mc ;;: (661: o J A2
Burada
0A, OA
F =—tr-—%& (31.3)
L ox, o,

komiyyati 4-6l¢iilii 2 ranqgl antisimmetrik tenzordur. Ona elektromaqnit
sahasinin antisimmetrik tenzoru deyilir. Bu fundamental bir kamiyyatdir
va elektrodinamikada ¢ox miihiim rol oynayir. (3.2) tonliyi elektrik
yiikiniin (yiiklii zarraciyin) elektromaqnit sahasinda 4-6l¢iilii harokat ton-
liyidir. Bu tonliyi qisaca bels yazirlar:

du,
mcg=; v u,. (314)

Burada u, va u, zarraciyin 4-6lgiilii siiratloridir. Tanliyin sol tarafi zar-

raciyin 4-8lgiilii p, = mecu, impulsunun intervala (maxsusi zamana) gors

d . .

téromasidir. Moalumdur ki, —&E’i—z £, 4-olgiilii qiivvadilu (Minkovski
s

qiivvasi). Belsliklo (31.4) tonliyinin sag torafi yiikli zorraciys elektro-
maqnit sahasindo tasir edon 4-0lgiilii qlivvadir:

f,=<Eu, (31.5)
C

d
4-olgiilii tacil 4-olgiilii siirats ortoqonal oldugundan (uu —g—”— = O) , 4-
S
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oleiilii qiivva 4-8lgiilii siirats ortoqonaldir u, f,=0.

E, tenzorunun antisimmetrik oldugunu gostormak {igiin (31.3)

diisturuna asason F,, -nii yazaq:

F,=—A, -2 A, =2 a,-2 A, |=-F,.
Poox, Y ox 0x ox, "

v n n Y

Moslumdur ki, antisimmetrik tenzorun diaqonal elementlori sifirdir
(E, =FE, =E, =F, =0) vo diaqonaldan sagdaki elementlor soldaki ele-

mentlordan yalniz isaracs farqlonir (E, = -F,, va s.). Beloliklo 4-6lgiilii 2
rangh F,, tenzorunun yalmz 6 adad asihi olmayan komponenti vardlu

Qeyd edak ki, (31.4) harakot tonliyi kovariant sokilds yazilmis tanlikdir
va onun relyativistik invarianthg askar goriiniir.

Indi A = {;&,i(p} vo x, ={F,ict} ifadalorindan istifads edarak E,

saho tenzorunun komponentlarini hesablayaq. (31.3)-ds p=1 vo v=2 ya-
zaraq ifadani sadslogdirak:
E, =iA2 —iAI =2Ay -3Ax =(rotA), =H, =H, .

ox, ox, ox oy

Analoji olaraq F; =H, =H, v E, =H, =H,. Bunlar F,, tenzoru-
nun asil olmayan faza komponentloridir. Tenzorun antisimmetrikliyin-
don E, =-K, =-H,, §; =-F, =-H,, F, =-F, =-H, olur.

Burada miisyysn qanunauygunluq vardir: F, =H, yazlisinda ijk
indekslori 123 adadlarinin miisyyan ardicilligla dévri deyismasinden ali-
nir. Masalon i=1 vs j=2 olduqda k=3 olmaiidir va s.

Indi (31.3)-do p=4 va v=1 yazaq:

0 0 0 . 0

Fy =—A4, -—A, =—A ~-1—=
ox, 0x, icot ox

Analoji olaraq F,, =iE , F,;=iE, alinq. Bunlar F-niin asili ol-
mayan zaman komponentloridir. Tenzorun antisimmetriliyindsn
K,=-F,=-E,, E,=-F,=-E, E, =-F; =-iE, olur. Belolikl E,

tenzorunun asili olmayan komponentlori H va E vektorlarinin topla-
nanlandir. Aldiglarimizi matris goklinds yazaq:
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z y x
-H, 0 H, -iE
(E,)= . (31.6)
H -H, 0 -E
iE, iE, iE, 0

Matrisdon goriiniir ki, elektrik vo maqnit saholerinin E,H intensiv-

lik vektorlar1 vahid bir 4-6l¢iilii antisimmetrik tenzorun komponentlari-
dir. Bu o demokdir ki, elektrik vo maqnit sahalori vahid bir tam tagkil
edir. Buna gora ds F, elektromaqnit sahasinin tenzoru adlanur.

Indi 4-6l¢iilii harakat tanliyinda
up,= > ai 1 s ds:c\u_ﬁzdt, B:-B
cf1-p? |1-p2 c

oldugunu nazars alaraq va F,, tenzorunun komopnentlorindon istifads

edarok miioyyon hesablamadan sonra agagidaki 3-6lgiilii tanliklari aliriq:

9 _ e{E +1[6ﬁ]},
dt c

E =eED.

dt

Bu tonliklar bizo artiq molumdur. Birinci tanlik yiikli zorraciyin elek-
tromaqnit sahosinde 3-6l¢iilii harokst tonliyidir. Ikinci tonlik iso elek-
tromaqnit sahasinin yiiklii zarracik iizorinds vahid zamanda gordiiyii isi
ifado edir.

Indi (31.1) ifadesinds forz edak ki, trayektoriya haqigi trayektoriya-
dir, a noqtesi fiksa olunmusdur, b néqtasi cari néqtadir (bax: Sak. 24.2).
Bu halda S yuxan sarhadda zarraciyin koordinatinin funksiyasi olacaq,
ox,(a)=0, &x,(b)=3x, #0 vo haqigi trayektoriya tizorinds zarraciyin

horokot tonliyi 6donacokdir, yani inteqral altinda béyiik métariza sifira
barabar olacaqdir:

3S(x) =(mcuu +EA“)8xu vaya -a—Squ =(mcup +EAp)6xp.
c ox,, c

Burada 6x, ixtiyari oldugundan onun smsallar1 bir-birina barabar olur.
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oS e
—=mcu, +—A_ . (3L.7)
ox,, o

Molumdur ki, (bax: §22) tosirin koordinata géras téromasi homin ko-

ordinata uygun kanonik impulsu ifads edir: i9§-= P . Bunu (31.7)-ds
H
nazars alaq:

e e
P =mcu, +EA” =p, +EAH. (31.8)

P, yiiklii zarrociyin elektromaqnit sahasinds iimumilosmis 4-6l¢iili
kanonik impulsudur. (31.8)-do n=1,2,3 desak, biz kanonik impulsun fo-

za komponentlarini alarnq: P = f)+EA. Bu biza molumdur. Indi kano-
c
nik impulsun dérdiincii komponentini hesablayaq;:
P, =p, +EA4 =la+Ei(p=l(a+e(p) .
c c ¢ c

2

mc = . .
Burada ¢= \/_2 =,/c’p? +m’c* sarbast zarraciyin enerjisi, e iss onun
1-B

sahads potensial enerjisidir. e+e@ zorraciyin sahado tam enerjisidir:
€.m = €+€0. 4-0l¢iilii imumilogmis kanonik impulsu bels yazirlar:

Pu={l3+ (8+C(P)}E{f>+

(31.7)-ds SAH -nii sol tarafs kegirib alinan ifadsni kvadrata yiikssl-
c

tsak, elektromaqnit sahasinds Hamilton-Yakobi tanliyini alanq:

A, A,

olo

amm}. (31.9)

O |-

o|lo
o |-

2
(g‘%‘"»] — _mic?. (31.10)

u

§32. Elektromaqnit sahasi iigiin Lorens ¢evrilmolori

Elenktromaqnit sahanin yer soraitinds, soma cisimlarinds v kosmik
obyektlords gedan miixtalif fiziki proseslards istiraki onun bir otalot sis-
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temindon digerine kegdikds g¢evrilmasi qanununun Gyronilmosini gox
miihiim bir problems gevirir.
Moslumdur ki, elektromaqnit sahasi hom sahonin 4-6lgiili A (T,t)

potensiallar1 vo hom da sahonin E,ﬁ intensivlik vektorlar:, yani
F,(f,t) antisimmetrik tenzoru ilo tam tosvir edilir. Bir sistemdon digas-

rind kegdikde A, vo F,, -nun Lorens gevrilmssi qanunlar elo elektro-

magqnit sahasinin gevrilmasini tamin edir. ©Ovvalca potensiallarin gevril-
moasing baxaq. O, 4-6l¢iilii vektor kimi (bax: (14.2")) gevrilir:

A D=L,AGF1). (32.1)

Bu diistur vasitasile sahanin K' atalot sisteminds potensiallarini bile-
rok, onun K atalat sisteminds potensiallarini hesablayiriq. Potensiallarin

A (T, 1)= (AA)={Aig} vo A (F,t)= {A"A,}={A"i¢'} ifadslorindon
istifads edarsk xiisusi Lorens ¢evrilmosi iigiin (32.1) diisturunu potensia-
lin komponentlori tigiin yazaq (bax: (14.2)):

A -iYA, A+ ¢
C C

Ax EA = = .
! \ﬁ_v2/c2 \[l_vz/cz
JA, =A,=A), A=A =A; (32.19
A, +iZ A, O+ A,

A, =—n0Xt voyap=—%—,
L ’ J1-v2/¢c? ? J1-v?/c?

Son diisturdan gériiniir ki, K sisteminds sahonin Ax vektor vo ya ¢
skalyar potensiali K' sisteminds har iki potensialla (A, vo ¢') toyin edi-

lir. Biz (32.1") diisturlarindan istifads edorak E vo H vektorlarinin gev-
rilmasini tayin eds bilordik. Lakin bu uzun vaxt talab etdiyine gérs biz

bu amaliyyati F,, tenzoru vasitasilo gox asan hoyata kegiracayik.

Bilirik ki, elektromaqnit sahasinin E,H intensivliklori fiziki monaya
malikdir va elektromaqnit sahasinin 2-ranqh antisimmetrik F,, tenzo-
runu taskil edirlar (bax: (31.6)). Ona gors bir stalat sistemindan digarina
kegdikds E,H vektorlarinin ¢evrilmasi qganununu tapmaq i¢iin F,, ten-

zorunun Lorens ¢evrilmasi diisturunu yazmaq kifaystdir.
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E,(f,t) iki rangh tenzordur va K' stalst sisteminden K otalot sis-
temins kegdikds onun Lorens ¢evrilmoasi diisturu asagidaki kimidir (bax:
(14.8)):

E,(ft)=L, L,FE,. X2

Bu limumi diisturdan istifads edarksn yada salaq ki, xiisusi Lorens
¢evrilmasi zamani vektor va tenzorlarin 2 va 3 indekslari (komponentls-
11) dayismir (gevrilmir) va yalmz 1 va 4 indekslori (komponentlori) dayi-

sir. Onda H, =F, =F, =H, olur. H =F, vs H, =F, komponentlori
is3 A kimi gevrilir (bax: (32.1)"):

B-ilE, H-YE,
E, = = —,

Jl—vz/cz \/l—vz/c2

F,-i~F, H,+ E,
Hz = Fl2 = < = < :

J1-v?/¢? J1-v?/¢?

Biz apardigimiz ¢evrilmalords E, (vo F;B) antisimmetrik sahs ten-

H =

zorunun (31.6) komponentlsrindan istifads etmisik.

Belsliklo H vektorunun gevrilmasi qanununu tapdiq. Indi E vekto-
runun Lorens gevrilmasi qanununa baxaq. iE, = F,, komponentinds hor

iki indeks (1 va 4) gevrilir va bu ¢evrilmoni biz (8.2) diisturu vasitasila
icra edacayik:

iE, =F, =L,,L;F,;. Burada svvslcs B iizra va sonra o, iizra 1-don 4-

o goder com aparacagiq vo L, =L, =L,, =L, =0, E, =F,, =0 oldugu-
nu nazsrs alacagiq. Son naticads L, =L =
v

1 . ,
—’_—1-v2/c2— vo L, =-L,=
1—

=—C— olacaqdir tbax~(14_1')). Beletikis-
J1-v?/c?

iEx =F, = L'4aLImF<;B = E4a (L’uFolu + L'14F¢;4) = L'441-"111::;1 + L'41L'14F1'4 =

_ [ 1 vi/c?

- =F, =iE,.
1-v?/c? l—v"/czj 4=
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Burada F, = -F,, nazors alinmigdir. ,
Sonraki hadlords iE, = F,, va iE, =F,; tenzorunun komponentlari
A4 kimi ¢evrilocokdir:

F, +ivF, E,+ H,
iE, =F, = CZ voya E = e,
1-¥ 1-Y_
¢’ c?
Fy +i2, E,-Yn
iE, =F, = £ voyaE, = £

Aldigimiz ¢evrilmalori sistem goklinds yazagq:

E, =E,, H, =H,,
E +— H H ———E
o el (322
E ——-H H +— E
N JIV—J

Biz elektromagqnit sahasinin xiisusi Lorens ¢evrilmasini arasdirdiq.
Bu ¢evrilmads K' sistemi K-ya nazaran ox oxu boyunca V siirati ilo ho-
rokat edir: Vx=V, Vy=V,=0. (32.2") diisturundan asagidaki naticalar ¢1-
xir. Lorens ¢evrilmoasi zamam elektromaqnit sahasi intensivliklarinin
otalat sistemlorinin horokati istiqgamatindaki komponentlari (uzununa
komponentlor) dayigmir, invariant qalir. Lakin saha intensivliklorinin
enino komponentlari Lorens gevrilmosi zamani dayisir. Bir otalot siste-
minds (mas. K-da) elektrik vo ya maqnit sahasi digar atalst sisteminda
(mas. K'-da) hom elektrik, hom do magqnit sahasi ilo slagadardir. Elek-
tromaqnit sahasi vahid bir tamdir va o, yalniz segilmis otalot sistemina
nazaran iki hissays, yoni sirf elektrik sahasi va sirf maqnit sahasina par-
¢alama bilor. Elektrik vo maqnit saholori arasinda six, iizvi bir olava
movcuddur. (32.2") diisturundan alinan bagqa bir noaticoni aragdiraq.

Forz edok ki, K' sisteminds H'=0, E'#0, yoni sirf elektrik sahasi

mévcuddur. Yuxandak: diisturlarin kémayi ilo K-da H intensivliyini
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hesablayaq vo E'-don E-yo kegok:

~~E, % v +XE; v v
R A L e e b

Burada yazilmig vektoru hasillords v -nin yalniz V=V komponenti
sifirdan farglidir, digar komponentlari Vy, V; sifirdir.

Sarto géra H, = H, = 0. Bu komponenti basqa ciir yazaq:

Hx=[lfz] =H. =0.
c X

Burada —-1—— — Lorens faktorudur.

7

Alinmis H,,H ,H, komponentlorini ardicil olaraq i,j,k ortlarma
vurub toplasaq

fi- F E} (32.2")

ifadasini alariq. Demok, K' sistemindaki sirf elektrik sahasi K sisteminds
intensivliklari bir-birina perpendikulyar olan elektromaqnit sahasini in-
duksiyalayir, yaradir. ©gar K' sisteminds sirf maqnit sahasi mévcuddur-

sa (E' = 0,H’ # 0) analoji yolla gostarmak olar ki, K sisteminda

E-= -[lﬁ} (32.2™)
c
olur.

Bu naticalori birlegdirarak belo demak olar: har hansi atalat siste-
minds mévecud olan sirf elektrik sahasi va ya sirf maqnit sahasi digar sta-
lat sisteminds intensivlik vektorlar: bir-birina perpendikulyar olan elek-
tromagqnit sahasini induksiyalayir.

Biz formal olaraq (32.2") disturlarim1 vektori gakilds yaza bilarik.
Xiisust Lorens ¢evrilmasinds K' sistemi ox oxu boyunca v siirati ilo hs-

rakot etdiyindon 1 ort vektoru v-ys paralel, j vo k ortlar1 iss v -yo per-

pendikulyar olacaqdir. Ona gére i=V/v yazaraq, TEx

=YE, =B,
A"

jEy +1ﬁ(Ez =E . oldugunu gabul eds bilorik. Aydindir ki, E" va E . vek-

torlar1 E -nin K' sisteminin siiratina paralel va perpendikulyar toplanan-
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lanidir: E=E,, + E, . Eyni omaliyyati H -1n proyeksiyalar1 va strixli sahs
iiciin edirik. Bundan slavo yuxaridaki kesirlorin surstlsrindaki ikinci

hadlorin baxdigimiz yaxinlagmada —‘iH'Z =—|:XFI'] , —XH'y =-—{Xﬁ'} ,
c c 1, c c |,
- E = +[1E'} Vo lI-E'y = [-Y-E'} oldugunu nazers alaraq xiisusi Lo-
c c c c |,

rens ¢evrilmasinds (32.2") diisturlarini asagidaki kimi yaza bilarik:

oy ™7 o) ™~ {’ Ty’
E,=E, E, ='Y(El _{ZH :D,

] Ty’ Y Ty’ V"l
H,,=H, H, =‘Y(H_L -’{ZE :D

(32.3)

— Lorens faktorudur. Bu diisturlarin imumi halda,

Burada y=
1——

c2

yani V-nin istanilan istigamots yénaldiyi halda dogru oldugunu halslik
sarti gobul edirik. Bunu daqiq siibut etmak ii¢in imumi (16.3) Lorens
cevrilmasinde L' matrisinin ifadssini tapmaq vs bundan (32.2) iimumi

cevrilmo diisturunda istifads edorok E va H-in Lorens gevrilmasini icra
etmoak lazimdir. Dediklorimizi hoyata kegirsak (32.3) ifadasinin elektro-
maqnit sahasi tigiin imumi Lorens ¢evrilmasi diisturu oldugunu yaqin
edorik.

(32.3) diisturu K'-don K-ya keg¢idi icra edir. Tars kegidi miisyyan
etmak ligiin bu diisturda (---)' <> (--) vo ¥ — -V yazmagq lazimdur.

Cox vaxt (32.3) diisturlarii tam E=E,, +E, votam H=H, +H,

{igiin yazirlar. Bunu etmayi oxuculara tapsiririq.

§33. Elektromaqgnit sahasinin invariantlar

Bi;’-‘-gérdéH!’r,&orens ¢evriimoasi zamani elektromaqnit sahasinin
vektor potensiali A, vo antisimmetrik tenzoru F,, miisyyen qanunla
dayisirlor. Lakin onlardan elo kombinasiyalar diizeltmok miimkiindiir
ki, onlar Lorens ¢evrilmasi zamani dayismasinlar, invariant qalsinlar. Bu
kombinasiyalar saha invariantlar: adlanir. Bu invariantlar elektromaqnit

193



sahasinin yaranmasinda va inkisafinda ¢ox miihiim rol oynamigdir. Asili
olmayan elektromagqnit sahasi invariantlarinin say: ii¢diir va onlar Lar-
mor invariantlar: adlanir.

Birinci invarianti almaq iigiin E,, antisimmetrik tenzorunu kvadra-

ta yiiksoldok vo alinmig ifadsnin relyativistik invariant oldugunu gésts-
rak:

I1 = F;fv = Fqup.v = I“'pvakF;;XL'uaL'vB (;B =
=8,,8,,F,Fp = F(;B o =E, =invar. (33.1)
Biz burada Lorens ¢evrilmosi matrislerinin ortoqonalhigindan, yani

L,L. =38, L,L, =3, borabarliklorindon istifads edorok, sonda o,

pp ~po pa?
lal indekslarini p,v lal indekslarils avaz etmisik. Birinci invariantin askar
soklini almaq ii¢iin tokrar olunan p,v indekslari iizra asili olmadan 1-dan
4-3 gadar com aparaq va son naticads F,, tenzorunun komponentlarinin

qiymatini (3.16)-dan istifado edarsk yerino yazaq. Sads hesablamadan
sonra asagidaki ifadani alingq:

I, =2(H’-E*)=2(H?-E?)=invar. (33.19

I, hom Lorens gevrilmasina gors, ham ds foza vo zamanin inversiya-

sina gors invariantdir, yani asil skalyardlr_.,

Ikinci invariant1 almaq iigiin 4-ranql antisimmetrik vahid € _ . ten-

uvap
zorundan (psevdotenzor) va iki ranqht F,, elektromaqnit sahasi tenzo-
rundan istifads edok. Burada da yuxaridakina uygun olaraq 4-ranql va

2-ranql1 tenzorlarin Lorens gevrilmasindoan va Lorens matrislarinin or-
toqonalligindan istifads edsrak asagidaki naticani aliriq:

I, =€,05F Fup =€,0pF Fop =invar. (33.2)

pvaf " pv pvappv T op
Ikinci invariantin askar soklini almagq iigiin tokrar olunan indekslor

lizrs com aparmagq, €,,,, tenzorunun (bax: §14) vo F antisimmetrik

tenzorun (bax: (3.16)) qiymatlorindan istifads etmak lazimdir. Burada
miiayyan gadar hesablamadan sonra asagidaki son naticani aliriq:

I, = -8i(EH) = -8i(E'H") = invar (33.2)
I, Lorens ¢evrilmasina gors invariantdir, lakin fazanin inversiyasina

goro invariant deyildir. Ciinki E polyar vektorudur, H isa aksial vekto-
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rudur (psevdovektorudur). Ona goérs I, psevdoskalyardir, yoni fozanin

inversiyas1 zamani igarasini doyir. Lakin I, -nin kvadrati ssil skalyardir.
Ucglincii invariant olaraq 4-6l¢iilii potensialin kvadrati gotiiriiliir.

L=-Al=-A7=¢’-A’=¢’ —A? =invar. (33.3)

I, osil skalyardir, lakin potensiallarin gradiyent ¢evrilmasina géra
invariant deyildir.
Biz I, -in askar soklini hesablayanda F,,-niin diaqonal elementlori-

nin sifir oldugunu, diaqonaldan sagdaki va soldaki hadlerin yalniz isara
ilo forglondiyini vo bu hadlerin kvadratlarinin bir-birins barabar ol-

dugunu nazars aldiqda, goriiriik ki, I, -ds har bir hadd 2 dafs istirak edir:
I, = F;fv‘ = 2{F122 +F123 +F124 +F223 +F224 +F324} =
=2{H! +H? +H2 -E! -E! - B} =2{/* - E*}.

Eyni iisulla I,-nin do agkar soklini hesablaya bilorik. (33.2) ifado-
sinds €,,,, tenzorunun indekslari iizra com apardiqda, goriiriik ki, bu

vahid tenzorun sifirdan farqli yalniz 24 hoddi vardir (12 hadd «+1»-3 vo
[2 hadd «~1»-a barabardir). Onda (33.2)-doki 24 hodd 8 adad lichadliys,

yoni —i(E H, +E H +E_H,)-0 barabor olur. Belsliklo (33.2') ifadesinin

dogrulugu isbat olunur. Invariantlar gox vaxt amsalsiz yazrlar:
H>-E*=H?-E?=invar, (EH)=(E'H)=invar. (33.4)

Lgu invariantlardan elektromagnit sahasi iigiin ¢ox mithiim naticolor

alinr:

1) ©gar har hans: stalot sisteminds E=H olarsa, onda istonilon stalot
sisteminds E'=H' olar.

2) Bir otalat sisteminds E>H (va ya E<H) olduqda digor stalst sis-
teminds do E'>H' (va ya E'<H') olar.

3) Hor iki invariant sifirdirsa, onda biitiin sistemlords ELH vo
E=H olacaqdur.

4) Ogor bir otalat sisteminda E ilo H vektorlar: arasindaki bucaq

itidirsa va ya kordursa (a >§) , onda digar stalot sisteminda do E ilo
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H arasindaki bucaq iti va ya kor (a'§§} olacaqdir. Lakin homigo

o # o' olmahdir.

5) Ogar K otalat sisteminds E L H va E>H-dirsa (bax: (32.2")), on-
da els sistem segmok olar ki, (mos.: K' sistemi) orada saha sirf elektrik
sahasi olsun (H'=0, E'#0).

6) Bir sistemdos E L H vo E<H olarsa (bax: (32.2")), onda digar sis-
temdos (K'-ds) saha sirf maqnit sahosi olar (E'=0,H'#0).

Qeyd edok ki, yuxarida 5-ci va 6-c1 bandds haqqinda danigilan K'

otalat sistemi istonilan siiratlo yox, miioyyan istiqgamats vo giymots malik
v siiratilo harokst etmolidir. Bu siirati tapmaq ligiin (32.2") diisturundan

istifado etmak lazimdir. Farz edok ki, bu siirat (E,H) miistevisina per-

pendikulyardir. Onda (32.2") ifadssini E-ya vektoru vuraq vo v-ni ta-

—

paq: [Eﬁ]=[ﬁ[lfiﬂ=lEz vo <= [113512{] olur. Demosli bu barabarliyi
c c c

6doyon V siiratilo horakst edon K' sisteminds sahs suf elektrik sahasi
olacaqdir (E'#0,H'=0).
Indi (32.2") berabarliyini H-a vektoru vuraq va v-ni toyin edak:

[EH] =—[[Xﬁ]ﬁ] =Y vo L= [EH] olur. Sonuncu ifadadaki ¥V siirs-

c c ¢ H?

tina malik K' sisteminds sahs sirf maqnit sahasi olacaqdir (ﬁ';&O,

E'=QJ
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VI FOSIL
ELEKTROMAQNIT SAHOSININ TONLIKLORI

§34. Kasilmoz paylanmis va diskret paylanmig yiiklorin
sixlig va 3-funksiyanin bazi xassalori

Biz §1-ds geyd etmisdik ki, makroskopik elektrodinamikada elek-
trik yiiklorinin kasilmaz paylandigi forz edilir. Orada yiikiin sixlig1

- . Ae de
p(T,1) _AI‘I/TOX\?:W. (34.1)

diisturu ils tayin olunur. Burada Ae verilmis t aninda AV hacm elemen-
tinds yerlagon yiikiin miqdarnidir. p(f,t) kemiyysti t aninda T noqtssinds
vahid hacmo diigon yiikiin miqdaridir. Ona elektrik yiikiiniin hacmi sixlhig

deyilir. Onda dV hacm elementinds yerlagon yiikiin miqdarini asagidaki
kimi yazmagq olar:

de=p(7,t)dV. (34.2)

Mikroelektrodinamika vakuumda yerlosmis az sayda yiikli zor-
raciklorin — elektronlarm, protonlarin, ionlarin, niivalsrin, atomlarin vo
s. eletkromaqnit sahasi ils maggul olur. Mikroelektrodinamikada yiiklar
diskretdir vs elementar zorraciklor néqtavidir (noqtavi yiik). Biz noqtavi
yiiklor halinda da (34.2) diisturundan istifade edacayik. Lakin néqtovi
yiiklorin sixligs sinqulyar xarakter dasidigindan bels yiiklorin sixlhigim
Dirakin sinqulyar 8-funksiyasi ilo tasvir edacayik (bax: Olavslor). Bu
dediklorimizi agiqlayaq vo 8-funksiyanin bazi xassalarini aragdiraq. Ov-
valca bir 6lgiilii 3-funksiyadan baslayagq.

Forz edak ki, OX oxunun X; noqtasinds noqtavi e yiikil yerlogmis-
dir. Bu yiikiin xatti sixhigin1 bels toyin edirlor (sakil 34.1):

. Ae 0 agor x, ¢ Ax,
p(x) = lim — =
&0 AX e, -0 9gar X, € AX.
Ax Ax
0e Lo L 1 —) X
xl; eI
Sakil 34.1
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Baxdigimiz halda noqtovi yiikiin sixligi sinqulyar xarakter dasiyir.
Dirak 1926-ci ildo moahz nodqtavi obyektlorin (ndqtavi yik, ndqtovi
kiitla, néqtavi dipol va s.) sixhigini tayin etmak iiglin elma sinqulyar &-

funksiya anlayist daxil edir. Dirakin 8-funksiyas: asagidaki iki sorti
odayir:

0 agar x #Xx,,
0 9gAr X =X,, (34.3)
2) f_:zs(x-x1 ydx =1.

D 8(x—x1)={

Bu sortlor 8-funksiyanmin xassalori adlanir. Burada (—0,+0) inteqral-

lanma oblastini x; noqtesini 6z daxilinds saxlayan [-a,+a] pargasi ils avoz
etmoak olar. Ogar x;=0 olarsa, onda (34.3) diisturlari sads gokls diiger:

1) 5(x) 0 agor x=0,
X)=
oo agor x =0, (34.3)

2) L’: S(x)dx =1.

8-funksiyanin arqumentinin sifir oldugu néqtads bu funksiya son-
suzluga barabardir, digor néqtslods sifirdir va 3-funksiyanin inteqrali
vahiddir.

&-funksiyanin miixtalif gakillori mévcuddur. Biz burada onun an g¢ox
istifads olunan bir gakli ilo maggul olacagiq. Asagidaki sokildo komakei
bir funksiya segak:

1'% 1 sinKX

S(K,X)=— |e*dk=—
( ) 21t_£ n X

(34.4)

Bu funksiya X=0 néqtasinds morkazi (esas) maksimuma malik olur. Lopi-
tal qaydasinu totbiq edorak bu maksimum giymstin K/n oldugunu tapirig.
Ko6moakei funksiya KX =+nmn(n=1,2,3...) noqtalarinds sifira barabor olur

(Xz i%) 8(K,X) funksiyasinin konar maksimum vo minimumlarini

tapmagq tl¢iin onun X-o gors téromasini sifira barabar etmok lazimdir. Bu
zaman KX=tgKX tonliyini aliriq. Bu tonliyi grafiki hoall edorok, X-iigiin

asagidaki togribi giymaotlori tapiriq: X =~ +(2n+ 1)% (n=123..). Arqu-
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mentin (X-in) bu qiymatlorini (34.4)-do nazars alsaq konar minimum va
maksimum giymatlar ti¢lin i%, + §2_I§2_ va s. adadlari alirg.
n n
Dediklorimizi nazars alaraq komokgi 8(K,X) funksiyasinin qrafikini

quraq (sok. 34.2). Bu funksiya X-in miisbot vo manfi giymatlorine gors
simmetrikdir vs koordinat baslangicindan uzandiqca séniir.

AS(K,X)
XK 2K
3n? 57’
" 3
/\ 2K }
K : K

Sokil 34.2

Indi K parametrini sonsuz artirsaq sokil 34.2-doki qrafikds sag va
sol konar maksimum vs minimumlar X=0 néqtesina yigilar, bir-birini
neytrallagdirar va yalniz sonsuz artan morkszi maksimum qalar. Son
naticads biz d-funksiyanin qrafikini almis olariq. Bu qrafiki sorti olaraq
sokil 34.3-do gostarmigik.

d(x)

A4

x=0

Sakil 34.3
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Gostarak ki, son grafikin X oxu ilo amoalo gatirdiyi fiqurun sahasi
vahids boraboardir. Bunun iigiin komakei funksiyanin K — co-da limitini
X oxu boyunca —o0 -dan +oo -a qadar inteqrallamaq lazimdir:

sin KX

S= _[lr'h‘&KX)dX—— lim

K-
n ~0

dx_—jsmyd =1. (34.5

Biz burada Kx=y avszlomosini etmigik vo axirinci inteqral mashur
Dirixle (bazi adabiyyatda Eyler) inteqrahdir. Beloliklo ll(im (K, x) asil 8-

funksiyanin (34.3") xassalarini 6dayir. Ona géra qabul edirik:

8(x) = lim 8(K, %) =517; j e®*dK (34.6)

—0

Bu, bir 6lgiilii 3-funksiyanin an sads ifadasidir. Burada x —» x—x, yaz-

sag,

+00

§(x—x,) == [¢**dK (34.6)
2n 2
alngq.
Indi baxdigimiz noqtavi ey, yiikiiniin xatti sixligim
p(x) =ed(x—x,) (34.7)

sokilindo yaza bilerik. Yiikiin sixhgmn foza iizro inteqrali fozadaki
yiikiin migdarin1 vermalidir:

Ip(x)dx =e,- f&(x—xl)dx =¢,-1=¢,.

Dogrudan da bizim baxdigimiz fozada bir adad noqtavi e; yiikii var-
dir. 9gar OX oxu iizorinds bir nega néqtavi yilkk yerlogsmisdirss, onlarin
yaratdidi yiik sixhig: asagidaki diisturla ifads olunacaqdir:

N
p(x) =) e,8(x—x,). {34.8)
a=1
Burada X, a-¢1 yiikiin koordinatidir, N iss néqtavi yiiklorin sayidir.
Biz indiys qador bir dlgiilii 3-funksiya ilo moeggul olduq. Fiziki pto-

Seslor 3-ol¢iilis Evklid fozasinda (sslinds faza vo zamanda) bas verdiyiti-
dan v3 elementar zarraciklor do bu fazada diskret paylandigindan biz
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burada 3-0l¢iilii 8-funksiyadan istifado etmoliyik. Biz bir olgiili §-
funksiyanin (34.6) ifadesindo x avazinds T radius vektorunu, ysni x;
(0=1,2,3) gotiirsak, K avazinds K| (j=1,2,3) asili olmayan 3 parametr seg-
sok va bir 6l¢iilii inteqrali dK, dK», dK3 parametrlori iizrs aparilan 3-
qat inteqralla avaz etsak ii¢ 6lgiilii 8-funksiyam almus olanq:

_ 1 T iK,x; 1 ' iKyxy 1 T iKyx; _
d(x,,X,,X;) = EidK,e E‘;[dKze gisze =
=08(x,)0(x,)8(x,) .

Burada inteqral altinda tokrar olunan indeks iizro com apararaq e
— ei(K,x,+sz2+K3x3)

iKjxj =
=efm.gfm g% yazmiglq. Alnmus  3-6lgili 8-
funksiyani qusa gokilds agagidaki kimi yazirlar:

1

(ny’

Burada T=ix+ jy+kz 3-8lgiili Evklid fozasinda miisahids noéqtasinin

8(F) = j T je“‘“ (dK) =5(x)5(y)5(2) . (34.9)

radius vektoru, K =iK, +3Ky +kK, sorti gotiirilmiis 3-6lgiili dalga
adodlori  (vo ya vektorlari) fozasinda hor hanst vektor,
(dK)=dededKz =dK,dK,dK, iso dalga vektorlar1 fozasinda hacm

elementidir.

Golacakda dalga vektorlar fazasina impuls fozasi da deyilacokdir.
Belolikla istonilon 6lgiilii (mas: 4-6lgiilii, n-6lgiilii) 3-funksiyani uygun so-
kilds qururlar.

(34.9) ifadesinds -0 T-1 deyarak 8-funksiyanin bize lazim olan

soklini ala bilarik.
Indi 3-6lgiilii fazada diskret paylanmus yiiklorin sixligim belo yazitlar

p(F)=Y e, 5 -1). (34.10)

Ogor yiiklar harakst edirss, onlarn sixligi ham t -don vo hom dbo t-
dan asili olacaqdir:

pE,0 = Y e,0F ~E (1). (34.10)

Burada r miisahidos noqtssinin, T (t) iss harokst edsn a zarraciyinin ra-
dius vektorudur.

201



Biz 3-funksiyaya geyri moxsus sinqulyar funksiya kimi baxacagiq.
Lakin riyazi adobiyyatda 3-funksiyaya timumilogmis funksiya kimi ba-
xirlar.

3-funksiyanin (34.3) diisturu il verilmis 1) vo 2) xassasinden onun
asagidaki iki xassasi alinir (bax: 9lavalar):

3) Ogor f(x) kasilmoz funksiyadirsa, onun 8-funksiya ilo birgs in-
teqrali cox asanlqla asagidaki sokilds agilir

+Tf(x)ﬁ(x—xl)dx = f(x))- (34.11)

4) 8-funksiyanin arqumenti miirokkab F(x) funksiyasidirsa, bels 3-

funksiyan1 sads 8-funksiyalarin comi soklindo asagidaki kimi gostormok
olar.

3, 8(x —X,)

(F(x)) = —7=.
zl | F'(x;)|

Burada x;-lor F(x)=0 tonliyinin S-sayda sads kdokloridir vo F'(xg) =

_dF(x)
dx

ksiya ilo slagodar biitlin masalolori hall etmays imkan verir. §-

funksiyanin dérdiincii xassasini sads 8(ax) va 8(x2-a2) funksiyalarina tot-
biq etsak

(34.12)

|x =X¢ . Burada 8-funksiyanin saydigimiz dérd xassasi bu fun-

_O(x-a)+6(x+a)
I
alariq. Qeyd edok ki, 8-funksiya ciit funksiyadir: 6(-—x)=3(x).

Biz galocokds 8-funksiyadan genis istifads edacayik. Ona goérs bura-
da 6-funksiya ils slaqadar 3 kémakei diistur veririk.

S(ax) = ——8(x), 8(x —a’)
lal

ﬁ foE-i)v = TS(X - xa)deS(y —ya)dyTﬁ(z— z,)dz=1. (34.13)
fpdv = [Ye,8G-7)dV =3¢, [8(F-T)dV=D, (34.14)

[p®f DAV = [Ce8G-)f V=Y e, fG). (415
Vo et v a f P 2 b—e—d

202



Axiriner disturda istirak edon f(t), ifadesi ham adi funksiya, hom

diferensial vo ham ds integral ifads ola bilar.
Bu diisturlan hom soldan saga vo hom sagdan sola tatbiq etmok la-
zimdr.

§3S. 4-ol¢iilii corayan sixhgi, elektrik yukiiniin
saxlanmasi qanunu v3 kasilmazlik tonliyi

| Hoarskat edan elektrik yiiklorinin yaratdigi 4-6l¢iilii corayan sixligini
almaq iigiin hom kasilmaz va ham ds diskret (noqtovi) paylanmus yiiklor
ligiin dogru olan

de = p(7,t)dV 3D

diisturdan istifads edirlor. Elektrodinamikaya aid adobiyyatda tacriibi
faktlara-osasoan-qabul-edilir ki, zorraciklorin elektrik yiikii relyativistik
invariantdir, yani yiik biitiin atalat sistemlarinds eyni bir qiymats malik-
dir. Qeyd-edskki; elektrik yiikiiniin relyativistik invartant -olmasiat no-
zori olaraq isbat etmek miimkiindiir va biz bunu galocakds gdstaracayik.
Relyativistik invariant olan (35.1) borabarliyini 4-6l¢iilii elementar radi-

dx
us vektora (dx,) vuraq vs barabarliyin sag torsfinds dx, =d—t“dt ya-

zaq:
dedx = dx pdV = % oqvdt 34.2)
eax =dx = — . .

Biz moxsusi Lorens ¢evrilmasi zamani 4-0lgiilii hocm elementi dVdt-

nin invariant qalmasindan istifads edacayik. Bels ki, dVdt =,ldde4 =
ic

= ,l(dxldxzdx3dx4) =,l(d4x) 4-6l¢iili hacm elementi Lorens ¢evrilmasi
ic ic

zamani doyigorak _l(d“x') olur. Bu hacmlor arasinda slagani Yakobi
ic

diisturu vasitasils tapirlar:

(d*x) =J(d*x").
Burada J ¢evrilmo Yakobyamdir. O, kohna koordinatlarin yeni koordi-
natlara gors téromolarindan tagkil edilmis determinantdir:
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J=

ax)‘ ]
ax| #val'

Lorens cevrilmosinin ortoqonal olmasi sortinden alinan (17.4)
diisturuna ssasan |L , |5/ L', |=1 olmahdur.

Belolikla (d*x) =(d*x") =invar olur. Biz bunu iimumib halda gostor-

dik. Xiisusi halda moxsusi zaman va maxsusi hacm elementindan istifada
edorok bu invarianthg ¢ox sado gosters bilorik. Dogrudan da

dvmax dtmax = dV
J1-p2

L(?‘S@) diisturunda sol toraf 4-6lgiilii vektordur va sag torafde dVdt

dty1-p* =dVdt = invar = skalyar aliriq.

' dx
vurugu skalyardir, onda sag torafdski p dtp vurugu 4-6lgiilii vektor ol-
malidir. Ona 4-6lgiilii corayan sixhg vektoru deyirlor va j, ilo isars edir-
lar:
dx
j, =p——. N3
Jo=p—; (3%.3)

Beloliklo de elektrik yiikiiniin relyativistik invarianthigi, yoni skalyar
olmasi, j, komiyystinin 4-6l¢iili vektor olmasmni tomin edir. Indi 4-

olgiilii corayan sixliginin komponentlarini hesablayaq. (38.3) diisturunda
p=1, 2, 3 desak, j = P%xt-'-= pv, =pv,, j, =pY,, Jj; =pv, alang. Bu ifa-
dalori 1],k ort vektorlara vurub toplasaq j=pb vektorunu alirq.
Bu vektora adi 3-olgiilii kegiricilik corayani sixlig: vektoru deyiliﬂ Bu

haqda biz §1-ds genis danigmisiq. j-nin manas yiiklorin harakatina per-
pendikulyar qoyulmus vahid sothdon vahid zamanda kegon elektrik

yiikiiniin miqdaridir. indi p=4 desak j, = p%xt‘— =icp alang. j,-niin 4-cii

komponenti ic daqiqliyi il elektrik yiikiiniin sixlifina barabardir. Onda
j, vektorunu bels yaza bilarik:

i, ={j =p0, icp} . (35.3)

Belslikls kegiricilik corayani sixlign ilo elektrik yiikiiniin sixhig bir 4-
oOlgiilii vektor togkil edir.
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Indi yadimiza salaq ki, elektrik yiikii gox fundamental bir qanuna -
elektrik yiikiiniin saxlanmasi1 qanununa tab edir. Bu tabistin an funda-
mental qanunudur va onun sababi he¢ kaso molum deyil. Biz bu haqda
§1-do danigsmisiq. Tacriibalor gostarir ki, tabiatds gedan biitiin proseslor-
da elektrik yiikii saxlanir. Prosesin avvalindoki elektrik yiikiiniin migdarn
prosesin sonunda onun miqgdarina barabardir. Elektrik yiikii he¢ nadan
yarana bilmaz va yox ola da bilmaz. Istenilon gapali sistemds elektrik
yiikiiniin migdar sabit qalir. Bunu biitiin tobists aid etmoak olar. Bu qa-
nunu sads sokildo AQ=0 yazmagq olar. AQ prosesin avvslindas vs sonun-
da elektrik yiiklarinin farqidir.

Elektrik yiikii yalniz ciit gaklinds (eyni gadar «+» va eyni qadar «»
yiik) «yarana» va ciit goklinds do «yox ola» bilor. Masalon, elementar
zorraciklor fizikasinda iki y-kvant elektron-pozitron ciitii yarada bilar:

Y, +Y, =€ +e’. Vo yaxud e-e* ciitii 2y-kvanta annihilyasiya edas bilar:

e +e" =y, +7v,. Yiklor fozada horoket edorok miioyyan hacma daxil

ola va ya hocmdan konara ¢ixa bilsr. Yiiklor horakot edorkon cerayan
yaradir va caroyanin istiqamsti olaraq miisbat yiikiin harokat istigamaoti-
ni gotiirmayi sortlogmiglor. Yiikiin saxlanmasi qanununun inteqral va
diferensial gokillorini yazmagq tgiin biz §1-don va sokil 1.2-don istifads
edacoayik. Ixtiyari gétiirilmiis V hocminin daxilinds t aninda yerloson

yiikiin miqdan q(t) = Ip(?, t)dV olar. Bu yiikiin vahid zamanda doyig-
v
masini

dqt) _d ¢ = gy o [OP(E:1)
T vjp(r,t)dv_ Vj 4V (35.4)

soklindo gostormok olar. V hacminds yiikiin vahid zamanda doyismasi
onu shats edan qapali S sathindan kegon yiiklorin yaratdigi corayan sid-
dstins borabardir. Vahid zamanda S sathindan kegen yiiklorin miqdarim
(yani carayan siddatini)

di0dS=dj, G tds (35.5)
) S

soklinde hesablamaq miimkiindiir. Qeyd edok ki, qapal ssth halinda

ssthin dS=1idS soth elementini sathin xarici i normali boyunca yénal-
moyi sartlogmislor. (35.5) diisturundan goriiniir ki, yiiklor sathdon xarico

gixanda (j ilo dS arasindaki bucaq iti olduqda) sath iizra inteqral

205



miisbat vo yiiklor xaricdon sstha daxil oldugda isa bu inteqral monfi
giymot alir. Lakin (35.4) disturunda iss bu masals aksina olur, yani
yiiklor hacmdan xarica ¢ixdiqgda hacm iizra inteqral monfi vo yiiklor
hacma daxil oldugda bu inteqral miisbat olur. Belolikls elektrik yiikiiniin
saxlanmasi ganununa gora (35.4) va (35.5) inteqrallar1 qiymatca bir-
birina barabar, igaraca is9 aks olur.

Bu yiikiin saxlanmasi ganununun inteqral gaklidir. Boraborliyin sag tore-
finds Qauss teoremindan istifade edorok bunu basqa sokilds yazmaq
olar. Qauss teoremina gors har hansi vektorun qapali sath iizra inteqrah

(yani vektorun qapali sathdan kegan seli) bu vektorun divergensiyasinin
homin sathin daxilinds qalan hacm iizra inteqralina borabardir:

cj jdS= jdiv]dv . (35.7)
S v

% —dv = -c} jas. (35.6)

Bunu (35.6)-da nazars alaq va hacm iizra inteqrallan birlogdirak.

I{?ﬁ+div3}dV=0. (35.8)
sLot
Bu inteqralin sifir olmasindan va inteqrallanma hacminin ixtiyariliyin-

dan riyazi natica kimi ¢ixir ki, inteqral altindaki funksiya sifira barabor
olmalidir:

divj(z,t) + 5p(art 2) =0. (35-‘9‘)

Bu tonlik elektrik yiikiiniin saxlanmas:1 qanununun diferensial soklidir.
Buna kasilmazlik tonliyi deyil‘i_r_j.! Bu tanliyi biz §1-da almigdiq (Bax: (1.4)).
Bu ¢ox miihiim tonlikdir va 0, yalmz yiik iigilin deyil, fizikada istonilon
saxlanan komiyyat iigiin dogrudur.

Bu tonliyi stasionar caroyan iigiin yazaq. Yiklor stasionar harokot
edarkan onlar heg bir néqtads toplanmir, vahid zamanda har hansi nog-
taya na qadoar yiik galirse elo o qader ds yiik vahid zamanda homin noq-

toni tork edir. Basqa sozlo stasionar horokot zamam yiikiin paylanma
- 0 g . :
sixlig1 zamandan asili olmur, Ep =0 sorti 6danir. Onda stasionar (sabit)

carayan iigiin kasilmazlik tanliyi
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divj(f)=0 (35.10)

olur. Bu tonlik stasionar corsyanin monbayinin olmadigim gstorir. Sta-
sionar carayanin menbayi yoxdur. Els bir manbs yoxdur ki, stasionar
carsyan xatlori 0 menbadan ¢ixsin. Umumiyyatls har hansi vektorun di-
vergensiyasi o vektorun (sahanin v s.) manbayinin «giiciinii», «intensiv-
liyini» xarakteriza edir. (35.10) tonliyi stasionar carayan xatlorinin gapah
xatlor oldugunu géstarir. Dogrudan da (35.10) tenliyini har hansi ixtiyari
hocm iizrs inteqrallayaraq ona Qauss teoremini tatbiq etsak, asagidaki
ifadani alanq:

jdiv}dV:gj jdS=0. (35.11)
\Y% S

Carayanin qapali sathdon kegon selinin sifira barabar olmas: iigiin
corayan xatlori miitloq qapali xatler olmalidir (bax: sakil 1.2). Ciinki qa-
pali xatlar qapali sathi on az1 2 néqtads (ciit sayda noqtada) kasir va sat-
hs daxil oldugda manfi sel, ssthdon ¢ixdigda miisbat sel yaradir va bu
sellor bir-birins yox edir.

Indi (35.9) kasilmazlik tenliyini 4-dlgilii sokilda yazaq. Bunun ii¢iin
divj -ni agiq yazaq va tanlikdoki ikinci haddi ic-ya vuraq va ic-ys bélok:

3 _opie_ 8,
ot dtic ox,

4

. Onda tenlik asagidaki soklo diigor:

B By B B gy By (35.12)
x oy oz ox, ox

N

Belaliklo dérdolgiilii corayan sixhginin 4-6lgiilii divergensiyasi sifira
barabardir. Dlbatts (35.12) tanliyini 4-8l¢iilii hacm iizro inteqrallayaraq
ona 4-5lgiilii Qauss teoremini tatbiq etmok olardi. Lakin biz bunu g29-
locakds eds bilarik.

Indi 4-6lgiilii carayan sixhg vektoru iigiin Lorens cevrilmosi diistur-
larmi yazaq:

LY
_i Ve Pra s

Y S _ C
I = fl‘mvz-’-'y_Jy’Jz_Jz’p_ \/I_—V_z (35.13)
\/ ¢ c’

Sonda geyd edak ki, agar kegiricilik carayanmi bir adad néqtavi e,
yukiiniin harakati naticasinds yaranirsa, onda kegiricilik carayan: sixlig
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—j; (f,t) =9,p(T,t) =€,0, (1)3(F - L (1)) olar. Ogar corayanin yaranmasinda
¢oxlu sayda yiikk istirak edirss, onda kegiricilik corayam sixlig
JEY = Zi(?,t) = = Zeaf)a (t)8(t —%,(t)) diisturu ilo ifads olunar. Bu

dediklorimizi 4-6lgiilii carayana da aid etmok olar.

§36. Elektromagnit sahasi va yiiklii zarraciklordan
ibarat sistem ii¢iin Langranj funksiyasi

Elektromaqnit sahasi va yiiklii zorraciklorden ibarat sistem figiin tosir
inteqral 3 adad relyativistik skalyar tasir inteqralinin cami goklinds go-
starilir:

S=S§, +8S, +8S,. (36.1)
1 2 3

Burada S sorbast zorraciklarin (yiiklorin) tosir inteqralidir, S; isa sarbast
elektromaqnit sahasinin (yiiklorin olmadig: sahanin) tosir inteqrahdir. S3
sahanin yiiklarls garsiigh tasirini ifads edon tasir inteqrahdir. Bir adad
sorbost zarracik halinda Si-in ifadasi bizo mslumdur -(bax:(23-19)= Bir
adad a-c1 sarbast zarracik iigiin onun ifadasi agagidaki kimi yazilir:

ty l)2
S; =- [m,¢?\[1-—2dt.
t ¢

Bunu zorraciklar say1 iizra comlosok sarbast zarraciklor iigiin tosir inte-
qralini almis olariq:

N N b 02
S, =)8 == [m,c’\[1-—2dt. (36.2)
a=l a=l ¢ Y -J

Relyativistik fizikada elementar zarraciklar noqtavi gotiiriiliir va ona
gora da elementar zarraciyin ea yiikii do vo ma kiitlesi do noqtavi olmali-
dir. ©vvalki §§-da néqtavi yiiklorin paylanma sixhigini

p(E,t) = e, 8F ~L (1) (36.3)

a=1

soklinds toyin etmisik. Buna uygun olaraq noqtovi kiitlolorin ds paylan-
ma sixlifim 8-funksiya vasitasilo toyin edacayik:
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G0 =3 m,5¢ - (1) (36.4)

Bunu (36.2)-ds nazars alsaq va ndqtovi yiiklar iigiin yazilmis kémokei
(34.15) diisturunu noéqtavi kiitlalors tatbiq etsok

N t \)2 ty 02
S, =2 m, [| —¢’\[1-=% [t = [[dVdt| -n(F, 0)c%[1-= | (36.5)
a=t t ¢ (Y ¢

ifadasini alariq.

Bir adad yiiklii zarraciyin xarici elektromaqnit sahssi il qarsiligh te-
sirini ifada edan tasir inteqrali bizo mslumdur (bax: (27.5)). Biz bunu bir
adad a zorraciyi iigiin yazaq:

a ea a a
S== [A, (x*)dxz .

Burada nozoro alinmiugdir ki, yaxina tasir nozoriyyssine asasan A (x*)

potensialimin qiymeoti a zarraciyinin oldugu néqteds gotiiriilmiisdiir. Bu
tosir inteqralimi biitiin zorrociklor iizro comlosok va kémokei (34.15)
diisturunu nazars alsaq Ss ii¢iin agagidaki ifadeni yaza bilorik:

ss=isa jA (x*)dx* i tjA( 3 —4 “dt—

‘1

= j jdth ~A,(1,1)j, (1), (36.6)

Bu ifadads A, (F,t) limumiyyatls iki sahanin potensialinin comi soklinds ns-

zords tutulmahdir: A (zar.)+Ay(xar.). Burada A,(zar.) sistemdoki yiiklii zar-
raciklorin yaratdi1 potensial, A,(xar.) iso xarici sahanin potensiahdir. Ogar
xarici saho yoxdursa va ya xarici sahani nazars almirigsa, onda A (T,t) sis-
temdaki yiiklorin yaratdig sahanin 4-6l¢iilii potensiah olacaqdir.

Sorbast elektromaqnit sahasinin S, tasir inteqralini yazmaq iigiin ¢ox
miihiim bir tacriibi fakti nozare almaq lazimdir. Tocriibalor gostorir ki,
elektromagqnit sahasi superpozisiya prinsipina tabedir. Bu o demokdir ki,
yiiklor sisteminin yaratdig: elektromaqnit sahasi ayri-ayn yiiklerin yarat-
dig1 sahslorin comins berabardir. Basqa sézls, yiiklor sisteminin yaratdig

yekun sahonin E vo H intensivliklori ayri-ayrn yiiklorin yaratdigi sahalo-
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N
rin intensivliklorinin vektori comino baraberdir: E(?,t)=zEa (t,t) vo

a=l
— N —
H(E,t) =Y H,(%,1).
a=l

Molumdur ki, saho tonliklorinin ixtiyari (her ciir) halli tobistds
méveud ola bilon sahoni tasvir edir. Superpozisiya prinsipina gors belo
saholarin istanilan comi da tabiatde miimkiin olan sahani tosvir etmalidir.
Riyaziyyatda xatti diferensial tonliklor nazariyyassinden bilirik ki, xatti
tonliyin istonilon sayda hollorinin comi do onun hsllidir. Belaliklo, elek-
tromaqnit sahasinin tonliklori xatti diferensial tanliklor olmahdir.

Deyilonlorden aydindir ki, Sz-ys sahonin kvadrati daxil olmahdur.
Ciinki sahenin tanliklerini tapmagq iigiin S>-don variasiya almaq lazimdir,
variasiyam hesablayanda sahonin iistii vahid qadar azalir vo naticada
xotti diferensial tanliklor alinur.

{S1vaS; kimi S; da relyativistik skalyar olmalidir. S; inteqralina sa-
honin elo skalyar1 daxil olmalidir ki, bu skalyar saha intensivliklorinin

kvadratindan asili olsun. Bels yegans invariant Fjv -dir. Onda S tasir

inteqral asagidaki sokilds yazilir:
ty
S, =a [ [dVdE, . (36.7)
4V
Burada a ol¢ii vahidlari sisteminin segilmasinden asili olan sabitdir. Biz

Qauss sistemindan istifads edacayik va bu sistemds a = Ten -dir. Qauss
T

sisteminds elektrik komiyyatlori SGSE, maqnit kamiyystlori iss SGSM

sisteminds yazilir (eax-§1).
Indi elektromaqnit sahasi va yiiklii zerraciklor sistemi diglin tasir in-

teqralinin son ifadasini yazaq:

K vl 1 1.
S= j deth{—nchl—c—z—ﬁFjv += A, T (36.8)

Burada boyiik métarizonin igarisindoki kamiyyati & ila isars edarak

2
f ] 1
£=nc? - ———F2 423 A, 36.9
N ¢z 16m ™ cJ“ . (36.9)

S-i yeni igaralarls yazaq:
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S= ‘]dt J’ dv =tj|.dtL(t) (36.8"
ty, V Y

Bu yazihgda L(t) = jdVSf. sistemin Lanqranj funksiyasi, & iss Lanqran;j
A%

funksiyasinin hacmi sixligidir. Sahs nazsriyyssindo adatsn «Langranj
funksiyas1» olaraq relyativistik invariant olan & -dan istifada edirl:;r‘.J

§37. Birinci nov (ciit) Maksvell tanliklori, onlarin
miixtalif formalar, diferensial va inteqral sokillori

| Elektromagqnit sahasinin E vo H intensivliklerinin A va ¢ potensi-
allarla olan 28-4)-(28-5) slagslorindan istifads edarak intensivliklar {i¢iin
miioyyan diferensial tonliklar ala bilorik. Bu tonlikler Maksvellin birinci
nov tanliklori adlanir. Birinci név tonliklors sahsnin manboalari daxil ol-

mur va bu tonlikler E vo H -in bazi xassalorini va onlar arasindaki sla-
qoni tasvir edir. Bu hagda-biz kitabimr-ovvolinda-§3 vo §6-da sohbat etmi-
-stle. (4)

-

E -ni toyin edon (284) ifadasini yazaq:
E(f,t)= ——1—% —grado. 284>
c

Bu ifadanin rotorunu hesablayaq:

rotE(F, t) = —%rot%/:- —rotgrade = —%%rot}; ~-[VVeo]= _%%tH_ .

Burada biz rot ilo %-nin yerlorini dayisdik va rotA = H oldugunu naza-

ra aldig. Alinmg

= 1 8H(T, )
rotE(r,t) = ———= N
(r,t) pa— LD
diferensial tanliyi bels ifads edirlor: maqnit sahasinin zamana goérs day-
ismasi burulganli elektrik sahasini yaradir. «Burulgan» s6zii hidrodina-
mikadan galib. Rotoru sifirdan fargli olan sahoys burulgam saha deyilir.

Bu tanlik Maksvellin birinci név (ciit) tonliklorindan biridir va 6zii do Fa-
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radeyin elektromaqnit induksiyasi qanununun diferensial soklidir (bax~

§3).Tonlikdon-bilavasita gorinir ki, E-nin-qiivve xotlori- %I—;I‘ -xotlorino

perpendikulyar olub, onlarla sol yivli burgu toskil edir. Bu sxematike ola--
raq sakil 37.1-do gostorilmisdir.

oH

ot

es]!

Sakil 37.1. Elektrik va maqnit qiivva xatlori

Indi maqnit sahasi intensivliyinin vektor potensialla olan (385 ola-
gosini

H(F,t) = rotA(%, t) @285y
yazaq vo onun divergensiyasini hesablayaq:
divH = divrotA = V[VA]=[VV]A =0.
Alinmis
divH(%,t) =0 (3%.2)

diferensial tanlik birinci név Maksvell tonliklorinin ikinci hissesidir. Bu-
tonlik-géstorir ki, magnit sahasinin manbayi yoxdur, yani sarbest maqnit
yiiklori mévcud deyildir (bax: §5). Bilirik ki, divergensiya uygun sahanin
monbayinin «giiciini», «intensivliyini» xarakterizs edir.

Yuxanda aldigimiz (3%.1)-(3%.2) tenliklori Maksvellin birinci ndv
(ciit) tonliklorinin diferensial saklidir. Qeyd edoak ki, bu tenliklor elek-
tromaqnit sahesini tam tosvir etmir, ¢iinki bunlara sahs monbalori va
elektrik sahasinin zamana gors dayismasi daxil deyildir. Maksvellin bi-
rinci név tanliklori yalmz sahanin yuxarida qeyd edilmis bazi xassalorini
tosvir eds biler. Bu iki tanlik bir ciit tagkil edir. Dogrudan da elektro-
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oA, OA,

magqnit sahssinin F,, = antisimmetrik tenzorundan X-ys go-
n v
ro téroma alaraq pvp indekslorini dovri olaraq 2 dafs dayissok asagidaki

4-6lgiilii diferensial tanliyi alariq:

oF, oF, &F,
=0, (3.3
ox,  ox,  ox,

Bu tonlikds F, -lorin hesabina alinan 3 adod miisbat hadd 3 sdad manfi

hadls ixtisar olunur va tonlik homigs 6donir. Tanlikds pvp indekslori
yalmz foza qiymatlorini (yani, 1, 2, 3 qiymoatlarini) alarsa, biz (3X2) ton-
liyini almis olariq. ©gor (3¢.3) tonlyiinds iki indeks foza, lakin ii¢iincl
indeks zaman giymatlorini alarsa, onda (37.1) tonliyi alinar. Masalen,

(37.3)-ds p=1, v=2, p=4 desak (rot}—é)z _1 6;2 tonliyini, yoni (8.1)
c

tanliyinin z komopnentini alariq. Belsliklo birinci név Maksvell tanliklo-
ri bir ciit togkil edir va (3%.3) tonliyi birinci né6v Maksvell tonliklorinin 4-
oleulii ssklidi_r_.‘Bilavasite yoxlamagq olar ki, (3%.3) ifadasi pvp indekslo-
rinin har ii¢iins gérs antisimmetrik tenzor tagkil edir va bu 3-ranqli anti-
simmetrik tenzoru T, ilo isars edoarak (3¢.3) tonliyini

T,, =0 (37.3")

soklinds yazmagq olar.

Biz birinci név Maksvell tanliklarinin diferensial gakillorindan vs on-
lardan alinan naticolorden danisdiq. Indi bu tanliklorin inteqral sokillo-
rini alag. Bunun igiin (37.1) diferensial tanliyi har hansi agiq S sathi iizra
inteqrallayaq vs tanliyin sol torafinds Stoks teoremindan istifads edak:

frotBas =1 [ZLas. (37.4)
S c; ot
Sol tarafda Stoks teoremindan istifada etsaok

[rotEdS = J Ed? (37.5)
S L

alariq. Burada L konturu S sathinin séykandiyi qapal xstdir (bax §3,

sakil 3.2). Malumdur ki, E sahasinin qapali L konturu iizrs inteqrali
(sirkulyasiyas1) miisbat vahid yiik qapali kontur boyunca harakat etdik-

213



ds elektrik (elektromaqnit) sahasinin gordiiyii igo barabardir va buna L
konturunda tasir gostoran elektrik harakat giivvasi (EHQ) deyilir. Yuxa-
ridak iki tanliyi birlagdirarak, onu

Jat =—%c§§d§ (37.6)
L S

soklinds yaziriq. Demali L konturunda tasir géstaron induksiya EHQ-si
« L » daqiqliyi ilo L-o s6ykonon S sathindan kegon maqnit selinin vahid
c

zamanda dayismasina barabardir. ©gar L konturunu qapal naqil boy-
unca aparsaq, onda (37.6) tonliyi Faradeyin tacriibi elektromaqnit in-
duksiyasi qanununu ifads edacakdir. Bizim aldigimiz (37.6) inteqral qa-
nunda L vo S ixtiyari (istonilon miihitdon, o ciimlodon vakuumdan ke-
¢on) kontur vo ona sdykanan istanilon sathdir. Ona gors bu qanun Fara-
deyin elektromaqnit induksiyas1 qanunundan daha genis tatbiq oblasti-
na malikdir.

Ikinci tonliyin inteqral soklini almaq iigiin (37.2) tonliyini har hans
hacm iizra inteqrallamaq va sonra Qauss teoremini tatbiq etmok lazim-
dir. Malumdur ki, istanilon vektor ligiin Qauss teoremi bels ifads edilir:
har hansi vektorun gapali sathdan kegan seli (yani, sath iizro inteqrali)
bu vektorun divergensiyasinin hamin sathin daxilinds galan hacm iizra

inteqralina baraberdir. H sahssi iigiin bu teoremin riyazi ifadasi beladir:

d AdS= [ divHdV. (37.7)
S \Y

Qauss teoremini (37.2) tanliyina totbiq etsok
0= j divAdV =c§ AdS (37.8)
v S

olar. Alinmis naticoani konkret olaraq

d AdS=0 (37.9)

soklinds yazirq. Ixtiyari qapali S sathindan kegon H vektorunun selinin
sifir olmas: {igiin bu vektorun qiivva xatlori miitloaq qapali olmalidir.
Ciinki bels xatlar istanilon qapal sathi ciit sayda néqtads kasir vo hacma
daxil olduqda bu xatlor monfi sel, hacmidoan xarica ¢ixdigda ise miisbat
sel yaradir va bu sellor bir-birini neytrallagdirir. Yadimiza salaq ki, sath
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qapah olduqda dS-in istiqamoti sothin xarici normal istigamotindadir
(bax: §6). Maqnit sahasinin qiivvs xatlori sxematik olaraq sokil 37.2-do
gostorilmigdir.

Sakil 37.2. Magqnit qiivva xatlori gapalidir

§38. Ikinci nov (ciit) Maksvell tanliklori, onlarin diferensial
va inteqral sokillori vo 4-6l¢iilii Qauss teoremi

Bu tonliklor on kigik tasir prinsipindan alinir, onlara elektromaqnit
sahasinin manbalari bilavasits daxil olur ve bunlar sahonin harokat ton-
liklori rolunu ifads edir. Elektromaqnit sahasi sonsuz bdyiik sarbastlik
daracesine malikdir. Ciinki sahanin malum olmas: iigiin biz sahonin
mévcud oldugu foza oblastinin biitiin noqtalarinds istonilon zaman
aminda onun qiymsatini bilmaliyik. Belo noqtalarin say: sonsuz béyiik ol-
dugundan sahonin sorbastlik doracssi sonsuzdur. Sahanin imumilosmis
koordinati olaraq onun 4-5l¢iilii A (7,t) potensiali gotiiriiliir. Biz'sahani

yaradan zarraciklerin harakst qanunlarinin mslum oldugunu bilorak,
onlarin yaratdig sahanin tonliklsrini axtaririq. Ona gors variasiya masa-
losinds zerraciklarin harakatini tasvir edon komiyyatlarin variasiyasi sifir

2
olmalidir: 8| nc? -2 =0, §j (r,t)=0. Digor torsfdon biz sahsnin
c2 n

baslangic (t;) vo son (t2) zaman anlarinda vaziyystini fiksa etmali vo
onun tp-t; zaman intervalinda iss ixtiyari qanunla doyigdiyini qobul et-
moliyik:

SA,(T.1,) =8A, (F,1,) =0, 8A,(F,0)#0, t, <t<t,.
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Variasiya prinsipini elektromaqnit sahasine (sonsuz boyiik sarbestlik
deracasine malik olan sistems) totbiq etdikds sahanin trayektoriyas: an-
layisindan danmismaq monasizdir, ¢iinki bels trayektoriyalar yoxdur. La-
kin biz ¢ox kobud da olsa «ayanilik» xatrina sorti olaraq bir ne¢s «tray-
ektoriya» ¢okocoayik. Minkovski fazasinda t; aninda zaman oxuna L
olan bir miistovi ¢akak. Bu miistovi t; aninda 3-6lgiilii V hacmini tasvir
edocokdir. Homin miistovi Minkovski fazasinda fazaya oxsar hipersat-
hdir. Minkovski fazasinda t2 aninda zaman oxuna L yeni bir miistovi
kegirsok, o t; aminda gdtiiriilmiis 3-0lgiilii avvalki V hacmini tesvir
edacokdir. Bu miistavi Minkovski fazasinda fazaya oxsar digor hisper-
sothdir. Bu hipersathlori sonsuz uzadaraq bir-birile birlosdirsok, Min-
kovski fazasinda 4-6l¢iilii R(4) hacmini shats edon gapali hipersath ala-
riq. Bu, sxematik olaraq Sakil 38.1-ds gostarilmisdir. Burada «ayanilik»
xatrins ¢okilmis trayektoriyalarin saho ii¢iin heg bir rolu yoxdur. Bunlar
yalniz sonlu sarbastlik daracssine malik olan mexaniki sistemlor iigiin
miioyyan mona dagiya bilor. Yegans onu deys bilarik ki, t; va t2 zaman
anlarina uygun «miistavilor» (hipersathlor) {izorindo A -niin variasiyast

8A,(t,,) =0-dir, lakin sathlor arasindaki oblastda A, -nun variasiyasi

sifirdan forqlidir vs ixtiyaridir: 8A (1) #0.

$3kil 38.1
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Bir ne¢o kolmo 4-6l¢iilii hacm vo soth elementlori hagqinda demok
lazimdir. Tarixi sanenays gors 4-6l¢iilii hocm elementi (d*x) = dxdydzdt =
_dvdx,
e
nin boslugda yayilma siretidir. 4-6lgiili hiperssth elementi olaraq

-dir. Burada x, =ct zaman deyil, uzunluq dliilidiir, ¢ — igi1-

4
do, = (d™x) qabul edilir. 4-6l¢iilii uzunluq elementi dx, Ensteyn-Pauli

: dx,

metrikasinda {dr,idx,} vo Byorken-Drell mentrikasinda iss {dx,,dr} -
dir. Onda Ensteyn-Pauli metrikasinda 4-6lgiilii hipersoth elementi vektoru

do, ={do,,ds,,do;,do,} = {dx,dx,dt, dx,dx,dt, dx,dx,dt, .ldxldxzdx3}
ic

olacaqdir (bax: ©lavs). Biz ds golocokds 4-6lgiilii hacm vo sath element-
larini yuxaridaki kimi segacoyik.

Indi §36-da verilmis elektromaqnit sahasi va yiiklor sistemi iigiin to-
sir inteqralin1 yazagq: -

S= j detdvx = | (d‘*x)x(n, ju,Ap,%} (38.1)

4 R(4) v

Verilmis V hacminds yerlogon kasilmoz sistemin S tasir inteqrali
ligiin an kigik tasir prinsipini ifads edsk: V hacminda yerlogmis sistem to-
ti zaman intervalinda haqiqi horokot edorkon A (7,t) funksiyalarinin
elo soklini (formasini) segir ki, bu zaman S tasir inteqrali minimum (ek-
stremum) giymat alir. Tasir inteqrali minimum giymot aldigda onun va-
riasiyasi sifir olur: 8§S__ =0. Onda an kigik tasir prinsipinin riyazi ifads-
si agagidaka sakilda yazilir:

3S=3 j @)% = [ (dx)3%=0. (38.2)

R(4) R(4)

Variasiya formaya gors aparildigindan, onun inteqralla yerini dayi-
sirik. Indi & -in ifadasinds zarraciklorin horokati ilo slagadar kemiyyatlo-
rin variasiyasim sifir qabul edorak, yalniz sahonin variasiyasini hesab-

o, 0 s ,
laying vo E, = 6x_AV . A, oidugunu nazars aliriq:

n v
» 1. 1 1, N
OF, +—],0A, = —gFWESFuv +; J0A, =

e

1

8% =——o
16
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=—LFVS 9 A, +LFv6 0
8n " ox, 8n " Ox

__Llp 9 sa +Lp 2
8n " ox 8n " Ox

n v

1.
Px}’l +;Jp8Ap =

v

1.
8Au + ;JHSAM

Biz birinci va ikinci toplananda variasiya ilo téromonin yerini dayis-
dik. Indi birinci skalyar hadds lal pv indekslorini lal vp indekslori ilo
ovoz edok va sonra orada F,, =-F, yazaq:

= 1 0 1 0 1.
0 =—F 8A +—F —08A, +—j.0A, =
8n "ox, " 8n Meox, cJ'“l #
1 0 1.
= EF‘N KSAP +ZJPSA" .

v

Bu ifadani (38.2)-do nozors alaq vo birinci hoddi hisso-hisso
inteqrallayaq. Bunu agkar hoyata kegirmak iigiin inteqralalti ifadays ey-

OF
ni bir haddi 1 S SA | alava edak va ¢ixaq:
dn ox, "

v

1 b, 10 1
= d*x){—F_ —38A B SA. |+—j. 8A, =
Sl o o5z |- fion)

= [ (@' [4 v

1 &,
) ) j (d*x { i, - }SA
R(4) R(4) ¢ 4 ax

=1, +1,=0. | (38.3)

Birinci inteqralin, yoni I, =— (d"x)
FARES

bu paraqrafin axirinda gostaracayik. Onda (38.3)-den alinq:

oF
s=— [ (d*x { —-LV}SA -0.
L 4z R(;[) c ox, *

Inteqralin sifira barabar olmasindan vs integral altinda ixtiyari doy-

oF,, .
s }= 0 tanliyi
0x

v

—(F,8A,)=0 oldugunu

ison 8A, vurugunun varligindan riyazi olaraq {—E Ju—

almir. Bu elektromaqgnit sahasi iigiin harokst tonliyidir. Onu adaton
asagidaki gokilds yazirlar:
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aF v(fSt) 4Tt . —y .
— =T D). (38.4)

v

Bu, Maksvellin ikinci név (ciit) tanliklarinin 4-6l¢iilii saklidir.
Bu tonliklori 3-6lgiilii sokilds yazaq. Bunun iigiin tonlikds p=1 yazaq
va tokrar olunan v indeksi iizra camlayak (v=1, 2, 3, 4):

oK, +aFl2 +aFl3 +aF14 =47t
ox, 0x, O0x, 0Ox, ¢

Burada F1,=0, F12=H;, Fi3=-Hy, Fi4=-iEx va ji=jx=pvx oldugunu nazars
alsaq (bax: (31.6)), tonlik asagidaki soklo diisor:

- 10E, 4n

+_.

rot H=—
c

x"*

Indi p=2 vs u=3 yazaraq v indeksi iizra com aparsaq

- OE -
rot H 1%y +i7£pu va rot, H =laEz +4—npu
cot ¢ 7 cot ¢

z

tonliklorini alariq. Bu tonliklori névba ilo T,] va k ort vektorlarina vu-
rub comlasak, asagidaki vektori tonliyi alariq:

roti =L Ao (38.5)
cot ¢

Indi (38.4) tanliyindo p=4 yazaraq uygun amoliyyati aparsaq

OF, , OFy OFs OF, _4m
ox, 0x, Ox, 0X, ¢

tonliyini alariq. Burada F4=iEx, F=iE,, Fa3=iE,, FA=0 va js=icp ol-
dugunu nozors alsaq (bax: (31.6)), tenlik asagidaki soklo diigor:

divE = 4mp . (38.6)

(38.5) va (38.6) tonliklori 3-8l¢iilii gokilds yazilms Maksvellin ikinci nov
(ciit) tanliklori adlanir. Bu tonliklor birinci név tokliklorls birlikda va-
kuumda elektromaqnit sahssini tam tosvir edir. Maksvellin I vo II név
tonliklari dérd tenlikden, yani 2 adad vektori va 2 adad skalyar tonlikdan
ibaratdir. Bu tonliklar klassik elektrodinamikanin osas tenlikloridir va
onlarin kémayi ilo miiasir elektrodinamikanin biitiin masalaleri 6z daqiq
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hollorini tapir. Qeyd edsk ki, tenliklors daxil olan E,H,p,j=pb k-
miyyatlori imumiyyatlo zaman ve makanin funksiyalandir. §

- Alinmus diferensial tonliklarin fiziki manalarini aydinlasdiraq. (38.5)
tonliyindon aydin goriiniir ki,Le;lektrik sahosinin zamana gora dayigmosi
va kegiricilik carayan: eyni hiiqugla burulganli maqnit sahasini yaradir.
Bu tonliyin sag torafini bagqa sokilds yazsaq

rotfl = 2% pﬁ+i§§ (38.5a)
c 4n ot

olar. Tanliyin sag torafindo moétarizs igarisinds iki név corayan sixliginin

comi vardir. Onlardan birincisi bizim bildiyimiz kegiricilik carayaninin

]kec. =p0 sixhgidir. Ikinci corayani iso Maksvell dayisma corayam sixhg

- 1 6E

Jiay, = . adlandirmusda.

Maksvell bu corayani aksiomatik iisulla kasf etmisdir. Oslinds xarici
odobiyyatda bu carsyan «yerdayisma» carayam (tok smegeniya) adlanir.
Maksvell o dévrds bels forz edirdi ki, bu carayan efirin yerdayigmoasi no-
ticasinds yaranir. Lakin miiasir fizikada efir anlayisi yoxdur, onun yer-
dayismasi ds yoxdur, lakin bu carayan vardir. Ona gors biz bu corsyana
«dayismo coroyani» terminini vermigik (bax: §5). Bu iki caroyan eyni
hiiquqla burulganli maqnit sahssini yaradir. Maqnit sahssini yaratmaq
moanasinda bu carayanlar oxsardir, ekvivalentdir. Lakin tobistca bu ca-
royanlar bir-birinden kaskin forqlonir. Biz bu haqda §5-do genis danis-
mugiq. Indi qisaca bu iki carayanin farqli cohatlorini qeyd edsk: 1) kegi-
ricilik corayan: elektrik yiiklorinin haraksti ils slagadardir, dayisma ca-
royant is3 yiiklarlo slaqadar deyildir; 2) kegiricilik carayan: naqil miihitds
movcuddur, dayisma carayani iss hor yerdo mévcuddur; 3) kegiricilik ce-
royani hesabina @oul-Lens istiliyi ayrilir, doyisms corayan: hesabina isti-
lik aynlmir. Bu iki corayanin camine tam carayan sixhig: deyilir:

: : 1
Jam, = Jkep. F disy, =PO+——. (38.7)

(38.5a) ifadasinden goriiniir ki, maqnit qiivve Xatlori tam coroyan
xatlorins dolanir va onlarla sag yivli burgu toskil edir.

(38.6) tonliyi gostarir ki, elektrik sahasi manbays malikdir vo onun
monboyi elektrik yiikloridir.

Indi ikinci nov Maksvell tonliklorinin inteqral sakillorins baxaq.
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(38.5a) tonliyini hor hansi agiq soth iizro inteqrallayaq vo sol torafda
Stoks teoremindan istifads edak:

frotlaS =22 3, d§ voya. § AaE=22[3,d5. (388
c S L c S

S

Elektrik sahasi tigiin EHQ = (j Ed? diisturuna oxsar olaraq, H saho-
L

sinin gapali L konturu iizra inteqralina (sirkulyasiyasina) maqnit sahs-
sinin L konturunda magnit harakatetdirici giivvasi (MHQ) deyilir:

MHQ = <§ Hd?. Onda (38.8) tonliyini belo ifads etmok olar: L konturun-
L
da tosir géstoron Maqnit harakat etdirici qiivva (MHQ) bu kontura soy-

. . .. 4 -
konan S sothindan kegon tam corayan siddstinin —n-ya hasilino bara-
c

bardir.
(38.6) tonliyini har hansi hacm iizrs inteqrallayaraq, ona Qauss teo-
remini totbiq etsak, bu tanliyin inteqral soklini almis olariq:

IdivEdV =47 IpdV =4nQ voya Cj EdS=4nQ. (38.9)
A\ v S

Qapali S sathindon kecon elektrik sahassinin seli homin sathin daxi-
linds yerlogon elektrik yiikiiniin 4n-ys hasilins barabardir.

(38.9) tonliyindan goriiniir ki, elektrik xstlori miisbat yiiklordan ¢ixir
va moanfi yiiklors daxil olur. Dogrudan da farz edak ki, sathin daxilinde-
ki yik misbatdir: Q>0. Onda tonliyin sol torofi do miisbat, yani

(§ EdS > 0 olacaqdir. Qapal: sath iigiin dS homiss xarica yénalir. Demali
S

C.f EdS inteqralinin miisbst olmast iigiin E vektoru dS ils iti bucaq taskil
S

etmolidir, yani o da sathdan xarico yénalmalidir, demali miisbat yiiklor-
dan ¢ixmalidir.
Bir negs kalms tam carsyan haqqinda deyak. (38.7)-ni (38.5a)-da

nd%sro alsaq rotH(%,t) = 4—'“3[“1_ (F,t) olar. Bu tanlikdan div alaq:
c
divrotil = Y% divi, . ve ya V[VA]=[YVIH =0=""div},,
c c
eltir. Demok
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Ldiv_j'mm. =0vo d j,.d8=0 (38.10)
N

tonliklorr-6damr—Buo-demakdir-kt; lam_ corayanin manbayi yoxdur, ya-

xud tam carayan xatleri qapalidir. Demoli j, = _jke,;_ +4L%3 coroyanda
T

kegiricilik carayani xatlari qirildigi néqtslords, onu doyigsms carayam xat-
lori davam etdirir vo corayan xottini tamamlayir. Masalon, yiiklonmig
kondensatoru moftil vasitssiloa bosaldanda bu proses bas verir. Indi 4-

&F, _4n 9,

olgiilii <38 tonliyprdon x,-yo gore téroms alaq: . Bu-
¢llil ¢38™) tonliyprdon x,-ys g qaxpaxv c o,
2
rada F,, antisimmetrik tenzor, isa simmetrik tenzordur ve onla-
u v
rin hasili homigs sifirdir. Ona géras yuxaridaki tonlikden
0), (%, 1)
——=0 38,11
rw (38.11)

n

4-olciilii kasilmazlik tanliyi alinir. Bu tonlik bizs artiq molum idi. Qeyd
edak ki, (38.10) va (38.11) tonliklari eyni bir hadisonin miixtalif sokillari-
dic)

Indi I)=0 oldugunu gostarmak iigiin inteqral altindak: 4-6l¢iilii dive-

. B .
rgensiyani qisaca ng soklinds yazaq vo onu agaq (burada F, 6A, =B,

v

4-ol¢iilii vektorudur):

4nl, = [dxdydz [dt 0B, 0B, OB, 0B,|
e 4 ox a}’ 0z icot

Inteqrallanma koordinatlara gora sonsuz faza iizre, zamana goro isa
ti-dan t2-yas gqodor aparilir. Inteqral altinda har bir téromays gors bir doy-

. oB, .. . .
1son iizro inteqral agilir. Masalon, g' toromasi olan hadds x iizrs inte-

Xy =400

. olar. Saha (yoni B, =F 3A ) sonsuzlugda

grali agsaq Idydz jdtB,

sifir oldugundan, bu inteqral sifira barabar olur. Analoji olaraq B, \)
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oB : .
53 téromolori olan inteqrallari y-s vo z-5 gérs agsaq, onlarin da sifira

B4
ic

borabor oldugunu gérorik. Indi téoromasi olan inteqrali agaq:

3 B 3 . . . C e
Idxdydz—_ilzf = J'dxdydz,lFMSAu (t)|¢ - ©n kigik tasir prinsipinin sor-
- ic B ic

tino géra 8A,(%,t,)=08A,(T,t,) =0 olmaldir. Ona gérs bu inteqral da

sifira barabardir. Beloliklo Ij-daki biitiin inteqrallar sifira barabordir, yo-
ni 1;=0 olur. Biz bunu qisa yolla da eds bilordik. Malumdur ki, 3-6lgiilii
Qauss teoremina uygun olaraq 4-ol¢iilii Qauss teoremi do méveuddur
(bax: Olava):

R(4) v

j (d*x) ZXBV = g do,B, . (38.12)

Burada X 4-6l¢iilii R(4) hacmini shato edon qapali hipersathdir, do, hi-
persathin elementidir v 6zii ds 4-6l¢iilii vektordur:

do, ={dx2dx3dt, dx,dx,dt, dx,dx,dt, .idx]dXde?i}'
ic

Yuxaridaki borabarliyin sag torafinds biitiin komiyyatlor hipersathin
tizarinda gétiiriiliir va 4-6l¢iilii hacmin sarhadinds, yoni hiperssthin iize-

rinda saha (yeni B, ) va onun variasiyas: sifirdir.

§39. Elektromagqnit sahasi ii¢iin enerjinin saxlanmas1 ganunu,
saha ii¢iin kasilmazlik tonliyi voa Umov-Poynting vektoru

Biz gostaracayik ki, elektromaqnit sahasi enerjiys malikdir, bu enerji
fozada miiayyan sixhigla paylanir vo saho horakot edarsk istanilon sat-
hdan kegan enerji seli yarada bilir. Mslumdur ki, istanilon sahanin ener-
jisi bu sahani yaratmagq tigiin sarf edilmosi lazim olan tam iss barabordir.
Farz edak ki, elektromaqnit sahasi va yiiklii zarraciklordan ibarat sistem
verilmigdir.

Bilirik ki, zarraciyin relyativistik kinetik enerjisinin vahid zamanda
doyismosi elektromaqnit sahosinin zorracik iizorinds vahid zamanda
gordiiyii igs borabardir (bax: (28.5)):
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de~ 2 5 =
_k=_d_[ me _mc2J= =dp _ eED.

dt t ,/1_32 dt

Sistemdaki biitiin yiiklor {izerinds sahanin gordiiyi isi hesablamaq
iigiin yuxaridaki diisturu zorraciklorin say iizre comlomok va §34-doki 6-
funksiyanin komakgi diisturlarindan istifads etmok lazimdur:

v e 5.E = [pokd jEdV 39.1
;aﬁk‘“ =§1‘eauaE =JpoE V—Jj : (39.1)

N -
Burada p(t,t)= ZeaB(f ~%(t)) yiklorin sixhgidir, j(¥,t)=pL corsyan

a=l
sixhigidir. Baraborliyin sag torafi sahonin yiiklor sistemi tizerinds vahid
zamanda gordiiyli igdir. Malumdur ki, sahs 6z enerjisinin doyismasi he-
sabmna is goriir. Sahanin enerjisinin vahid zamanda dayismasi oks isaro
ilo onun yiiklor iizarinds vahid zamanda gérdiiyii ise berabardir:

Cabe _ ij =- f Edv. (39.2)

Baxdigimiz hocmds sahonin enerjisini €, ilo isaro edirik, onun

saha
konkret soklini helslik bilmirik, lakin axtaririq. Bu diistur siialanmayan
qapal sistem ii¢iin dogrudur vs biz do mohz belos sistem li¢iin bu diistur-

dan istifads edacayik. Yuxaridak: tonliya Ej kemiyyati, yoni sahsnin
vahid hocmds vahid zamanda yiiklor tizorinds gordiiyii is istirak edir.
Maksvell tanliklorindon istifads edersk jE kemiyyati istirak edan tonlik
alag. Bunun iiciin H-1 rotE -ya va E-ni rotH-a vuraq ve onlan bir-
birindan ¢ixaq:
firotE - Brotfi = — L 0 152 _4n iE.
c O c¢c o ¢
e e e = 0H 10
Burada vektor analizindski brota —arotb = div[ab], HE=55{H Vo s.
ifadalordan istifads edak:
g 1 8 ,-, =, 4n-=
div[EH]=-——(H’* +E*)-— jJE.
WVEH]=——=( )-—)

(5 v Sen diisturu 4n/c-ys bolak va zamana gors térams istirak edon had-
di sol torafds, qalan hadlori sag torafds yazagq:
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o(E*+H? c -
— =—-—div[EH]- JE. 39.3
at( 8= J 47 VEH] - ( )

Bu diferensial sokildo saxlanma qanunudur. Burada 4L[EI:I] =] isaro-
e

lonmoasi gabul edak, tenliyi ixtiyari V hocmi iizro inteqrallayaq vo sagda
birinci hadds Qauss teoremini tatbiq edok:

q £[E2+H2]dv=—cj JdS-d JEdV. 3Q.4)
S v

vy ot 8m

Bu diisturu aragdirmagq tigiin avvalce forz edok ki, bizim sistemimiz ga-
palt sistemdir, yoni xarici miihitla slags (miibadils) yoxdur. Bunu asan
yolla icra etmoak {giin forz etmok lazimdir ki, inteqrallanma hocmi V, va
sathi S, sonsuz boyiikdiir vo bu sonsuz fazada yalmz bizim sistemimiz
méveuddur. Sonsuzlugda sahs sifir olduguna gérs (3Q.4)-do sath iizro
inteqral <_:f JdS =0 olacaqdir vs biz asagidaki ifadani alacagiq:

N

=2 r12 .
IQ(E +H }1V=-ijdv. €39.5)
v ot 8 v,

Bizl Ls; soiin-(39.2) g rristifade-etssk

J‘i E?+H? Ve [
v ot 8n dt

borabarliyini alariq. Sonsuz V, hocmi doyismadiyine gérs inteqral al-

tindaki zamana goro xiisusi téromeni tam téroma soklinds inteqraldan
xarics gixardiriq vo yuxaridaki tenliyi zamana goérs inteqrallayiriq:

=2 2
IE+—HdV+G

Inteqrallanma sabiti olan G-m tapmaq i¢iin forz edirik ki, sahs
yoxdursa (ysni E=H=0) onun enerijisi ds yoxdur (yani ¢_,_=0). Onda
G=0 olur. Belalikls, elektromaqnit sahasinin enerjisi

j E+H (39.6)

olur. Integral altindaki ifads enerjinin hacmi sixhig1 olur va onu w ils isa-
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ra edirik:
E? +H?
W= )
8

(39.7)

Bu, fozanin vahid hacmindaki elektromaqnit sahssi enerjisidir. Biz indi
(39.5) diisturunun sag torafinds (39.1) berabarliyini nozars alaraqg, har iki
haddas zamana gors toromoni birlosdirsak

{ [ E'+H, +ia;ﬂ} 0 (39.8)

a=l

saxlanma qanununu alirig. Belolikls, elektromaqnit sahasi va yiikli zar-
raciklordon ibarat olan qapali sistemdo sahonin enerjisi ilo yiiklii zor-
rociklorin relyativistik kinetik enerjilorinin comi saxlanig, )

indi forz edok ki, baxdigimiz sistem qapali deyildir vo o xarici
miihitls slagadadir. Yenidan (39.4) diisturuna qaydaraq farz edacayik ki,
V hacminin daxilinds va xaricinda saha da var, zorraciklar ds vardir. V

ixtiyari va sonlu hacm oldugundan onun sathi iizrs inteqral C} JdS#0

olmalidir.

Biz (39.4) diisturunun sag tarafindoki sonuncu hadds (39.1) miinasi-
batini nazers alaraq vo zamana gora toramo olan hadlori birlegdirarak,
onlar1 tanliyin sol tarafinds yazsaq, asagidak: daha {imumi inteqral sax-
lanma ganununu alariq:

N

o | (E*+H? .
8t{ j dV+Z akm}=—csf jas. (39.9)

v

Bu tanliyin sol torafinds V hacminds elektromagnit sahasinin enerjisi ilo
bu hacmdas yerlosmis zarrociklorin (N' sayda) kinetik enerjilori cominin
vahid zamanda doyismosi yazilmigdir. Sag torofds iso menfi isars ilo

gotiiriilmiis J vektorunun V hacminin S sethinden kegon seli verilmisdir.
Fiziki montiqa gdéra bu sel enerji seli olmalidir. Vahid zamanda V
hacminda enerjinin dayismasi vahid zamanda hamin hacmin S sathindan
kegan enerjinin migdarina, yani enerji selina barabar olmalidir. Seli ifads

edon d JdS inteqralimn altindaki J komiyyati selin sixligr adlamr. Yoni
S
=S [EA] (39.10)
4
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komiyyati elektromaqnit enerjisi selinin sixhgidir, basqa sozls vahid za-
manda sahonin harakstina perpendikulyar qoyulmus vahid sathdan ke-

¢on sahonin enerjisine berabordir. Yuxaridaki J komiyyati Umov-
Poynting vektoru adlanir. Burada sohbat elektromaqnit enerjisi selinden
gedir. Ogor S sathinds zarraciklar ds olsaydi, onda zarraciklorin ds enerji
selindon damigmaq olardi. Barabarliyin sag torafindoki manfi isarasi be-
rabarlikds eyni isarali kamiyyatlorin bir-birino barabarliyini tomin edir.
Dogrudan da, agor sel miisbotdirss bu, hocmdan enerjinin getmasino,
yani sol torafds téromonin monfi olmasina sabab olur. Ona gors miisbat
selin qgabagindaki monfi isars sag torafds do imumi isaranin manfi olma-

sin1 tamin edir. Ener;ji seli monfi ds ola bilar: (f JdS <0. Bu o demokdir
S

ki, J ilo dS vektorlar1 arasindaki bucaq kordur, yoni J sotho va demali
hacma daxil olur. Onda hacmds enerjinin miqdari artir va sol terafds ar-
tan komiyystin zamana gora toromasi miibst olur. Tonliyin sag torafi do

miisbat olur: —Cf JdS >0 (manfi selin manfiys hasilidir). Belslikls (39.9)
S

diisturu enerji iiglin kasilmozlik tonliyinin inteqral goklidir.

2 2
Qeyd edak ki, Ay =i(mc 2)=£——m—c— oldugundan bi-

at g ) A i

yazmaq olaf."

2

c
Ji-p?

zim diisturlarimizda €,;,, ovazino

§40. Elektromaqnit sahasi ii¢iin Laqranj tonliyi

Mexaniki sistem iigiin Eyler-Laqranj tonliyinin alinmasi isulunu
{imumilesdirarak, istanilan sahs iigiin Laqranj tonliyini almaq olar. Biz
burada elektromaqnit sahasi iigiin Laqranj tonliyini, yani sahanin «hars-
kot tonliyini» alacagiq. Bunun iigiin elektromaqnit sahasinin §38-ds ve-
rilmis tosir inteqralina an kigik tosir prinsipini totbiq edacayik. Elektro-
maqnit sahosi iigiin imumilogmis koordinat olaraq sahsnin 4-dlciilii
A, (%,t) potensiali gotiiriilir. Baxdigimz sistemin Lagranj funksiyasina

potensialin 4-6lgiilii koordinata gérs birinci tartib téramalori daxildir. Bu

n

toromoalori sadalik xatrina belo isaro edirik: =A,,. Lagranj fun-

v
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ksiyas: lokaldir, yoni oraya sahanin potensiali va onun téramalarinin ve-
rilmis noqtolords qiymotlori daxildir. Laqranj funksiyasina sahasnin
kvadrati daxil olur. Laqranj funksiyasinin bu sadslik xassaleri noticasin-
do sahas tonliklori 2-ci tortib xiisusi toromali xatti diferensial tonliklor
olacaqdir. ©n kigik tesir prinsipinds farz edilir ki, sahani yaradan zor-
raciklorin harakst qanunlari molumdur, yani zarraciklors aid olan k-
miyyatlorin variasiyas: sifirdir. Zarraciklor va sahadon ibarat sistem qa-
palt olarsa, belo sistemin Laqranj funksiyas: foza-zaman koordinatla-
rindan agkar asth olmayacaqdir. Bu, mexanikada qapah zarraciklor sis-
temi i¢iin Laqranj funksiyasimn zamandan askar asii olmamasma
uygun golir.

Elektromaqnit sahasi va yiiklii zorraciklordan ibarot sistem iigiin §38-
do verilmis tasir inteqralin1 yazaq va ona an kigik (va ya stasionar) tasir
prinsipini totbiq edok:

S= J'R(n (d4x) L (T" ju ’ AP ’ A“V )
8= [ @8%(Mj,ALA,,)=0. (40.1)

Variasiya formaya gors aparildigindan inteqralla variasiyanin yerini
dayismak olar. Lagranj funksiyasinin variasiyasin1i malum qaydaya ssa-
son hesablayiriq (bax: funksiyanin variasiyasi):

o0& < oL

8% = BA, + SA. . 40.2
oA oA v 40.2)

mn [ThY

Burada funksiyanin v, j, arqumentlorinoe gérs variasiyas: sifir oldugun-

dan onlar 8% -do istirak etmir. Ikinci haddin sonuncu vurugunda varia-
siya 1lo téromanin yerini doyigok:
- <0A, 0 <

B, =Bt =5 BA, (40.3)

Bunu (40.2)-do nazora alaraq 8% -in soklini doyismoak olar. Hesablama-
larda formaya géro variasiya aparildigini yadda saxlayaraq, bundan so-
nra 3 simvolunu § il isara edacayik:

5= ga, 4+ 08 O 5p gy O {aix 5A“}—

oA, " O0A,, ox, * oA, ' ox, v
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o |o% |, 0o, | Jox o ot [,
ax,|0A,, [ * ox, |oA,, *| |oa, ox, oA, [ "

Bu ifadoni (40.1)-ds yerino yazaq va birinci métorizads 4-6lgiilii hacm
iizra inteqraldan hipersath iizrs inteqrala kegak (bax: slava):

o ok 0 0%
8S =qgd 8A )+ d* - A =0. (404
?cv(aAu D+« "){aAp >y 6Aw}5 . =0. (40.4)

Vv

4-pl¢iilii hacmin sarhadindo, yani X hiper sothin iizerinds sahanin va-
riasiyas: sifir oldugundan birinci inteqral ating vs

3% o8 o%
ss= [ (@ _ SA. =0 40.5
R([)( x){aAu ox, aAW} v (40.5)

olur. 4-8lgiilii hacmin daxilinda 8A, ixtiyari funksiya oldugundan, inte-
qral altindaki boyiik motarizo sifira barabar olmalidir:
o 0 OoX

=0 a — =0. 40.6
{ }=0vay oA Bx, A, (40.6)

Bu, elektromaqnit sahasi iigiin Laqranj tenlikloridir. Burada v iizra com
gedir va p=1, 2, 3, 4 qiymatlorini alir. 9gor elektromaqnit sahasini yox,
istonilon digor sahani gotiirsak vo onun iimumilosmis koordinatini (saha
funksiyasmni) v, ils isaro etsak, istonilen saha iiglin Laqranj tonliklori

uygun olaraq

or 0 0%
a\llp, axv 6\Vp,v

soklinds yazilar. Burada p indeksi y sahasinin tenzor xarakterinden asili
olaraq qiymat alacaqdir (u=1,2, 3,4, 5,6, ...).

indi gosterak ki, (40.6) Lagranj (horokat) tonliklori elektromaqnit
sahasi iigiin 2-ci név Maksvell tonlikloridir. Bunun iigiin elektromaqnit
sahasi va yiiklii zorraciklor sisteminin Laqranj funksiyasini agiq sokildo
yazaq:

=0 (40.6")

% = —nc?/1-p? ——I—Fjﬁ oL A, (40.7)
167 c
Burada takrar olunan indekslori pu va v-dan farqli gétiirmiigiik. La-
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qranj funksiyasindan A, vo A,,-ys gors tdromoni hesablayanda biz

ox
2. =8, vo —£=3§_3, eyniliklori nazors alacagiq:
aX ap ap By
n Hv
0% o (1. 1. 0A, 1. 1.
=_(_ aAa) =)o =_Ja8au == (408)
OA, O0A \c cT0A, ¢ c
ox 1 98 ., __ 2 OF,; _
0A,, 16noA,, ' 16m “ oA,
- 2R, 22 AP |-LE, 0 A, A,)-
8n T OA,, | 0%, OX,y 8n T OA,, 7 ’
1 1 1

= _QFQB (81,“8‘“ - 8ap5[3v) = _Q(Fw - Fuv) = EFW. (409)

Biz Fj;-dan A,,-yo goro toromeni hesablayanda, svvalco F2-1n 6z
arqumentins (yani F,;-ya) goro téramasini aliriq va sonra bu arqumentin

Apv-ya gors toramasini hesablayiriq. Hor yerds 8p, simvolunun xasso-
sindon, yoni Apdp,=Ap Vo s. istifads etmisik, tokrar olunan indekslor
izrs com aparmisiq. Burada miixtalif indeksli kamiyyatlara gérs apanlan

toramolars qasdon genis yer verdik ki, golocokda belo komiyyatlari hesab-
laya bilok.

Bu téramolori (40.6) diisturunda yerins yazaraq

1. 1 0

cJ“_Irzaxv

oF, 4n.
F,=0voya ax“v =TJu (40.10)
tonliyini, yani Maksvellin ikinci név tanliyinin 4-6l¢iilii saklini alirq.
Bu iisulla biz istanilan sahs ligiin Laqranj tanliklorini ala bilsrik.

§41. Elektromagnit sahasi ii¢iin enerji vo impulsun
saxlanmasi qganunu. Sahanin enerji-impuls-garilms tenzoru

LQeyd edak ki, istanilen sistem iigiin, o ciimlodan sahs iigiin saxlanma
qanunlar foza vo zamamn simmetriya xassalari ils slagadardir. Bu qa-
nunlar 1918-ci ilde xanim Emmi Néter torafinden verilmis teoremdan bir
natico kimi alinir. Noter teoremindon bels molum olur ki, elektrik
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yiikiiniin saxlanmasim ifads edan 4-6lgiilii % =0 kasilmazlik tonliyina
n

oxsar olaraq, sahs iglin saxlanma qanunlar1 sahonin uygun vektor va

tenzorlarinin 4-6lgiilii divergensiyasinin sifira barabar olmas: ilo ifads

olunur.

Biz burada Néter teoreminin yalniz adimi ¢akirik, lakin ondan isti-
fads etmoyacayik. Saxlanma ganunlarini iss dolay1 yolla alacagq.

Forz edok ki, elektromaqnit sahasi qapali sistem togkil edir ve onun
Laqgranj funksiyasi sahanin potensiali va potensialin 4-6l¢iilii koordinat-
lara goro toromasindon asilidir: & (Aq; Ag,y). Bilirik ki, qapal sistemin
Lagranj funksiyas: 4-6l¢iilii koordinatdan agkar asih deyildir. Indi La-

granj funksiyasinin x,-ys gora toramasini hesablayagq:

0% _ 0% O0A, 0% OA,,
ox, O0A, &x, OA,, 0Ox

B B

o,V

uy yazaq, sag torofinds iso horakot

Baraborliyin sol torafinda o =0
axu

v

tonliyindoan istifads edarak ox 0| o% oldugunu nozars alaq:
OA, 0Ox,|\0A,,
8\,6%:6 o0& .Aa+6.§f. Am=a 0% A+
. axv axv a'Am,v * 6‘Axu,v " axv 6Aa,v ,
o 0 0 0%
+ . = A |
oA,, ox, ™ ox,\o0A,, ™

Tanliyin sol tarafini sag torafs kegirak va téramalori birlogdirak:

0 } o ‘A, -0, %:=0.
ox, {OA,, woH
Boyiik métarizonin igarisi
o0&
w =4, A -6, & 41.1)

a,v

iki ranqli 4-6lgiilii tenzordur va bu tenzor
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~=0 41.2
ox, (41.2)
tonliyini 6d9yi&|Bu tonlik T, tenzorunun diferensial sokilds saxlanmasi
. 0 *A
qanunudur. Biz yuxanda —%=A_ , . 8; =A,, =A,,, @sa yazh-
n ptv

sindan istifads etmigik. T,,-niin (41.1) ifadasinda tokrar olunan o indek-
si lizro comloms aparilir (a=1, 2, 3, 4). T, tenzorunun manasini aydin-
lagdirmagq tigiin p=v=4 yazaq vs x4=ict oldugunu nozors alaq:

T, =% 0% g i 9% g (41.3)
ox, [ oA, oA,
ax4

Burada A_ = agt“ -dir, & iso sahonin Lagranj funksiyasinin hacmi six-

higidir. Miigayiss ligiin mexanikada zarraciklor sisteminin enerji diistu-
runu yazaq:

g =34 —-L. (41.4)

Burada N - zarraciklorin say1, ¢, — i-ci zarraciyin iimumilagmis koordi-
natinin zamana gora téromasi, L — mexaniki sistemin Laqran) funksiya-
sidir. Miiqayisadon ahnir ki, T,, elektromagqnit sahasi enerjisinin hocmi

sixhigidir. Onda g= J- T, dV elektromaqnit sahssinin tam enerjisi olaca-
v

qdir. Relyativistik mexanikadan malumdur ki, P;™ =Lgm sorti 6danir.
c

Elektromaqnit sahasinin 4-6l¢iilii impulsuna G, desak, onda analoji ola-

raq G, = —;-e =% IT44dV olar. Bunu iimumilosdirarok
v

' i
G, == [T,4v (41.5)
¢ v

yaza bilarik. G, elektromagqnit sahasinin 4-6l¢iilii impulsudur ve 6zii da
saxlanan komiyyatdir (zamandan asihi deyildir). (41.5) ifadssini imumi
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halda asagidaki kimi yazmaq olar:

i
G, = < Idecv = const (41.6)

Burada o fazaya oxsar hipersathdir, do, iss onun sath elementi vektoru-
dur. Belalikls, elektromaqnit sahssinin enerji vo impulsunun saxlanmasi
ganununu aldiq. Biz (41.2) tonliyini 4-6l¢iilii hacm iizrs inteqrallayaraq
4-6l¢iili Qauss teoremindon istifads etsok, (41.6) barabarliyinin daqiq
6dondiyini gdstars bilsrik. Biz bunu masals hallinds edacayik.

T,y tenzoru elektromaqnit sahasinin enerji va impuls tenzoru adlanir.
Bu tenzor simmetrik deyildir, lakin onu simmetrik etmak olar. Bunun
liciin qeyd edak ki, (41.2) tonliyindan T, tenzoru birqiymatli tayin edil-
mir, o, axirinci 2 indekss gors antisimmetrik olan ¢ ranqli £, tenzo-

[va]
runun X.-ya gora 4-olgiilii divergensiyasi daqiqliyi ilo toyin olunur.
Dogrudan da asagidaki kimi yeni tenzor togkil etsak

, 0
Tuv =T”v +ax_f

ulva]?

(41.7)
onun da (41.2) tanliyini 6dadiyini gérmak olar. Bunun iigiin (41.7)-don
Xy-ya gora téroms alaq:

or,, 0T 0*

uv

= + L
ox, Ox, O0x0x,

Boaraborliyin sag torafinds axirinci hodd simmetrik tenzorun antisimmet-

2
rik tenzora hasili oldugundan eynilik kimi sifirdir: a—fp[va] =0.
aXan
Onda T, va Ty, hor ikisi eyni bir tonliyi 6dayir:
oT,, oT
—F=—r=0. (41.2)
ox, Ox,

Adoten Ty kanonik, T;,  is> metrik enerji-impuls tenzoru adlanir.

Sarbast elektromaqnit sahasi tigiin, yoni %FV& = an j, =0 (jv=0) olan sahs
c

a

1 . . .
tgin £, ZEAMFVG soklinds segorak, T;v tenzorunun simmetrik ol-
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dugunu gostorak:

, 5 (1 %
Tuv = Tuv + 5—(4—“ Aqua) = Aa,u A - wa +

o,V

o (1 1 1
+ — F =A —F +A —F - 6 L=
- (4 AP vm) ao,u 4 av [T+ 1 va nv

1 1 2
- ZE(AG,”—A,.,Q)FM—SWSE—Z—(F F,, ++8,F J

potav 4 uv - op

Biz burada (40.9) beraberliyindon istifads ederok aig' L —F,,

4r °

F,=-F, vo &= —%Fj‘, sortlarindon istifads etmigik. Belaliklo, metrik
n

tenzorun simmetrik oldugunu géstordik:

T =T, =5 (B +78,E5). @1.9)
Biz golocokds elektromagnit sahasinin enerji-impuls tenzorunun (41.8)
simmetrik soklindan istifads edacayik va sadalik iigiin tenzorun iistiindo-
ki strix indeksini yazmayacagiq. Indi (41.8)-do p=v=4 yazaraq v tokrar
olunan indekslar iizro com apararaq elektromaqnit sahasinin enerji six-
ligin1 hesablayagq:

=41 (FuFuut Fz)——( 2(H2 £2)) =
L @iy =w (41.9)
87

(41.8) ifadesinden bilavasita goriiniir ki, T, tenzorunun diaqonal
elementlorinin comi, yoni tenzorun 1zi (spuru) sifira borabardir:

2
(F F +1s F )———-(——F:a+Fjp)=0.

ua uu 4 Moe
Bunu qisa ,
T,,=SpT=0 (41.10)

soklinds yazirlar. Elektromaqnit sahasi impulsunun (41.5) ifadasindon
istifads edorak, sahonin 4-6l¢iilii impuls sixhg iigiin

g, =T, 1n=1234 (41.11)
C

n
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diisturunu aliriq. Onda g, =lTk4,k =1,2,3 sahanin 3-6l¢iilii impuls six-
c

lig1 olacaqdir. Indi (41.2") tenliyini 3-6lgiilii sonsuz faza iizrs inteqrallay-
araq, sistemin qapali oldugunu nozars alaq va 3-6l¢iilii Qauss teoremini
tatbiq edok:

. 1 (0T oT
0= j “dV-EI a;“dV+V£E*:("-dV=

1 o
=TEI M g +gTudek=EV:[ 244V,

Biz sonsuzluqda sahanin sifir oldugunu, yani T,k(e0)=0 sartini nazo-
ro almisiq. Yuxaridaki ifads qapal elektromaqnit sahasinin 4-6l¢iilii im-
pulsunun saxlanmasi qanununu ifads edir:

i
dtc IT dV=—G =0 vaya Gu=; J‘Tp‘,dV:const. (41.12)
\A

Elektromaqnit sahssinin digor komiyystlorini almaq iigiin (41.2")
tonliyini iki tonlik goklinds yazaq:
L =0,—ar“v =0 (41.2M
ox, - ox,

Birinci tonliyt V hacmi iizra inteqrallayaq vo Qauss termini tatbiq
edoak:

0= J‘gr_'*_v_dv =IiridV+ J‘irik_dv
A axV A\ ax4 A\ axk
voya

10
= Eacvj T, dV +csj T, ds, .
Sonuncu tanliyi yenidon yazaq:
° [T.dV =-icd T, ds,. (41.13)
at \Y S

Bu, yiiklor olmadigi halda elektromaqnit sahasinin v hacmindaki
enerjisinin vahid zamanda dsyismoesi qanunudur. Ovvalki bshslardan
bilirik ki, enerjinin bu doayismasi vahid zamanda V hacmini shato edon S
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sothindon kecan enerji selidir, yani Umov-Poyntingq vektorunun selidir.
Bunu riyazi gakilds asagidaki kimi yazmagq olar:

~icq T,dS, =-¢Jds =—q1,ds, .

Buradan Umov-Poyntinq vektorunun enerji-impuls tenzoru ils sla-
gosini tapiriq:

Jx=icTa=icTa. (41.14)

Indi (41.2") ifadasinds ikinci tonliyi sonlu V hacmi iizrs integrallay-
aq va Qauss teoremindoan istifads edak:

oT,
jaxk: dv

0= jﬂv—dwjﬂ“ dv +
v axv \" ax4 A\

voya
o1
P ka4dV = (kaedSe = _Cf (=T, )ds,.
otcy s s

Axirinct tonliyi yeniden yazagq:

—%Gk = -csj(—Tk,)ds, . (41.15)

Toanliyin sol torafi V haocminds sahanin 3-6l¢giili impulsunun vahid
zamanda doyismoasidir. Onda tonliyin sag torafi V-ni shats edon S sot-
hindan vahid zamanda kegan impuls seli olmalidir. Belalikla, «-Ti» elek-
tromaqnit sahoasinin impuls selinin sixligidir, yoni x, oxuna perpendi-
kulyar olan vahid sathden vahid zamanda kegon impulsun k komponen-
tidir. Belsliklo, enerji seli vektordur, 6zliyiinds vektor olan impulsun seli
isa tenzordur. Impuls selini xarakterizo edan Ty tenzoru Maskvelin go-
rilma tenzoru adlanir. Enerji-impuls tenzorunun foza komponentlori
olan Ty gorilms tenzorunu adston asagidaki sakilds yazirlar:

T, =Z1;t-{EkE, +H,H, —%EM(EZ +F12)}; £k=1,2,3. (41.16)

Indi sahonin 3-6l¢iilii impuls sixlig1 ils Umov-Poynting vektoru ara-
sindaki slaqgeni yazaq:
i i ) 1 ==
g =—T,,=— veya g=—=-—[EH]. (41.17)
c c c® 4nc
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Enerji-impuls tenzorunun komponentlarinin elektromagnit sahasinin
fiziki parametrlori ilo slagasini yenidan yazagq:

Tas=w, Tra=-icg, T4k=-lJk , T, — gorilmo tenzoru; k, £=1, 2, 3.
c

Son ifadslori matrisa soklinds yazsaq, T, tenzorunun komponent-
larinin monasi daha agkar goriinar:

( T, T, T, —icg,
T, T, T, —icg,
(T)=| T, Ty T,  -—icg, (41.18)
SEY LY SRS
C C C

Qeyd edsk ki, yuxarida elektromaqnit sahasi iigiin aldigimiz biitiin
ifadalara uygun miinasibstlori istonilon sahs iigiin ds ala bilorik. Bunun
ticiin elektromaqgnit sahasinin imumilogmis koordinatlarini, ysni saha
potensiallarini digor sahanin iimumilogmis koordinatlari, yani saha fun-
ksiyalari ilo svaz etmoak lazamdir:

Aa - WB’Aa,v - W[},v‘

Sonra diger sahenin Laqranj funksiyasim1 qurmaq (L(yp; ypy)) vo
onun sahs funksiyalarina goro téromolarini, variasiyasimi va s. uygun
qayda iizro hesablamaq lazimdir. Nazors almaq lazimdir ki, elektro-
maqnit sahasinin potensiallar1 4-6lgiilii vektor oldugu halda, digar sahs-
nin funksiyalari istonilon komponentli ola bilsr, yani yg avazinds ya(x),
a=1,2,3,4,5,6, ... gbtiirs bilarik.

§42. Elektromaqnit sahosind» yiikiin
harakat tanliyinin Laqranj formasi

Biz avvalki §-larda-yiikli zorreciyin-elektromagnit-sahosinde 4-életiii
harokot-ganununu-alnusiq. Indi bu qanunu Laqgranj tenliklori vasitasilo
alacagiq vo alinmis naticolordon golocok bahslords istifads edacayik.
Elektromaqnit sahasi vo yiiklar sistemi ii¢iin §-38-da verilmis vo ya (40.7)
diisturu il ifads olunan Laqranj funksiyasindan istifads edacayik:

1

e | .
l-f = —1’](:2 1- [.))2 —'i‘g;thﬁ +EJaAu . (407)
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indi forz olunur ki, sahs malumdur, lakin sahani yaradan zarracikle-
rin harakat tonliyi molum deyildir. Baxacagimiz variasiya masalasinds
sahonin variasiyas: sifira barabar olacaqdir. Ona gors sahani xarakterizo
edon hoddi nazora almayaraq, zorraciklor iigiin Laqranj funksiyasini
asagidaki kimi yaziriq:

2
%= -ne 2,/1—Z—+IJQAQ @.1)

Biz zarraciklarin koordinatlar: vo suratlorinin maxsusi zamandan va

2
ya intervaldan (ds=c,’l——yz—dt=cdt'm,x} asitliigin1 nazore alaraq, za-
c

mana gors inteqrallanmani moxsusi zamana vs ya intervala goro inte-
grallanmaya gatiracayik. Ona gora (42.1)-in saklini bir az doyigak:

[V 1 ds | (dx, Y ds
cyfl-— =Ve? - V2 =— [-dx} =— =—,/—u2 ,
¢’ dt Boodt (ds) avy *

dx ) .
burada dx} =-c’dt’ +di’,u, =—(—i——”- ~ 4-plgiilii siirat, ds — diferensial in-
S

terval; j, = pd;{t“ = pd;(: % =pu, ?1% — 4-6lgiilii corayan sixligidir. Bun-

lar1 yuxarida nazars alaq va comloms indeksi o avazina p gotiirak.
ds ds
&= —c,/—u+ u A =X —
[ 1 o P "} dt dt’

& =-mc,/-u) +lpuuAu . (42.3)
c

Lagranj funksiyasim 4-6l¢iilii hocm {izra inteqrallayaraq va on kigik
tasir prinsipini tatbiq edak:

88'=8 [ %d'x=0. (42.4)

R(3+1)

Baxdigimiz variasiya masalesinds A, sahasi sabit qalir (8A,=0), la-

kin materiyanin (maddsnin) diinyavi xatlori dayisir. Biz materiyanin Av
hacmins malik kigik elementinin harakatini izloyak va onun diinyavi xat-
lorinin yaratdifi nazik boruya nszor salaq. (42.4)-da 4-6lgiili R+
hacmini bu nazik borunun bir hissasi kimi gotiirok va yuxaridaki varia-
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siyani hesablayaq:

ss'=sf’dtj(df)w$=aj(df)f’ms =

- I(df)E’dsﬁxz(Xp’“u)=I(df)£zds{%5x“ +i;;£5(dc;“)}=

K H

= [@n[* ds{aif)xp +ai15xu}.
n ox, ou, ds '._)

Biz zaman iizro inteqraldan moxsusi zaman (daha dogrusu, interval
(8)) iizra inteqrala kecdik, forma variasiyasi ilo inteqralin yerini doyisdik,
zarraciklorin & 2(x,,u,) Laqran; funksiyasmmn zarraciyin 4-6lgiilii x, ko-
ordinat1 vo u, siirstine gore variasiyasim1 hesabladiq va variasiya ilo to-
romanin yerini doyisdik. Son ifadoni hissa-hissa inteqrallayaraq va
OXu(81)=8 X,(52)=0 va & X,,(s)0 (s 1<8<s2) ixtiyari funksiya oldugunu nazo-
ro alaq:

O d (o d(ox
0=85'= [ [ ds{ax—éixu+E[au—8xu]—d—s(éu—]8xp}=

n n i

L0 e [ar d o
= J‘(dr)au—psxulsl‘*' J.(dI')J: ds{ax_-—a-s-au_p X,

n

Burada birinci inteqral eynilik kimi sifirdir vo an kigik tasir prinsipine
gora ikinci inteqralin sifira borabor olmasindan va inteqral altinda
0xu(S) funksiyasinin ixtiyariliyindon ¢ixir ki, inteqral altindaki bgyiik
motariza sifir olmalidir:

o% —iai=0. (42.5)

Zorraciklor liglin yazilmis bu Lagranj tanliyindon istifads edarok
yiklii zorraciklorin elektromaqnit sahasinda harokot tanliyini alaq. Bu-

o 1 . .
nun lglin zarraciklorin ¥* = —11cJ—uf1 +—pu, A, Laqranj funksiyas: six-
c

iginin téromolarini hesablayagq:
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oxr 1 O0A, ox meyu, 1

— =—P4u, ’ - = +_pA »

ox, ¢ = ox, Ou, \[—ui ¢’
dox _ mou, +ncu”(2ﬁ§/l;v) +lpaA" dx, _ et +lpié“-uv
dsou, [ () ¢ ox, ds J-u? © O,

d
Burada u, =—;—”—,(1’1vuv) =0, ehtiyac oldugda u,A,=u,Ay yazmisiq. La-
S

granj funksiyasinda va onun toramolorinds ./—ui vurugu istirak edir. Biz

son naticalora gader onu doyigon kemiyyat hesab edacayik va yalniz son
naticada ufl = -1 yazacagq. Aldifimiz toramslori (42.5)-ds nazars alaq:

-l-pu aAv_ncuu _lpaAuu
c U ex, \Fui c ox,

neu, _lp(aAv _ 0A, Ju
\/;ui C axu axv Y

Son tonliyi qisa gokilds yazsaq, elektromaqnit sahssindo yiiklii zor-
raciyin impuls sixhig1 ilo ona tosir edon qiivvanin sixhig1 arasinda slagoni
tapmig olurug:

vaoya

nedu, 1
=—pF u,.
ds cp Wy

(42.6)

Bu ¢ox miithiim va daqiq diisturdur vo onun genis totbiq sahasi méveud-
dur. Qeyd edok ki, burada A, imumi sahadir. O, iimumiyyatle yikli
zorraciklorin yaratdigi saho ilo xarici sahonin comins borabordir:

A, =A7"+AT". Eyni sdzleri F,y ligiin demok lazimdir: E,, =FJ" + ELV.
Biz sksar masalolorda xarici sahani nazara almayacagiq.
(42.6) diisturunda n va p zarraciklorin kiitlasinin ve yiikiiniin sixlig1-

dir. Noqtavi yiikler tigiin onlar asagidak: diisturlarla ifads olunur.

N N
n@E D =Y m 8 - L (1).p(F, 1) = X e, 3T ~L(1)) (42.7)

Burada N — zarraciklorin sayidir. Bu ifadslori (42.6) diisturunda yering
yazaraq 3-6lgiilii foza tizro inteqrallanma aparsaq, bir zarrocik tgiin
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asagidaki 4-6l¢iilii harakat tonliyini alanq:

du“ e
mcI =2Fuvuv. (428)

Biz bu diisturu avvalki §-larda bagqa iisulla almigdiq (bax: (31.4)).
Disturun sol terafi zarraciyin 4-6l¢iilii py=mcu, impulsunun vahid mox-
susi zamanda (daha dogrusu, vahid intervalda) dayismesidir, sag torafi
183 zarraciys elektromaqnit sahasindas tasir edon 4-6lgiilii qiivvadir (f,,).

Sonda geyd edak ki, (42.5) Laqranj tonliyini asagidaki kimi do yaz-
magq olar:

ox, drt 5 ?X_”
ot
Burada t - moxsusi zamandir. Dogrudan da (42.5) diisturunda
. X dx 1 (dx
ds=cdt,, =cdt yazsaqve du, =9—=9—L =—3| —~ | nozars alsaq,
' H ds cdt ¢ { dt

suratds va moxracda «c»-lar ixtisar olunar va yuxaridaki tonlik alinar.

§43. Zarraciklor sistemi iigiin enerji-impuls tenzoru vo
elektromagqnit sahasi vs zarraciklordon ibarat sistem
liciin enerjinin saxlanmasi qanunu

Forz edak ki, qarsihigh tesirds olmayan zarraciklar sistemi verilmig-
dir. Bu sistemin enerji-impuls teazeruny elektromaqnit sahssinin enerji-
impuls tenzerunun xassslorindon istifada edarak qurmagq olar. Bu tenzo-

ru TZ" ilo isars edsk. Elektromaqnit sahssinin impuls sixhg1 sahanin

enerji-impuls tenzoru ilo g, = w4 $oklindo olagadardir. Buna uygun
- c
olaraq, zorracikler sisteminin impuls sixlig) neu, =1Tjj" olacaqdir. Bu-
c
radan T3 =%’qczuu almir. Yik sixhg 4-6lgiilii corayanin 4-cii kompo-
1 1 dx 4

dx - 1
nenti ilo toyin olunur: j =p—~={j,icp! va p=—j =— —=. Yik
y j =Pt ={Jice} vo p=—ji=—p -
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kimi kiitlo do relyativistik invariantdir va onunda sixhg 4-6l¢iili kutla
«corayan» sixh§ vektorunun 4-cii komponenti ils toyin olunmalidir:

<(kut)

7 (kut)
iy !

-nr={i

L _ 1 0%
d

J4

— - . Bunu yuxaridaki
ic ic

,icn} vo M=
Tzar. _ 1 2 d :
t —Inc u, -do yerins yazaq.

ngr._1 dx, , _ udx ds _—

wo TR * s dt x Gt
ifadasini aliriq. Onda qarsiliqh tesirde olmayan zarraciklor sistemi liglin
enerji-impuls tenzoru

v

dx ds
= - —_ 43.1
= menu, o (43.1)

zor.
To =-ncu,

soklinds yazilir. Bu tenzor simmetrikdir. Onda bizim baxdigimiz elek-
tromagqnit sahasi vo zarraciklorden ibarat sistemin enerji va impuls ten-
zoru iki tenzorun camindan ibarat olacaqdir:

8, =T, +T5 (43.2)

Burada birinci hadd (41.8) diisturu ilo verilon elektromaqnit sahasinin
simmetrik enerji va impuls tenzorudur.
Indi géstarak ki, bu iki tenzorun comi saxlanir, yani:
o0

—® _0 43.3
o (43.3)

v

tonliyi 6donir. Dvvalki §-larda gostarmisdik ki, yiikli zarraciklar olma-
dig) halda, yoni sarbsst elektromaqgnit sahasi halinda T, tenzoru saxla-
milird1. Sahanin moanbalori (yiiklar) istirak etdiyi halda T, tenzoru ayr-
ligda saxlanmayacaqdir, lakin iki tenzorun comi saxlanacaqdir. Bunu

isbat edok. Biz sahads yiika tasir edan 4-5lgiilii qiivva anlayisindan istifa-
ds edirik:

4n oF, 0 oF
F j—=F —*= F F )-—=F,. 43.4
pa.]u C o axV aXV( uo av) ax oV ( )

v

Burada 4-6lgiilii sakildo Maskvelin II név tonliklorindsn istifada etdik.

indi ikinci toplananda comloms indekslorinds o>v ovazlomasint apa-
rag.
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oF, OF OF
— M, =—RF =_WF
axV av axtz va axa av

Son hadds ona barabar olan birinci haddi slavs edok vo alhinmis comi
2-yo bolak. Sonra métarizadoki iki haddin comina Maskvelin 4-6lgiilii 1
ndv tonliyini tatbiq edak:

OF oF_ OF
—2F —1[-—"“+ v“JFmF—laF“‘“F =

ax, = 2(ax, ox, 20,

=—-———(F F )=- .
4axu(av uv) 46)( ap

Bu haddi (43.4)-da nazors alaq:

4n

. ) 1 8
F j,—=—0{(F_F )+—
de =g 6xv( "3

axu

F2B=—?—{F F, +=5 FZ}.

poda Mo av

ax ot av 4 uv-ap

v

Burada 9 =3, 0 sortindon istifads etmigik. 4-6lgilii qiivvada 4n
ox,, ox,
vurugu artiqdir. Ona gora barabarliyin hoar torafini 4n-ya bélorok son no-
ticoni alirq:
¢ =Lp j 0 i{F F +18 F? }:axiT . (43.5)

M c ua a=axv 47C pa ™ av 4 uv-af puv

T,v bizim avvalki §-larda aldigimiz sahonin enerji-impuls tenzoru-

dur. Indi

T ifadasini hesablayaq vo onun (43.5)-doki téromadon

v

yalmz isara ils farqlondiyini gostarak:

0 . _ o 0 dx, ) cdxvﬁ
ox, ™ vax Ve ) " Tdr ox,

v

Miiasir relyativistik fizikada zarraciklorin kiitlasi relyavistik invari-
antdir, lakin saxlanmur. Yoni reaksiya noticasinds zarraciklor pargalanir
v ya digar zarraciklora ¢evrilir vo bu prosesdo kiitls saxlanmur. Ogar zar-
raciklor qarsihigl tesirds deyildirss, onlarda gevrilmo proseslari getmir va
kiitlo saxlanir. Bu o, demokdir ki, kiitls iigiin kosilmozlik tonliyi 6danir,

ox, 0x dt

v

yani 9 o —-a—(n dx, ) =0. Demsli yuxaridaki barabarlikds birinci
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hodd sifira borabardir. Boraborlikdoki ikinci haddin goklini doyismok
figiin §42-doki (42.6) harokat tonliyindon va 4-dlgiilii carayan sixliginin

Jo = dx, :pumé ifadasindan istifads edacayik:
dt dt
é? 1?zan =-nc Ehlu (1)( — f%}i__ = (:(111 (iS
ox, “V_naxv dt —ne dt ds dt
- PR, Bl (43.6)

¢ raegt ¢ Mo
(43.5) va (43.6) diisturlarindan

0,
o,

v

(T +To7)=0 43.7)

tonliyi ahnir. Belolikls, teorem isbat olundu.

Qeyd edoak ki, burada istifads etdiyimiz 4-6lgiilii f, = ! qiivvasi

pvJv

' d
Minkovski qiivvasinden (fp = —;—“) miiayyan vurugla farqlonir.
S

Indi sado misal olaraq yekun sistemin enerjisini vo impulsunu he-
sablayaq:

dx i
_ zZor. __ 4 __ s
0,=T,+T,;, =w-ncuy,—=w- ‘ic =

Ne—F——
dt J1-V3/¢?

E + H2 nc’

(43.8)
\/1 V2/c?
i i T i dx
e
i .
=g, —Encuulc =g, +ncu, =g, 7, (43.9)

Belsliklo, tam sistemin enerji sixlig1 sahanin enerji sixhg ilo zorracik-
lorin enerji sixliginin comins borabardir. Eynilo tam sistemin 4-6lgiili
impuls sixlig1 da sahsnin 4-6lgiilii impuls sixligs ils zorraciklorin impuls
sixhiginin hondasi comins berabordir. Biz zarraciklorin impuls sixhigim
sorti olaraq m,=ncu, il isars etmisik.

indi (42.6) tenliyindan istifads edarak yiiklii zarraciklorin mexaniki
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. . . d
impuls sixhiginin sahads harakat tonliyini aragdiraq. Bu tonlikdo M

ds
du dt
= &y dt yazaraq, tonliyin har torafini — -3 bélak:
dt ds ds
du, 1 ds
c—~=—-pF u, —
Mg Pt dt

Burada pu, %:— = j, oldugunu nazars alsaq va neu,=n, yazsaq, yiiklii zor-

raciyin mexaniki impuls sixhiginin 4-6lgiilii harokot tanliyi bels olar:

am _1g (43.10)
at o '

1
Burada —F j, =f, yiikli zorraciys elektromaqnit sahasindas tasir edon
c

4-6l¢iilii Lorens qiivvasinin sixligidir. Bu qiivvanin ii¢ 6lgiilii soklini he-
sablayaq. ©vvalco onun X komponentini hesablayaq:

£ =<Fj, =~ (Fals +Faly + R} =
= (B}, ~H,j, +opE,} =—{opE, +[}AIL}.
Onda 3-0l¢iilii Lorens qiivvasinin sixlig1 asagidaki soklo malik olur:
F = pF +%[§ﬁ]. 3.11)

Zorraciyin (43.10) hoarokst tanliyi asagidaki kimi 3-0lgiilii sokilds
yazilir:

9t S+ L[] @3.12)
dt c

Bu tanliyi V hacmi iizrs inteqrallayaraq, bu hacmds yerlsson zarracikls-
rin horskat tonliyini alingq:

dp _

it j(pE +— [JH])dV (43.13)
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Burada p= Zf)a V hacminds yerlason zarraciklerin impulslarinin comi-

dir. Biz forz etsok ki, V hacmini shata edan S sothindan zarraciklorin seli
kegmir, onda imumi 6, tenzorundan istifads edarak (41.15) barabarliy-
inin avazinds agagidaki imumi diisturu alanq:

d - =
(G +P = d.8.ds, - (43.14)
Burada (43. 13)-ii nozars alsaq, iimumi halda
o,ds, = j(d—g+ oE +1[3ﬁ]) av . 43.15)
3 gldt c ;

diisturunu almug olariq. Belslikla, elektromaqnit sahasinin gorilms ten-
zorunun S sathindan kegan seli bu sathin daxilindsaki V hacmindas yiikle-
1o tosir edan tam qiivvani va sahonin impulsunun dayismasini tomin edir.

§44. Maksvell tonliklorinin kovarianthg

Relyativistik fizikada invariant va kovariant anlayiglarina ¢ox rast
golirik. Bu anlayislar bir-birins yaxindir, lakin eyni anlayis deyildir. Og-
or har hansi komiyyat Lorens gevrilmasi zamani dayismirsa, yani biitiin
stalot sistemlorinds eyni bir qiymat alirsa, deyirlor ki, bu kamiyyat Lo-

rens-invariantdir vo ya skalyardir. Masolon, interval ds=,/—dx2 iki

n?

vektorun skalyar hasili A,B,, sahonin Larmor invariantlan F2, =

=2(I* -E?), €,4,F,F,; =-8i(EH) vo s. Lorens-invariantlardir. Qeyd

v
edok ki, H*—E? =H" —-E"? =invar vo burada Lorens ¢evrilmasi zamani
H da, E ds gevrilir, lakin onlarin kvadratlarinin forgi biitiin stalat sis-
temlorinds eyni bir qiymot alir. Eyni sozlori (EH)=(E'H") =invar ifads-
sinds E vo H haqqinda demok olar. Lorens gevrilmosi zamam E do, H
da gevrilir (doyisir) lakin onlarin (EH) hasili dayismir, sabit galir. Ko-
variantliq anlayis1 bir az forqli xarakter dasiyir. Masaloan, bir tonlik ve-
rilmigdirss va Lorens ¢evrilmasi zamam bu tanliyin sol torafi ds, sag tors-
fi da ¢evrilirso va ya dayisirss va bu dayisms zamam bsrabarlik pozul-

mursa, deyirlar ki, bu tonlik Lorens-kovariantdir. Bu o demakdir ki, Lo-
rens gevrilmasi zamani tanliyin sol tarafi na qadsr artib-azalirsa, sag ts-
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r3fi ds o qadar artib-azalir va ya tonliyin sag va sol torafi eyni transfor-
masiya xassosina malikdir. Eynsteynin xiisusi nisbilik nozariyyasinin bi-
rinci postulatinda deyilir ki, fizikanin qanunlar: biitiin otalat sistemlo-
rinds 6zlorini eyni ciir apanr, eyni soklo malikdir. Bu o demakdir ki, fi-
ziki qanunlar tasvir edon diferensial tanliklor Lorens ¢evrilmasi zamani
kovariant qalir. Bir komiyyat invariantdirsa, miioyyon monada o ko-
miyyat kovariantdir demak olar, lakin tarsini demsk olmaz.

Maksvell tonliklorinin kovarianthgini géstarmok Ugiin onlarin 4-
ol¢iilii soklindan istifado etmok daha slveriglidir. ©vvalca ikinci név
Maksvell tonliklorindon istifads edok. K atalot sisteminds bu tonliklor
agagidaki gokilda yazilir:

TR (44.1)

Bu tanliklari K' sisteminds yazmagq iigiin, buraya daxil olan kemiyyatlora
Lorens gevrilmasini totbiq etmok lazimdir:

b orr o O , 0 . o
Fuv = LuaLvBFaB’ng = va ax_;’Ju = Lun-]n .

Bu gevrilmolori (44.1) diisturunda yerins yazaq va Lorens ¢evrilmasi
matrislarinin ortogonallig sortinden (L', L, = 8,5 vas.)istifads edak:

vp v
OF, 4n OF, 4m_, . OF, 4n_, .
P T af ', ’ apf _ (TR ] afp _Fhra oy
Pl 5 =0 s Sl 3= Lalhs L=y

Alinmus son tanliyin sol va sag torafini L, matrisina vuraq vs p iizro

com aparaq (tokrar olunan indeks iizro com aparildig: forz edilir) va or-
toqonalliq sartlorinden (mes.: L L/ =5 ; L' L' =3, ) istifada edok:

n e v

OF 47 oF, 4n
S B 778 i voya —B =T 442
“ vy VOY o 3y (44.2)

(44.2) tonliyi K' sisteminda yazilmis Maksvell tonlikloridir va bunlar
K-da yazilmig (44.1) tonliklorine tamamilo oxsardir. Qeyd edak ki, biz
tonliyin sol va sag tsrafinda comloms va sarbast indekslori uygun olaraq
istadiyimiz sokilds sega bilorik. Masalon, (44.2)-ds comlomo indeksi
avazinds v va sarbast v indeksi avazinda p gotiirs bilorik. Onda (44.2)
tonhyi belos yazlar:
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OF,  4n

—=j. 44.2'

o 3 (44.2)
Bu els (44.1) tonliyinin 6zidiir, lakin basqa sistemda (K'-do) yazilmisdir.
Burada F, #E,.j, #1] ; lakin tonliyin sol va sag toraflerinin bir-birina

borabsr olmasi biitiin otalst sistemlorinds ddenir. Kovariantlit adoaton

belo izah edirlor: Maksvell tanliyinin sol tarafi vektorunun F,, ten-

zoruna «hasilidir» va v lizrs comlamo apanlir. Son naticads sol torof p
indeksli bir vektora ekvivalent olur. Tanliyin sag torsfi iso p indeksli j,

vektorudur (j4£ sabit vurugu daqigliyi ilo). Lorens gevrilmasinda tonliy-
c

in sol tarafi da, sag torafi do bir vektor kimi gevrilir, yani tonliyin har iki
tarafi eyni transformasiya (gevrilma) xassasino malikdir. Bu xassays gors
dos tonlik kovariantdir.

Elektrodinamikamn qanunlarm 4-8lgiilii sokilde yazdiqda, onlar ya
Lorens-skalyarlar bir-birls, ya 4-6l¢iilii vektorlari bir-birls, ya da eyni
rangh 4-6lgiilii tenzorlan bir-birilo slagalondirir. Belsliklo, bir ganuna
(vo ya tonliya) eyni ranqli kamiyystlsr daxil olur va bu kamiyyatlorin
transformasiya xassalori eyni oldugundan baxdigimiz qanun (tonlik) Lo-
rens-kovariant olur. Masalon, Maksvellin birinci nov tonliklorinds bir
haddi sag torafs kegirarak onu

OF,, OF
w y T K (44.3)
x, ox, O

n

soklinds yazmagq olar. Bu tanliyin hor iki tarsfinda 3.ranqli tenzor durur.
Bu tenzorlarin transformasiya xassalori eyni oldugundan tanlik relyati-
vistik kovariantdir. Olbatts bu kovariantligi biz tenzorlarin Lorens gev-
rilmasini icra etmakls va ¢evrilmo matrislorinin ortoqonalliq sertindan
istifads etmokls bilavasits ala bilordik. Indi zorraciyin sahads 4-Slgiilii
harakot tonliyina baxaq:

Bu tanliyin sol tarafi 4-6lgiilii vektordur. Tanliyin sag tarafinds 2-rangh
F,,, tenzoru ilo u, vektorunun hasilinin v indeksi {izrs comi (tenzorla vek-
torun burulmas: («svertka»)) yazilmisdir. Son noticado sag torof do
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oziinii vektor kimi aparacaqdir. Tanliyin hor iki torafi eyni transforma-
siya xassasina malikdir vo ona goro do tonlik relyativistik kovariantdir.
Olbatta bunu bilavasits ¢evrilms yolu ilo do gdstarmak olardi, lakin biz
bunu etmayacayik.

Sonda notics kimi deys bilarik ki, Elektrodinamikanin biitiin asas
tonliklari relyativistik kovariantdir.

§4S. Elektrik yiikiiniin Lorens invarianthinin nazori isbati

Miixtolif tocriibi faktlara istinad edarak fiziklor bu qarara galiblor ki,
elektrik yiikii relyativistik invariant komiyyatdir. Masalon, elektronun
yiikii onun harokat edib-etmomasindan asili olmayaraq biitiin atalst sis-
temlarinds eyni bir qiymats malikdir.

Belo malum olur ki, bunu heg bir tacriibi fakta istinad etmoyarok
nozari siibut etmok olar. Bunun iigiin biz §1-do tosvir edilon elektrik
yiikiiniin saxlanmas1 qanunundan vs ya kosilmozlik tenliyindan istifads
edacayik:

% +divi(F, 1) =0. (1.4)

Burada p vo j= pv adi qayda ils toyin edilmis yiikiin va carayanin six-
ligidir. Qabul edoak ki, yiikiin saxlanmasi qanunu, ysni kasilmazlik tanliyi
istonilon stalst sisteminds dogrudur. (1.4) diisturunun K sisteminds ya-
aldigini forz edarak, onu K' stalst sisteminds yazagq:

L (art—,’ D 4 divi@,t)=0. (1.4)

Biz bu tanlikleri ¢ixardanda yiiklorin invarianthgindan istifads et-
momisik. K sisteminds dérd sdad kamiyysati sorti olaraq bels isars edok:

s, = {pV, icp} . (45.1)

Bu dérd kemiyyatin 4-6lgiilii vektor oldugunu bilmirik, yoni K-dan K'-o
kegdikda bu komiyyatin ¢evrilmasi qanunu bizo malum deyildir. K' sis-
temindd do uygun dord kemiyyati s;, ilo isara etsok, kesilmozlik tsnlikls-

rini sorti olaraq qisa sokilds agagidaki kimi yaza bilorik:
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,—2=0. (45.2)

Bu sorti yazihisa halalik 4-6lgiilii divergensiya kimi baxmaq olmaz, ¢iinki
sy va s, kemiyyatlorinin 4-6lgiili vektor olmasi bizo malum deyildir. s, -

in s,-don asiliigin1 namalum f, funksiyasi ils isara edok:

s, =f,(5,,5,,55,8,)- (45.3)
Kasilmozlik tanliklarina gora bu funksiya
of
£ =0 (45.4)
0%,

tonliyini 6dayir. Yuxaridaki yazihsa gors f,, kamiyyati sy-niin funksiyasi-
dir, s iso x,-lardan asihdir vs Lorens gevrilmasine gors Xp-lar da x;, -den
asthdir. Ona goro fu-yo x| -niin miirskkeb funksiyasi kimi baxaraq

(45.4)-ii genis sokilds yazaq:

of, (of ox, | (of of
0= [} Bu )i Fo | _f T [ By hys [ Zelg 1 (45.4)
o \as, \ox, Jlax, ) \as, lax, | ™ \8s, )

Burada s, ;%, L, =L

p

. — Lorens cevrilmasi matrisidir. Kasilmozlik

tonliyina gora:

v=8  =0. (45.5)
Bu tonliyi A(s) Lagranj omsallarina vuraq va (45.4')-dan ¢i1xaq:

o, .
K = )LW - x(S)avp}sw =0. (45.6)

v

Bu boraboarlik S, vo S, -nun istenilon variasiyalarinda 6dsnmslidir. Bu
tonlikdon S, ,-ya gors torama (variasiya) alaq:

at L, =A(s)d 45.7
25 L =M. (45.7)
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Bu baraborliyi Ly, Lorens ¢evrilmasi matrisina vurub onlarm

L,L,, =3,

ap~up
ortogonalhq sortindan istifads etsak

of,
as

\4

=AGs)L,, (45.8)

alariq.
(45.7)-dan S,-ya gors téroms alaq:

2
o, o

s 45.9
" 58,88, oS, (15.9)

Bu tanliyin sol tarafi o va v indekslarins gors simmetrik oldugundan sag
tarof do bu indekslors gérs simmetrik olmalidir:

oA oA
8, = . 45.10
s, ¥ oS, ¥ ( )
Bu barabarlikds a=p=v yazaraq
O\
—=0 45.11
5. @5.11)

alirg. Belalikls, A komiyyati S,-don asih olmur. (45.8)-1 S, iizrs inteqral-
layaraq

f =AL,S, +C (45.12)
alirig. Burada C inteqrallanma sabitidir. Dgar elektrik yiikiiniin sixlig

K-da sifirdirsa (yani, s,=0) o, K'-da do sifir olmahdir (yani, s, =£, =0).
Demoli C=0 olur, va (45.12) ifadssi asagidaki sokilds yazilir.

f =AL,S, voyas, =ALs,. (45.13)

Indi s/, -m kvadrata yiiksaldak va ortogonalliq sertini nazars alaq:
s,s, =A"L,s,L, S, =A% 3,5, =A%s,s, . (45.14)
Ogor biz x - —Xx, z—> -z, X' > -x', ' > -2’ inikasin etsak, (45.14)-

do s vs sl doyismayacak, lakin K vo K' sistemlori 6z rollarim dayi-
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socokdir (bax: intervalin invarianthigi). Onda (45.14)-i asagidaki kimi
yazmagq olar:

A’S.S. =S8, . (45.15)

Bu iki tonlikdon A4=1 vo A2=%1 alinir. S6hbat haqiqi kamiyystdon get-
diyino gors A2=1 olmalidir. Buradan

A=t1 (45.16)
alinir. Ogor (45.13) diisturunda A=1 yazsaq
S, =L,S, (45.13")

Lorens ¢evrilmasi diisturunu aliriq. Demali s, 4-6l¢iilii polyar vektor ki-
mi gevrilir. Bu vektor 4-6l¢iilii carayan sixligr vektoru (j,) adlanir. Indi
biz S =S’ ifadssini ag1q yaza bilerik:

' VIZ VZ
pz(l—?-):pz[l-?J:pg. (4517)

Burada po — yiikiin siikkunatds oldugu KO sisteminds sixhigidir. Buradan

p=—FR0 (45.18)
V2
1——
cZ

alinir. Indi maddi miihitin dV hecm elementinin pdV yiikiina nazer sa-
laq. Ogor siikunatdoki sistemds hacm elementi dve-dirsa, onda

2
dV=dV0J1—Y2— olar. Burada (45.18)-1 nazors alsaq yiikiin invariant-
C
liginin diferensial soklini tapariq:
pdV =p,dV, =invar. (45.19)

Bunu inteqrallayaraq tam yiikiin ds invariant oldugunu isbat etmis olu-
ruq: -
e=ep=invar. (45.20)

Belolikla, elektrik yiikii Lorens-invariantdir. Lakin bu invariantliq
daxilinds yiik ham skalyar va ham ds psevdoskalyar ola bilsr. Dogrudan
da (45.16) ifadasina Lorens ¢evrilmosi matrisinin determinant: kimi ba-
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xaraq A=det L yaza bilorik. Onda (45.13) baraboarliyi
S, =(detL)L,.S, (45.13")

soklinds yazilir (bax §14). Bu psevdovektorun Lorens gevrilmasi diistu-
rudur. Demali s, psevdovektor olur. Bu o demakdir ki, s,-niin ifadasina
daxil olan yiik psevdoskalyardir. Psevdoskalyar skalyardan yalmz
onunla farglonir ki, inversiya zamani o, isaresini doyisir. Bu zaman 4-

olgiilii A, potensiali psevdovektor, H - polyar vektor, E - aksial vek-
tor, F,y — psevdotenzor olacaqdir. Lakin yiikiin sahada harakat tanliyi

dayismayacakdir, ¢iinki yiiks tesir eden qiivva f, =  Fu polyar vektor
n e Y

olaraq qalir. Yiikiin hor iki variantinda sahanin (41.8) enerji impuls ten-
zoru 2-ranqh tenzor olaraq doyismoz qalir. Qeyd edak ki, indiys qadar
(45.13") imkanindan istifads edilmamisdir. Yiikiin skalyar va ya psevdo-
skalyar olmas1 masalssi bu giine gadar agiq qalmusdir. Lakin miiasir fi-
ziklor yiikiin halelik skalyar oldugunu gabul edirlor. Oger hom skalyar
va hom do psevdoskalyar yiik mévcud olarsa, onda fizika elminds na bas
verar? Bu zaman skalyar yiikls skalyar yiikiin va ya skalyar yiiklo psev-
doskalyar yiikiin annihilyasiya edib-etmomasi masalesi ortaya gixar, bir
cox annihilyasiya vs dogulma reaksiyalarina gadagan goyular va biitiin
fizikaya yeniden baxmaq lazim goalor. Yaqin ki, bu ciir mosalalar golacak
tacriibalarin va nozariyysnin problemidir.

§ 46. Elektrodinamikada asas kamiyyatlorin vo
diisturlarin Byorken-Drell metrikasinda yazilisi

Biz bu kitabda biitiin hesablamalar1 Pauli-Eynsteyn (PE) metrika-
sinda aparmisiq. Lakin bazi adebiyyatda hesablamalan va diisturlan
Byorken-Drell (BD) metrikasinda verirlor. Bunu nazors alaraq, bir met-
rikadan digorina kegidi strafli 6yronmak iigiin kitabda avvallor aldigimiz
osas komiyyatlori vo diisturlar1 Byorken-Drell metrikasinda yazacagiq.
Bu diisturlarin avvallki némralorini saxlayaraq, yeni yazihgda onlara BD
(Byorken-Drell) harf birlosmasini alava edacayik (bax §21).

Birinci komiyyat olaraq diferensial intervaldan baslayaq:

dS =Jcdt’ —dx? —dy? —dz* = \Jdx dx* =
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2
=cdt‘/l—l,7 =invar. (18.8), (18.8") BD
C

Biz 21-ci §-dan bilirik ki, kontra- vo kovariant diferensial radius
vektorlar1 belo yazirlar: dx* = {dx°,dx',dx? dx’} = {dx°,dF}, dx = {dx,,

—dx,, —dx,,—dx,} = {dx°,—dr} burada xe=ct. Yadimza salaq ki, vekto-

run vs tenzorun zaman komponentinin indeksini yuxaridan asagiya en-
dirdikds vo ya asagidan yuxariya qaldirdigda heg bir doyisiklik bas
vermir. Lakin onlarin foza komponentinin indeksini yuxaridan asaglya
va ya asagidan yuxariya apardiqda komponentin isarasi dayisir (x0=xo,
xi=-xi, i=1, 2, 3). BD metrikasinda tokrar olunan yuxari va asagl indeks
lizra sifirdan liga gadar com aparilr.

4-6l¢iili vahid matrisin elementlari va onun xassalori asagidak: kimi
toyin edilir:

1 -
5" ={ S H=V (14.6) BD
0,0gor p#v
ASY=A, (14.7) BD

4-8lgiilii koordinatlarin (istanilon 4-6l¢iilii vektorun) Lorens gevril-
mosi diisturlar agagidaki gakilde yazilir:

x* =AM, (14.1"y BD

Bu kontravariant vektorun Lorens cevrilmosi diisturudur. Kovariant
vektorun Lorens gevrilmasi diisturunu almagq iigiin yuxaridaki diisturun
sol va sag tarafindo p indeksini asag1 endirmok lazimdir:

X, = A, X" =A"x! (14.1"a) BD

v

Burada A} vo A", — Lorens gevrilmasi matrisloridir (bax §21). Son

disturun yazihsinda biz a,x"=a"x, eyniliyinds istifads etmisik. Bu gev-
rilmolordan istifads edsrak Lorens ¢evrilmasi matrislorinin ortoqonalliq
sartini asagidaki sokilds yaza bilarik:

ASAP, = AR AP =50, (15.7)BD

Biz yuxarida K'-don K-ya kegid diisturlarini yazmigiq. Indi K-dan
K'-5 kecid diisturlarini almaq {igiin, yuxaridaki Lorens cevrilmasi
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diisturlarini A", vo A" matrislorins vurub (15.7) BD ortogonalliq sar-

tindon istifado etmaliyik. Bunu icra etsok

x"? =7 x* vo X, =A'x,. (14.4) BD

¢evrilma diisturlarim alanq. Kovariant va kontravariant A = {A,,-A}
va B* = {B,,B} vektorlarinin skalyar hasili
AB'=AB'+AB'+AB+A,B =AB, -AB BD

saklindo yazilir. Biz gox seylori 21-ci §-dan hazir gotiiracayik. 4-olgiilii 4-
rangh vahid psevdotenzor Eppp VO "™ soklinds yazilir. Bu psevdoten-

zorun dsas komponenti e2123=+1-dir. 4-6l¢iilii kontravariant siirat vekto-
ru agagidaki kimi ifads olunur:

dx* 1 v
U = 5 — 5 s (15.1) BD
S \/1 v/e c\/l vZ/c

Bu vektorun kovariant ifadasi U, ={

L soklindo-
J1-v?/c cy1-v?/c?
dir. Bu iki vektorun skalyar hasili U,U"*=+1 olur. Skalyar funksiyanin
diferensial1 skalyar oldugundan BD-ds iki név téramadon istifada edir-

lor. Dogrudan da d(p=§x%dx“ ifadesinin skalyar olmasi iigiin % ko-

variant vektor olmalidir ki, onun dx* — kontravariant vektora hasili

-

skalyar olsun. Ona gora _6_= i,V =0, kovariant térama adlanir.
ox* | 0x,

Onda —a—=(io,—€7)sa“ kontravariant térama olacaqdir. Bu iki t6-
ox, \ox

romoanin hasili: —éf—u—éi— =-0,0" = V2 —;12—562- =[] skalyar komiyyotdir
H .
OA" .
— ln_
u

va ona Dalamber operatoru deyilir (burada x¢=ct-dir). Onda

variant kamiyyst olacaqdir vo ona-4-glciili divergensiya deyilir. Biz bu-
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OA' OA" OA, . .

, , kimi 2 ranql qari-
ox* ox, ox*
s1q, kontravariant va kovariant tenzorlar qura bilerik.

Biz (24.5) disturundan goriiriik ki, 4-6l¢iilii impuls 4-olgili siiratls
miitonasibdir. Ogar 4-olgiilii siirati kontravariant vektor kimi gotiirsok,

onda 4-ol¢iilii kontravariant impulsu alanq:

p" = mcu*. (24.5) BD

rada miixtalif indekslor gotiirmaklo

Bu ifadoni ag1q yazsaq:

| 1

w=lE 52 mv Eo mc’
¢’ \J1-v?/c ’ 1-v?/c®

ifadasini alariq. Bu impulsun foza hissasini manfi isars ilo gdtiirarak ko-
variant impulsun ifadasini almis olariq.

Kontravariant impulsdan intervala gors toroms alsaq 4-dlgiili
qiivvani tapmis olariq:

(24.6) BD

dp* IF F
P —F | (418D
ds {cz\/l-—vz/c2 c\/l—vz/cz}

Bu vektorun da foza hissasini monlfi isars ila gétiirarak 4-ol¢iilii kovari-
ant qiivvani almis olariq.

BD metrikasinda kovariant vo kontravariant vektorlarin hasili in-
variantdir, skalyardir. Ona gérs yiiklii zarraciyin xarici elektromagnit
sahasinda (27.1") tasir inteqralinda sahonin 4-6lgiilii kovariant potensia-
lim zorraciyin 4-6lgiilii kontravariant elementar radius vektoruna vur-
maliylq. BD metrikasinda skalyar hasil PE metrikasindaki skalyar ha-
sildon yalmz isars ilo forqlondiyindan (27.1')-do ikinci haddi monfi isars
ila gotiiracayik:

S= f{—mcds ~ZAdx } (27.1) BD
c

Yiiklii zorraciyin xarici elektromagnit sahasinds yuxanda yazilmis
tasir inteqralimin inteqral alti funksiyasmna (yoni Langran; funksiyasina)
hor hansi f(x°, x!, x2, x3) skalyarinin tam diferensialim slava etsok va ya
¢ixsaq horakat tonliyi doyismaz (bax §29). Bu tam diferensial slverislilik
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igiin Sdf soklinds segok vo yuxandaki inteqralalti funksiyaya slava
c

edok. Burada nozars alaq ki, df = -aéxfu—dx’l (u lizra comlomo apanlir; u=0,

1, 2, 3). Tam diferensiali alavo edok va ortaq vuruglar konara ¢ixaraq:

e of "
g = f {—mcds—z(Au ——é;-“—)dx“}. (27.1") BD

S va S'-in miiqayisssindan alinir ki, A, va Au"ﬁ eyni bir harokat
tonliyino gatirir. Yani potensiallarin agsagidaki ¢evrilmasi zamant

, of
Au ._)Ap =Au -&F (291) BD
yiiklii zorraciyin elektromaqnit sahasindos hsrokst tonliyi doyismir. Bu,
potensiallarin gradiyent (kalibrlagma) ¢evrilmasi adlanir. Demali, poten-

siallar birqiymatli tayin olunmur. (29.1) BD-ni 3-6l¢iilii okilds yazaq:

A-»A':Aﬁf,(p—)(p':(p—l% (29.2) BD
c
Potensialin 6dadiyi Lorens sartini iki gakilds yazmagq olar:

OA* 0A,

g =0 v " =0. (29.4) BD

Bunlar 4-6lgiilii potensialin 4-6l¢iilii divergensiyalardir. Elektromagqnit
sahasindo yiiklii zarraciyin 4-6lgiilii horokst tanliyini almagq igtin (27.1")
BD tasirinin variasiyasini hesablamaliyiq:

6S = f{-mchs —%APde“ —ESA”dx“} =

- f (-mcdds - A dox*) - f S 5A, dx".
C C

dx, dcx*
ds

(8ds=u*ddx, soklinds ds yazila biler) birinci inteqrali hissa-hissa inte-
grallayaq:

Burada &ds=36,/dx"dx, = =u,ddx" oldugunu nazera alaraq
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€ b € c v
55 = ~(meu, + = A,)3x* 1+ [ (medu, +2dA,)ox" = [[5A,dx".

O0A
Burada dA, = Ldx” ve 8A, = oA, dx* yazaraq, alinmig ifadoni §31-
ox"’ ox*

do etdiyimiz kimi sadalosdirsok

b

88=—(mcup+EAuj8x*l +
c
OA
+f{mcdup —E(a—Av———;‘]de}w (31.1) BD
clox* Ox
.. ) du
boraborliyini  alariq. Sonuncu integralda duLl = d“ ds va
S
dx¥ = : ds=u"ds yazacagiq. Zarraciyin a vo b vaziyyatlorinin fikso
s

olundugunu forz etsok, 8x*(a)=8x"(b)=0 va 8Smin=0 olar. Onda 31-ci §-
da oldugu kimi

d 0A
{ }=0vaya mc b _e[ A, A, u’ (31.2) BD
ds clox* ox'
tonliyini alariq. Burada
0A
E, _0A, %y (31.3) BD
- ox" ox'

sahonin 2 rangh antisimmetrik kovariant tenzordur. Biz (31.3) diistu-
rundan F,, tenzorunun komponentlorini toyin edirik: Foi=Ex, Fo2=E,,
Fo3=E,, Fi2=-H;, F1a1=-Hy, F23=-Hx, F10=-Fo1, F32=-F23 va s. Yiikiin xa-
rici elektromaqnit sahasinds 4-6lgiilii horokat tonliyini qisa sokildas ya-
zaq:

n
mc 3~ Sy (31.4) BD

ds ¢
Bu tanliyi basqga sokilds do yazmagq olar:

du e
me—t =EF u. (31.4) BD
ds ¢ "
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F*" sahonin 2 rangli kontravariant tenzorudur ve onu (31.3) BD-
don istifado edorak agagidaki kimi yazmagq olar:

v M
pov 2 OA°_0A" (31.3) BD
ox, o,

Pauli-Eynsteyn (PE) metrikasindan farqli olaraq Byorken-Drell (BD)
metrikasinda elektromaqnit sahssini iki tenzorla tayin edirlor. Bu ten-
zorlar bir-biri ils bels olaqadardir:

FO!=-Fo va 5., F12=F13 va 5. Bu tenzorlar1 matris soklinds yazaq:

0 E, E, E, 0 -E, -E, -E,
6| B O HOH | ol B O OB LD
w/“|-E, H, 0 -H,| E, H, 0 -H |

-E, -H, H, 0 E, -H, H,_ 0

Elektromaqnit sahosinin Lorens gevrilmosi diisturlarini almaq iigiin biz
§21-don istifads edorok K’ — K kegidi iigiin

A¥ =)ATAY; FW = K;“k;,VF'“B (32.1) BD, (32.2) BD
yazmaliyrq. Buradaki stirxli ¢evrilma matrislori §21-doki strixsiz matris-
lords ¢ — —¢ ovozlomosini etmaklo almir (masslon, A¥=A* (¢ = —¢)).

Biz bu iisulla E vo H-m §31-do verilmis gevrilms diisturlarim almis olu-
ruq. Elektromaqnit sahasinin invariantlan asagidaki sakilds tayin edilir:

F,F* =2(H* - E?) =invar, ¢"**F_F , =-8(EH) =invar (33.1") BD,

pv - af
(33.2YBD
Kasilmazlik tonliyi belo yazilir:
o a* '
9 _9% _, (35.12) BD
ox*  ox

3

Burada kovariant va kontravariant 4-6lgiilii corayan sixlig1 vektorlar
ju ={ep, =3} va i ={cp, J} (35.3) BD

soklinda yazilir,

Elektromaqnit sahasi va yiiklardan ibarat sistem iigiin Laqranj fun-
ksiyasinin sixli1 asagidaka sakilds ifada edilir:
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2 v 1 w_La w 36.9) BD
%—-nc 1_—(;—;—1_-6_;1—FHVF —EAp_]. ( )

Birinci név (ciit) Maksvell tonliklari 4-6l¢iili sokilds asagidaki kimi yazilir:

oF,6 OF
Pt Ko _ 0. (37.3) BD
ox*  ox¥  ox*
Maksvellin ikinci név (ciit) tonliklorini almaq ligiin biz §38-do gostarilon
gayda ilo horakat edarak agagidaki variyasiyani hesablayiriqg:

1 1 1 1
8% = -——8(F, ") ~= oA, = ———F"3F, — '0A, =
167 (F.F) c'l # 8 w T O

——LFW{ : A, - 9 A J—_J"SA =__1__va 9 —38A, +

8= ox* ox' * 8= ox*

IO SO PO Y IO T I Py
8n ox¥ * ¢ " 8qn ox' " 8t ox¥ M ¢ "

Biz birinci hadds pv lal indekslorini vy lal indekslori ilo avoz etmisik. In-
di homin hadds F,,=-F,,  yazaq va onu ikinci hadls toplayaq:
st=—p L sa ~Lysa,
4n Ox’ c

uy
Alinmis ifadaya 1 oF
47 ox’

-8A,, haddini slavs edak va gixaq vo 8% -in son
ifadasini (38.2) diisturunda nazors alaq:

S = I(d4x)(£ﬁaiv . )-

[NY
—I(d“x){ p L }éAu =1, +1,=0. (38.3) BD
C

4m ox"

Biz I; inteqralinin eynilik kimi sifir oldugunu 38-ci paraqrafda go-
stormisik. Onda (38.3) BD-don

uv
4 c 6x

R(4)

alirq. 4-6l¢iilit hacmin daxilinda 6A,, ixtiyari oldugundan
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oF" 4r .
=—— 38.4) BD
axv J ( )

alimir. Bu Maksvellin ikinci nov tanliklarinin 4-6lciilii saklidir.
Sahonin Lagranj tenliyini almaq iigiin biz avvalcs an kigik tasir prin-
sipini BD metrikasinda yazing;:

4 : OA*
8= [ (d'x)8%|n, " A", == A" v | (40.1) BD

R(4) ox
Laqranj funksiyasinin variasiyasinin hesablayanda onun arqumentlori-

N

OA
=A%, v qga-
o d

nin kontravariant A" potensiali va onun téramasi olan

rig1q tenzoru oldugunu nozars almaliyiq:

n
5= % san 4 0% 5 9A" ) (40.2) BD
oA " faar) o
axv

Hesablamada faza koordinatlarina géro diferensiallamam % lizra

apararaq asagidaki naticoni aliriq:

_ o%
88 = czfdcv {6(6A”/3XV)SA“}+

0% 8  o%
+ [ (d*x - SA* =0. 40.4) BD
R([)( ){aA" ox” 5(6A“/6x")} @9

Burada birinci inteqralin eynilik kimi sifir oldugunu bilarak (bax §40) an
kigik tosir prinsipini

[ o%
8S = j ¢ x){aAp OrTET /8x"}5 =0  (40.5)BD

R(4)

soklindo yazing. 4-6lgiili hacmin daxilindo 8A* ixtiyari funksiya ol-
dugundan

0% 0 0.
OA*  ox” o(oA*/ox")

=0 (40.6) BD
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tonliyini aling. Bu elektromaqnit sahasi tigiin Laqranj tanliyidir.

Sarbast elektromaqnit sahasinin & Laqranj funksiyasimin yalniz sa-
honin {imumilosmis A® koordinatindan (4-6l¢iili potensialindan) va

a

onun

= A“%,v toromoasindan astlh oldugunu forz edorak, onun x,-ya

— =
gora téromosini hesablayaraq sistemin enerji-impuls tenzorunu va onun
saxlanmasi qanununu aliriq:

0% _ 0% A" 0% A"V _
o' AT X' A%,V Ox*
o 0% A 0% O0Au_ 3 0%

= . + = Aa, .
PR T/ ORI TRV vl P e Sl

Biz burada sahsnin _o ok 0 horakst tenliyindan va
OA*  Ox" O(A",V)
agx;v =A% v,u= -@gx—vm eyniliyindan istifads etmisik. Indi barabarliy-

in sol tarafinds x* -yo gora téraomadon x'-yo gore téromaya kegak, yoni

ox _ 0% ox =9 0% yazaq va ilk barabarliyin sol va sag toraflarini
ot ot ooxt M ox
birlogdirak:

0 ] 0% e §'gt=0
ox' | 0(A®,v) “

Boyiik métarizonin igorisi

ORI L ) (41.1) BD

H axp aAu. H
0
(&)

elektromaqnit sahasinin enerji-impuls tenzorudur va o

v uv

*_=0 voya
ox" ox"

saxlanma qanununu 8dayir. Bu iki ranqh qarisiq tenzoru iki rangl kon-
travariant tenzor soklinde yazmagq olar:

=0 (41.2) BD
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Tw _OA® _ 0%

—~—g"&.
ox,, 5 O
axv

(41.1YBD

Burada g"* = x -diir. Yada salaq ki, ix—= )
Ox ox"

m

v
e

T tenzoru simmetrik deyildir. Lakin ona %f vl funksiyasini

slava edorak, onu simmetrik etmoak olar. f0"* vo. indekslorina gors anti-

simmetrikdir. Bu zaman T""-niin horokst tonliyi dayismir. Dogrudan da
0

T + — " = T ila isars etsok
ox
or = o + 62 nlva] _ o
ox¥  ox¥ ox'ox*® ox”
olar. Burada sagdaki ikinci hadd simmetrik tenzorun antisimmetrik ten-
zora hasili oldugundan sifira barabordir.

=0 (bax (41.2) BD)

T" kanonik tenzor, T*" iso metrik tenzor adlanir. T* tenzoruna

slavs edilon éi—af vl funksiyasim belo segirlor:

I
10 pepya L 0 ey LOAT
4r Ox* 4m Ox

o a

FV

a

v

. ) . . OF
Burada nazors alinmugdir ki, sahs sarbastdir vo onun tonliyi ax“ =0 (va

o

va

ya P 0) soklindadir. T tenzoruna daxil olan sarbast elektromaqnit

sahasinin & = —%FRBF“B Lagranj funksiyasinin téromosini hesablayagq.
s

(40.9) diisturunun alinmasina uygun olaraq miisyyan qador sads hesab-
lama vasitasilo

o0& _ 1 0 (FuBFuB) _
( aA“J 16m 8(A°, v)

i
6)(\’
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1 OF 1 0
:B = (Ap —Aup) B =
8 0(A%,Vv) 8 0(A%,V)

1 1 1
=..=——(F -F")=—F" "=——F" 40.9) BD
87t( « =) 4r “© 4n ° (40.9)

baraborliyini ala bilarik. Sonda simmetrik metrik tenzoru aliriq:

10A* , 1 0A°

™ =T"=T"+ F, = F' -g"&+
4m ox, 4r ox,
i
A g =-1—(—F“°‘Fva +L g BFP“). (41.8) BD
47 Ox, 4n 4~ P

Biz golocokds tasadiif olunan istonilon ifadani Byorken-Drell (BD)
metrikasinda yaza bilarik.
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VII FOSIL
VAKUUMDA SABIT ELEKTROMAQNIT SAHOSI

§47. Sabit elektrik sahasi. Laplas-Puasson tanliyi vo onun holli

ovvalki fasildon bilirik ki, elektromaqnit sahasi vahid bir tam taskil
edir. O hoarokat edon yiikler va corayanlar torofindon yaradilir, zamana
gbro doyison elektromaqnit sahasinds elektrik sahasinin doyigsmasi mag-
nit sahasini yaradir va oksina, maqnit sahasinin dayismosi elektrik saho-
sini téradir. jElektromaqnit sahasi 4 tenliklo — 2 adad vektori vo 2 aded
skalyar tonlikls tosvir olunur.

Ogor xiisusi halda (segilmis atalot sisteminds) sahanin monbolari —

yiiklarin sixligi p va carayan sixhg1 j = pv zamandan asili deyildirss, on-

larin yaratdigi elektromaqnit sahssi do — E,H,A va ¢ zamandan asili

olmayacaqdir. Bu zaman sabit elektromaqnit sahasi alinacaqdir. Sabit
elektromaqnit sahasinin tonliklorini almaq iigiin imumi Maksvell tonlik-

o

larinds %3= =0 yazmaq lazimdir. Bu zaman Maksvell tonliklari

asagidaki iki qrup tonliys pargalanir vs elektrik sahasi ilo magnit sahoasi
arasindaki slaga qurtlir:

rotE = 0,
. L)
divE = 47p(T)

rotH = ﬂj(i’),
¢ N.2)

divi = 0.
(A1) sistemi sabit elektrik sahasinin, yani elektrostatikanin tanlik-
laridir, (3Y.2) sistemi iso sabit corayanin yaratdig) maqnit sahasinin tasvir

edir. B burada yalmiz (4. 1) sisteminin halli ilo masgul olacagiq. Demo-
li siikunatda sabit p(t) sixlig: ils paylanmis yiiklor sabit elektrik sahasi

yaradir va o, (N.1) tonliklor sistemi ila tosvir olunur. Sabit elektrik saho-
sinin E intensivliyi ilo sahonin potensiali arasinda slaqa

E = —grad ¢(F) = -Vo(7) (47.3)
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soklindedir. Biz E-nin iimumi ifadasinds —l%-=0 oldugunu nazars
c

almisiq. @(f) elektrostatik sahonin potensialidir. Swwalki bahslordesn

(§30) bilirik-Jd, sabit elektrik sahasinin yiik {izerinds gordiiyii is yiikiin
getdiyi yolun gaklindan asih olmayaraq yalniz baslangic vo son noqts-
lardaki potensiallar farqindon asilidir. Qapali yolda sahsnin gérdiiyii is
sifirdir. Elektrostatik sahs burulgansiz sahadir.

Elektrostatik sahads potensialin 6dadiyi tonliyi almaq iigiin (&R.1)
sisteminin ikinci tanliyinds (3 3)-ii nazars almaq lazimdur:

-~ -
V(-V§) = 4np vaya Vio(F) = —4np(T). (A.4)
Burada V?=(VV)= o + o + o — Laplas operatoru (Laplasian) ad-
aXZ ay2 aZZ

lanir.

(.4) tonliyi Laplas-Puasson tonliyi adlanir. Ogor baxdigimiz faza
oblastinda yiik yoxdursa, yani p=0-dirsa, onda (¥.4) tenliyi Laplas
tonliyinag gevrilir:

V20(F) =0. 47.5)

Biz Laplas-Puasson tonliyinin sy \ e Sard {oen Y
1
P(r)~=—>0
r

.

sorhad sarti daxilinds hall edacsyik.-

Qeyd edak ki, (47.4) tonliyini sads miilahizalarls hall etmak olardi.
Lakin biz bu tenliyin hsllinds Qrin funksiyasindan istifads edacayik.
Ciinki elektrodinamikanin va imumiyyatls nozari fizikanin bir-¢ox tan-
liklari Qrin funksiyasinin kémayi ilo hall edilir. Biz sads masalalarin hal-
lins Qrin funksiyasini tatbiq etmakls oxucular1 Qrin funksiyas: iisulu ilo
tanis etmak istoyirik.

Ovvalcs diferensial operatora «bdlmak» va ya tars diferensial ope-
rator anlayisi ilo tams olaq. (47.4) tanliyinds diferensial operator nabla

(47.6)

iistii ikidir, yeni V2-dir. Bunun ters operatorunu (V?)™' il isars edok.

Tars operatorun tayin olunma qaydasi beladir: tors vo diiz operatorun
ardicil olaraq eyni bir funksiyaya tasiri bu funksiyam dayisdirmir:
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VIV () = (VA 'V (T) = f(?) . (47.7)

=N ik
Sads bir misalda bu amaliyyat: icra edok. Forz edak ki, fry=e"

Onda tors operatorun eikx funksiyasina tosirini agagidaki kimi hoyata

ke¢irmok lazimdir ki, (47.7) sorti 6dansin:

N 1 ) ™

2\-1 i

NI o g

IL_.

(47.8)

’

iIndi (47.8)-0 V? ila tosir ederak (47.7) miinasibatinin 6dandiyini go-
rorik. (47.8)-ds punktir métorizo «sshno arxasinda» qalir, onu heg¢ kaos
askar yazmur, lakin hesablamada ondan istifads edirlar. (47.4) tonliyina
tors operatorla tasir edorak tanliyin hollini asagidaki sokilda yazinq:

o(F) = -4n(V*) ' p(T). (47.9)

Biz burada (V?)'V2p(r) = ¢(f) oldugunu nazors almisiq. Ogar p(T)
funksiyas: melumdursa, (V?)™'p(t)ifadasini hesablayaraq tonliyin (47.9)

hallinin analitik soklini almig oluruq. Lakin p(f) funksiyasinin askar
soklini bilmadon ds (47.9)-un sag torafini hesablamaq miimkiindiir. Bu-
nun iigiin &(7 — I') funksiyasinin kémoyi ilo p(f)-don p(r’)-o kegmak la-
zimdir va tors operator yalmz (¥)-don asili olan funksiyaya tesir etdiy-
indon (47.9)-un sag torafinds tors operatoru inteqralin altinda (r)-den
asili olan 8(¥ — ') funksiyasinin qabaginda yazmagq kifayotdir:

| L(p(r) = —4n(V?)" [(dP)p(E)3(F - T) = —4r [(dF)p(E)V?)'8(F - ).
= A\ v
Boraborliyin sag torofinde dayanan —4n(§2)"6(f —1') komiyyati bax-
digimiz masslonin Qrin funksiyas: (G(T,1')) adlanir:
G(F,7) = —4n(V})'8(F - 7). (47.10)
Onda moasslanin halli olan ¢(f) asagidak: gokls diigiir:

o(F) = [(dF) p(F)G(E,T). (47.11)

Qrin funksiyasinin 6dadiyi diferensial tonliyi tapmaq iigiin (47.10)
ifadasine soldan V?ilo tosir etmak lazimdur:
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V2G(F,T) = -4n8(FT - ). (47.12)

(47.4) va (47.12) tonliklorinin miiqayisesindon goriiniir ki, Laplas-
Puasson tanliyi iigiin Qrin funksiyas: da elo Laplas-Puasson tonliyini
0dayir, lakin burada tonliyin sag torafinds cari yiiklorin p(t) sixligi ave-

zinds miisbat vahid néqtavi yiikiin sixligi, ysni 8(f — ') dayanir. Belolik-

lo, baxdigimiz masslods Qrin funksiyasi miisbat vahid néqtavi yiikiin ya-
ratdig1 potensialdir.

Indi (47.10) diisturundan istifads ederok Qrin funksiyasin konkret
hesablayaq

G(3, *')_-4n(v2)- j j fe e (dk) = -47: j ” k(i ”(dk)

Son inteqrali agmagq iigiin k fozasinda sferik koordinat sistemindon
istifade edocoyik vo polyar oxunu R=7-F vektoru boyunca yé&nal-
docayik: (df() =k2dkdQ, dQ =sin6d0da, KR = KR cos8, avaz: cosd =x,
—sin0d6 = +dx . Bunlar1 nazars alaraq inteqral asanhqla agiriq.

G(E,7) = % fdk f"da [ sinBdoe™®= =% f dk [l' dxe™® =

=_f&

! fdk( e"m‘)— f—smKR—

h= nR % ik
_2 2 sm&dg_i-ﬁ_l= _1*
R Y & R 2 R [f-F|

Biz burada %(e‘Rk e ™) =sinkR, ESInng,:g (Dirixle vo ya Eyler
i

inteqrall) oldugunu nszars almisiq.
Son natica

I
[£-7|

G(r,1) =

(47.13)

soklindadir. Bu (47.12) tonliyinin xiisusi hallidir. Operatora bslmas amo-
liyyat1 birqiymaotli deyildir. Bu zaman bircins

VG, =0
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tonliyinin koki itirilmis olur. Bircins tanliyin hallini do nazors alsaq
(47.12) tonliyinin imumi halli agagidaki sakilda olur:

T f’)—| |+G (47.14)
Go haddi baxdigimiz hacmdoan kanardaki yiiklorin tesirini xarakte-
rizs edir va 0, sarhad sortlorindon tapilir.

(47.14)-1 (47.11)-do nazars alsaq Laplas-Puasson tonliyinin iimumi
hallini tapmis oluruq:

o(F) = J‘lp( )|

Tapdigimiz halls (47.6) sarhad sortini tatbiq etsak
[Gup)d)=0
v

umuml (

(dF) + [Gop(F)(dF). (47.15)

oldugunu gorarik. Belaliklo, baxdigimiz masslonin tam halli
o) = [24 I )

olur. Bu diistur sonlu V hacminds p(r') 51x11g1 ilo paylanmus yiikiin foza-

"I

(47.16)

nmin 7 miisahide noqtesinds yaratdig elektrostatik sahonin potensialini
ifads edir. Miisahids néqtasi V hacminin daxilinds ds ve ondan xaricde
ds ola bilor. P miisahids néqtasini hacmdon konarda gotiirarak (47.16)
hollini grafiki tesvir edok. V hocminin daxilinde O koordinat bas-
langicindan 7 " mosafasinds yerlasmis (df') hecm elementini gotiirak. Bu
hacm elementinds yerlogmis elementar yiikk p(r')(dr’) olacaqdir. P miisa-
hido néqtasinin radius vektoruna T desak, onun p(r')(dr') elementar

yiikdon olan mosafesi R =T -7 olacaqdir. Kulon gqanuna géra bu ele-
mentar yiikii R =|f —¥| mosafasino bolsok homin yiikiin miisahids ndg-
p(dr’)
£
Yuxaridaki (47.16) diisturunda yazilmis inteqral belo elementar potensi-
allarin superpozisiyasidir, macmuidir. Belalikls, (47.16) ifadasi Kulon

qanunun genig formasidir. Bu diistur siikunatdoki elektrik yiiklori kasil-
moz paylandigi halda onlarin yaratdig elektrostatik potensiali ifada

tasinds yaratdigi elementar elektrostatik potensiali almig olariq:
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edir. Sakil 47.1 bu diisturu grafiki tasvir edir.

Sokil 47.1

(47.16) diisturunda yiiklorin miinasib paylanma funksiyalarini
(p(t")) vermoklo onlarin yaratdigs potensiallar1 hesablaya bilerik. ©n

sado misal olaraq radius vektoru %, olan néqtsvi eo yiikiiniin miisahida
ndqtasinds yaratdig1 potensiali hesablayaq. Bunun iigiin néqtavi yiikiin
paylanma funksiyasini p(') =e,8(f — %) soklinds segmok lazimdir. Bu-
nu (47.16)-da nazers alaraq 8(f' 1) funksiyasinin kémoyi ilo inteqrali
agsaq

o(r) = Iw(df') = (47.17)
i [T -3

alariq. Ogar yiik koordinat baslangicinda yerlosirss (%, = 0)

o(F) = eT" @47.17)

olar.

Sakil 47.2
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Bu yiikiin yaratdigi sahanin intensivliyini hesablayagq.

E(f) = —gradg(f) = -V —2— = —0_Y[f-F|=
[F-%| [F-3
__ & I-% =eoﬁ
F-5 [F-% R’

burada R =7 -%,. Istanilon funksiyanin qradiyentini hesablayanda, yani

V ils funksiyaya tasir etdikds avvalca funksiyanin 6z arqumentino gora
(bizds arqument |F - i,| -dir) téremosini hesablayir va sonra V ilo arqu-

ments tosir edorok noticoni oavvalki téromoys vururlar. Burada
(r-%)
[F-7
miisahids noqtasinin koordinatlaridir (yoni r -dir).

Yiiklorin diskret paylandig: halda potensialin ifadssini tapmaq ligiin
(47.16) diisturundan istifads edacoyik. Forz edok ki, V hacminds N-
sayda diskret néqtavi yiik yerlogmisdir. Bu yiiklorin sixligr & -funksiya
vasitasilo agagidaki sokilds ifads olunur:

Bu hesablamalarda doyison komiyyat

VIE-5[=V[5-7|=

o(F') = ieaS(f’ -1). (47.18)

Sakil 47.3

Burada e, va T a-c1 zarraciyin yiikii va radius vektorudur. Bu ifadani

(47.16) diisturunda nazars alaraq inteqrali 8 -funksiya vasitasilo hesabla-
saq
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o(f) = J;ea(r r)(d”’ gllf = Z; (47.19)

alirig. Burada R, = |'r'-fa| -dir. (47.19) diisturu diskret paylanmis yiiklo-

rin yaratdig elektrostatik sahonin potensialidir. Bu diistur sokil 47.3-ds
grafiki tasvir olunmusdur.

§48. Elektrostatik sahanin enerjisi.
Elektronun klassik radiusu

02, 112

BizEektromaqnit sahosinin enerji sixligmm w = soklindo

yazmislq thax—39-7 Burada H=0 yazaraq elektrostatik sahanin
enerji sixlig1 liglin w,, = P ifadssini aliriq. Bu diisturdan istifada edo-
T

rok elektrostatik sahanin enerjisini potensiallar vs yiiklar vasitasilo ifada
edocak va elektrostatikanin asas xarakteristikalarini ¢ox asanliqla
alacagiq. Sonsuz fazada yalniz elektrostatik sahs oldugunu forz edsrok
onun tam enerjisini hesablayaq:

S F e o
U= j (D) =§;v£ E-E(dF) =§v£ E-(-Vo)(dP) =
1 = = =~ 1 = o1 "
= _8_nV£ {V(Eq)-o(VE)}dV = g Eq)dS+5v:[ op(dF) =
-~ fot@ypteyan (31)

Biz burada E =-V¢ oldugunu nozers aldiq, E(-Vo) ifadasinin soklini

vektor analizindon istifads edarak dayisdik, alinmug birinci inteqrala Qa-
uss teoremini totbiq etdik va sonsuz ssrhadds sahs olmadigindan bu inte-

gral atdiq vs ikinci inteqralda Maksvell tonliyinden (VE) = divE = 4np
yazdiq. Sonuncu inteqralda yiik sonlu V hocminde paylandigindan
V, =V gobul etdik.

Enerjinin ifadssini yigcam gokilds yazaq:
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: % oo a. (48.1)

Bu, yiiklarin kasilmaz paylandig hal {i¢iin yazilmus elektrostatik sahonin

enerjisidir. Biz-potensialin-owvolki-§-da-verilmis (47.16)-ifadosindon-isti-

fade-etsele, elektrostatik sahanin enerjisini basqa sokilds yaza bilorik:

U=- f jp(r)p(r)(d )dF) . (48.1")

Indi yiiklorin diskret paylandig1 hal iigiin elektrostatik sahanin ener-
Jisini yazaq. Forz edok ki, N-sayda néqtavi ei, €2, ....en yiikii fozanin
I,5,...I, noqtolerinds siikunst halinda yerlogmisdir. Bu yiiklorin pay-

lanma sixlig1
N
p(H) = e,8(F - 1) %§2)
a=l

soklinda verilir. (2§.2)-ni (38.1)-ds nozars alaq va & -funksiyanin kémayi
ils inteqrali agaq:

U=+ jZesa—r)(p(r)(dr)— Zeacpm Zeawa- (%3)

Burada ¢(1,) = ¢, biitiin yiiklorin e, yiikiiniin yerlosdiyi ndqtads yarat-

dig1 potensialdir.
(48.3) diisturunu bir adad néqtavi yiiks tatbiq etdikds ¢ox miihiim
¢atinlikls iizlesirik. Dogrudan da, farz edok ki, bir adod elementar yiik

. . .o 1
vardir. Onun yaratdig: elektrostatik sahonin enerjisi U, =—2-e,(p, olaca-

qdir. Burada ¢, e yiikiiniin 6zii oldugu néqtads yaratdigy potensialdir,

: e e - : ee
yani @, = = — ! Demsli néqtovi yiikiin yaratdign sahonin U, =#
L I

n—0

enerjisi sonsuz boyiik olur. Bu enerjiys ndqtavi yiikiin maxsusi enerjisi
deyilir JDemali U, — o olur. Bu, manasiz, absurd naticadir!

Bu zarraciyin kiitlasine moxsusi kiitlo desak, o da sonsuz boyiik
olacaqdir:
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Umsx
I‘nmax. = _T - OO'
c
Bu noatico do monasizdir. Bu onu géstarir ki, klassik elektrodinamika
miiayyan totbiq edilmo hiiduduna, sarhadine malikdir. Bu hiiduddan ki-
¢ik masafalords klassik elektrodinamika daxili ziddiyyste malik olur; o,
ozii-6ziino zidd olur. Bu hiidudu toyin etmok iligiin forz etmok lazimdir

ki, ndqtavi yiik miioyyen sorti ro radiusuna, olgiisiine malikdir. Onda
2

ndqtavi yikiin yaratdigi elektrostatik enerji U, :%e— olur. Ogor forz
0

etsak ki, noqtavi yiikiin biitiin enerjisi yalniz elektromagqnit tabistino ma-
likdir, onda gorak

2

c
U==——=< mc’
I

olmahidir. Burada mc? Eynsteynin verdiyi siikunat enerjisidir, m 1s3 zar-

raciyin kiitlasidir. Buradan % vurugu daqiqliyi ilo

eZ

L® me’)

aliriq. Bu iisulla tapilmig ro klassik elektrodinamikanin tatbiq edilma

hiidudunu ifads edir. ro-dan kigik masafalors klassik elektrodinamikani

totbiq etmok olmaz. ©gar biz Kvant effektlorini nozors alsaq, gostora

bilarik ki, elektrodinamikanin tatbiq edilms hiidudu ro-dan bdyiik olma-

Iidir. Yuxanda apardigimiz miilahizo «Kiitlonin elektromaqnit nazs-
riyyasi» bahsins moxsusdur.

Indi noqtavi yiik olaraq elektronu gotiirsok va (48.4) diisturunda

sm
m=9,1-10-28q, c=3-1010 an’ e=-4,8-10-19(SGSE)q yazsaq

(48.4)

1, =2,8-10""sm = 2,8f (fermi)

aliriq. Bu elektronun klassik radiusudur. Diger zarraciklerin (p, p, < Vo

s.) kiitlolori bdyiik olduguna goéra onlarin klassik radiusu elektronun-
kundan kigik olacaqdir.

Qeyd edak ki, kvant-elektrodinamik proseslorin, masalon Kompton
effekti, elektron-pozitron ciitiiniin ikifotonlu dogulmasmn va s. effektiv

kosiklori mr} ilo miitonasibdir. Bu onu gostarir ki, elektronun klassik ra-
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diusu miioyyan daracads realdr.
Indi (48.3) diisturunu 2 yiikiin oldugu hala tatbiq edsk.

1 1
U= ‘2'(61(P1 +e,¢,) = '2'{31(@11 + Q) +6,(0y +0p)) =

1 1
=5(e1q’n +ez(P22)+’2'(el‘P12 +€,0,)- (48.5)

Bu yaziligda @11 haddi ei-nin 6zii oldugu néqtada yaratdig: potensial, @12
haddi e;-nin e;-in oldugu néqtada yaratdigi potensialdir. Eyni sokilds @2
haddi e;-nin 6zii oldugu néqtods yaratdigi potensial, @21 iss ei-in €2 ol-
dugu noéqtads yaratdigi potensialdir. U-nun ifadssinds birinci moétarizs
e1 va ez yiklorinin moxsusi enerjilorinin comidir. Yuxarida gostordik ki,
moxsusi enerji zarraciyin siikunat enerjisidir. Ona gora baxdigimiz birinci
motarizo mic2+myc? olmalidir va biz bunu atsaq, zarraciklsrin qarsiligh
tosir enerjisi ti¢lin

1 ee
U'= 5(6@12 +€,0,) = 2 (48.5)

12

. . e e : :
ifadssini ahinq. Burada ¢, =-% va ¢,, = —--dir, 1r12=r21 is2 € ilo e; ara-
I
12 21

sinda vo e; ilo e, arasindaki masafadir: T, =1 —T,. Zorraciklorin say:
¢oxdursa U'-i belo yazmagq olar:

l —ee ee "
U==)2b=h 2t (48.5")
2 a'bb Th azbb Iy

Belolikla, zarraciklorin (yiiklorin) qarsiligh tasir enerjisi vo ya bax-
digimiz sistemin potensial enerjisi (48.5") diisturu ile ifads olunur. Me-
xanikada oldugu kimi burada da a zarraciyins tasir edon qiivveni asagi-
daki kimi hesablamagq olar:

F =-V,U,

burada €7a = Ti +3 9 + f(i Va sarti olaraq va - —2— -dir.

axa aya aza arﬂ
Biz U ifadssini iimumi halda (48.2) paylanmasim (48.1")-do nazars
almagqla hesablaya bilarik:
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Zleeb Zleeb zleeb (48.6)

L-%] 29R-i] 25 -3

Burada birinci cam zarraciklorin moaxsusi enerjisidir, yoni onlarin siiku-
nat enerjilorinin comidir. Onu ataraq

ZI .y z| .0y (48.6)

L-%| 3L -%

ifadasini aliriq. Bu diistur (48.5") ils iist-iisto diigiir.

§49. Yiiklor sisteminin dipol momenti va onun sahasi

Biz yiiklar sisteminin yaratdigi potensialdan istifads edacayik va go-
lacakds hamiss O koordinat baslangicindan miisahide néqtesine qadar

olan moasafays R, deyacayik:T = Ro
Bunu (47.19) ifadasinds nazars alsaq

(49.1)

o

olar. Bu diistur superpozisiya prinsipini ifads edir: yiiklor sisteminin ya-
ratdig1 sahs ayri-ayn yiiklorin yaratdigi saholorin comins barabardir.
Ogor yiiklorin say1 ¢oxdursa va onlar bir-birina ¢ox yaxin yerlosmisdirss
bu diisturdan istifads etmok slverisli olmur. Onda yiiklor sistemindon
¢ox uzaq mosafads sahays baxirlar (sokil 49.1):

Ro, Ra>>Ts, (49.2)

Sokil 49.1
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Asagida gosteracayik ki, bu zaman (p(ﬁo) funksiyas: sadalagir va
basit sistemlorin comi goklinds gostarilir. Bunun iigiin biz (49.1) ifadasini

0

racagiq. (49.1) ifadssinda |Ro —fdl—l funksiyas: istirak edir. Galacokda

biz Iﬁo F _r;l arqumentindan asili olan ve yuxaridaki funksiyaya oxsar
olan funksiyalarla mosgul olacagiq. Bu funksiyalar1 gorti olaraq
f(R, ¥ L) ilo isara edok va siraya ayiraq. Bu funksiyalarin arqumentinin
proyeksiyalarinda sadslik xatrina o vo a indekslarini yuxarida yazacagiq:
R, Tt > X 7x°,Y' 7y*,2°52°. Indi f(R,¥%) funksiyasiu 3 arqu-
ments gérs Teylor sirasina ayiraq:

+

of ., of 1[3282f
+—| x

D - D a af — ..
ERFT)=IRIFX S5 FY 772 5 5| ¥ k@

0

+ 0T +z*2 ot +2x° _OF N P x“————a3f R E—
AR O G AT > "Il R
~ o 1 ot _ 1 of
=f(Ry)FX' —+—x/X: XXX —————+.. 49.3
Ro)Fx ot 2% oo 31 axtaxtaxe T (P
Burada tokrar olunan i, j, k... indekslori iizra comloms aparildig1 nazor-
ds tutulur. Bu kitabda miixtslif funksiyalarin Teylor sirasina ayrilisinda
(49.3) diisturundan istifads edacayik.
h&d-l-—bﬂmkstermn dipol momentini hesablayaq. Bumun—tigiin

(49.3) ditsturtniu(49.1)-ifadasinds yerino yazaq vo f(R, -1 )= IR !

-z|

-oldugunu nazere-alag:
S0 QX L1l 1y L,
Ry==--)ex?——+—DVexx*——+...=
(P( 0) Ro ; ai axlo Ro 2!a=1 ati axf)éx? RO
=00 R,)+ 0V (R) + 0P Ry) + 9V (R,) +.. (3:4)

Biz yiiklar sisteminin potensialini kigik parametrin iistlorina gors si-
raya ayirdiq v bu sirada har bir hoddin konkret monasi vardir. Yiiklor
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N
sisteminin tam yiikiino Q= Zea deyak. (3Q.4) sirasmin birinci haddi
a=]

o (R,) = Rg -dir. Bu O noqtasinds yerlasmis néqtovi tam Q yiikiiniin P

0
miisahids néqtasinds yaratdigi sahonin potensiahidir. Bu, siranin birinci
haddidir va an béyiik komiyyatdir. Ogar sistem elektroneytraldirsa, yani

N
Q= Zea =0-dirsa bu hadd sifir olur va sira ikinci haddan baslayir.

a=l

- S o 1
Siranip ikincl hoddi ¢®(R)=-) e x} ——-
n (P ( 0) ; a‘™ aX:) RO
rocayik ki, bu hadd yiikler sisteminin dipol momentini xarakterizs edir.
Bu potensialin goklini bir az doyisdirak:

dir. Asagida go-

=0 (49.5)

Burada
d=Yef (49.6)

komiyyati yiiklar sisteminin elektrik dipolu momenti adlanir JO, sistemin
olgiisiindan va yiiklorin paylanma xarakterinden asihidir va elektroneyt-
ral sistemin birinci xarakteristikasidir. ©vvalki §-larda gostordiyimiz ki-
mi burada da

olur.

(49.5) ifadasi O-da yerlogmis elektrik dipolunun p miisahids néqte-
sinds yaratdig: elektrostatik sahonin potensialidir. (49.6) diisturu xiisusi
halda elementar dipol momentini tasvir edir. Dogrudan da forz edak ki,
sistem bir-birina ¢ox yaxin yerlogmis, qiymoatco barabor, isaroco oks
miisbat vo manfi iki yiikkdoan, yoni ej=e* vs e;=e-=—¢* yiikiindan ibaratdir.
Onda (49.6) diisturu asagidaki sakls diigiir:

—

d=ef +e,,=¢T +e1T =e"(f' -1 )=¢"l.

Burada 1 menfi yiikdon miisbat yiikko yonslmis radius vektordur. Ona
dipolun qolu deyilir (sokil 49.2).

278



Sokil 49.2

Umumi halda (49.6) ifadasi ¢oxlu sayda elementar dipol momentle-
rinin vektor1 comidir. Biz bu comi bagqa bir sokilds dos ifada eds bilarik.
Forz edak ki, yiiklor sistemi elektroneytraldir:

f

N f
e, =xel + Z e, =0, yam Z e,=—>€, .
a=1 a=1

a=f+1 a=f+] a=]

(49.6)-n1n soklini bir az dayigdirak:

1 { +=4 S -=- z o5 Z W5
d= _
gear, +a;+lear, e )(Z &)+ s )(Z e;)=

= e )R -R)=Q'%". (49.6"

Burada R* va R~ miisbat vo menfi yiiklorin paylanma moarkezlorinin radi-

f
us vektorlandir, yoni R*=Ye}E"/> el vo s, Q' =D e, sistemin
a=l

miisbat yiikiiniin miqdaridir, £~ monfi va miisbat yiik morkazlori arasinda-
k1 masafadir, yani boyiik dipolun qoludur. Manfi va miisbat yiik markazlori
ist-iista diigorse &'~ =0 olar va sistemin dipol momenti sifira gevrilar.
Belaliklo, hor ciir neytral yiiklor sistemi elektrik dipolu momentina
malik olmur. Masslon, sorbast atomlarin, eyni atomlardan tagkil olun-
mus molekullarin (Hz, Oz va s.) dipol momentlari sifirdir. Ciinki bunlar-
da + vo — yiikk morkazlari iist-iists diigiir. Lakin basga nov molekullar
(H.O, HCl, NH3 vs s.) dipol momentina malikdir. Su molekulunun di-
pol momenti an boyiik qiymats malikdir va bu da su maddasinin miirak-
kob qurulusa va miixtslif n6évlars malik olmasini va onun tabiatds oyna-
d1g1 mithiim rolu tomin edir. Sxematik olaraq su molekulu amslo galonda
har bir hidrogen atomu 6z elektronunu oksigens verarak miisbat iona
¢evrilir, oksigen atomu isa 2 qat monfi iona ¢evrilir. Su molekulunun har
bir golu dipol momentins malik olur vs bu moment qol boyunca yéno-

lir. Onlarin vektori cami olan tam moment d =d, + 212 qollar arasindaki
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bucagin bissektrisi boyunca yénslir. Bu gollarin uzunlugunu vs onlar
arasindaki bucag sorti gotiirmiisiik va qollarin dipol momentlorini qiriq
xatlo ¢akmisik (sokil 49.3).

Sokil 49.3

Dipol momentinin 6l¢ii vahidi olaraq 1 Debay gétiiriiliir. Bunu miisy-
yan edok. Malumdur ki, molekulda dipol momenti elektronun bir atom-
dan digarina kegmosi zamani yaranir va molekulda atomlar arasindaki
mosafa atomun 6lgiisii tortibindadir. Onda bir elektronun kegmosi za-
man yaranan dipol momenti d =t -|e4|=k-10®sm-4,8-10"°(SGSE), =
=k"10"*sm (SGSE), =k'Debaj olur. Burada 1 Debay=10""(SGSE), sm-

dir. Yuxarida k adadi atom radiusunun amsali va k'=4,8 k-dir.
Molumdur ki, su molekulunun dipol momenti 2,6 Debaydir.
Tacriibalar gostarir ki, elementar zarraciklarin (e, p, n vo s.) elektrik
dipolu momentlari sifirdir, lakin magnit dipolu momentlori sifirdan
forqlidir.
LYiiklor sisteminin dipol momentinin 2 mithiim xassasini qeyd edok:
1. Elektroneytral sistemin dipol momenti koordinat baslangicinin

segilmasindsn asih deyildig.§ Dogrudan da bir birindan b masafasinds
yerloson O va O' koordinat baglangiclarina nazoran sistemin dipol mo-
mentini hesablayaq (sokil 49.4).

' eel

$akil 49.4
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=Ye, [ =Ye, (L +b)=Ye i+bYe =Ye, I =d. (49.7)

Burada d’ va d sistemin O' vo O baslangiclarina gors dipol momentlori-
dir, T =b+T -dir vo elektroneytralliga gro Y e, =0.

2. Elektroneytral olmayan yiiklor sisteminin dipol momenti istanilon
qiymot ala biler. Dogrudan da agor Zea #0 olarsa (49 -disturunt—

asagidaki kimiyazmag-olar. d' = Zeafa + B(Zea). Burada b -ni istonilon

sokildo segsok d' ixtiyari qiymot alar. Xiisusi halda B=—Zeafa / Zea

olarsa d' momenti sifira gevrilor:
Joyer Z0)
e,

Ona gora elektrik dipolu momentini yalniz elektroneytral sistemlor tiglin
toyin edirlor.
Yiiklar kasilmoz paylandigda dipol momentini

d= _[fp(f)(df) (49.6")

=—22°(Ye,)=2e,—2e,L =0.

soklinds yazmaq olar,fDogrudan da biz burada néqtavi yiiklor igiin
p(t) = ZeaS(f —1) yazsaq, ¢ox asanligla (49.6) diisturunu alariq.

Potensialin (49.5) ifadssindon goriiniir ki, dipol momenti istigama-
tinds potensial maksimum giymot alir. Potensialin ifadssindon istifade

edarok dipolun yaratdigi sahanin E intensivliyini hesablayagq:

dR) A5 w1 1 5.
( )=—(dR0)VE—-I-{—;V(dRO).

0 0 0

ER,)=-Vo®,)=-V

Buradaki sads hesablamalan (bax slava) ?%=—3R§‘§RO =—3R° \&)
RO RO

ﬁ(&ﬁo) =d apararag, noticado

- 3R, (R,d)-dR}

E= 49.8
R (49.8)

ifadasini alirig. Bu iimumi ifadanin sferik koordinat sisteminds (R, 6, o)
proyeksiyalarini hesablayaq. Polyar oxunu d vektoru boyunca yonal-
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dok va d ilo R, (vaya €, ) arasindaki bucaga 6 deyak. d il €, arasin-
daki bucaq 6+ 7/2 olacaqdir. E-nin €, Uzra proyeksiyasina Eg, €,

lizro proyeksiyasina Eg vo €, lizro proyeksiyasina E, desak (sokil 49.5)

_3R}dcosO-Ridcos® _ 2d

Eg, = RS R: cos,
- (49.9)
dR? cos(9+5)
E,=———4=—25in6,E_ =0,
0 R; R} o
z

v

Sokil 49.5

olar. Buradan griiniir ki, E meridian (uzunluq) miistovisinds yerlos-

migdir vo d istiqgamotinds (6=0) on bdyilk gqiymets malikdir.
2

E’ =§;(l+3cos2 0) ifadasindon do goriiniir ki, 6=0 olduqda E maksi-
6 _

mum qiymat alir. Bu ifadalordan ¢ixir ki, E ox simmetriyasina malikdir,

yoni doguraninin uzunlugu Ro va agihs bucag 26 olan konusun otu-

racaq ¢evrasinin biitiin noqtalorinds E eyni qiymoats malikdir. Dipolun

yaratdig1 sahanin potensiali vo intensivliyinin masafadon asiliig "
0

\2) ~L3 soklindadir.
R,
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Sads halda dipol iki polyuslu (2-pol) sistem demoakdir: @—@
Bir-birina ¢ox yaxin yerlogsmis qiymatca baraber + va — yiik dipol yara-
dir. Yiiklarin say1 ¢ox olduqda da sistem buna oxsar olur (bax: (49.6").

§50. Yiiklor sisteminin kvadrupol vo multipol
momentlari vo onlarin sahalori

L'l( tiklar sisteminin kvadrupol momenti vo onun yaratdig saho (59
o 1
siraf§nin 3-cii haddi ils tesvir edilir: ¢P(R,)==Y¢ . Bu
o PR, = Za"ax"x°R
potensialin saklini bir qader dayisdirak. Bunun iigiin Qrin funl\;my?smm
~¢lael
ddodiyi 47-12)-tonliylpds Qrin funksiyasimin G(f,F) = ——: (&) ifa-

7]

- 1”'] =—4nd(f-7). Ogor R= If——f’|¢0 olarsa,
-t

dosini noazers alaq:V? |

O(r—-71)=0 olar va % Laplas tonliyini ddayar: 62%—= 0. Belalikla, si-

firdan farqli istonilon R va ya Ro Laplas tonliyini 6dayir. Laplas tanliyini
asagidaki sokilds yazaq:
o 1 _ o 1 _ o 1

= =5,
R, O0X®R, 'aX'0X'R,

Bu sifiri %-ya vuraq va ¢ (R,) ils toplayagq:

(p(z)(ﬁ )=(p(2)(ﬁ )+_‘15._ 62. _ _.._1__—_
° ¥ 27 aX{0X R,
& 1
=-(zea X248, V) ————. XD
P aX0X0 R, X

Burada métarizs igarisindaki ifads iki ranql tenzordur va onu Kjj ilo isa-
ra edak. Ona daxil olan v parametrini els segak ki, bu tenzorun diaqonal
elementlorinin comi (izi) sifir olsun:

K=K, +K; +Ky; =0. £50.2)-

Bu barabarlikdan v-nii tayin edirik:

283



Ze (X +x34+x3)+3v=0 voya v =—%Zeaf:

olur. Bunu (50.1)-ds nazars alaq:

D 1 a_a 1 '
PP (R,) = ggea(3xi Xj =t )6X°X° R, . (5&1 )
Burada a indekslorindan asili olan com ii¢ 6lgiili iki rangh tenzordur vo
onu Dj; ilo igars edak:

D, = Zea(3x?x§’—5ij'ff) . €50=3F
Onda (p(z)(lio) potensiali asagidaki soklo disiir:

% 1

e (al u)
' 8X)0X] R,

¢P(R,)= <D
6
Yuxanda yazilmis Djj kamiyyati yiiklor sisteminin kvadrupol momen-
ti adlanir vo (3Q.1") ifadssi iso O néqtasinds yerlogsmis kvadrupolun P
miisahids néqtesinds yaratdig: elektrostatik sahonin potensialin tasvir
edir. (3Q.1) va (341" ifadalorini miigayisa edorak D;=3Kj; miinasibatini
alirig. Buradan ¢ixir ki, Dj; tenzorunun da izi sifirdir:

D;i=0. (50.4)

Kvadrupol momenti elektroneytral sistemin ikinci asas xarakteristi-
kasidir. Asagda gostaracayik ki, sferik simmetrik paylanmus yiiklor sis-
teminin kvadrupol momenti sifira barabsrdir. Belslikls, kvadrupol mo-
menti sistemin yiiklorinin sferik simmetriyadan forqli paylanmasm1 Xa-
rakterizs edir.

Kvadrupol momentinin ifadssinden goriiniir ki, o simmetrik ten-
zordur (Dj=D;). Digar torsfdon onun izi sifirdir (D;=0). Bunlar nazors
aldigda Dj tenzorunun 9 komponentindan imumi halda yalmz 5 kom-
ponenti bir-birindan asili olmur. Xiisusi halda bu 5 komponentin sayimi
azaltmaq da miimkiindiir.} Géstermak olar ki, elektroneytral sistemin
dipol momenti sifirdirsa, bels yiiklor sisteminin kvadrupol momenti ko-
ordinat baglangicinin segilmosindsn asili deyildir.

Moslumdur ki, istenilan iki ranqli simmetrik tenzoru koordinat oxla-
rin1 segmoakla diagonal sokls (v ya bas oxlara) gotirmak miimkiindiir:
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D, 0 0
(D;j) ->@Dy)={ 0 D, 0
0 0 D

Kvadrupolun sahssinin masafadan asililigini éyranmak iigiin (50.1")
ifadasindaki koordinata géra téramolari hesablayaq:

o 1 _ 1 8.  1x_ x & 1 28X

A * -_—t = 2 )
oX;R, R;aX] ° RyR, R}’ XWPXR, 0XR;

3 0 0 p3 s_yoap2 X
) Sino_Xj ?Ro— Sino_Xj3R°E;_3X?X?—5in§

RS RS R

Bu ifadani (50.1") diisturunda yerins yazaq vo D;j8=Dii=0 oldugunu na-
zars alaq:
XX -

_ DX
(P(z)(R0)= ——

(50.1""
2R;

Buradan goriiniir ki, miioyyan omsallar1 nazors almasaq kvadrupolun

sahasinin masafadan asililigs ~L3 soklindadir. Yiiklor kosilmaz paylan-
RO

diqda dipol momentina oxsar olaraq kvadrupol momenti agsagidak: kimi
yazilir.

D, = [ (3x;x,~8,F*)p(F)(dF). (50.3"

Bu diisturdan gox asanhqla (50.3) diisturuna ke¢s bilerik. Indi kvadru-
pol momentinin D33 komponentini gotiirok vo onunla slagadar bazi
miilahizslor aparagq:

D, =D, =Ye, (32" —i)=Ye, (22" —x* -y*).  (50.4)

Indi gostarak ki, yiiklar sferik simmetrik paylandiqda Dj-nin biitiin
kothiponentlari, o ciimlodon D33 komponenti sifirdir. Bunu hom diskret
v8 hom do kasilhoz paylanma halinda géstarmak olar. Lakin kasilmoz
paylananda bu gox asan gostarilir. Sferik simmetrik paylanmada p yal-
Nz radius vektorun uzunlugundan asilidir, onun istigamatindan, yani
bucaqglardan asili deyil. Bunu nazars alaq vs (50.4) ifadosini kosilmaz
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paylanma iiciin yazaq:
© 2z n
D, = |p(2z’—x*—y*)(dF)={ pr’dr | datfsin6d6(2z*-x*-y?).
\Y% 0 0 0

Burada z=rcos0, x=rsinfcosa, y=rsinfsina, avaz: x=cosd, dx=-sin6d0
soklindadir. Bunlar1 Dz-da yerins yazaq:

© +1 © +1
D,, =2n [pr'dr- [dx(2cos® 6 —sin’ 6) = 2n Jprtdr jdx(3x2 ~)=0
0 -1 0 -1 .

Dj-nin istonilon komponenti bucaqlara gors inteqralin hesabina sifi-
ra barabor olur.

Indi forz edok ki, yiiklor z oxuna nozoran simmetrik paylanmigdir.
Xiisusi halda yiikler z oxuna nazoran firlanma simmetriyasina malikdir.
Z oxu boyunca dartilmis vs ya sixilmus niivalor belo simmetriyaya malik
olur. Belo simmetriyada D,#0 olacaqdir. Farz edak ki Djy-ni diagonal
sokla gatirmisik va D;=0 sortindan istifads edirik:

D11+D2+D33=0 vo ya D11=D2= —%Du . (50.5)

Beloliklo z oxuna goro simmetrik paylanmada kvadrupol momenti
bir adad D33 komponenti ils tayin olunur, onu D ils isars edir vo 6ziina
da sadacs olaraq sistemin kvadrupol momenti deyirlor. Bu dediklorimizi
kvadrupolun (50.1™) sahssinda nazars alaq:

DnX?Z +D22ng +D33X22 - D(2X(3)2 _X?2 "X(z)z)

@R V=
¢ (Ro) 2R} 4R}

4];3 (3cos’0-1)= E%— P, (cos6). (50.6)

0 0

Burada koordinatlarin sferik sistemdoki X? =R sinOcosa, Xj =R, x
xsin@sina, X =R,cos0 ifadslorindan istifade etmisik va P,(cosB)=
= %(3 cos’0-1) diisturunun ikinci tortib Lejandr polinomu oldugunu
nazors almusig. Istanilon tortib Lejandr polinomu

1 df
(x) _ i 2 _ 14
P o o D
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soklindadir.
Sads kvadrupol 4 polyuslu (4-pol) sistemdir. Bir-birine ¢ox yaxin

(O—®
antiparalel yerlosmis iki dipol kvadrupol amals gatirir: ' . Bu
O—0)

iki dipol bir-birini dipol kimi neytrallagdirir, lakin 6zlorini kvadrupol
kimi (biiruzs verir) agkar edir. Dipollarin say1 ¢ox olduqda da sistem
buna oxsar olur.

(49.4) sirasinda kvadrupoldan sonraki hadd oktupolun sahasi adla-
nir:

. 1 o 1
MR =-=Te xxx? .
O Ry =5 ZexiX] “oX°aX X’ R,

Sada oktupol 8 polyuslu (8-pol) sistemdir. Bir birina ¢ox yaxin vo anti-
. + -

+

-paralel yerlosmis iki kvadrupol oktupol amals gatirir: [ R Ok- .

+

tupoldan sonra gslan hadlor multipollar adlanir. Gdsbiyyatda-iss adaton
kvadrupoldan sonra gslon hadlor multipollar adlanir. Multipol sahalari-

soklindadir.

nin moesafodan asiliigt o™ (R,) ~

n+l
0

§51. Klassik mexanikanmn yiiklor sisteminin
momentlorina tatbiqi.

Klassik mexanikadan malumdur ki, cismin har hanst néqtssina tosir
edon sarbast qilivvani miioyyan ganunla cismin digar néqtasiiio kdgiirmak

olar. Forz edok ki, cismin A ndqtesina F qiivvasi tasir edir. Bu qiivvani
O ndqtasine kégiirmak iigiin cismin O néqtasina bir-birinin aksine yé-

nalmis iki qiivvs, yani —F va F qiivvasi ilo tosir edirlor. Bu zaman siste-
min svvalki miivazinat hali pozulmur. Noticads biz O-ya tasir eden

Fqiivvasini vo —F-la A-ya tosir eden F qiivvalorinin yaratdigt M ciit
qiivva momentini almis olurug. M momenti sistemi saat aqrabinin ho-

rokati istigamotinds burmaga galisir. Bu dediklorimizi riyazi olaraq bels
yaza bilarik (sokil 51.1):
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F(A)-da=F(0)-da+M.

A—>F

Sakil 51.1

indi biz bu asmoliyyati yiiklors va onlarin momentlarina totbiq
edacayik. Ovvalki §-lardan bilirik ki, miisyysn hacmda yerlosmis yiiklorin
uzaq P miisahido noqtesinds yaratdif sahenin (49.1) potensiah O-da
yerlogmis basit sistemlorin P ndqtesinds yaratdig sahalorin camins bara-
bordir. Burada basit sistemlor asagidakilardir: yiiklor sisteminin noqtavi

tam Q= e, yikii, yiklorin d=Ye,i dipol momenti, yiklorin Dj;

kvadrupol momenti v yiiklorin biitiin multipol momentloridir. Basit sis-
temlorin O-da yerlogmasi riyazi aparatin komoyi ile, yani yiiklor sistemi-

nin (49.1) diisturu ils milayysn edilon <p(f{o) potensialinin kigik -I%- pa-

0
rametrinin istlorina gora siraya ayrilmasi ilo icra olunur. Bu riyazi ca-
hotdon dogru naticadir. Lakin onun fiziki monasimin agilmasi da
miloyyan maraq kosb edir. Forz edsk ki, ea yiikii A noqtesinds yerlos-
misdir. Bu yiikii O-ya kégiirmoak iigiin O ndqtasinda bir-birini neytrallag-
diran —-e, va +e, yiklorini yerlogdiririk. Naticads O-da yerlogmis ea
yiikiinii vo A-daki e, ilo O-daki —e, yiiklorinin yaratdig elementar dipol
momentini almus oluruq (sokil 51.2):

ea(A-da)= e,(O-da) + d.

A .‘ea

'ea ® ea
O
Sakil 51.2
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Belaliklo biz biitiin yiiklori O néqtesine kégiirersk O-da Q = e, yiikiinii

vo miixtalif ndqtslerds yerlosmis ¢oxlu sayda dipol momentlerini almus
oluruq. Indi bu dipollar1 O néqtasins kdgiirok. A-da yerlosmis elementar

d dipolunu O-ya kégiirmok iigiin O-da bir-birini neytrallandiran —d va
+d elementar iki dipol yerlosdirak. Naticads biz O-da yerlogmiy elemen-
tar d dipolunu vs ~d dipolu ilo A-daki d dipolundan tegkil edilmis ele-

mentar kvadrupol momentini almus oluruq: A-da d = O-da d + Dj; (so-
kil 51.3).

-

S
/

|
Og-----
aul

Sakil 51.3

Biitiin dipollan O-ya yigaraq biz O-da yekun Zeafa dipolunu vs goxlu

sayda miixtalif ndqtalords yerlagmis kvadrupollar: almis oluruq. Indi bu
kvadrupollar O néqtasine yigmaq lazimdir. A-daki Djj sads kvadrupolu
O noqtasina kogiirmok tiglin O ndqtasinds bir-birini neytrallagdiran va
bir-birinin aksins y6nalmis —Djj va +Dy; kimi iki sads kvadrupol yerloasdi-
rak. Naticads biz O-da yerlogmis elementar D;; kvadrupolunu va -Dj; ila
A-daki Djj kvadrupolunun yaratdigi oktupolu almis oluruq. Bu prosesi
ardicll davam etdirarok biz sistemin yiiklorinin yaratdigi néatovi yekun
Q yiikiini vs biitiin yiik momentlarini O néqtasinda yerlosdira bilarik.

Biz basit sistemlori O noqtasinag kogiirarkan riyaziyyatdan fargli ola-
raq, ra<<Ry sortindan agkar istifads etmomisik.

§52. Xarici elektrik sahasinds yerlosmis yiiklor sistemi.
Dipol-dipol qarsihgh tasiri

Farz edok ki, diskret yiiklor sistemi xarici elektrostatik sahados yer-
lssmigdir. Xarici sahanin markazinin yiiklor sistemindan gox uzagda ol-
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dugunu gabul edok. Bu sababdan xarici sahs yiikler sisteminin yerlogdiyi
hocmda masafays gora yavag doyigacok vo onu siraya ayirib bir negs had-
1> kifayatlonmak olar.

Diskret yiiklor sisteminin daxilinde O koordinat baslangicinm segak
va cari e, yiikiiniin radius vektoruna T, deyok. Xarici manbadon €a vo O

noqtalorino ¢okilmis radius vektorlar: ﬁa \£) ﬁo ilo isara edok (sokil
52.1):

Sakil 52.1

52.1-ci sekildo R, =R, +T, va sorto géro ra<<Ra,Ro olur.

§27-dan bilirik ki, e, yiikiiniin xarici @(R,) sahssi il qarsihql tasir
enerjisi ea(p(f{a) -dlrl_Qnda yiiklor sisteminin xarici saha ils tam qarsihgh
tosir enerjisi

N ~ N I
U=2e,o(R,)=2e,0(E+R,) (5D
olacaqdir. Bu yiiklar sisteminin xarici sahada potensial enerjisidir. Bura-
da sistemin yiiklorinin bir-biri ilo qargiligh tasiri nazers alinmur.

Indi (32,1) ifadasindo xarici sahsnin potensialin

rinin {istlarina gors siraya ayiraq:

S PN I 2
U=Xe R +xi — +—X{ X o p =
s a{(P( o TR oo T }

A (52.2)

2

a | jaXO aX
Bu sirammr-iivinci hoddinin soklini 50-ci §-dakma uygun qaydada-deyi-

-sak. Yiiklor sisteminin yerlogdiyi hacmda xarici sahanin monbayi olma-

- N
=oR)Te, +3e, rV<p+ Ze
a=l a=1

digina gérs, onun potensiali Laplas tonliyini 6dayir: Vip=0. Bu tonliyi
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o 5. e
=9, 450-de-eldugu ki-
ax® * = % oxlax?

bir goder agiq yazaq: 0=V3p=

s=-bu «sifir» %-ya vuraq vs siradaki ii¢iincii hadls toplayaq. Sonra v

parametrini els segok ki, burada alinmis Kj; tenzorunun izi sifir olsun.
Noticads swranin igiincii haddi asagidak: sokls dusur ComemgSti

2
éDU 6X(26X° ¢. Burada D; = Ze (3x’x —Sijral ) yiiklar sisteminin kvad-
rupol momentidir. Indi (52.2) sirasint yigcam sokilds yazaq:

2

U=0,Q-dE, + Ip, W=U9+U® +UD 1 (52.2Y

|—0—T(P+
6 oX'0X.

N ~ N .
Burada Q=Y e, sistemin tam yiikii, d= 3 e,f sistemin dipol momenti,
a=l a=l

0, =o(R,) va E, =-Vo, xarici sahonin «O» noqtasindas potensiali va

intensivliyidir. Belolikla yiiklor sisteminin tam potensial enerjisi basit sis-
temlorin potensial enerjilorinin comi soklinds gostarilir. Bu sirada birinci

hadd U™ =¢,Q koordinat baslangicinda (O néqtesinds) yerlogmis sis-

temin Q yiikiiniin xarici sahads potensial enerjisidir. Sistem elektroneyt-
ral deyildirss bu enerji an bdyiik qiymats malikdir. Siranin ikinci haddi

koordinat baglangicinda yerlosmis sistemin d = Ze dipol momenti-

a

nin xarici sahads potensial enerjisidir:
U® = —dE,. (52.3)

Stranin iigiincii haddi koordinat baslangicinda yerlosmis sistemin Dj;
kvadrupol momentinin xarici sahads potensial enerjisidir:

=-D,— g, (52.4)
6 XX’

Siranin sonrak: hadlari O-da yerlagmis multipollarin xarici sahada
potensial enerjiloridir.)
Biz (52.3) diisturundan istifads edarok yiikiin dipolla va dipolun di-

polla qarsiligh tasir enerjilorini hesablaya bilarik. Forz etsok ki, E, bir
adad e yiikii tarefindan yaradilir, onda yiikiin dipolla qarsihgl tasir ener-
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jisi

Uz—do =S (52.5)

soklinds olur. Burada R yiikden dipola ydnalmis, R iso oksina, dipol-
dan yiiko yonolmis radius vektordur.

fki dipolun qarsiigh tssirini hesablayanda dipollardan birinin digo-
rinin sahasinda yerlosdiyini farz etmak lazimdir:

- L AB(ARI_dR? 23 2_AARVAR
U= —dIEZ = —dzEl = _d2 3R(dl§)5 le = (dld2)R Iigle)(dZR) : (52'6)

Burada R birinci dipoldan ikinci dipola vo ya oksine yonalmis radius
vektordur. Qarsiligh tosir enerjisi dipollara nazeron simmetrikdir. Bu
qgarsthiqh tasir enerjisinin sados hallarda ifadssins baxaq.

- —

d R 4

Dipol momentlori va R bir-birino paraleldir: —»» - >—>. Bu
2dd

zaman potensial enerji U =__Ii3_2 <0 olar va dipollar bir-birini calb

edor.
Ogor bu halda dipol momentlori antiparalel olarsa, ysni onlar

d R d,
<« » ->—» soklindo yonalorss, U= 2d‘§12
R

>0 olar vo dipollar bir-

birini dof edor.
Dipollar  bir-birina  paralel ~ va R->  perpendikulyardir:

dd R A4,
lt—--—-——-J ". Bu zaman U= dI‘{dz >0 olar va dipollar bir-birini daf

3

edar.
Ogor bu halda dipollar antiparalel olarsa, yani onlar

3

_a,t R dd
—-—--»la, soklinds yonolorsa, U=— II{Z <0 olar va dipollar bir-

birini cazb edar.
Dgor bu vektorlarn iigii do bir-birina perpendikulyardirsa U=0 olar
va dipollar bir-birins tasir etmazlor. Bu, dipollarin metastabil halidir:
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d’t__l_{__ ,d, Ld, LR.

Dipolun xarici sahads dayanigh halt
U =—dE =—-dEcos0 (52.3"

qarsiigh tesir enerjisinin minimum qiymatilo toyin edilir. Burada 6=0
oldugda Unmin=—dE olur. Belsliklo dipol momenti sahs istigamatinds yo-
naldikda onun potensial enerjisi minimum olur vs dipol dayaniqli hala

kegir. Xarici sahada dipola tosir edan qiivvoni tapmagq iigiin (52.3")
diisturundan monfi qrad almalyiq (mexanikada oldugu kimi):

F = —qradU = +V(dE) = (dV)E + [drotE] = @V)E . (52.7)

Burada biz §28-da verilmis qrad (bd) diisturundan istifade etmisik. Xa-
rici sahado dipol sahonin yiiksok qiymot aldigi torofo yer doyisir
(siiriisiir). Sahs bircinsdirss, yani E koordinatdan asih deyildirss, dipola

tasir edon qiivve F =0 olur. Lakin sistems tasir edon qilivvo momenti s1-
firdan forqli olur. Dogrudan da qiivve momenti

N= i}[faeaﬁ] =) e, iB]=[dE] (52.8)
a= a=l

diisturu ils ifads olunur. Bu giivva momenti ham bircins va ham ds gey-
ri-bircins sahs iigiin dogrudur.

§53.Vakuumda sabit maqnit sahasi.
Bio-Savar-Laplas ganunu

Biz §47-ds sabit elektromagnit sahssinin tonliklorini almaq iigiin
forz etmisdik ki, sahanin p vo j monbalori zamandan asili deyildir. Be-

15 halin miimkiin olmas: xatirina biz elektromaqnit sahssinin manbsalori
olan va vakuumda ixtiyar1 horskst edon elementar yiiklii zorraciklora
«siikunatds qal» va ya «sabit siiratlo harokat et» amrini vers bilmarik.
Burada bizim yegano imkanimiz harakat edon yiiklor sisteminin xarakte-
rik parametrlorini, yani koordinatlari, siiratleri, impulslari v s. boyiik T
zaman {izrs ortalamaqdan ibarstdir. Dogrudan da farz edok ki, sistemin
yiiklori finit horakst edirlor, yani onlar sonlu oblastda (hacmds) sonlu
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impulslarla horokst edir. Yiiklor sisteminin istanilon xarakterik para-
metrlarini (onlarin yaratdig sahs ds daxil olmaqla) ¥( ,t) ils isaro edak.
Bu komiyyatin yiiklorin miimkiin olan kvaziperiodlarindan (kvazidovr-
lorindan) gox-gox boyiik olan T zamani iizra orta giymatini hesablayaq:

_ 1
Voo = = I\V(r,t)dt. (53.1)
0

Bu parametrlorin zamana gors téromssinin orta qiymotini hesabla-
saq, onun sifir oldugunu gorarik:

dy 1tdy  yET)-y(,0)

& T dt T
Tow >

Axirinc ifadads kasirin surati sonludur, moxraci iss sonsuz artdigi-
na gora natica sifir olur. Bu diisturlar gostarir ki, y zamandan asili deyil

va Y -nin zamana goérs dayismo siiratinin orta qiymati sifirdir. Indi Mak-
dp OB _oH _

svellin I vo II nov tonliklorini zamana gors ortalasaq va —
& & ot

—

= % =0 oldugunu nazars alsaq bir-birindon asili olmayan asagidaki iki

qrup tonliklor sistemini alargq.

{E =0,
o (53.3)
divE = 47np(7).

divit = 5,
C

L. divH = 0. J

(53.3) tanliklari iso elektrostatikamn tonlikloridir, ¢linki zamana go-

(334)

ro ortalanmig E vo p yalmz T don asihidir vo onlar §47-ds verilmis
(47.1) tonliklorini ilo eynidir. Biz elektrostatikam osvvalki §-larda arag-
dirmisig.

(53.4) tonliklori sabit j(f) carayanimn yaratdig sabit H maqnit sa-
hosinin tonliklaridir. Biz kesilmazlik tanliyini zamana gors ortalayaraq

%% = 0 oldugunu nazars alsaq,
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Ldiﬁ = 0 (53.5)

toaliyini-alarrg. Bu stasionar corayanin 6dadiyi tenlikdir. Demsli (53.4)

tonliklari stasionar corayanin yaratdigt sabit maqgnit sahasinin tonliklori-
dir. Indi Lorens sortini ortalayaraq %p =0 oldugunu nazars alsaq,

divA =0 (336)

sortini alariq. Belaliklo sabit sahslords Lorens va Kulon kalibrlosmasi
list-iista diigiir. Bu zaman magqnit intensivliyi il vektor potensial arasin-
daki slago

ey

H = rotA (53.7)

soklinds olur. A -nin 6dadiyi diferensial tonliyi almaq iigiin (33.7)-ni
(53.4)-da yerino yazaraq
rotrotA = ﬂj voya V(VA)- VA = 4—”7
c c
tonliyini aliriq. Burada (58,6)-n1 nozars alsaq

V2A®F) =—225(F) (53.8)

c
olar. Belaliklo sabit maqnit sahasinin vektor potensiali da skalyar poten-
sial kimi Laplas-Puasson tanliyini 6dayir. Biz bu tanliyi tabii sarhad sorti
daxilinds, yoni

A~ L ~0 (53.9)
T

I

sarti 6dondiyi hal iigiin hall edacayik..§4%~ds tobii sarhad sorti daxilinds
skalyar potensial iigiin

V2(F) = —4np(F) (53.10)
Laplas-Puasson tanliyini hall etmigik. Son iki tanliyin miiqayisasindon

cixir ki, agor skalyar potensialin inteqral ifadoasinda (p(f)—)X(?) \)
p(T) —)lj'-(T) ovazlanmasini aparsaq, biz vektor potensialin asagidaki
c

inteqral ifadssini alarq:
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AR)== j| J(") (dP). (53.10)

Bu V hacminds axan stasionar cerayanlarin yaratdigi maqnit sahasinin
vektor potensialinin P miigahids n6qtasindaki ifadssidir.

Vektor potensialin grafiki-tosvirt-sokil 53-1-da-géstertimisdir. Vektor
potensiali bilorok maqnit sahasinin intensivlik vektorunu hesablamaq
olar:

I:{(f{o) = Etf&(f{o) = —% IF(? W |f{ J(d ) = J'[JR]

Burada rot amsliyyati miisahidos néqtasinin koordinatlarina gora (yani,
R,-a gora) aparilmisdir vo R = R, —7'-dir. Bu ifads Bio-Savar-Laplas

qanuny adlanir JBiz golocakds Makroskopik elektrodinamikada miihitin
xarakteristikalarini nazars almaqla bu qanunu genis tadqiq edacayik.

$okil 53.1

Qeyd edsk ki, bizim indi baxdigimiz mikroelektrodinamikada miihit
va ya cisim anlayis1 yoxdur. Bununla belo biz vakuumda sorti olaraq
naqil miihitds carayanin yaratdigi maqnit sahasine baxdigimizi forz edo-

rak, nagilin (df')=dV hocm elementinds axan corayann yaratdig da
intensivliyi iigiin (53.11) disturundan asagidaki diferensial miinasibati
aling:

= LR
¢c R

dv. (53.11")

Baxdigimiz hipotetik naqil miihiti sadalik iigiin en kasiyi AS olan
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uzun kvazixatti naqil kimi gétiirsok va ceroyana da kvazixatti corayan
kimi (yani 3"&1) baxsaq, jdV = j(AsAl) = (]XS)(TI =JdI olar. Burada dl
xatti naqil elementinin uzunlugudur, J iss naqilin en kasiyindon kegon

corayan siddatidir. Onda kvazixatti corayan elementinin yaratdigi maq-
nit sahasinin intensivliyi agsagidaki kimi ifads olunar:

aii = L [9R1.

53.11"
¢ R ( )

Burada R nagilin dI elementindan miisahids noqtesina ¢okilmis radius

vektordur. Diisturdan goriiniir ki, dH sahasi dI va R vektorlar il sag
yivli burgu teskil edir.

§54. Hoarakat edon yiiklor sisteminin (va ya carayanlarin)
maqnit dipolu momenti vo onun sahasi

Bu mosaloni sads hall etmoak iigiin biz vektor potensialin (53.10) ifa-
dasinds yiiklorin diskret paylandig hala kegmsliyik. Qeyd edak ki, mik-
rocarayanlarin ortalanmaya gadar ifadssi hom koordinatdan vo hom da

zamandan asthdir: j(¥,t). Bir aded ve ya e, yiki V, siirati ilo harakat
edirso, onun yaratdigi mikrocarayan sixhig.

L @D=p7,=¢,7,(OF-L (1)
olar. Onda harakat edon N sayda elementar yiikiin yaratdig mikrojsray-
an sixhgt

JEH=) 1 =), (D8E-L (1) (54.1)

a=1

soklinda gostorils bilor. Burada e,,v, vo I komiyyatlori a-c1 zorraciyin

yiikii, siirati vo radius vektorudur.(53.10) ifadasinds bu carsyanin orta
qiymati istirak edir. Ona gors (54.1)-1 (53.10)-da yerins yazaraq, zamana
gors ortalama aparmaq lazimdir. Alinmis ifadeds inteqrallanmani 6 -
funksiyanin kémayi ilo apararaq vektor potensialin diskret yiiklor siste-
mi halinda ifadasini alnq:

—

€

N
= 22, 54.2
2 (54.2)

ARy=Y

e,V
clRo —I,

—
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Burada R, =|ﬁ0 —fa| -dir. Indi vektor potensialin yiiklor sistemindan gox

uzaq masafods yaratdigi saha ilo maraqlanaraq, (54.2) funksiyasini kigik
rﬁ

<<1 parametri iizra (49.3) Teylor sirasina ayirib yalniz iki hadls ki-

o

faystlona bilorik:

ARy)=X

sok:

Biz burada avvalcs eyni bir T, BZﬁRL] haddini slavs etdik va ¢ixdiq,
0

vRL vurugunun zamandan asili olmadigini noazars aldiq vo axirinci
0
hadds ii¢ vektorun iki gat vektori hasilindan istifada etdik:
[3[bE]]=b(@ECE)-E@b)=—[[bc]a].

(54.3) ifadasini yuxarida yerina yazaq va birinci hodd zamana géra
tam toromo oldugundan onun orta giymstinin sifir oldugunu nazors
alaq:

AR,)=- ie—{[ra WH = —[ﬁﬁ i} = ERR—] . (54.4)

a1 2C 0 R, 0

Burada
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Se
= [£7 54.5
H=2 o, (54.5)

harokat edon yiiklor sisteminin yaratdigi maqnit dipolu momentdir.
(54.4) diisturu iss O-da yerlogmis maqnit dipolunun P miisahids noqte-
sinds yaratdig1 vektor potensialidir. (54.4) ifadasins maqnit momentinin
orta qiymati daxildir. Orta qiymat isa sabitdir. Buradan bilavasits alinir
ki, maqnit dipolu momenti koordinat baslangicinin segilmasindan asili

deyildir. Dogrudan da aralarindaki masafa b olan iki O va O'koordinat
baslangici se¢sok 7, =T, ~b olar (bax: sakil 49.4). Bunu (54.5)-ds nazora

alaq va maqnit dipolunu ortalayaq:

A=Y ]-> Sh)-3 e;[f;va]? Fo(545)

olar. Burada[bv ——[br] 0 olur.

Indi (54.4) diisturundan istifade edorak magqnit dipolunun yarat-
di1g1 magnit sahassinin intensivlik vektorunu hesablayaq:

H(R,) =1otA(R,) = [ “;fs ]} Lo, ]- [[uR ]VRI}

- (TR - (uV)R}+[[ ]3R] 2, DR+ (FR Ry} =

Ry | Ry Ry
- 3(ﬁﬁo)ﬁo _ﬁRg i
R,
Son naticani yazaq:
= = . 3(iR,R R2
AR,) = @ )R5 B (54.6)

Bu diistur tamamils elektrik dipolunun yaratdig: elektrostatik sahanin
elektrik intensivliyi diisturunun analoqudur (bax: (49.8)). H-m sferik
sistemdo proyeksiyalar1 E -ninki kimidir, yeni (49.9)-da d svezino {i

yazsaq biz H -1n proyeksiyalarin alariq.
Yiiklorin diskret paylandigi hal igiin yazilmis maqnit dipolu mo-
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mentinin (54.5) diisturundan yiiklorin kasilmoz paylandig hala kegmsak
ficiin kémakgi (34.15) barabarliyindan istifada etmok lazimdr:

1 = "
H=— [i£ V. 54.5
ii 2CJ[TJ]d (54.57

Belsliklo maqnit dipolunun ¢ox uzaq moasafods yaratdigi stasionar
maqnit sahosinin vektor potensiali vo intensivliyi (54.4) va (54.6) diistur-
lar1 ilo tasvir olunur.

Indi 2 adad sads masaloys baxagq. Fsrz edak ki, xiisusi yiiklori eyni

olan | S =22 -] vs qeyri-relyativistik harskst edon (v,<<c)
m, m, m

yiiklor sistemni verilmigdir. Gostarak ki, bu sistemin maqgnit momenti
onun mexaniki (orbital) momenti ilo miitanasibdir. Dogrudan da

U (N S 1 & _.ﬁ
i-LYe i, -5—§ AR L N SN

i[rf) =—1 (54.7)

p—- 2mc

Burada P, =m,V, a-c1 zarraciyin geyri-relyativistik impulsu, L sistemin

harakst migdar1 momentidir. vurugu sistemin giromagqnit faktoru

mc

adlanir.
Belos malum olur ki, sksar elementar zarraciklor (e, p, n va s) spin ho-

rakat miqdar1 momenti L, va spin magnit momenti i, -o malikdir. Spin

kvantmexaniki kamiyystdir vo har név zarracik iigiin miioyysn gqiymato
malikdir. Spin magnit momenti do spin harakst migdar1 momenti ils
miitanasibdir, lakin miitanasiblik amsali miixtalif zarraciklor tigiin miixts-
lifdir. Elektronlar ii¢iin bu miinasibat

i=—L, (54.8)

soklindadir.
Ikinci mosalo olaraq kvazixatti sorti nagildon axan kvazixatti stasio-
nar corayanin magnit momentins baxaq. Kvazixatti caroyan halinda

jdV=Jdl olur (bax: (53.11")). Bunu (54.5") diisturunda nozer3 alaq:

300



ﬁz%{é%[fﬂ].

Burada L xatti naqilin konturunun uzunlugudur, J isa naqilin en kasiy-
indon kegan sabit carayan siddstidir. Sadslik igiin forz edsk ki, nagqil
miistavids (mss. xoy miistavisinda) yerlasir (sakil 54.1). Vektori hasilin

torifino gora % de] =ds olur. ds modulca sokilds géstarilon iigbucagin

sothidir. Bu vektor T va dI ilo sag yivli burgu toskil edorok miistavinin
i normali boyunca yonslmigdir:

Sokil 54.1

ds=nds vs ds iigbucagin sahssidir. Bu dediklorimizi yuxarida fi-niin
ifadasinds nazars alsaq:

ﬁ=1c§d§=ls-ﬁ (54.9)
C

olar. Burada S L konturu ils hiidudlanmus sathin sahasidir. Belaliklo co-
royanll L konturunun yaratdign maqnit momenti (1/c daqiqliyi ils) ce-
royan siddati ils konturla hiidudlanmus (vektori) sathin sahasinin hasili-
nd barabordir.

§55. Magqnit sahasinds yerlogmis magnit dipolu, dipola tasir edon
qiivva va qiivvo momenti, iki maqnit dipolunun qarsiigh tasiri
Biz §52-da xarici elektrostatik sahado yerlogmis yiiklor sistemini 6y-

rondik. Indi buna oxsar olaraq xarici sabit maqnit sahasinds yerlosmis
carayanlar sistemina, yoni harakst edan yiiklar sistemina baxaq. Biz bu-
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rada da sakil 52.1-do gostorilon sxemdan istifads edacayik. Xarici maqnit
sahasinin manbayinin corayanlar sistemindan ¢ox uzaqda yerlosdiyini
forz edak. Carayanlar sisteminin daxilinds O koordinat baglangicini se-

¢ok va 33 carayan elementinin (yani horakoat edan cari e, yiikiiniin) radi-
us vektoruna 1, deyak. Xarici manbadan 1, va O néqtalarina ¢okilmis

radius vektorlari ﬁa \£) f{o ilo isara edok. Biz indi sokil 52.1-ds forz
edacayik ki, yiikler, o ciimlodan cari e, yiikii milayyan siiratlo harokat
edarak caroyan yaradir. Qabul edacayik ki carayanlar sonlu V hacminda
paylanmusdir. Sokildon goriiniir ki, R, =R, + T, -dur.

Baxdigimiz sistemin Laqranj funksiyasini yazaq.

£3 =—Zm c21/1——§+2—vA(R )=1L, + Z—v AR,).(55.1)
C

a=l] a=l|

Biz stasionar coroyanlara baxdigimiza géro zaman iizro ortalama
aparmislq. Burada L, sorbast yiiklorin Lagranj funksiyasidir vs

AR,)=A(R, +r,) xarici maqnit sahssinin vektor potensialidir. Indi
(55.1)-da ikinci haddi ayrica hesablayagq:

ieam& )= ie—av (AR, +EV)AR,)+...} . (55.2)

a=l C a=l| Y

Biz A (R, +1,) komiyyatini kigik r, << R, parametrlorinin istlorins gors

Teylor sirasina ayiraraq iki hadls kifaystlonmisik. Burada A (R ) za-

mandan asili olmadigina gérs birinci hadd g—t—(fa A(ﬁo)) =0

olur vs ikinci haddi (54.3) diisturuna asasen

TEDAR,) =5 3 GEVVAR,) + LT, VAR, (553

soklindo yazsaq, burada da birinci toplananin sifir oldugunu gérarik.
(55.2) va (55.3) ifadalorini (55.1) diisturunda yerins yazsaq

Z=L, +Z— iv, [VAR)|=L, + @AR,) (5.1
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alariq. Laqranj funksiyasinda qarsiligh tosir haddi oks isara ilo potensial
enerji oldugundan, buradaki

LUﬁ = —(fiH) (55.4)

haddi corayanlar sisteminin maqnit momentinin xarici maqnit sahasinds
potensial enerjisi va ya qarsiligli tasir enerjisidir.

Bu diistur siikunotdoki yiiklor sisteminin dipol momentinin xarici
elektrostatik sahads (52.3) diisturu il toyin edilon

U® = U, = -dE, (55.5)

potensial enerji diisturunun tam oxsaridir. Maqgnit dipoluna maqnit sa-
hasinds tasir edan qiivveni tapmaq iigiin (55.4) diisturunun moanfi qra-
diyentini (mexanikada oldugu kimi) hesablamaliyiq:

F=-VU, = V(i) = @9)A + [firot H]={V)AR,) (55.6)

Bu hesablamada-biz-§28-do verilmis grad(ba) diisturundan-istifads et-
-saigtles Maqnit sahasinds maqnit dipolu sahonin yiiksok giymats malik
oldugu tarofs yerdayisir. Sahs bircins oldugqda dipola tasir edan qiivva
sifir olur. Lakin sistema tasir edon qiivvo momenti hamiss sifirdan farg-
lidir. Dogrudan da harakat edon yiiklors (corayanlara) tosir edon qiivva
momenti asagidaki kimi hesablanir:

N=Y 2 vu]=3 = F G0 -AEv)) = X 20, G0 -

a

0 0
2;dt(*2} Z {t(f faﬁ))+[[ﬁa]ﬁ|}=[ﬁﬁ‘]_’ (55.7)

Biz burada ikigat vektori hasili agiq yazdig, v,(fH) haddina (54.3)

diisturunu tatbiq etdik vs zamana gors toromolarin orta qiymatinin sifir
oldugunu nezars aldiq. Qiivve momenti maqnit dipolunu maqnit sahasi
istigamatinda y6naltmays ¢ahsir. Son diistur ham bircins va homds gey-
ri-bircins sahs liglin dogrudur. Maqnit qiivvo momenti va elektrostati-
kada elektrik dipoluna tasir edon qiivva momentinin tam analoqudur.
Beloliklo deya bilorik ki, elektrostatika ilo magnitostatika arasinda
boyiik oxsarliq moévcuddur.

Biz stasionar magqnit sahasinds biitiin miinasibstlori zamana goérs or-
talama yolu ila ¢ox asanliqla aldiq. Belo malum olur ki biz bu miinasi-
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botlori ortalama aparmadan da ala bilarik. Lakin bu zaman asagidaki
eynilikdan istifads etmoliyik: Koordinatdan asili olan har hansi T vek-
toru V hocminin daxilinds divi =0 vo hacmin sathinds J, =0 (i sothin

normalidir) sartlorini 6dayirss, onda ﬁdv=0 sorti do 6dsnmalidir.
v

Dogrudan da ixtiyari sabit & vektoru gétiirak ve J(ar) hasilin divergen-
siyasini hesablayaq:

div(J -(8F)) = JV(&aT) = Ja.

Alnmus ifadani V hacmi iizrs inteqrallayaq vo Qauss teoremini tatbiq
edok:

[div(F@m)dv= d1,@)ds=0=3 [JdV.
\Y% S \Y

Buradan dev =0 alirq.
v

-BdiLil.(i maqnit dipolunun qarsiligh tasir enerjisini hesablayaq. Forz
edok ki fi, dipolu fi, dipolunun yaratdigi H, maqnit sahasinds yerlos-
migdir. Bu dipollarin qarsihigh tasir enerjisi asagidaka sakilds yazilir:

R’ -3(,R)(#E,R)

1
U =—H'IH2=“12 RS

il

(55.8)

Burada R {i,-dan fi, -y va ya aksino yénolmis radius vektorudur. J

Allnmus qarsiigh tesir enerjisi dipollara nozoran simmetrikdir.
Maqnit dipollarinin (55.8) qarsiligh tssir enerjisi, elektrik dipollarinin
(52.6) qarsiligli enerjisi ils tam oxsardir. Burada da maqnit dipollarinin
qarsihigh yonslmasindan asili olaraq onlarin bir-birini cozb va ya dof et-
mosi tamamils elektrik dipollarinda oldugu kimidir.

Elektromaqnit sahasindas tasir gostoran yegans qiivve Lorens qiivve-
sidir. O, xarici goriiniisca ¢ox sado, lakin monaca ¢ox timumidir. Elek-
tromaqnit sahasinin maddi miihitls qarsihiql tasirinda, carayanl nagilla-
rin bir-birins etdiyi tasirds va s.-ds bu qiivvonin miixtalif tazahiir forma-
larina rast golirik. Bu formalardan biri Amper qiivvasidir. Malumdur ki,
mikroelektrodinamikada miihit, cisim anlayisi yoxdur. Lakin bazi
diisturlan almaq iigiin burada hipotetik, sorti»miihitin»oldugunu forz
edirlor. Qabul edak ki, belo sorti «miihitdo» xarici maqnit sahasi méve-
uddur va o harakat edan mikro yiiklara Lorens qiivvasi ila tasir edir. a-c1
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yiiks tasir edan qiivva
- e - =
F =%l
c
olacaqdir. Biitiin yiiklors tosir edan Lorens qiivvasi bu qiivvalarin vektori

comins barabardir:
F=) Sl f]
a=| Y
Biz burada (34.15) komokgi diisturdan istifads edarsk diskret paylan-

madan kasilmoz paylanmaya kega bilorik:
= el = 1=
F= |-p|VH|dV = |-|jH{dV. 55.9'
vfc olve1] Vfc i (55.9)

indi bu hipotetik «miihiti» en kasiyi AS olan kvazixatti naqil kimi te-
sovviir etsak va naqildon axan corayana da kvazixatti carayan kimi bax-

saq (?"dT ), naqilin dl uzunluglu hacm elementi dV = (EdT) olar. On-

da jdv = 3(_A-§ Ef) =@ Ké)ai =Jdl yazmagq olar. Burada J = (Kéj) naqilin
en kasiyindon kegan xatti coroyan siddstidir. Bunlar1 (55.9')-ds nazars
alaraq asagidakini yaza bilarik:

- T o Y
LF—Zch'[dBH]. (55.9")

Burada L xatti konturun uzunlugudur. Carayanl naqilin dI uzunlugu-
na tasir edan qiivve

dF = 1[diﬁ] (55.9")
C

olar. Bu Amper diisturu adlanir va dF qiivvasina Amper qiivvasi deyilir.
Biz (55.9) diisturundan istifado etsak, corayan kegon «miihitin» vahid
hacm elementins tasir edan qiivveni, yani qiivva sixhigini asagidaki kimi
yaza bilorik:

?:%Eﬁ] (55.9Y)

J
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§56. Larmor teoremi

Atomu va ya atomlar sistemini H magqnit sahssino daxil etdikda
zarraciklorin hali dayisir, ¢iinki onlara F =§[Vﬁ] Lorens qiivvasi tasir
edir. Gostaracayik ki, maqnit sahasinin tesiri altinda sistemdoki biitiin
elektronlar eyni bir istigamotds & :2meﬁ tezliyi ils firlanma (prese-

siya) harakati edacoklor. Bu firlanma tezliyi Larmor tezliyi adlanir.

m, m, m, m

a

Forz edak ki, xiisusi yiiklari eyni olan [&ze—z:..: Ca =_e_]

geyri-relyativistik (v, <<c) yiiklor sistemi sferik simmetrik elektrik sa-

hasinds harakst edir. Simmetriya oxu olaraq oz oxunu se¢ok. Bu siste-
min Laqranj funksiyasi

N 2

L=Y"%_y (56.1)

a=l 2
olacaqdir. Burada U zarraciklorin bir-birilo vo homdo xarici elektrik sa-
hasi ilo qarsiligh tasir enerjisidir, N isa zarraciklorin sayidir. Indi firlan-
ma oxu oz olan va @ tezliyi ilo firlanan koordinat sistemina kegak.
Siikunatdaki sistemdan firlanan sistems keg¢dikds zarraciklorin siirati
asagidaki kimi ¢evrilir:

v, =V, +[F ]. (56.2)

Burada v, siikunatdoki, ¥, iso firlanan sistemds zorraciyin siiratidir.

a

Firlanan koordinat sisteminds sistemin Laqranj funksiyasi
N
Z — @ +[aF P -U (56.3)
a=l]

soklinda yazilir. Qeyd edok ki, firlanma zamani zarraciklor arasindaki
moasafa vo onlarin xarici elektrik sahasi morkszindon olan masafalori
dayismir, yani zarraciklorin potensial enerjisi doyismir:

U, 5,...)=U0'(F .5 ,...).

Ogor farz etssk ki, koordinat sisteminin firlanma siirati zarraciklorin
harokat siiratindan ¢ox kigikdir, yani
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[BF ]<< ¥, (56.4)

sorti ddanir, onda (56.3) Laqranj funksiyasinda @-ya gérs xatti hadlorlo
kifaystlonmoak olar:

>

a=l

L(A)

{ mazvf +m,, 67 ]}]— U’ (56.3)

Indi forz edok ki, baxdigimiz ilk yiiklor sistemini bircins maqnit sahasina
daxil edirik. Onda sistemin Lagranj funksiyas: agagidak sokilda yazilir:

Z{ 22 AG, )}]

i{ A +—m v [Hr ]{E (56.5)

o 2mc

Biz burada maqnit sahosinin bircins olmasi sortinden, yeni
A= %[ﬁi] diisturundan istifads edorak Laqranjianda ikinci haddin

soklini bir az dayisdirmisik:

ZNjea vaA@){Nlﬂv [H“] M,

o C a 2C 2mc

Indi L, vo L, Laqranj funksiyalarini bir-birina borabor gotiirak,

yani yiiklor sisteminin maqnit sahasinds va firlanan koordinat sistemin-
do 8zlarini eyni sokilde apardigini forz etsok, son Laqranj funksiyalari-
nin miigayisesindan

d=—H=05, (56.6)

barabarliyini alirig. Demsli, sferik simmetriyaya malik elektrik sahasin-
d> yerlosmis yiiklor sistemini bircins maqnit sahasine daxil etdikda,

yiklor sistemi c6=?e——ﬁ=o3L tezliyi ilo firlanma horokoti edacakdir.
mc

Bu, Larmor teoremi adlanir vo ®-ya Larmor tezliyi deyilir.
Larmor teoreminin dogru olmas: iigiin miitlaq (56.4) sorti denmali-
dir. Qeyd edok ki, Larmor teoremini miixtalif iisullarla isbat etmoak olar.

Masalan, agor biz firlanan Koordinat sistemini bircins H magnit sahs-
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sina daxil etsaydik, Larmor tezliyi iiglin @; = —;i—ﬁ ifadasini alardiq.
2mce

Indi sistemin mexaniki momentinin bircins maqnit sahasinds hars-

kotina baxaq. Mexanikadan bilirik ki, L mexaniki momentin zamana
goro toramosi sistems tosir edsn qiivve momentins barabardir:

dL  [=o
— =|uHj.
a " ]
Biz (54.7) va (56.6) diisturlarindan p = T v O, = L oldugunu
2mc 2mc
bilarak
dL =
—=-[o, L 56.7
" (o, L] (56.7)

tonliyini aliriq. Tonlikdon goriinir ki, sistemin L mexaniki momenti (va
onunla birgs i magnit momenti) H maqnit sahasi ilo sabit bucaq taskil

edorak onun atrafinda —®, tezliyi ilo firlanir (Larmor presesiyast).
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VIII FOSIL
DOYiISON ELEKTROMAQNIT SAHOSI

§57. Sorbast elektromaqnit sahasi va onun tonliklori

M&-ﬁa&iﬂe;den—bﬂirﬂe—k},ﬂektromaqnit sahasini elektrik yiiklori
vo coroyanlar yaradir vo bunlar elektromagnit sahasinin manbalori adla-
nir. Lakin belo malum olur ki, xiisusi halda yiiklor va carayanlar olma-
digda da elektromagqnit sahasi mévcud ola bilor. Bu zaman sahs heg bir
yiikla va carayanla slagadar olmur vo ona géra ds sarbast elektromagnit
sahasi adlanir. Bu sahanin tanliklorini almaq tigiin imumi sokilds yazil-
mis Maksvell tonliklorinds sahonin monbsalorinin sifir oldugunu, yani

p=]=0 sortini qobul etmok lazimdir:
oH

o= L
c Ot

rotH =——, 57.1
- (57.1)
divH =0,
divE =0.

(57.1) tonliklorindan goriiniir ki, sarbast elektromaqnit sahasi zama-

na gora dayison saho olmalidir, yani % #0 vo —aa—I;I— # 0 sorti 6donmoli-

dir. 9ks halda yuxarida yazilmig sarbast Maksvell tanliklorinin halli ey-
nilik kimi sifir olacaqdir (E =H =0). Sarbast elektromaqnit sahssino

elektromagnit dalgalar: da deyilir, ¢iinki asagida.gérecoyiktet; (5X.1) ton-
liklorinin hallari yalniz dalgalar soklinda tasvir edilir. Tobistds sarbast
elektromaqnit sahasins aid misallar géstormok olar. Masalon, bir-birinin
antizarraciyi olan elektron va pozitron annihilyasiya edorok 2, 3, 4,....n
sayda fotona gevrils bilor (e~ +e’ —.2y,3y...,ny ).Yaranmig bu fotonlar
ozliiyiinds sarbast elektromaqnit sahasidir. Umumiyyatls siialanma sahs-
si miiayysn yaxinlagmada sorbast elektromaqnit sahasidir.

Sahonin tonliklorini sadslosdirmok igiin g6starok ki, sorbost elek-
tromaqnit sahasinin 4-6l¢iilii potensialinin 4-cii komponenti sifira bora-
bardir. Bunun ii¢iin potensiallarin 6dadiyi
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4 oA
diva+ L 22 _0voya 2L, (57.2)
c Ot ox

n

Lorens sortindan istifads edak. Belo malum olur ki, Lorens sorti potensi-
- allar1 birgiymsatli toyin eds bilmir vo burada miiayyan ixtiyariig qalir.
Belo ki, Loretis sartini 6domokla yanasi A ,-nii xiisusi név qradiyent gev-

rilmasinag tabe etmak olar:

(3%3)

2
Burada fo (x) ixtiyari funksiya olmayib, yalniz 6_f20_ =0 tanliyinin halli-
n
. . O =, 18
dir. §15=domrbitirke-ka, Py =V’ - o =0 — Dalamber operatorudur
"

(Dalambertian). (3%.3) beraborliyindsn x,-yo gors toroms alsaq, gorarik
ki, A, Lorens sortini 6doyirss, onda A, -ds Lorens sartini ddoyacokdir:

0A' OA 2 0A
_ "+af;’= £ =0. (57.2)
X, oX, oX; 00X,
(54.3) boerabarliyinds p =4 yazsaq,
of, 1 of,
A=A, +—L voya¢'=p—-——> 57.4
4 4 ox, Ya¢ =¢ ot ( )
2
aling. Burada ¢ potensiali da fy funksiyasi kimi Z_(ZB =0 tonliyini 6d9yiﬂ
"
) o . = 106A
Bunu géstormak iigiin (57.1) sisteminin axirinci tanliyinds E =———5t——
c
—Vo yazaraq, (57.2) Lorens sortini nozers almaq lazimdir. Belslikls

ofy

(57.4) barabarliyinin sag torafinds ¢ va ! eyni bir tonliyi 6dadiyin-

dan onlari islah edarak
o' =0 (57.5)

sartini alirig. Bu sort yalniz sarbast elektromaqnit sahasi iigiin dogrudur.
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Potensiallarin gradiyent gevrilmasi zamani E vo H vektorlar: inva-
riant qaldigina gérs onlar1 A, potensiallar ils ifados eds bilarik:

g _LOA
cot’ (57.6)
H=rotA".

Bu yazihigda (57.5) sortini nozars almugsiq. (57.2') Lorens sortinds ¢'=0
oldugunu nazars alsaq

OA -
ax” =0 vaya divA'=0 (57.7)

m

miinasibatini aliriq. Belaliklo sorbast elektromagqnit sahasi Kulon kalibr-
losmosini 6dayir. Asagida gostoracoyik ki, (57.7) Kulon kalibrlogsmasi

sorbast sahonin eninalik sartidir. (57.1) sisteminin ikinci tenliyinds E vo
H vektorlarimin (57.6) ifadslorini yerina yazaraq, sahonin (57.7) eninalik

sortini nazers alsaq sorbest sahonin A' potensiali iigiin asagidaki dife-
rensial tanliyi almig oluruq:

271 2
rotrotA'=—iza? - V(VA)-V?A' =~ 12 62 A’
c’ ot ¢’ ot
voya
— 2 1 62 ", —
V- |RGED =0, (57.8)

Buradak: axirinci tonlik sarbast Dalamber tanliyi adlanir va onu adaton
C Dalamber operatoru vasitasils yazirlar:

OA'(F,t)=0. (57.8")

Riyaziyyatdan malumdur ki, Dalamber tonliyi dalga tanliyidir. Be-
lalikls sorbast elektromagqnit sahasinin potensiali sarbast dalga tonliyini

6dayir. Indi gostarak ki, sarbost sahonin E vo H intensivliklori do Da-
lamber tonliyini 6doyir. Bunun iigiin (57.6) ifadesindaki, _19 va rot
c

operatorlar ils (57.8") Dalamber tonliyins tasir edarak, bu operatorlarin
0 Dalamber operatoru ilo kommutasiya etdiyini nazors alaq:
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0 =(—l—a—) DA'ED(-lg)A' OE(r,t)

C
Va

0=rot0A' =OrotA’ =0H(T,1).

Beloliklo sarbast sahonin biitiin vektorlar1 sarbast Dalamber tonliyini
odoyir:

DALE,H=0. (57.9)
_l

§58 Sorbast Dalamber tonliyinin halli. Qa¢an dalgalar

Elektromaqnit sahasinin vektor potensialinin 6dadiyi
2
(vz —if-JA (1) =0 (58.1)
¢’ ot?

Dalamber tonliyinin halli ilo masgul olaq. Indidan etibaran potensialin
{istindoki strixi ataraq, onu sadaco A(f,t) ilo isaro edacayik

(A'(F,t) = A(f, t)). Sadalik tigiin forz edok ki, sahs birélgiilii fazada x oxu

boyunca yayilir, yoni saha x vo t-don asilidir: A(x,1). Bu zaman Dalam-
ber tonliyi

0 185
(y —-(;2—at2-jA(X,t) =0 . (582)

soklinds yazilir. Moasoloni asanlagdirmagq iigiin Dalamber operatorunu
iki vurugun hasili kimi yaziriq:

0 10y o 10 ,
(Za;““cat)(?a;‘;a:)’*( %1)=0 G82)

indi x va t dayisonlari avazina yeni & va 1 dayisenlorini
E=t-X =t+e (58.3)
c c

soklinds daxil etsak, (58.2") tanliyi ¢ox sads sokls diisor. Bunun tgiin ton-
liys daxil olan téromoalari £ va n-ya gora toramalarle avoz etmak lazim-
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dir:

OA(x,t) _0A 05 OA on_ 10A 10A 1(6 a)ix@n)-

ox  OE Ox om O0x cdE con

M_é.%..._a_‘z_‘.@_ i+_g.j]\(§ )
ot o ot on o \om o ae) "
Bu téramolori (58.2') tanliyinda yerins yazsaq
290029 3¢ m= PAGM) _
R 6‘71( R aéJA(&,T}) 0 vaya onE 0 (58.4)

tonliyini alirig. Bu xiisusi toramoali 2-ci tortib sads diferensial tonlikdir.
Tanliyi n izra inteqrallayaraq ?é% =C, (&) ahiriq. Ahnmus ifadsni &

{izra integrallayaraq (58.4) tonliyinin iimumi hallini asagidaki sokilds
yaziriq:

AEm) = [C®)de+Cy(m) = A, (&) + A, (). (58.5)

Burada A,(§) vo A,(n) funksiyalar1 (58.4) tonliyinin bir-birindo asil

olmayan holloridir. Onlar halslik ixtiyari funksiyalardir vo onlarin sokli
(formas1) masalonin baslangic sartlorindan asilidir. Qeyd edak ki, bu hal-
lor (58.4) tonliyinin inteqrallanma sabitlori kimi toyin edilir. Masalan,

C,(¢) baxdigimiz diferensial tonliyin n-ya gérs inteqrallanma sabitidir

va C,(n)isa tonliyin & -ys gors inteqrallanma sabitidir.Bu holleri aynh-
qda tahlil edak.

Forz edak ki, A,(n)=0. Onda AEM=A )= Al(t —3) olur. Bu
c

hall yalmiz t-= ilo, yoni arqumentlorin farqi ils toyin edilir. Forz edsk
c

ki, bu fargin har hans se¢ilmis sabit a qiymstinds, masalen, X1 néqtasin-
ds va t; aninda Al halli har hans: ixtiyari goklos (formaya) malikdir. Bagqa

X : X .o o
s6zlo t, ——-=a qiymstinds forz olunur ki, A, -in sokli bizo mslumdur.
c

Bu sokil zaman kegdikca fozanin digor noqtolorinds eynils sénmodan to-
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X )
krar olunmalidir. Dogrudan da agar t, ——2 =a olarsa, bu gokil t; anin-
c

da x2 noqtesinds tokrar olunacaqdir. Bu iki miinasibati birlogdirarak

X X .t 1s " : .
t, —?‘ =t, ——5— =a Yyazsaq, gororik ki, X1 vo x2 néqtelerinds hamin go-

kil tokrar olunur. Yaziligdan aydindir ki, t; >t; oldugda x>x; olur, yani
zaman kegdikca sokil X oxunun miisbat istiqamotinda harokst edir. Sok-
lin harakat siiratini tapmagq tligiin yuxaridaki miinasibstds x-larin farqini

t-lorin forgino boélmoak lazimdir. Basqa sozlo t—= = const ifadasindsn
c

dx . - X

zamana gore téroms almaq lazimdir: v, =I =c. Beloliklo A,(t——)
c

sahasi x-1n miisbat istigamatinds vi=c siiratils yayilir. Sahonin asili ol-

dugu t-= ifadasino sahaonin (dalgamn) fazasi deyilir. Faza sahonin
c

(dalganin) formasinin foza vo zamana gors paylanmasini xarakterizo

edir. Yuxaridakilar1 yekunlagdiraraq deys bilarik ki, Al[t —i) halli X
c

oxunun miisbot istigamatinds harokst edsn dalgadir va onun vi=c
yayilma siirati faza siirati adlanir.

Indi ikinci hallo maraqlansaq, A(¢,n)= Az m= Az(t +%) yazma-
liyiq. Az sahasi do baslangic sertlordon asili olaraq miisyyan sokls (for-
maya) malikdir. Farz edok ki, t, +Xop (sabit) halinda As-nin gokli bi-
zo malumdur. Bu gaklin t; aninda (;(2 noqtasinds tokrar olunmasi iigiin

X X :
miitlaq t, +—2=t,+—=b olmaldir. Buradan ¢xir ki, t;>t; oldugda
c c

x2<x1 olur. Bu o demokdir ki, zaman keg¢dikca sakilix-m azalmasi istiga-
motindo harokst edir. Sahonin horskst siirotini tapmaq igiin

X : : i dx
t+—=const ifadesinden zamana gore téroms alsaq v, =— =-c¢ olar.
c

. ) . . X
Stiratin manfi olmasit X oxunun aksine harskati tasvir edir. Az(t+§J

sahasi X oxunun oksina isiq siirati ilo horakat edir.
Belolikla sarbast Dalamber tanliyi xiisusi halda X oxun miisbat v3
thanfi istigamatinds igiq siirati ilo harokat edan iki dalgam tosvir edir. Bu
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dalgalar bir-birinden asili deyil va ona géra do interferensiya eds bilmaz-
lor. Bu dalgalar gagan dalgalar adlanir.

Indi gostorak ki, sorbast elektromaqnit sahasi enins sahadir. Bax-
digimiz halda potensial yalmz x vo t-nin funksiyasi oldugundan

(A(x,1)) (57.7) miinasiboti asagidaki soklo diisiir:

O0A

divAx,t: X =0.
(x,1) o

2

Bundan x-a goro téroms alsaq, Az" =0 olar. Indi (58.2) tenliyini

A, (x,t) lglin yazaq vo burada yuxaridaki iki qat téramani nozars alagq:

* 18 1 3’A,
o oo R0 veya 5Tt =0

Son ifadani t-i == const = —E, aliriq. 57-ci §-dan

bilirik ki, sarbast elektromaqnit sahasi miitloq zamana gors dayisen saho
olmalidir, oks halda o sifira boraberdir. Ona gbra axirinct ifadadan

E = =0 aliriq. Belaliklo E vektorunun yalniz Eyva E ; kom-

ponentlari sifirdan forgli ola bilar. Demoli, E vektoru OX oxuna per-
pendikulyardir, yoni E intensivliyi dalganin yayilma istigamatino per-

pendikulyardir. Indi %=0 tanliyini zamana gors inteqrallasaq Ax=

=const olar. Yena da nazars alaq ki, sabit sarbast saha ola bilmaz. Ona

gora Ax=0 olur. Beloliklo A vektoru da OX oxuna, yoni dalganin
yayilma istigamstina perpendikulyardir. Dalganimn yayilma istigamotin-

doki (OX oxu) vahid vektora i deysrok golocokds onu 1 ilo avaz
edacoyik: 1=4. i hamiso sahonin, dalganin yayilma istigamatindaki
vahid vektordur.

Indi E vo H intensivlik vektorlarii A ilo ifads edak:

1A 1aAa§ 10A _ 1z

f-_L10A_10oA _10A_ 1

cdt e&EM coE ¢ ¥
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Beloliklo sorbast elektromaqnit sahesinin ii¢ vektoru da ii-a perpendi-
kulyardir: A,E,H L. Sorbast elektromagnit sahasi enins sahadir. Biz
yuxaridak: axirmci diisturun fi -0 vektori hasilini gotiirsak

E =[Hii] (58.7)

ifadasini alariq. Ogor H =[fiE] ifadesini kvadrata yiksaltsok H* =E?
i,

boraborliyi alinar. Yuxaridaki miinasibatlordon goriiniir ki, E,H vek-

torlari sag yivli burgu toskil edir (sokil 58.1).

—_

E

"
Sakil 58.1
Qeyd edok ki, bizim baxdigimiz dalga (sahs) sslinde miistavi dalga-
dir va bu hagda novbati §-da strafl danisacagiq.
Son noticodo sorbast elektromagnit sahasi iigin Umov-Poynting
vektorunu, yani enerji seli sixligint vo sahanin impuls sixhigimi hesablay-
aq:

= Comm. € == € oy == C =

j = —[EH]=—[E[GE]] = — {fE’ -E(GE)} = —E* i =

41r[ ] 4n[ [RE]] 4n{ (nE)} ym
2 ry2
_CEHH S vi. (58.8)
4n 2

52 112 - .

Burada w = . sahonin enerji sixigndir. Biz burada E*> =H? bara-
n

barliyinden vo eninslik sortindsn istifade etmisik. (58.8) diisturundan
goriiniir ki, elektromaqnit sahosinin enerjisi vakuumda isiq siiratilo dasi-
nir.

Elektromaqnit sahssi impulsunun sixligi (41.17) diisturuna asason
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g = — soklinda tayin edilir. Burada (58.8) diisturunu nazars alsaq
c
=23 (58.9)
c

ifadssi alinar. Sahsnin impulsa malik olmasi onun tazyiqinin varligini
tomin edir (mas: is1g1n tozyiqi, Stoletov tacriibalori).

§59 Miistavi monoxromatik dalga

Elektromaqnit dalgalan igarisinds ¢ox miihiim yeri monoxromatik
dalgalar tutur. Ogor dalga (vo ya sahs) zamanin sads dévri (periodik)
funksiyasidirsa, o monoxromatik dalga (saha) adlanir.jMonoxromatik
yunanca eynirangli demakdir.éada dovri funksiyalar dedikds sin @t vo

cosot funksiyalar1 basa diigiiliir. Burada o = _2_TZ‘_ sahanin dairavi tezliyi,

T iss sahonin dévridir (periodudur). Baxdigimiz sarbast sahslords t ave-

zindo E_,=t—i Vo n =t+§istirak etdiyindon biz sads dovri funksiya
c c

olaraq sin®w, cosmf, coson va s. gotira bilorik. Bu funksiyalardan
har-hansi birini, masalan cos®&-ni gotiirak va onu kompleks istli fun-
ksiyanin haqiqi (real) hissasi kimi gostarak:

cos®Ef = Re e =Re e*'™ 7" (59.1)
Burada e*“* =coswf tisinoé oldugu nozors alinmusdir. Buradaki +

isarslorindan istonilon birisini se¢d bilorik. Funksiyada istirak edon

" komiyysti dalga adaodi adlanir. Onu bir az genis yazsaq
c

k=2 271:_27:73 moanasi aydin olar: dalga adadi 2n uzunlugunda yer-

c - Tc
lasmis dalgalarin sayidir. Burada A = zkﬁ dalga uzunlugudur va o, saho-

nin fazaya gors dovrililiyini ifads edir.
Yuxaridaki funksiyan sabit A, vektoruna vuraraq sahanin vektor

potensialini agagidaki kimi tasvir eda bilarik:
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LA(x,t) =Re{A,e "} (59.2)

Sabit A, vektoru dalgamn amplitudu adlanir. Umumiyystls amplitud,

kompleksi kamiyyatdir, lakin xiisusi hallarda haqiqi ds ola bilar. (59.2)-
do ot-kx dalgamn fazas adlamuBurada yegana mahdudiyyst sahanin
X oxu boyunca yayilmasidir. Bu mohdudiyyati lagv etmok iigiin eyni
baslangica malik iki adad ii¢ 6lgiilii K' vo K sistemlori gotiirak. Forz edok
ki, sorbast sahoys avvalcadon K' sisteminds baxmusiq ve goérmiisiik ki,
dalga X' oxu boyunca yayilir vo i yayilma istigamstinds vahid vektor-
dur. Fozada P miisahids noqtasi segak.
(59.2) ifadasini X' oxu boyunca yayilan dalga ii¢ilin yazaq:

A(X',t) = Re{A ey (59.2)

P miigahido noqtesinin OX' oxuna proyeksiyast x' koordinati
olacaqdir.

59.1 soklindan goriiniir ki, x'=(nir). Bu ifadani dalganin fazasinda

nozero alsaq ot-kx'=ot—k(if)=wt-kf olar. Burada k=7k= 23
c

dalga vektoru adlanir jDediklorimizi (59.2')-do nazars alaraq vektor po-
tensialin imumi ifadssini yazirq:

A(F,t) =Re{A e @y (59.2")
Y )¢
A
X, - .
;:
» X

$akil 59.1

Bu, koordinat sistemindon asili olmadan yazilmig monoxromatik dalga-

nin {imumi ifadosidir. Eyni amaliyyat: E va H vektorlar ilo aparsaq on-
lar tigiin monoxromatik dalganin imumi ifadssini alariq:
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E(F,t) = Re{E e "y,

. B (59.3)
H(T,t) = Re{H, e},

Burada E, vo H, monoxromatik elektromaqnit dalgasinda elektrik va

maqnit sahslorinin sabit kompleks amplitudlanidir. Qeyd edok ki, agar
saha {izorinds xatti amaliyyat (masalon: toplama, ¢ixma, diferensiallama,
inteqrallama) aparilarsa, onda xatti amoliyyatla Re amaliyyat: bir-birils
komutasiya edor: LiiRe(...)=Re Lxaf(...). Burada (...) monoxromatik

kompleks funksiyadir. Bunu divA(%,t) iigiin gostorak. Sadalik iigiin A,
amplitudunu haqiqi gétiirak:

divA(T,t) = VRe{A e} = VA  cos(kf — ot) = ~KA, sin(kf - ot).

Indi bu hesablamam V ilo Re smoliyyatlarinin yerlarini doyigdirmoklo
aparaq:

ReV{A ¥V} = Re{ikA e'® Y} = Re{ikA, cos(kf ~ wt) —
0 0 0
- l-u-&o sin(kt — ot)} = —IEAO sin(lzf - ot).

Bu iki son ifads bir birins barabardir.

Ona gors biz galacakda sahs iizorinds xatti amsliyyat apararken Re
anlayisina fikir vermadon yalniz sahonin kompleks sokilds yazilmus ifa-
dalori iizorinds istadiyimiz hesablamalari aparacagiq. Ciinki eksponensi-
al funksiyalar diferensiallamagq, inteqrallamaq ¢ox asandir. Ogar ehtiy-
ac olarsa, sonda alinmis naticonin Re hissssini gétiirmok olar. Lakin ¢ox
vaxt sahs iizerindo geyri xstti smoliyyat aparmaq (mss: sahoalori bir-
birins vurmagq, kvadrata yiiksaltmok ) lazzm golir. Bu amsliyyat1 sahanin
Re hissasi lizarinds aparmaq lazimdir. Masalen,

_ (ReE)? +(Re H)?
= = .

Indi miistovi dalgaya terif versk: Dalgamin yayilma istiqgamotina
perpendikulyar olan miistovinin biitiin néqtalarinda sahs eyni bir qiymo-
t2 malik olub, yalniz zamandan asilidirsa, belo dalgaya miistavi dalga

deyilir. Gostarak ki, A(F,t)=Re{A,e'* '} dalgas1 miistavi monoxro-

j=—C—[ReEReI:I], w
47

matik dalgadir. Koordinat baglangicindan 7, masafesinde dalganin k

vayllma vektoruna perpendikulyar bir miistavi kegirok (sokil 59.2).
Miistavi lizerinds ixtiyart M va N néqtalorini gétiirok. Onlarin radius
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vektorlarmma 1, va T, deysk vo bunlarin T,-la amolo gatirdiyi bucaglari

0y Vo 0y ilo isars edak.

Z

Sakil 59.2

Dalganin k¥—ot fazasi T-don asihdir. Miistovinin ixtiyari M ve N
noqtaleri {igiin dalganin fazasim hesablasaq, har iki noqte iiglin eyni bir
giymat alarq. Dogrudan da T, vektoru sathe normal oldugundan o, sat-
hdaki biitiin xatlors perpendikulyardir va ona gora OBM va OBN bucaglarn
diiz bucaq olur. Onda k&, =k, cos8,, =kr, vo f(fN =kr, cos0y =k,
~ olar. Belolikls ixtiyari M va N noqtslorinds va demsli miistovinin biitiin
noqtalorinds dalganin fazasi eyni bir qiymat alir vo yalniz zamandan asih

olur. Bu miistavi faza miistavisi adlanir vs o dalga cabhasi ilo {ist-listo diisiir.
Ogor zamanin segilmis to aninda monoxromatik dalgamn fazasina baxsaq,

onda biz faza miistevisinin k¥ — ot, = const tonliyini almus oluruq.

Indi monoxromatik dalganmin fazasinmn relyativistik invariant ol-
dugunu gostorak. Bunu iimumi halda saha vektorlarinin Lorens gevril-
mosindan istifads edarak gostormak olar. Lakin biz ¢ox sads iisuldan is-

tifads edacoyik. Dalganin k¥ — ot fazasinda t-ni x4-Ia ifads edok:

1t X,

t=—L =4

ic ic
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o = W = 10
Onda kr—-ot=kr-—x, =kf+—x, olur. Burada dalga vektoruna
ic c

dordiincii komponenti k, = 19 olan 4-6lgiilii vektor kimi baxsaq kT — ot =
c
=kf+k,x, = k,x, alarq. 4-6lgiilii vektorlarin hasili invariant oldugun-
dan
ki-ot=k x, =invar (59.4)

sortini aliriq. Belaliklo burada 4-olgiilii dalga vektoru anlayist daxil edi-
lir:

k, = {k,k,} = {12, %} (59.5)
2 2
Bu vektorun kvadrati sifirdir: k2 =k +kj = %—ﬁz —-—032— =0. Belo vektor-
c c

lara izotrop va ya isiq vektorlar: deyilir.J

§60. Dopler effekti

(Lacriibalor gostorir ki, jhorokat edon monbanin buraxdifi siiam
(dalganm) qabul edarkan, siianin tezliyi miioyysn qadar siiriismiis olur.
Basqa sozlo gobul edilon dalganin tezliyi onun siialanma tezliyindsn
fargli olur: o # @' .Burada ® gobul edilon dalganin tezliyi, o' iss siia-
lanan dalganin tezliyidir. Bu hadisaya Dopler effekti deyilir. Biz sadalik
xatirine o' -2 siialanma tezliyi w-ya gobul edilms tezliyi deyacayik. Bu
hadiss hom relyativistik hom da geyri relyativistik fizikada mévcuddur.
Hotta mexaniki dalgalarda, masalon sos dalgalarinda bu hadisa miisahi-
da olunuﬂBiz Dopler hadisasini relyativistik fizika li¢iin tadqiq edace-
yik.

Farz edok ki, nisbi V siiratine malik K' sisteminda yerlason isiq
monbayi harakat istiqamati ilo 6’ bucag altinda ' tezliyina vo k' dalga
vektoruna malik siia buraxir. K ostalot sistemindo yerlogmis miisahidagi

bu siiam 6 bucaq altinda ® tezliyino va k dalga vektoruna malik dalga
kimi gobul edir (sokil 60.1).
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Sakil 60.1

K' va K otalst sistemlorinds dalganin 4 6lgiilii dalga vektorlarim
uygun olaraq k; =(f(',i3) vo k, =(E,i—(-o—) soklind> yazaraq va 4-
c c

olgiilii vektorlarin Lorens ¢evrilmasi li¢iin

K, =Lk, (60.1)

diisturlardan istifads edarok (bax(14.4)) ', k' vo ©,k kemiyyatlori ara-
sindaki alagani askar gokilds veririk:

.V

k, +ivk, k, —i—k,

S At vl
1__V_ 1——Y——
c? ¢’

r

Axirinct baraboarlikda k= iﬂ, k, = i—“l, k, =kcos8B = 2 cos yazaraq
c c c

o’ ilo © arasindaki slagani tapiriq:
o = o(1-PcosO) .
L Ji-p

Bu diistur nisbilik nazariyyssinds Dopler effektini tosvir edir. Praktiki
magsadlar ii¢ilin bu diisturu adston asagidaki sokilds yazirlar:

(60.3)
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oo o'\1-B*
i 1-Bcos6 ]

Burada B = Y. (8Q.3") diisturu ¢ox miihiim relyativistik diisturdur. (66-2)
c

(6Q.3)

sistemindo-birinet-diistur-k' -vo -k arasmdaksolagoni ifado edir- Biz-bu
dusturdamyalniz mossls holinds istifado-edecoyik:

Indi 3 xiisusi hali nazardan kegirak.

1. Forz edak ki, 6 =0°. Bu manbanin miisahida¢iys yaxinlasdigi hah

tasvir edir. (8Q.3) diisturunda 6 =0° yazaraq o = Vl B ’1+

aliriq. Ifadadon goriiniir ki, o)®’, ysni manbs yaxmlasdlqda qsbul
olunma tezliyi artir.
2. Ogor 6= olarsa, bu manbanin uzaqlasdigini gostarir. Bu halda

' 2
JONIBT ’——ilg olur. Bu o demokdir ki, ®<a’, yoni monbs

1+
uzaqlasdigda gabul olunma tezliyi azalir. Baxdigimiz bu iki hal uzununa
Dopler effekti adlanir.

T
3. =7

> oldugu hal enino Dopler effekti adlanir. Bu halda

=w'y1-PB> olur. Enina Dopler effektindo do gabul olunma tezliyi

azalir (o< o'). Qeyd edak ki, geyri relyativistik fizikada yalniz uzununa

Dopler effekti miigahids olunur. Orada enina Dopler effekti yoxdur,
L(GQ3') diisturunda B<<1 (v<<c) yazaraq, qeyri relyativistik fizika-

da Dopler effektinin diisturunu ala bilsrik. Bu yaxinlasmada J1-B% =1
va

’

®

®w=—-——~®'(+PcosO 60.4

1-BcosO a+p ) (604)

olur. Son diisturu mexaniki dalgalara, masalan sas dalgalarn totbiq et-

dikds B = $98 msnl'aaylfnn §ur9t1
sasin suratl

Dopler effekti iigiin relyativistik diisturun dogrulugunu ilk dofs

tacriibi olaraq 1938-ci ildo Ayvs isbat etmigdir. O anodun buraxdig zor-

raciklor dostasinds harskat edon hidrogen atomunun buraxdifr siiani

gotiiriilmalidir.
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siikunatdoki atomun buraxdid siia ilo miigayise edorok (6@3’) diisturu-
nun 6dandiyini gostormisdir.

Sonralar (kegen-asrim66~er-iHortnds) Mozbauyer tocriibi kasf etdiyi
effektdo (bax-§25:-hisse-25-4-Mézbauyer-effelti) kristal gofoslords yerlo-

son niivalords gedon rezonans siialanma vo rezonans udulma proseslari-
nin nazari izahinda (60.3')d1'isturundan istifads etmis vo onun ¢ox genis
oblastda dogru oldugunu géstarmisdir.

Dopler effektindan miiasir relyativistik fizikada, elementar zarracik-
lor fizikasinda vs astrofizikada genis istifads olunur.)

§61. Elektromaqnit dalgasimin xatti
va dairavi polyarizasiyasi

Elektromaqnit dalgasinin polyarizasiyasi haqda Optika bohsindan
bizim bir qador molumatimiz var. Indi iso miistavi monoxromatik dalg-
anin polyarizasiya xassalorini atrafli tohlil edacayik. Polyarizasiya xasso-
lori yalniz elektromaqnit sahosins aid olmayib, spins malik istonilon sa-
haya (zarraciys) moxsusdur. Fiziki proseslorin tohlilinds polyarizasiya
hadisslari ¢ox miihiim elmi naticalara, kagvlara sabab olmusdur.

Miistovi monoxromatik elektromaqnit dalgasini (59.3)-2 ssasan

E(F,t) = Re{E '3, (61.1)
H(F,t) = Re{H,e'®*"} (61.2)

soklindo yaziriq. Sahas iizorinds xstti smoaliyyat apardigda Re amoliyyati-
n1 son naticads nazoara alacaglq.lljlektromaqnit sahasinin eninalik gorti

E(r,t) vektoru igiin divE(r,t)=0 sokilinds yaziir. E, amplitudunu
E, =§,E, sokildo yazaraq, &,-a vahid vektor deyacayik. Ogar &, fiksa
olunmus sabit vektordursa,(61.1) dalgas1 xatti vo ya miistavi polyariza-
siya olunmus dalga adlanir, §,-a polyarizasiya vektoru deyilir va o, E

vektorunun roegs etmo istigamotini gosterir. E iigiin eninslik sortini yaz-
saq

divE=0,->kE=0 voya k&, =0 (61.3)

olagBiz Re anlayisini son naticada nazasrs ala bilarik. Yuxaridaki yazi-
lisdan aydm olur ki, E sahssi eninadir va onun yalmz 2 adad asih ol-
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mayan komponenti (toplanani) vardir. Basqa sozlo k-ya perpendi-

kulyar olan miistovido E -ni iki perpendikulyar toplanana ayira bilarik
(sakil 61.1).

$akil 61.1

Bu toplananlarin hor birins xatti polyarizasiya olunmus dalga kimi baxa
bilarik:
EI -f,t =-evEl ei(l:?—mt),
,'( )=eko (61.4)
E} (T,t) = &,E,e ™",
Burada €] ,€, polyarizasiya vektorlar1 bir-birina vo k-ya perpendi-
kulyardir:
¢ 1@ 1k.

Beloliklo miistovi monoxromatik elektromaqnit dalgas: bir-birindan
asili olmayan iki xatti polyarizasiyaya malikdir va polyarizasiya vektor-
lar1 bir-birine va dalga vektorlarina perpendikulyardir.

indi iimumi hala baxaq. Forz edak ki, X va Y oxlar istigamatinds

xotti polyarizasiya olunmus (€, vo €, polyarizasiya vektorlarina malik)

va eyni bir k istigamatinds yayilan va miixtalif baslangic fazalarina ma-
lik (E,, vo E,, kompleks amplitudlar) iki miistavi monoxromatik dalga

toplanir:
E(7,t) = 5,Eq, +&,Eq)e @™, (61.5)

Kompleks amplitudlar: E,, =b,e™ va E, =b,e™ soklinds yazaq. Bu-
01 1 02 2
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rada b; va bz hogiqi amplitudlar, 8, va §,iss toplanan dalgalarin bas-
langic fazalandir.

Yekun dalganin polyarizasiyas: toplanan dalgalarin 8;-8; fazalar
farqinden asihdir. Forz edsk ki, fazalar 8, =8, £2nn (n=0,1,2,...) sok-
lindadir. Onda (61.5) diisturunda e™ fazasii ortaq vuruq kimi konara
¢ixartsaq va e**™
ki kimi yazariq:

=1 oldugunu nazars alsaq bu diisturu tokrar asagida-

E@F,t) = @b, +&,b,)e!® o) = g E e -otd) (61.5")
Bu yaziligda amplitudlar asagidaki barabarliyi 6dayir:
¢,E, =€b, +&,b,. (61.6)
Amplitudlar1 XOY miistovisinda tasvir etsak gorarik ki, yekun dalga da
xatti polyarizasiya olunmus dalgadir va onun €, polyarizasiya vektoru
€, oxu ilo 6 bucag togkil edir (sokil 61.2):

b,

tgo=-2
2=

.

€ib

Sokil 61.2

(61.6) baraborliyini kvadrata yiikssldorak yekun dalganin Eo ampli-
tudunu tapiriq:

E2 =b2 +b2. (61.7)

Ogor bl =b2 = %Eﬁ olarsa, (61.6) diisturundan
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. € +¢&,

(<
o2

borabarliyini aliriq. Beloliklo €,,8, vo €, yekun dalganin va toplanan

(61.8)

dalgalarin vahid xatti polyarizasiya vektorlaridir. Ogar b,/b, =a olar-
sa, yekun dalganin vahid polyarizasiya vektoru

= _ & +ag,

€
° Vl+a?

(61.8)

olar.
Indi forz edok ki, toplanan dalgalarin fazalari 5, =8, 4_~(2n+1)-72E

(n=0,1,2,...) sortini 6dayir. Bu zaman yekun dalga sag va ya sol elliptik
(dairavi) polyarizasiya edilmig olur. Bunu gdstarmak iiciin farz edoak ki,

n=0. Onda §, =39, ig olar. Bunu (61.5")-ds nozars alaq va (61.1)-3 asa-
son dalganin haqiqi hissosini hesablayaq:
E(f,t) =Re{Eb, + ézbzeiig,ei“—‘?"“”s')} =
=Re{§b, £i&,b,}e' @™ =Refe E ey, (61.9)
Burada amplitudlar arasindaki slags asagidaka sokildadir:
€ b, tie,b, =¢,E,. (61.10)

Masslonin qoyulusdan aydindir ki, dalga Z oxu boyunca yayilr.
E(F,t) vektorunun Ex va Ey toplananlar tigiin

E, (7,t) =b, cos(kf — ot +35,), E, (7,t) = b, sin(kf ~ot +5,) (61.11)

miinasibatini aliriq. Buradan ellipsin tonliyi alinir:

2 E2
%+b—;=1. (61.12)
1 2

Ogor toplanan dalgalarin amplitudlar1 bir-birina borabardirss
(b1=b2=b), onda ¢evranin tanliyini aliriq:

E2+E2 =b?,
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Beloliklo toplanan dalgamin fazalar forqi 8,-8, =+m/2 (vo ya
5, -9, =i(2n+l)§) oldugda yekun dalganin E vektoru ellips (vo ya

gevro) cizir. Belo dalgaya ellips boyunca (v ya daira boyunca) polyariza-
Ionmis dalga deyilir. Bazon bels dalgalar sirkulyar polyarizalonmis dalga-
lar adlanir.

(61.10) barabarliyinds b, =b, = %Eo yazsaq,

-

. & tie
g, =¢, =—+

NG

alariq. Bu sirkulyar polyarizasiya halinda polyarizasiya vektorudur.
Yaziligdan goriiniir ki, €,é, =€ €. =0, €,6_=1 olur. Burada «+»va

(61.13)

«-» isarslari polyarizasiyanin istigamatini, yani E vektorunun firlanma
istigamatini miiayyan edir. Dogrudan da (61.11) ifadesinds ikinci bara-
boarliyi birinciys bolsak,
E, /b,
E, /b,

= Fig(kT - ot + o) = tgh, (61.14)

olar. Sadolik iiciin r=0, o;=0 gotiirsok T tg(—wt) =tgd, alarq. Birinci
isaroni gotiirsok —tg(—mt) = tgot = tgb, olar. Bucagin bu qiymati polya-

. € +ie, . . .
rizasiya vektorunun — 7 2 giymsotins uygundur. Bu firlanma sokil

61.3-ds gostarilmigdir.

Y
ﬁ
E
ax
0 X
z
Sokil 61.3
€, +i€,
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Zaman kegdikco 0, = ot bucag miisbat istigamatinds artir. Ogor biz

dalgaya qarsidan (Z oxunun ucundan) baxsaq E vektoru sol torafa (saat
aqrabinin 2ksing) firlanacaq, yani &, + ié, sol dairavi polyarizasiyan ifa-
da edacak. Lakin biz dalaya arxadan baxsaq, onda bizs nazaran E vek-
toru sag torafs firlanacaq, yani €, +i€, sag dairavi polyarizasiyani tesvir
edocok. Indi (61.14)-ds ikinci isaroni gotirsok, tg(-ot)=1tgb,va

€ -

ie,
2

0, = —ot olar. Bucagin bu giymsati polyarizasiya vektorunun

qiymotins uygundur. Bu firlanma sokil 61.4-da gostorilmigdir.

Y
A
=X
_a)t
E
Z
Sokil 61.4
§, —it,

Zaman kegdikca 0 = —ot bucag moanfi istiqgamatds artir. Analoji olaraq
dalgaya qarsidan baxsaq, E vektoru sag torafs firlanacaq, yoni €, —i€,
sag dairavi polyarizasiyam tesvir edacok. Lakin arxadan baxsagq, E sola
firlanacaq, yoni &, —i€, sol dairovi polyarizasiyan ifads edacak.

Adston dalgam siialandiraraq arxadan onu miisahida edirlor. Ona
gora €, +i¢, sag dairavi va & —i€, sol dairavi polyarizo olunmus dalga-
1 tosvir edir. Molumat iigiin deyak ki, kvant elektrodinamikasinda elek-
tromagnit dalgasinin €, +i€, sag dairavi polyarizasiya hali fotonun spi-
rallibiginin (spinin impuls {izrs proyeksiyasmnin) +1-0 v €, i€, sol dai-
rovi polyarizasiya hali iss spiralligin -1-0 borabar olmasini gdstorir. De-
diklorimizi imumilssdirarak miistavi monoxromatik dalgan bels yaz-
nq:
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E_(f,t) =&, E e'®omd) (61.15)

Burada €, polyarizasiya vektoru yalniz iki qiymot ala bilor: ya a=1,2 iki
adad xatti polyarizasiyani, ya da o= +, - sag va sol dairovi polyarizasiy-
ani tosvir edir. e, ortoqopalliq sortini 6dayir:

{1, o = a’ olduqda

.8 =8 .= (61.16)

0, a # a’ olarsa

Qeyd edak ki, xatti polyarizasiya iigiin €, haqiqidir, yoni, ¢*« =€

dairavi polyarizasiya iigiin iso €, kompleks komiyyatdir. (61.16) sorti
hom haqiqi va ham ds kompleks €, iigiin (mos: €, =€_ ) dogrudur.

- Belolikls istonilon monoxromatik elektromaqnit dalgasi bu va ya
digar sokilds polyarizasiyaya malik olmalidir. Bu dalganin yalmz E

elektrik sahssi intensivliyi yox, hom do H magqnit sahasi intensivliyi po-
lyarizasiya xassalorino malikdir. Maqnit sahasinin polyarizasiya vekto-

runu Maksvell tanliklsrindon istifada edorok %[Eéa] soklinds yazirq.

Ogor elektromaqnit dalgasi (sahssi) monoxromatik deyildirss, yani
0 miiayyan Aw tezlik intervalina malikdirss, bels dalga polyarizasiyaya
malik ola bilmaz. Ciinki bu zaman uygun fazalar forgi sabit qalmir vo o
qeyri-qanuni, ixtiyari doyigen funksiya olur. Buna misal olaraq tebii i1
gostara bilarik.
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IX FOSIL
HOROKOT EDON YUKLORIN YARATDIGI SAHOLOR

§62. Gecikan va qabaqlayan potensiallar

Maksvell tanliklorinden bilirik ki, elektromaqnit sahasinin menbayi
yiiklor va carayanlardir. Biz VII fasilds siikunatdaki yiiklerin va stasionar
carayanlarin yaratdig sabit elektromagnit sahasini éyrandik va VIII fo-
sildo iso faza vo zamana goro doyigon sarbast (yoni manbasiz) elektro-
maqnit sahasi ilo mosgul olduq. Bu fasilds biz sonlu fazada yerlosmis
zaman va mokana gors ixtiyari qanunla dayison yiiklorin vo corayanlarin
sonsuz fozada yaratdig: elektromaqnit sahasini 6yranacayik.

Ixtiyar1 harokat edan yiiklorin yaratdigi sahanin potensiallarini tap-
magq li¢lin Maksvellin II név tonliklorinin 4-6lgiilii oklindan istifads edi-
rik:

oF, 4n
H=rj . 62.1
x, o (62.1)
Burada F,, antisimmektrik tenzorun F = iAv —iA ifadasini
H M ax aXV |

p

yerina yazaq va potensiallarin 6dodiyi axiA“ =0 Lorens sartini nazars

alaq:
A, O'A, 4n.
xox, ok o
. O en 10
Axiriner tonlikde —5=V* ——— =0 Dalamber operatorunu nszara
Ox,, c” ot
alaraq 4-6l¢iilii potensialin 6dadiyi diferensial tanliyi yaziriq:
o? 4n . - 4n, _
&;Au =——c—]lu vaya DA“(r,t)=——c—Ju(r,t). (62.2)

Elektromaqnit sahosinin 4-6l¢iilii potensialt geyri bircins Dalamber tonliyi-
ni ddayir. Burada 4-6lgiilii potensialin va 4-corsyan sixhginin A = {A,ip}

Vo j, = {j,icp} ifadolorini nazors alsaq A vektor potensialin va o skalyar
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potensialin geyri-bircins Dalamber tonliyini 6dadiyini gorarik:

DAGED = —23(E,0), (62.3)
C

Oo(f,t) = —4np(T, tlJ (62.4)

Beloliklo ixtiyari dayison J(F,t) carayan sixhigr vo p(T,t) yik sixligs
(62.3) va (62.4) tonliklorini 6doyan ve zaman v fazaya gora dayison sa-
honin A vektor va@ skalyar potensiallarim yaradir. Yuxandak: dife-
rensial tonliklarin hallarinin birqiymatli olmasi iigiin saha funksiyalarinin
sarhad vo baslangic sortlorini vermok lazimdir. Bu sartlori formalagdir-
maq iigiin asagidaki fiziki miilahizadon istifads edirik. Forz edok ki, t=0
anma qodar (yoni, t<0 iigiin) yiikler ya stasionar horakat edir, ya da
sitkunatdadir. Bels yiiklorin yaratdigi saho sabit elektromaqgnit sahasidir
va o sahs artiq bize malumdur (bax: VII Fasil). Tutaq ki, t=0 anindan
etibaren (yani, t > 0 digiin) yiiklor v carsyanlar ixtiyari harokat etmays
baglayir. Bununla slagadar olaraq elektromaqnit sahosinda miiayyan
hoyacanlagma bas verir. Bizi mohz bu hayacanlagmis saho maraglandi-
rir. Bu sahadon tam istifads etmok iigiin t=0 anina qader mdvcud olan
stasionar sahadon yaxa qurtarmaliylq. Bunu sads hayata kegirmak ti¢iin

farz edak ki, t=0 anmna qader (t<0 iigiin) yiikler da, saha da sifira bora-
bardir:

o(7,0) = j(£,0) = (7,0) = A(f,0) =0, t < 0 igiin, (62.5)
Buradan A(F,t) iigiin baglangic sorti asagidaki kimi toyin edirik:

A(F,0) = %? =0. (62.6)

t=0

Bu yaziligda birinci hodd H(F,0) = 0 va ikinci hadd isa E(F,0) =0 ol-
dugunu gostarir. Sarhad sarti yiiklor sistemindon gox uzaqda istonilon

zaman aninda (masalan: t0 {igiin) sahanin sifira barabar olmasini ifado
edir:

A(F, 1) ~ o(lJ 0.
r (62.7)
r—>o©
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Skalyar potensial iigiin baslangic va sarhad sartlorini analoji olaraq

- oo
M=— =0, 62.8
o(r,0) & (62.8)

t=0

o(F, 1) ~ 0(1) >0,
iy

r —> o0

(62.9)

soklinda yaza bilorik. Ikinci tortib diferensial tanliklords hom funksiyanin
Oziiniin, ham dos onun téramasinin baglangic anda qiymati verilmalidir.
Baxdigimiz tonliyi Qrin funksiyasinin kémayi ila daqiq hall etmoak
olard1. Bu iisuldan galacokds istifads edacayik. Indi iss bazi miilahizole-
rin komoayi ils bu tanliyi sads yolla hall edacayik. ©vvalcs (62.4), (62.8),
(62.9) baslangic va sarhad mosalasina baxaq. Harokat edon yiiklorin yer-
lagdiyi sonlu V hacmini kigik elementlors bélak va bir adad strixlonmis
hacm elementini segok. Yiiklorin harakati naticasinde bu elementds yer-
loson yiik zamandan asili olacaqdir (Yiiklor hacm elementins daxil ola va
elementdon konara ¢ixa bilor). Har hansi t aninda strixlonmis hacm ele-
mentinds olan elementar yiikiin migdarina de(t) deyak va onun sixligini
Pyni (T,1) ilo isara edok. Ixtiyar: haroket edon bu yiikiin yaratdig: sahenin

tanliyini yazaq:
Oo(F,t) = —47p e (7, 1) - (62.4')

Strixlanmis hacm elementini p, radiuslu kigik sfera ils izols edak va

buradaki yiikiin yaratdigi sahoni sferadan xaricds har hans1 ¥ mosafo-
sinds miisahids edak (sokil 62.1).

Sakil 62.1
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Sokildan goriiniir ki, r moasafasinds strixli hocm elementinin yiikii
yoxdur, yani p,,; (T,t) =0 Onda (62.4') tonliyi

Oe(F,t)=0 (62.4")

soklino diisiir. Bu tonlikdo r#0 olur, ysni baxdigimiz noéqte strixli
hacmdoan xaricdadir. Biz V hocmini cox sayda kigik elementlsre bélarak
ona nail olanq ki, baxdigimiz gtrixli hacm elementi ¢ox kigik sferaya ox-
sar olsun. Son naticads bu kigik sferamin yaratdigi sahs sferik simmetrik

o

olacaqdir, yani sahs bucaqlardan asili olmayacaqdir: » = % =0. Indi

2
Dalamber operatoruna daxil olan V? operatorunu (0=V> ——%%2— )
c
sferik koordinat sisteminds yazaraq (bax: slava) tonliyi sadalasdirs bils-
rik:

2
V= 1 a( a)+—l—Vzea, Vzem=—,l i(smea) 12 —9—2—
r or o) r sin 0 60 09/ sin‘0 oo

Burada bucaglardan asih olan operatoru ataraq (62.4) tonliyini asag-
daki sokilds yazinq:
( 2 6([’) 1 32(1’
P o) ¢ o

Toanliyi daha da sadalosdirmak ti¢iin yeni funksiya daxil edak:

o(r t)_f(r ,t)

Yeni funksiya ii¢iin tanlik ¢ox sadslogir:
o 1 0°f
o oot

Bu tonlik §58-daki (58.2) tanliyinin eynidir. (58.2)-d§ oldugu kimi bura-

=0. (62.4"")

dada €= t-L va n=t+ I doyisonlari daxil etsok (62.4'") tonliyi asagi-
c c
daki saklos diisor:

*f(E,m) _

62.10
om G (62.10)
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Bu tonlik do tamamils (58.4) tonliyi soklindadir. (62.10) tenliyini nvaé
lizrs inteqrallayaraq onun

f(ﬁ,’ﬂ)=fl(§)+fz(n)=f,(t—£)+f2(t+£)

C

hallini aliriq. Belolikls (62.4") tanliyinin halli

fl[t-l) fz(t+£)
or,t) = Zan ¢ (62.11)

r r

morkazdon qagan vo moarkozos qagan iki adad sferik dalganin comindan
ibaratdir. Qeyd edsk ki, burada r # 0, ¢linki biz sahoni strixli elementar
hocmdon xaricds axtaririq. Burada f,=0 gotiirarak, birinci hallo mosgul
olaq:

o(r, 1) =lfl(t—£). (62.12)
T C

Bu hall r # 0 olan néqtalar iigiin tapilmisdir va f,(t—i) funksiyasinin
c

sokli halolik bizo malum deyildir. Indi fi-i elo segok ki, (62.12) ifadosi r-
nin istonilon giymsti iigiin (hatta r —0 olduqda da) dogru olsun vs
(62.4') tonliyini 6dasin. Onda (62.12) funksiyasini (62.4)-ds yerins yazi-
11q va p,,;, (f,t) = de(t) 8(f) oldugunu nazors alriq:

{9 oo
V2 °J_ / — _4nde(t) 5().

r ot

Bu tonliyi r—0 oldugda aragdiririq. Tonliyin birinci va ikinci hadlerinda
qismon limits kegarok

. = 1 1 8%,(t)
hmr_,o fl (t)Vz ; >> Z—at]—z

oldugunu goriiriik.
Tonliyin ikinci hoddini ataraq, asagidaki boraborliyi aliriq:

£, 07 L = _4nde(t) 58,
r
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§47-dan bilirik ki, V32 ! = —4n3(F) . Bunu yuxaridaki tonlikde nozers ala-
r
raq, f,(t) =de(t) oldugunu yaqin edirik. Oger t-ni t—L ilo ovoz etsok,
c

fl(t - _r_) = de(t - 1) olar. Bunu (62.12)-ds nazars alaq:

C C
de(t - 5)
A (62.12)
T

Bizds de strixlonmis hacm elementinda yerlogmis elementar yiikdiir.
Elementar yiikiin yaratdig1 saho do clementar sahs olar. Ona gora ele-
mentar de yiikiiniin yaratdigi ¢ sahasini biz dg ila isara edacayik. Onda
(62.12") diisturu montiqi olaraq asagidaki sokilda yazilar:

de(t - _r_)
—T—C' Y (3R.13)

Belaliklo P miisahide ndqtesinda t aninda miisahido edilon sahs strixli

Q(r, 1) =

Ldq)(f, t)=

. e . r
hocm elementinda yerlogmis yiikiin t-don avvolki t' =t—— zamani anin-
c

daki giymatilo miloyyen edilir (sokil 62.2). Basqa sozlo strixli hacm ele-
mentinds yerlogon de (t') yikiiniin yaratdigi sahs O noqtesindan sferik
dalga soklindo c siiratils yayilaraq P miigahido ndqtesing ani olaraq ¢at-

mir,ymiayyan t—t' = L gador gecikma ilo gatir. Ona gora (88.13) poten-
c

siali gecikan potensial adlanlrJBurada I komiyyati dalganin r mosafasi-
c

ni qoth etmosi zamamdur.

, ¥
'=t-—
- C =
P
0

Sokil 62.2
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Sokil 62.3

Indi O néqtasini strixli hocm elementindon kenarda gotiirak va hacm
elementinin radius vektoruna 7' deysk. O-dan P miisahido noqtasing
¢okilmis radius vektoru ﬁo -la isars edok vs strixli hocm elementindan P-

yo ¢okilmis T radius vektoruna =R deyak (sokil 62.3). Indi (62.13)
diisturunu yenidon asagidaki kimi yazaq:

-3
def t ——
do(R,, 1) =—RL. (62.13")

Strixli hacm elementini (d7’) ils isars etsok, bu elementds yerlosmis de
yiikiinii onun sixlig1 ils asagidaki sokilds ifads eds bilarik:

de(t - 5) = p(f’,t - 5)(&') . (62.14)
C C

- R . . . -~
Burada p( r,t ——) gecikmoni nazars almaq sortila strixli hacm elemen-
c

tinds yiikiin paylanma sixhgidir, (df') isa strixli elementin hacmidir.

Q’ hacminds yerlogmis biitiin yiiklorin yaratdig1 elektromaqnit saha-
sinin skalyar potensialini tapmaq iigiin superpozisiya prinsipine asasan
(62.13") sahslorini comlomoak va ya inteqrallamaq lazimdir:

- - c) .
P Ros) = [, (Ry, 1) = VJ'———R (df). (62.15)
Bu, V hacmindos ixtiyari horskoat eden yiiklorin yaratdigr gecikan skalyar

potensialin ifadasidiUSahs t—5 aninda yaranir va biz onu miisahids
c

ndqtasinds t aninda miisahids edirik. Burada sababiyyat prinsipi tam so-
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kilds 6donir: sobab naticoni gabaqlayir. Bu hall tam fiziki mona dasyir.
Ogor biz (62.11)disturunda ikinci halli, yani

fz(t+£)
_\ ¢/
r

hollini gotiirarak, onun iizerinds uygun smoliyyati aparmus olsaqg, qabaq-
layan potensialin asagidaki ifadasini almusg olariq:

L(P(r,t) =

p('r",t + —]
O R = [~—=—2(dF). (62.16)
J R

R C
Burada sahs t+— aninda yaranir, lakin biz onu yaranmazdan avval,
c

yoni t aninda miisahide etmis olurug. Burada sabobiyyat prinsipi tama-
mils pozulmus olur. Bu hallin fiziki menasi yoxdur. Lakin qeyd edak ki,

bu holl da relyativistik tonliyin hallidir vo-ondan-sahe-nezoriyyasinda bor

Gecikon-vo-gabaglayan-potensiallar (62.4) tonliyinim xiisust haliori-
dir.-Riyaziyyatdan -motumdur ki;(62.4) tonliyinin ~{imumi - halli - onun
xiisusi-hollogi-ilo bircins tonliyin imumi hollinin comina berabardir:

P R 1) = 3,10, (R ) + 3,040 (Ro, 1) + 06 (Ro, 1) . (62.17)

Burada o bircins Ogo=0 tonliyinin hallidir. Bu imumi hollo (628> bas-
langic sortini totbiq edarok emsallar iigiin a;#0 (a1=1) va a2=0 giymatlo-
rini tapiriq.

A(F,t) va o(%,t) tgiin diferensial tonliklor va baslangic sortlori. bir-
birina oxsar oldugundan ¢ -nin hellerinds ¢ — Avap— —1—3 avazlomo-
c

sini apararaq vektor potensial ii¢iin uygun hollori almus olariq:
- — C —
AR, 1) == [~——d),
cy R
(62.18)

! ]('r",t + —)
AR, == j——R—i—(df').

v
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Burada da ;\gec fiziki manaya malikdir, lakin Aqab potensialin elo bir
fiziki manas1 yoxdur. Buna baxmayaraq har iki vektor potensial eyni bir
relyativistik tonliyin hallaridir va Aqab potensialdan bazi xiisusi masslo-

lards istifada edirlor.

Gecikan va qa'b‘zllqlayan potensiallarda zamandan asililiq halledici
rol oynayir. Bu asililigi agkar géstarmok iigiin bazon onu indeks soklinds
yazirlar:

- R e - . RY =
p(r,t——)zp R(I‘),_](r,t——-jEJ r(T).
c) o c) ¢

Sonda meosalenin timumi hallini gecikan potensiallar goklinds belo
yaza bilarik:

) P _=(T)
ORy) = [-——(@) + 00,
.o (62.19)
. 2@
AR, D= | = (dE)+A,.
v

Burada ¢o va Ao bircins tonliyin halloridir. Bazen gova A o potensiallari-
na sistemo tasir edon xarici sahs kimi baxirlar.

§63. Liyenar- Vixert potensiallar

| Bu potensiallar ixtiyari siirat va tacilo malik relyativistik ndqtavi
yiiklii zorrociyin sahasini xarakterizo edir. Bu sahoni tapmagq ligiin siste-
min gecikon potensialinda gecikmoni saliqo ilo nazars alaraq sistemin
olgiilorini sifira yaxinlagdirmaq lazimdir. Biz bu iisuldan yox daha sads
tisuldan istifads edarok Liyenar-Vixert potensiallarini hesablayacagiq.
Baslangic1 O néqtasinds olan isiq konusunu gokak. Farz edak ki, ix-
tiyari harakat edon elektronun diinyavi xatti bu konusun daxilindadir
(qnq xatt). Tutaq ki, elektron diinyavi D(x’, ¥, Z/, t') ndqtasinds t'
aninda elektromaqnit dalgasi siialandirir va dalga t aninda P(Xo, Yo, Zo, t)
diinyavi néqtays catir (sokil 63.1). Elektronun siialandirdig1 dalga ikinci
oxsar konusun D P dogurani boyunca yayilir.
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Sokil 63.1

D va P 4-6lgiilii néqtalor arasindaki 3-6lgiilii masafoni iki ciir ifads eds
bilarik:

c(t—-t")

Vo

R(t) =[R, = F(t)] = (%o = X' (1)) + (¥, — Y1) +(2z, —Z'(1)’.
Bu masafalar bir-birins barabardir:
c(t—t")=R(t). (63.1)

Burada x'(t), y'(t") ,z'(t") elektronun koordinatlari, Xo, yo, Zo miisahida

ndqtesinin koordinatlari, t' dalganin siialanma zamani va t dalganin

miisahids edilmos zamanidir. Yuxaridaki borabarlikdan siialanma zama-

nin toyin edok:

R(t")
—

t'=t-—

(63.1)
Farz edok ki, elektron t’ aninda miisayioat edon stalst sisteminds siikunot-

dadir. Onda bu sistemds elektronun sahasi elektrostatik sahs olacaqdir:

- -_° A-o. (63.2)
R(t) c(t—t)

¢

Extiyari siiratlo horokat edon elektronun yaratdigi sahsni tapmaq
liglin elo bir 4-6l¢iili kovariant vektor qurmaliyiq ki, onun ifadasinds
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0 =0 yazdiqda ¢ va A -nin (63-)eiistusumile verilmis giymati alinsin. 4-
olciilii kovariant potensiali asagidaki gokildo segirik:

eU}l
A, =- UR (63.3)

v v

Burada U, ={ o) . } 4-3lgiili siirat, R, = {R(t"),ic(t—t")} 4-

o1-p? =P’

olgiilii radius vektordur, B = o) . Dvvalcs A,-niin maxracini hesablayagq.
c

U R < ROBE) ct-t)

VVchlele

Bunu A = {A, i(p}-da nazara alaq. Biz sahoni P miisahids néqtesinds va t

= R() -

U(t')ﬁ(t'))
—).

miisahido aninda axtaririq. Sads hesablama yolu ila

Ry t)s——— , 4

PR = R O RO, 20 &4

AR, )=——P | ZBd e s
®od)= 2R w0 pol,., xo (5.5)
o(t")

aliriq. Burada p=—-=0 yazsaq (63.2) diisturunu alariq. Bu ciir he-
c

sablanmis (68,4) va (6Q.5) ifadslorina Liyenar-Vixert potensiallar: deyilir.
Bu potensiallarin sag torafindaki biitiin kamiyyatlor t' zamani aninda he-
sablanir. Liyenar-Vixert potensiallarimin 4-6l¢iilii kovariant vektor gok-
lindo verilmasi onlarin dogru olmasmi tomin edir. Bu potensiallarin
basqga iisulla alinmast masala hallinds géstsrilacsk.J

§64. Ixtiyari horokat edon relyativistik néqtavi
yiikiin sahasinin E vo H intensivliklori

B12&6‘1.4) va (68.5) Liyenar-Vixert potensiallarindan istifads edarak
elektromaqnit sahasinin E v H intensivlik vektorlarim hesablay-
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acaglq. Bu hesablamada A(R,,t) va ¢(R,,t)-don R, va t-y» gora
(miisahids néqtasinin koordinatlart vo miisahido zamanina goérs) -gt—,

grad vo rot almaliylq. Lakin nazors alaq ki, potensiallarin sag tarofinda
istirak edon komiyystlor hom bilavasits va ham do R(t') va t’ vasitasilo

R, vo t-don asihdirlar. Deyilenlors amsal edarok E vo H vektorlarimn
hesablanmasini aparaq:

- 10A 10A dt’ 3 ;
E = -~ —grad =T o @ —gradg, (p—-—a—t(-‘:-gradt, (64.1)

-

f =rotA = [V A+ [vt',%tA—,] : (64.2)

!

Burada slava (:l_tt vo gradt’ = Vt' hodlori ortaya ¢ixir va onlari ayrica he-

sablayacagiq. ?Ro amoaliyyati Ro —dan asihi olan kamiyystdan bilavasits

téromo almaq demokdir.c(t—t") = R(t") bsrabarliyindan t-ys gérs téra-
mo alaq:

C(l_ﬁ') _OR() _GR(1) @' _ BOR() A’
ot A Rt) ot

Barabarliyin saginda va solunda % haddini birlagdirarok asagidaki ifa-

doni aliniq:

1
L
c

ot'
—= 64.3
ot (64.3)

R(t)

1

Burada n =

vahid vektordur. Indi c(t—t") = R(t") berabarliyindan
R, gors grad alaq:
OR(t")

’

—cgradt’ = gradR(t") = grad, R(t)+

gradt' =

_R() BWR()
R(t)  R(t)

gradt’
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Borabarliyin hor iki torafindaki grad t'-i birlesdirorak

—

gradt’ =~ (64.4)

c—1iv
miinasibatini aling.
Lndl (641) vo (6{2) ifadslorindoki téramalari bilavasits hesablasaq

vo burada-{64.3)-vo-(64.4) borabaritiderini-mazera-alsaq bir qador uzun

lakin sads smoliyyatdan sonra E va H iigiin asagidaki diisturlan alarig

(fox-elava): -
- 2
fis-tu] {33
B(R,,1)= SN WU V. ® Z=E+E,, (645)
c? R__‘_SE R-ﬁ
c c
HAR,,t) =[iE]=H, +ﬁ2_.J (64.6)
Qeyd edak ki, (64.5) va (64.6) diisturlarinin sag tarafindoki biitiin
ifadalor t' =t~ R(t) amnda gotiiriiliir vo R(t") =R, -F'(t"), fi= %%,
c

0=0(t"), R=R(t), R =R(t').Yadda saxlayaq ki t' sahonin yiik (mss.
elektron) torafindon yaranmasi (siialanmasi) ani, t iso bu sahenin miisahids
ndqtosine ¢atmasi amdir. Ixtiyari harakot edon yiiklii zarraciyin yaratdig
elektromagnit sahasi bir-birindon tamamils farqlonan iki hissadan ibarstdir.

e[ﬁ[ﬁ—BR,f)ﬂ
]
3
CZ R_ﬁ
C

kimi asihdir, R vektoruna perpendikulyardir va tacills diiz miitsnasibdir.
Bu hisss dalga xarakteri dasiyir va zarraciyi tork edarak siialanir. Onu sor-

(l';—zj(R‘gRJ
(-

vir olunan ikinci hissasi kvazistasionar xarakter dagiyir, moasafodon R

Sahonin birinci hissesi olan E,(R,,t)= mosafodon —

ti olaraq E, ~ L kimi yazirlar. Sahanin E, = ilo tos-
R
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soklinds asilidir vo zarracikdon ayrilmayaraq onunla birgs harokat edir.
Onu sorti olaraq E, ~ 1—11—2— soklinds yazirlar.

Zarraciyin tacili ¥ = 0 oldugda sahanin birinci hissssi itir, ikinci hissa
isa hamigo qalir. Sahonin maqnit intensivliyi elektrik intensivliyine per-
pendikulyar olmagla tamamils eyni xarakters malikdir.

§65. Sabit relyativistik siiratla harokot edon
yiiklii zarraciyin sahasi

Biz bu sahoni tapmagq iiglin adaton K' sisteminds siikunatds olan

.. .. =, eR e . .
zarraciyin sahasini (mas. E' =R ) asas gotiirarak sahanin va koordi-

natlarin Lorens gevrilmosindan istifads edarak biitiin kemiyyatlari K sis-
teminds yaziriq. Burada miioyyan qader uzun hesablamalardan sonra
son naticani aliriq.

Indi iso uzun hesablamalar aparmadan (64.5) va (64.6) diisturlarin-
dan istifads edarsk hamin naticoni ¢ox asanligla alacagiq. Zarracik sabit
siiratlo harakat etdiyinden (= 0) onun yaratdig saho E,(R,,t) olaca-

qdir. Bu diistura daxil olan komiyyatlori sahsnin yarandigi t' vo onun
miisahids olundugu t aninda. yazaq. Forz edok ki, yiikli zarracik
t'aninda Q' ndqtesinds olarksn elektromaqnit sahssi yaradir. Bu saho ¢
sliratilo harokoat edarsk t aninda P miisahids noqtasing ¢atdiqda, zorracik
da U siiratilo haraket edarak t aninda Q néqtasina ¢atir (sakil 65.1).

Q'Q P iigbucagindan

R (t)=0(t-t)+R(t) (65.1)

olur. Bu beraborliyi /c-ys vektori vursaq
[B f{(t')] = [3 ﬁ(t)} (65.2)
c c

almar. R(t") =c(t—t") oldugunu bilorsk asagidaki baraborliyi hesablay-
aq:

2

- 2 -
Rz(t)—[fii(t)] =<R<t')—6(t—t'))2—[Eﬁ(t')] =
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=R (t)-2R(t)D R“H-}J{ }2(( (UR(t))

=(R()-

R(t )u

Sokil 65.1

Buradan
R(t')—@%@= /Rz(t)—[gﬁ(t)} =R(t)y1-P’sin*0, . (65.3)
C

(65.1) va (65.3) ifadalarini E2 (R,,t) -nin yazilisinda nazars alsaq,

1-B2 R+ _ER ! R
e(1-Pp )(R(t) (t )) __e(=BHR() . (65.4)
(R(t) oR(t)J R’(t)(1-p’sin’ 6,)"

C

Ez(ﬁoat)=

olar. Son ifadads biitiin komiyyatlor t miisahido am i¢iin yazilmugdir.
Diisturdan goriniir ki, verilmis mosafads sahonin giymoti zarraciyin
siiratinin miisahidoa istiqamatilo amolo gatirdiyi bucagdan kaskin asilidir.

Zarraciyin siiratino perpendikulyar istiqgamotds (Ot = g) saho an boyiik

345



qiymats malikdir:
L 1
R* f1-p2

Zarraciyin siirati istiqamotds 6, =0 sahs an kigik giymat alir:

E =

E, =§;<I—B’) .

Uzununa sahs zarraciyin ultrarelyativistik siiratlorinds (B—1) sifira
yaxinlasir. Ona gors deyirler ki, harakst istiqgamatinds eyni masafods sa-
ha yastilagaraq sifira yaxinlagir.

Magnit sahssi H(R,,t) =[fiE] diisturu ilo tayin edilir.

§66. Sahanin spektral ayrilisa

Biz svvaller monoxromatik sahs, miistovi monoxromatik dalga an-
layislarindan istifads etmisik. Lakin fizikada sirf monoxromatik saha va
sirf miistavi monoxromatik dalga mévcud deyildir. Ciinki monoxroma-
tik dalga dedikds sonsuz fozada vs sonsuz zamanda eyni bir tezliklo
harmonik dayisen ve asagidak diisturla ifads edilon proses basa diigiiliir:

f=1f,sin(e,t—kx) ;-0 <t <+0,—0 <X < +0. (66.1)

Bu prosesin ns avvali no do sonu vardir. Bu, riyazi cohatden ideallagmig
bir prosesdir. Real fiziki proseslor is> no vaxtsa baslayir va na vaxtsa
qurtarir. Fiziki proseslori bela bir ideal diisturla ifads etmsk miimkiin
deyil. Istonilon fiziki prosesds bir yox, miioyyen intervalda yerlasmis bir
nego tezlik istirak edir. Ona géro real monbalar torofinden yaradilan
elektromaqnit sahasi iimumiyystlo qeyri monoxromatik sahadir. Lakin
riyaziyyatdan mslumdur ki, istsnilon elektromaqnit sahssini Furye inte-
qralina (xiisusi halda Furye sirasina) ayirmaq olar. Furye inteqralina
ayirmaq iiglin funksiya sonlu olmalidir, o ya kesilmaz vo ya da sonlu
sayda birinci név kesilma néqtslerine malik olmahdir, arqumentin son-
suz boyiik qiymatlorinds funksiya sifira yaxinlagmalidir. Bu sortlor riya-
ziyydtda Direxle sortlori adlamr. Birinci név kesilmo néqtolorinds fun-
ksiyanin sag limiti sol limitina baraber deyildir, lakin har iki limit sonlt-
diir. Ftirye inteqrah kosilmoz sira toskil edon miixtalif tezlikli monoxro-
thatik funksiyalarin ¢omidir.
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Furye inteqralina ayirmaqla biz istonilon fiziki prosesi sadalogdir-
moys va diferensial tanliklari cabri tonliklarlo avez etmays nail olurug.

Forz edok ki, elektromagnit sahasinin zamandan asililigi her hansi
haqiqi f(t) funksiyas: ilo tosvir edilir. Bu funksiyam asagidak: sokilds
Furye inteqralina ayirirlar:

£(t) =% [ ef(0) do. (66.2)

Burada f(w) Furye amsali (Furye obraz) adlanir vs o f(t), funksiyas: vasi-
tasils bels toyin edilir:

f(o)= [: f(t)e™ dt. (66.3)

Biz (66.2) barabarliyini €"-ys vurub t lizrs inteqrallasaq vo sag torafds
alinmug 8-funksiyanin xassasindan istifads etsok (66.3) ifadosini alariq:

[ f(He*dt= | f(m)dmzi [ e™edt= [f(o)do 8(0 - 0) =f(0)).
— -c0 n—oo —o0

Bu axirinc ifadanin sag va sol terefinds ©'=w desak (66.3) baraborliyini
alariq. Elektromaqnit sahasi haqiqi sahadir vo bunu (66.2)-ds nozero
alaq:

f(t)y=~£"(t)= 1 I f(w)e™do = 1 J. f*(0)e*dw. (66.2")
2n 2n
Axirinci hadds, @—>-o avazlsmasini aparaq:
- i_}e f*(~w)e™do = 1 T f'(~w)e™ do.
2n 5 2n 2

Bunu (66.2')-ds yerins yazsaq, sagda vs solda yazilmig eyni inteqrallarin
baraberliyindon f(0)=f"(-0) oldugunu gérarik. Bu barabarlikdon
kompleks qogsma alsaq

f(-0)=f"(0) (66.4)

dldr. Golacokds sahonin tam enerjisini va ya intensivliyini hesablayanda
f2(t) -nin zamana géra inteqral igtirak edacakdir:
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jf (t)dt = j f(H)f* (t)dt=— j f(w)do j £* (' )dco je'““” dt =

1 o +00 , ' ' o 1 +0 . B 1 +oo )
"2 _;[ f(m)dcoﬁl £ (0)do’d(0 - o) = pe _;[f((’))f (0)do = Z_;[‘f (0)| do.
Beloliklo
+x0 1 +0 R l " ,
i £2(t)dt = o i ()|’ do = ;Oj (@) do. (66.5)

Aldigimiz diisturlar spektral ayrihs (paylanma) diisturlar: adlanir. 9gor
f(t) funksiyasi miioyyan T perioduna malikdirss, yomi f(t)=1f(t+T)
olarsa, onda (66.2) Furye inteqrali Furye sirasina gevrilor. Lazim golsa
biz Furye sirasin ayrica aragdirariq. Qeyd edsk ki, Furye integrali ko-
silmoz spektr iigiin, Furye sirasi iss diskret spektr {igiin isladilir.
Moslumdur ki, elektromaqnit sahssi yalniz zamana gors deyil, hom
do fozaya gora dayisir. Elektromaqnit sahasi vektorlarin har hansi to-
plananma F(7,t)desok, bu funksiyani da Furye inteqralina ayirmaq

olar. Bu zaman bir gat yox, 4-qat Furye inteqrali istirak edocakdir, yani
har bir arqumenta (X, y, z, t) bir adad Furye inteqrali uygun golacokdir.
Fiziki olaraq deys bilerik ki, elektromaqnit sahasine uygun olan Furye
inteqral1 4-qat kasilmoz sira togkil edon miixtalif tezlik vo dalga vektorla-
rina malik miistavi monoxromatik dalgalarin cormudir:

40

F(i, 1) = (271[)4 F(k, 0)e @ dodk, dk, dk, (66.6)

Burada 4-qat inteqrallanma aparilir, lakin sadalik iigiin bir adad inteqral
isarasi gostarilmisdir. Dalga vektorunun komponentlari figiin hacm ele-
menti dk.dk,dk; vo ya d3%k va ya (dk) soklinda yazilir. F( k,®) saha iigiin
Furye amsalidir vo onu

F(k,0) = j F(7, 1) e 0dtd*x (66.7)

-0

soklinds tayin edirlor. Son diisturu almaq ugiin (66.6) borabarliyini
e k™Y _yg vurub T va t-iizro inteqrallamagq lazimdir (bax: slavs).

Elektromagqnit sahasi haqiqi olduguna goéra
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F(—k,-0) = F* (k, ) (66.8)

olmaldir.

Son diisturdan istifads edarak, biz Qrin funksiyasinin kémayi ile
gecikon vo qabagqlayan potensiallarin daha iimumi ve daqiq ifadslorini
alacagiq.

Biz F(f,t) elektromaqnit sahasinin bir arqumentini dayismoz sax-
layaraq diger arquments gora Furye omsalin1 hesablasaq alava iki adad

Furye amsali slds eds bilarik: F(f,m)va F(k,t).

§67. Dalamber tanliyinin Qrin funksiyalari, gecikon
va qabaglayan potensiallar

Biz §62-ds geyri-bircins Dalamber tonliklorini sads miilahizalorin
kémayi ils, o gqadar da daqiq olmayan iisulla hall edarak gecikon va qa-
baqlayan potensiallarin ifadalorini aldiq. Indi isa (62.3) va (62.4) qeyri-
bircins Dalamber tonliklarini Qrin funksiyasinin kémayi ils daha dagiq
iisulla hall edacayik.

Ovvales (62.4), (62,8), (62,9) baslangic vo sarhad masslasinin daqiq
halli ilo maggul olaq. Ilk névbads §47-ds Laplas-Puasson tanliyinin hal-
linds etdiyimiz kimi (62.4) tonliyini operatora bolms yolu ils hall edok:

O(F, ) = —4n 07" p(F,1) = —4n [ p(F',t') 07 8(F - F)5(t - t')dt'(dF") =
= [G@E -7, t-t)p(E, t')(di)dt . (67.1)
Burada
G(E-T,t—t)=—4n 0" §(F - F)8(t - t'), (67.2)

sistemin Qrin funksiyasidir. (67.2) tonliyine O-Dalamber operatoru ilo
tasir etsok Qrin funksiyasinin 6dadiyi dalga tonliyini alanq:

OG(F -, t—t') = -4nd(F —F)3(t - t'). (67.3)

Yada salaq ki, diiz va tars operatorlar O0-!f = O-10f = f sartini 6dayir.
(67.3) tenliyinin hallorinin say1 ¢ox ola bilar. Lakin bizim baxdigimiz
masaloys adekvat olan yegans halli tapmagq figiin masalonin sarhad sort-
larina ekvivalent olan miiayyan fiziki miilahizalorden istifads etmok la-
zimdir. ©gar biz verilmis manbalar torafindon hec bir sarhad qoyulmay-
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an sonsuz fozada siialandirdig1 elektromaqnit dalgalarina baxirgsa, bizs
lazim olan yegana hollin tapilmas: iigiin sobabiyyat prinsipini ssas got-
firmok lazimdir. Sababiyyat prinsipi talab edir ki, sabob (menbada zar-
rociklorin siialanmaya sabab olan horakati) nsticeden (miisahids néqte-
sinds sahanin mévcud olmasindan) avval bas versin. Bu sorti 6dsysn po-
tensiallar gecikan potensiallar adlanir.
Yeni R=7-7" vo T=t—t' dayisonler daxil edarsk (67.3) tonliyini
askar sokilds yazaq:
72 L 2 6@ R 67.4
Vi e G(R,T) =—-4nd(R)3(T). (67.4)
(67.4) tonliyini hall etmak iigiin Qrin funksiyasin1 Furye inteqralina
ayiraq:

1

G(R,T) = o

| G(k,0)e' ™ *Ndpd’k . (67.5)

Burada G(k,») Furye smsah asagidaki kimi toyin edilir (bax:§66):
G(k,0) = j G(R,T)e RN g*RdT . (67.6)

(67.4) tonliyindo istirak edon 8-funksiyalar: asagidaki sokilds yazaq:

1

S(R) = 2n)’

j R d’k, 8(T) =-2-1; j e Tdw

vs (67.5) Qrin funksiyasimi (67.4) tonliyinds nozors alaq. Bu zaman
2

= 1 . .. . )
Vi Ry operatoru inteqralla yerini dayiserak inteqral altindaki

e'®®-eT) funksiyasina tesir edacokdir. Bu tasiri sado sokilds hesablamag
figiin nazers alaq ki, téromolar asagidaki sokildadir:

— =

VRelkR =ike1kR , V]Z{elkR =_k2eikR’

0 it . 2 .
e—lm _ -ioT e—m)T = _(DZe—m)T'

Bunlar nazors alaraq (67.4) tonliyini asagidaki sokilds yazing:

4

2 . ez
—2%;- I (-k* + EDT)'- G(k,0)e' ™ *Pd’kdw = ~4n I e *Dd’kdw.
c

(2m)
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Sag va sol tarafin miiqayisasindsn agagidaki cobri tanliyi aling:
(k? -—)G(k,0) = 4. 67.7)
c

Bu cabri tanliyin holli masslanin Qrin funksiyasidir. Qeyd edsk ki, ope-
ratora bolms amaliyyat: birqiymstli deyildir vo bu zaman biz bircins ton-
liyin hallini itirmis olurug. Bu o demokdir ki, biz (67.4) va (67.7) tonlik-
larina uygun bircins tonliklari nozors almaliyiq. Masalon (67.7)-ya uygun
bircins cabri tonlik

- 2 g
(k* - %)Go(k,co) =0 (67.8)

soklindadir. Bircins tanliyin G, (k,®) holli baxdigimiz masalonin hallinin
tamhiff va yeganoliyini tamin edir. & -funksiyanin x& (x)=0 xassasindon
(bax: slavs) istifads edarak GO(E,m) hallini imumi gokilds yaziriq:

2
G, =F, &, a)s(k’ —2"—2). (67.9)

Burada F,(k,®) holalik ixtiyari funksiyadir. (67.7) tonliyinin helli qeyri
bircins tanliyin xiisusi hallidir:

Gk, 0) =- "'mz,; . (67.10)

k-2
c2

(67.9) va (67.10) hollarinin cami masalonin imumi Qrin funksiyasi olur.

4n

2

2 ©
k*——
C

Gk, ») =

2
+F, (E,m)&(k—m—z). (67.11)
C

Biz baxdifimiz masslonin Qrin funksiyasimin Furye smsahini iimumi so-
kilds aldiq. Indi (67.11)-i k vo o fizra inteqrallayaraq Qrin funksiyasiin
R,T fozasinda son ifadasini hesablaya bilorik.

Bizim golocok mogsadimiz iigiin @imumi Qrin funksiyas: deyil,
(67.10) diisturu ils verilmis xiisusi Qrin funksiyas: kifayatdir. Bu xiisusi
hal tigiin (67.5) Qrin funksiyasin agiq sokilds yazaq:
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- 1 I d(D - R
G(R,T) = —— [ &’ke™® [ —G(k,0)e™". 67.12
R, T) (27[)3[ ¢ I -Gk (67.12)

Daxili Qrin funksiyasini ayrica hesablayaq:

2
G(k,T) = j ——G(k ®)e T =2 j —‘:—d‘”—e-"“T

—Q0

(67.13)

0)—0)

Burada kc=wk isarslanmasini gobul etmigik. Diisturdan goériiniir ki, da-
xili Qrin funksiyasinin haqiqi ox iizarinds 2 adad polyusu (qiitbii) vardir:

1= -ok=-kc va o= ox=+kc.

Bu polyuslar1 dolanma, asma qaydasindan asili olaraq biz gecikon (ingi-
lisco Retarded) va qabaqglayan (Advanced) Qrin funksiyalarim alacagiq.
Polyusda funksiyamin qiymstini ¢ixiglar isulu ilo hesablayirlar. Fizika-
da, xiisusilo nazori fizikada bu iisuldan genis istifado olunduguna géra
burada qisaca onun tarifini veririk.

Kompleks miistovids zi, zo, z3, noqtaleri analitik funksiyanin sads
polyus ndqtalsridirss, onda analitik funksiyanin qapali C konturu tizra
inteqrali onun bu polyuslarda ¢1x1qlar1n1n caming barabardir:

cj‘fl;((z) z= 2mzres_2mz k),\p(zk) 0, y'(z,)=0,k=12,3,.
z)

@ ¢ Konturu dolanma istiqgamati saat aqrabi istiqgamatinds olar-

sa, ¢1x1q moanfi isars ilo gotiiriiliir.

Indi ©-ya kompleks dayison kimi baxaq: o=0'+i0", @' v o" hagi-
gidir. (67.13) diisturunda inteqrallanma haqiqi ox iizre aparilir vo biz
polyus ndqtalorini yuxar: miistavids kigik yarim gevralor {izrs dolaniriq,
asiriq (sokil 67.1). ©goar T>0 olarsa, onda biz (67.13) diisturundaki inte-
grallanma konturunu asagi miistavide sonsuz boyiik || > radiuslu
yarim ¢evra ilo qapayaraq (qiriq xattla) gapali Cr konturunu alirig. Qi-
riq Xott iizorindo asagn mistovido o=0'-i0"(0">0) oldugundan

Tw"

e|o:il:f>‘:o @) 5 e ™ -0 olur. Qirq xatt iizorinds inteqral sifirdir, yani bu

xatt (67.13) inteqralina heg bir slava vermir, lakin Cr konturunun gapal
olmasini tamin edir. Cr boyunca firlanma saat aqrobi istigamatinds ol-
dugundan, ¢ixiglar manfi isars ils gétiiriiliir. Indi (67.13) diisturunu bels

352



yaziriq:

- da) - ) ' e—ia)T e—in
G(k,T) = 2‘:2?@,3 —re =2k (—2m){_ » IW + _—ZZLFW =
R
i, T ~iw, T :
22 (- 2mn e € |4 SAT) pyh
20, 2w, @y

Ogar T<0 olarsa, onda biz quriq xatls ¢okilmis béyiik radiuslu gapayict
yarim gevrani yuxari miistovida gétiirocayik. Yuxar1 miistovids o=0'+ie"”
ATOH) e 50 (ciinki T<0).
Yani bu qiriq xatt iizarinds da inteqral sifirdir. Indi almms qapali kon-
turun daxilina polyus néqtaleri, yani ¢ixiglar diismiir. Ona géra do T<0
halinda G(E,T) =0 olur. Beloliklo (67.13)-daki daxili inteqral asagidaki
sokla diisiir.

oldugundan bu qiriq xatt iizorinds e

o]0

4nc? sin(w, T)
G R, T) = o, 70 (67.14)
0, T<0

Bu, gecikan Qrin funksiyasidir, ¢iinki burada T>0, yani t-t'>0 va ya t>t’
olur.

io”
A
P B \?5 0
/; > h » > h ,\‘\ » a)/
~® ..\ -0, ey l,ri—oo
CR‘\‘ ':'
\ /
’
AN /
.
e | T)0
Sakil 67.1

(67.12) ifadosinds d3 k iizrs inteqrali hesablamagq iigiin k fozasinda
polyar oxu k; boyunca yonalmis sferik koordinat sistemini segok va R
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vektorunu polyar oxa paralel gotiirak:
d’k = dk,dk dk, = k?dk d Q=k*dk sin6d6da .

(67.12)-ds bucagqlar iizrs inteqrali ayrica acaq:
. 2n ] )
[e®dQ= [ da[ sin6doe™ = = AT Gn(kR). (67.15)
0 0 kR

Biz bu ndv sads inteqrali §47-do Laplas-Puasson tonliyinin hallinds ag-
mugiq. Indi (67.14), (67.15) va d3k=k2dkdQ ifadslerini (67.12)-ds yerine
yazaraq T > 0 olduqda Qrin funksiyas iigiin asagidaki diisturu alariq:

GRR,T)= -2% [ sin(kR) sin(ke T)dk =
T

= -1;% f [cos(kR ~kcT) ~cos(kR + ch)]dk.

Burada ox=kc vo sinasinp = —;—[cos(oc —B) —cos(a + B)] borabarliklarin-

den istifads etmisik. Indi 8-funksiyanin —l—f cos(kx)-dk = 8(x) xasss-
T

sindan istifads edak (bax: slava):

[5(R cT)-8(R +cT)] T>0

G*R,T) = (67.16)

0, T<0

Bu ifadado R>0 va 3(R+cT)=0 vo 8(R —cT) = 16(5 - T) = 1 S(T - E)
c \ ¢

C C

(8-funksiya ciit funksiyadir) oldugunu nazers alaraq geciken Qrin fun-
ksiyasinin askar ifadssini asagidak sokilds yazinq:

c

GrFE-T,t- t)_| — l( Eﬂ} (67.17)

fndi polyuslan sonsuz kigik yarimgevraler iizro asagidan dolanaq.
Biz T<0 hali ilo maraqlanaraq hsqiqi ox boyunca yonolmis diiz xathi
konturu sonsuz bdyiik radiuslu yarimgevrs ils yuxar: miistovids qapayaq
(qinq xatls). Ovvaldo oldugu kimi burada da quniq xstli yarimgevras iizs-
rinds Qrin funksiyas: sifira berabardir, lakin bu yarimgevrs diizxatli
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konturu qapayaraq qapali Ca konturu smals gatirir (sokil 67.2).

e X

Sokil 67.2

Burada polyuslar qapal konturun daxilindadir, dolanma istiqgamati saat
aqrabinin oksinadir vo ona goéra dos gixiglar miisbot isars ilo gotiiriiliir.
Analoji yolla asagidaki Qrin funksiyasini aling:

GA(f-f',t—t’)—I 7 (t t+I ~ I] T<0. (67.18)
r—

Bu gabaqlayan Qrin funksiyasidir. Bir halda ki, GR va GA eyni bir qey-
ni-bircins (67.3) tonliyinin halloridir, demoli onlarin GR-GA fargi bircins
Dalamber tanliyini 6domalidir:

O(GR - GA)=0. (67.19)

Biz maxsusi noqtalori miixtalif név dolanma iisullarn segmokls Kvant
saha nazariyyasinda istifads olunan miixtalif Qrin funksiyalarim ala bils-
rik. Lakin bizim moasgul oldugumuz klassik elektrodinamikada asas eti-
barilo geciken va qabaqlayan Qrin funksiyalarindan istifads olunur.

Qrin funksiyalarim bilerak (67.1) diisturundan istifads etmaklo gox
asanligla gecikan va qabaqglayan potensiallar yaza bilarik:

p[r',t— |f;r I)(df’)
o G 1= |

p{f’,w———r i IJ
c
9" E 0= | Foa @

Vektor potensiali almaq iigiin (67.1) diisturunda p — l] avazlomo-
c

(67.20)
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sini etmak lazimdir:

i@, t—l——|)(d t')
A= ,

lf— T
He t+-|'_rl)(df3
C

(67.21)

A(rO——I —<

[F-7

Bizim avvoalki diisturlarimizda miigahids noqtasinin radius vektoru
olaraq T yox R, gotiiriilmiigdiir. Gecikan potensiallarin (o*,A%) za-
man arqumentindon gériiniir ki, sahonin T miisahids ndqtesinds t za-
il
e
qiymati ilo toyin edilir. Burada [f —'|/c kemiyyati sahonin monbaden

man aninda qiymoati monbslorin t-don avvalki t'=t- anindaki

miisahide noqtesine yayilmasi zamanidir. Geciken potensiallar sobe-
biyyat prinsipinftam odoyir. Qabaqglayan potensiallarda (¢™,A*) sabo-
biyyat prinsipi tamamilo pozulur, bels ki, burada sahani onun yaranma-
sindan avval miisahids edirik. Qabaglayan potensialdan yalniz bazi mo-

salalorda istifads olunur. Gecikan potensiallar iso har yerds 6z tatbiqini
tapir vo xiisusilo onlar siialanma nazoriyyasinin asasini togkil edir.
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X FOSIL
ELEKTROMAQNIT DALGALARININ
SUALANMASI VO SOPILMOSi .

§68. Elektrik dipolunun siialanmasi

68.1. Yiiklar sistemindan ¢ox uzaq mosafalorda
elektromagnit sahasi. Dipol yaxinlasmasi. Dal3a zonasi

LYiklar sisteminin gilalanma sahasi gecikan potensiallarla tasvir olu-
nur. Gecikan potensiallarin ifadasi o qadar ds sads deyildir. Potensialla-
ra yiiklar sistemindon ¢ox uzaq masafods baxdigda, onlar sistemin 6lgii-
lorins gdrs siraya ayiraraq bir-neco hodls kifayatlonmak olar. Miisyyan
yaxinlasmada bu potensiallar sistemin dipol momenti ils ifads olunur.
Bu yaxinlagsma dipol yaxinlagmasi vo uygun siialanma iss dipol siialan-
mast adlanir.

Biz adaston gecikan vektor potensialdan istifads edacayik (sokil
68.1):
HG)

A(ﬁo,t)=% Ak gr). (68.1)
\

- R -

Sakil 68.1

Burada ' corayan elementinin radius vektorudur vs o, yiiklar (caroyan-
lar) sisteminin olgiisii tartibindadir. P miisahido néqtosi sistemdsn ¢ox
uzaqda yerlogarsa

R,Ry>>1' (68.2)

olar, yoni miisahids noqtesine qadar olan mosafs sistemin dlgiilarindan
cox boyiikdiir. Biz mohz bels uzaq mosafslords yiiklor sisteminin yarat-
digr sahoni todqiq edacayik. Carayan elementindon P-ys qadar olan
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R= ‘Ro - f" moasafani kigik r' parametrinin iistlorina gora Teylor sirasi-

na ayirib iki hadls kifayatlonacayik (bax: §49):
D =1 fediy, = Ro ==
R=[R,-7|=R, - VR|p =R —F'-* =R, 7. (68.3)
0

—

Burada ﬁ=—§—°—vahid vektordur. (68.3)-ii (68.1)-ds yerins yazaraq,

0
rn<<R, oldugundan moxracds onu atiriq, lakin suratdo corayanin ar-
0

qumentinds 7' haddini halslik saxlayiriq:

A(D 1 S(F =
AR, t)=— | Jf_ 2 e (dF). (68.4)

L cRy ¢ .J

rn ge
Bu yazihgda — daxili gecikma zamam adlanir. Ogor corayan zamana
c

gora tez dayisirss daxili gecikmoni atmaq olmaz. Foarz edak ki, sistemds
corayanlarin (yiiklorin) paylanmasi xarakteristik Tys miiddati arzinda
nazars garpacaq daracads dayisir. Ogar

I < Ty (68.5)
C

olarsa, onda (68.4)-ds daxili gecikmoani atmaq olar.

Qeyd edak ki, sistemin yiiklori, corsyanlar1 hansi qanunla doyisirsa,
onlarin yaratdig1 sahs ds homin qanunla doyigacokdir, yani Tsano~ Tyuk
olacaqdir. Burada Tsan, corayanlarin yaratdig: sahanin xarakteristik sorti
periodudur. Galocokda Tyik~Tsan~T yazacagiq. Yiiklor sisteminin xatti
dlgiilorinin tortibins a desak, T'ni~ a olar. Indi (68.5)-i bels yaziriq:

L%\ voya a<<cT=A. (68.5")
c

Ogor sistemin Olgiilori onun siialandirdigt dalganin uzunlugundan g¢ox
kigikdirse, onda daxili gecikmani atmaq olar. (68.5") sortini basqa sokil-
do do yazirlar. Yiiklorin orta horakat siiratino U desak, sistemin xatti 61-
glilori, masalon sistemin radiusu, diametri, ¢evranin uzunlugu a~oT

olar. Bunu (68.5')-da yerina yazsaq asagidaki miinasibati alariq:
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ot <<T vaya D «1. (68.5")
c C

Belalikls sistemin yiiklori geyri-relyativistik (v <<c) harakat edorss, on-

da daxili gecikmoani nazors almamagq olar. Biz burada moahz belos sistem-

lorin siialanmasi ils moggul olacagiq.
(68.5) sortini (68.4)-d9 nazars alaq.

0

A 1% (d*') = J“)(d (68.6)
L I
Biz gecikmo zamanim t ils isars etmisik: 1=t - —2.

c
Son diisturda J(') = Ze (1) 8(t' —1,(7)) yazaraq yiiklorin diskret

paylandig: hala kegok:

Y oS @M=l ==l (68)

AR, t)=
Ro.1 cR, 4 odt © cR, °

Baxdigimiz yaxinlagmada vektor potensial sistemin c*iI = ZCafa (1) elek-

trik dipolu momentinin téramasi ils ifads olunur. Indi sahenin intensiv-
lik vektorlarini hesablayagq:

L. Lo .1 |- dA . dA
VAR =rotAR,,0) = v &]-= {VRO, ™y ] - [n ) ] . (68.8)

Burada A -nin Ro-a gora tam téramasi

g dd dv_ L -—Ld  (6838a)
dRo cR, cR, dt dR cRO ¢c’R,
olur. Son ifadads béyiik masafalords birinci hadd ikinci haddsn kigikdir.
Bu sorti dogiglogdirmokdon 6trii sistemin d(t) dipol momentini Furye
inteqralina ayiraraq (bax: (66.2))

1 oo = .
=— d(o)e™"do
=5 [ d@

va bunu (68.8,)-da nazars alaq:

d
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A __| " dw)e ™ o o |y,
dR, cR, R, ¢

Inteqral altinda birinci haddin ikinci haddan gox kigik olmas: sartini ya-
zaq:

2

() ® c_ ¢ T A
—<<— VayaRp>>—=—=—=—=7%
R, C ® 5% 2t 2n
T
Bu sorti yigcam bels yazinq:
R,>>A>>a. (68.5")

Miisahido noqtesine gadar olan masafo hom sistemin siialandirdig
dalganin uzunlugundan, hom ds sistemin 6lgiilarindan ¢ox boyiikdiir. Bu
sorti O0doyan faza ndéqtalerine dalga zonasi deyilir. Dalga zonasinda
(68.8a)-da birinci haddi ikinciys nazoran ataraq maqnit sahasi intensiv-
liyi {igiin son ifadoni alingq:

H(R,,t) = [dn] (68.8")
Dalga zonasinda boyiik radiuslu sferanin kigik hissasine miistovi
kimi baxaraq sferik vo miistovi dalgalar arasinda slaqa yarada bilarik.

Sarbast elektromagqnit sahasi vo miistavi dalgalar bohsinds miistavi dalg-
anin maqnit intensivliyini asagidaki kimi yazmisdiq (bax(58.6)):

fi =[—EZ§] = [sE]. (58.6)

Burada i=1 dalganin yayilma istiqamtidir, & =t-Z dir. Biz (68.8")
c

diisturunu tamamils bu yazilisa uygun gokilds tasvir eds bilarik.

n 1l dsx n oA n- "
LR, = { R, dtde‘:a] [‘zAfL (68.87)

Burada A =

R,
d ,t=t——2. Bizds dalga R, istigamotinds yayilan
cR, ° c

sferik dalgadr, (58.6)-da ise X oxu istigamatinds yayilan miistavi dalga-
dir. Dalga zonasinda bu dalgalar bir-birins oxsardir. Bu yaxinlasmada
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E,H,i vektorlari arasmndaki miinasibat do oxsar olacagdir. (bax:
(58.57) va sokil 58.1):

hﬂ_ [[dJi], i =[iE], E LA 1d,E>=H. (68.9)

0

Biz bu miinasibatlori dalga zonasinda dalgalarin oxsarhigindan istifads
ederak yazdiq.
Indi géstorak ki, (68.9) miinasibatlorini oxsarligdan istifads etmadan

bilavasita hesablama yolu ils almaq olar. Bunun {igiin avvelca ¢(Ro,t)-ni
siraya ayiraraq dalga zonasinda onun ifadasini almaq lazimdir:

@(ﬁo,t)=§1—jp(f' R +——j d“')=—j( G )+——)(d*')

—y—

Biz yiiklor sisteminin elektroneytralligindan, ;_n<<1 sortindan, kasil-
0

moazlik tonliyindan va Qauss teoremindan istifado edarak:

O(Ry,1) = HA(R, 1) (68.10)
aliriq. Burada A(R,,t) (68.6) va ya (68.7) diisturu ilo ifads olunur. Indi

E(R,,t)= —l%té—-gradw diisturundan istifads edarak elektrik sahasinin
c

intensivliyini hesablayaq:

BR, 0= -1 28 gR) - é,_vr[dia,&j.
c ¢’R, T

.1 : . =
Biz — ils miitonasib olan hadlari ataraq dalga zonasinda  E -iigiin
0

asagidaki diisturu alirig:

- 1] = n B
E(R,,t)=- d + nd )=
Ro:) R, * &Rf 2

| s 1
R W S
ZRJMHH R,

(*)

Bu diistur ilo (68.9) diisturu ist-iista diigiir.
Belolikls dalga zonasinda elektromaqnit sahasi (68.7), (68.8'), (68.9)
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vo (68.10) diisturlar ils tasvir olunur.

68.2 Elektrik dipolunun siialanma intensivliyi

|§istemin sialandirdigy elektromaqnit dalgalari 6zlori ilo miisyyon
qadar enerji dasiyir. Bu enerjini hesablamagq iigiin Umov-Poynting vek-
torundan istifads edacayik. Umov-Poyntinq vektoru elektromagnit sa-
hasi enerji selinin sixligidir, yani sahanin yayilma istigamatine perpendi-
kulyar olan vahid sathdan vahid zamanda kegon enerjinin migdaridir.

Onu J = 41[1:31?1] diisturu ils tayin edirlor. Onda dS sathindan vahid za-
n

mandan kegon (va ya slialanan) enerjinin miqdar Jd§ olar. Svvalcs dl
diferensial siialanma intensivliyinin tarifini versk. Vahid zamanda dQ —
cisim bucag: daxilindo siialanan enerjiys, yoni R, radiuslu siialanma sfe-

rasimin ds =R)d Qi soth elementindon vahid zamanda kegon siialanma

enerjisinin miqdarina stialanmamn diferensial intensivliyi deyilir. Burada
fi soth elementinin normahdir, dQ cisim bucagdir. Diferensial siialan-

ma intensivliyini dI ils isars edirlarJSiialanmanm sxemi sokil 68.2-da go-
storilmigdir.

azimut

Sakil 68.2

Sistemin dipol momenti polyar oxu boyunca yonslmisdir. Siialanma

—

~_.Ry . . . . ) )
fi = —" istigamotindo bas verir. 8 siialanmamn polyar bucagini, o isa
0
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azimutal bacagini géstorir. LB_ilavasita siialanma intensivliyini hesablay-
aq:

dI = Jd§ = —[EAJds = —[E[RE])ds = — {RE? - E(AE)}ds = - E*ids,
4n 4n 4n 4n

=

Burada E?=f%=—1 [éiﬁ]2 - sin?@ vo d§=R2dQi oldugunu
c‘R? c*R2 °
0 0
nazars alsaq
22 .2
a=459q (68.11)

4nc’

olar. Vahid cisim bucag altinda siialanma intensivliyino sialanma inten-
sivliyi sixhg deyilir:

52
Ism(G,a)=:—g12= 4d sin’ 9. (68.12)

nc?

Bu komiyyat dipol siialanmasinin enerjiys va bucaqlara goérs paylanma-
sin1 xarakterizs edir. O, dipol momentinin ikinci tortib toramasinin, taci-
linin kvadrat1 il diiz miitanasibdir. Dipol tacills harakst etmasa sistem

. . . . = . R
dipol kimi siialana bilmoz. Digor torofdon d_ komiyysti t=t-—2
c

. . R
gecikkmo zamanindan asiidir. Dipolun t-—% aninda sialandirdig
c
enerjini miisahidogi t aninda (yani gecikarak) miisahida edir.§Ogar dipol
momentini Furye inteqralina ayirsaq va ya onun harmonik rags etdiyini

qobul etsak, d* ~ w*d? olar. Yoni Dipol siialanmas: tezliyin 4-cii doracasi
ilo basg verir.

Dipol siialanmasimn bucagqlara gérs paylanmasindan gériiniir ki, bu
slialanma azimut bucagina gérs izotropdur (yeni a-dan asili deyildir),
lakin polyar bucaqdan sin?6 soklinds kaskin asthdir. Dipolun oxu (ysni
dipolun rags etdiyi xatt) istiqamotinds (6=0" va 180°) siialanma bas ver-
mir. Lakin dipolun oxuna perpendikulyar istiqgamoatds siialanma mak-
simum qiymat alir:

32
0=" do = =9 .
2 4

Tic
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Siialanmann istigamatlonma diaqramini vs ya siialanma intensivliy1
sixliginin vektor diaqramum qursaq bucaglardan asililig daha askar
olar. Miistovids bir-birina perpendikulyar ordinat va absis oxlarin gotu-

rak va d vektorunu ordinat oxu boyunca yénsldsk. Polyar bucagi d

oxuna nazaran hesablayaq. 6—ya qiymatlar vermoakls har bir 6; ti¢iin (1I=1,
2,3.)

F(6,,0) = S‘XI(S;(’ %) _ gin? 0,
nisbatini hesablayaq (-n<0i<m). Hor bir 6; tigiin ahnmus F-in qiymatini
koordinat baslangicindan ¢ixan oxlar dastasi soklinds géstarak ve bu ox-
larm uclarini hamar ayri ilo birlasdirak. Bu zaman biz bir-birina toxunan
iki gevra alacagiq. Bu sokil a-nin istanilon giymati iigiin ¢okilmigdir. Siia-

lanma a-ya gore izotrop oldugundan, biz bu sokli d otrafinda tam 27
bucag) gadar (0 < a < 2n) firladaraq miiayyen faza fiquru aling. Bu foza
fiquru ortadan swilmus sferik bulkaya ve ya avtomobil $inino 0X$ayir.
Sokil 68.3-ds bu fiqurun kasiyi gosterilmisdir. Dipol stialanmasinin
bucaglara gors paylanmasi sokil 68.3-de gostorilon kimidir.

N
YA

A/

Sakil 68.3

Dipol siialanmasinda E.H vs J vektorlarmin vaziyystini mioyyan
etmok iigiin homin kemiyystlorin diisturlarina miiracist etmok lazamdir.
Ovvales onu geyd edak ki, bu iig vektor sag yivli burgu toskil edir. H-mn

(68.8') ifadasindan (H~ [dn]) goriiniir ki, bu vektor meridian (uzunluq)
xattino perpendikulyar olmagla paralels (en) toxunan istigamotdo sag
torafs yonalmisdir. E = [Hfi] ifadesindon gbriinir ki, bu vektor meridia-
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na toxunan istiqgamstds asag1 yoénalmisdir. J vektoru iso bunlarin har
ikisina perpendikulyar olmagla ﬁo (vo ya 1 siialanma vektoru) istiqa-

motinds sferadan xarica yonslmisdir. Biz bu vektorlarin istigamatini va
bucaglar sokil 68.4-ds ¢akilmis yarim sferada gostarmisik

J

Sokil 68.4

Indi elektrik dipolunun tam siialanma intensivliyini tapmagq iigiin
(68.11) ifadssini biitiin bucaqlar iizrs inteqrallamaq lazimdr.

32

4nc’

.'.:2 :2
¢ 3 _2d° (68.13)

I =
4nc® 3 3¢

2n n
J.doc _[sin3 0do =
0 0

Inteqral intensivlik adlanan I ksmiyyati dipolun vahid zamanda biitiin
istiqgamatlords siialandirdigr elektromaqnit sahosinin enerjisini ifads
edir. Bu enerjini dipol 6z enerjisinin azalmasi hesabina sﬁalandmgOna
goro baxdigimiz yiiklor sisteminin enerjisinin saxlanmasi qanununu
asagidaki sokilds yaziriq.

P 2 2 (68.14)

Burada E; siialanan zarraciklar sisteminin enerjisidir.
Dipol siialanmanin mévcud olmasi iigiin
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d= Zeara = Z:e:awa
a a
ifadasinda goriiniir ki, zerraciklar tacills harakst etmolidir, yani, zorraciy-

in tocili W, #0 olmahdir. Bu zoruri sortdir, lakin kafi deyil. Dogrudan

ea

da agar yiiklar sistemi qapalidirsa, zarraciklarin xiisusi yiikii eynidir-

m

a

$9 Va va<<c-dirss, belo sistem dipol kimi giialana bilmoz. Bunu isbat et-
mok {igiin sistemin dipol momentinin soklini bir az dayigok:

R LIS SR i)
d=>ef=>erlf —*+=— ) TLm,=—-2 O m)=
- a‘a ~ aarna maa a m(zma) - a
a
=~ €
=R,,—2. m,
ma

Beloliklo yiiklor sisteminin dipol momenti hamin sistemin stalat

moarkazinin radius vektoru R ilo miitonasibdir. Yuxaridaki ifadadon

anu
zamana gora iki qat téroma alsaq:

é=ﬁa.p—er52ma=0

olar. Ciinki malumdur ki, gqapali sistemin atalot markszi biitlin proses-
lords ya siikunoatds galir, ya da barabar suratli diiz xatli harokat edir. Be-

loliklo baxdigimiz sistemds d ~ Ra_p va demoli I=0 olur. Bels yiiklar sis-

temi dipol kimi siialana bilmaz va o, 6z artiq enerjisini basqa yolla, mss.,
kvadrupol kimi giialandira bilar.
Xiisusi halda yiiklor sistemi bir yiikdan (elektrondan) ibarat olarsa

dipol siialanmasi intensivliyini hesablayaq. Bir yiik halinda d=ef vo
d =er olur. Bunlari (68.14)-da nazars alsaq

2
_ di:ar 1= 323 2 (68.15)

olar. Burada T zarraciyin tacilidir. Biz siialanmanin klassik nozariyyssi-
no aid diisturlan aldiq. Klassik nazariyyads kegidlor kesilmazdir vo bu
diisturlar1 kvant nazariyyassindoki diskret kegidlor halina homiss tatbiq
etmok olmaz. Aldigimiz disturlarin miisyysn totbiq edilms oblastlar
méveuddur. Onu deya bilarik ki, yiiksak soviyyads (Kvant mexanikasin-
daki enerji saviyyalari) yaxin kegidlords klassik nazariyyonin diisturlari
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kvant nozariyyasi diisturlar ils iist-iista diigiir.

Bu diisturlarin goxlu sayda sads tatbiqleri vardir. Miixtalif giivvalo-
rin tasiri altinda tacil alan yiiklii zorraciklorin, miixtalif nov ossilyatorla-
rin v s. elektromaqnit siialanmasi bu diisturlarla tasvir olunur. Yadda
saxlamaq lazimdir ki, bu disturlar qeyri-relyativistik siialanmalan ifads
edir. Relyativistik zorraciklorin giialanmasina biz galacakdo baxacagiq.

§69. Yiiklor sisteminin kvadrupol va
magqnit dipolu siialanmasi

Biz yens ds yiikler sisteminin 6ziindan ¢ox uzaq masafada yaratdigi
elektromaqnit sahasi ilo maraglaniriq. Burada biz sahonin ifadasinda

—o,—.

dipol siialanmasinda oldugu kimi kicik I daxili gecikmoni artiq atmi-
c

-

riq va (68.4) vektor potensialimi kigik In parametrinin istlarina gora
c :
siraya ayiraraq 2 hadls kifayatlonirik:

r_n___axr,m...}:
C

B o L =n ) ()
A(Ro’t)_cTJ-(dr ){Jz + e

MG )(d"' (~-'I (") (d-f’).

Hesablamani sadslasdirmoak iigiin yiiklorin diskret paylandigi hala
kegarak

3O = Ze 2(DB(E' - (1)
yazaq va siranin birinci haddinda (68.7) ifadssini nazars alaq:

1 0 - -
SR 5 & S0 (D).
1) a

. 1 =
AR,,t)= .
Ro,0) cR,
Burada 9, (1) (%, (t)d) hasili iigiin asagidak: eynilikden istifada edok:
B, (E1) :é {o.E8)+ fa(aafo}% {B.(%8) - £,(5,8)} =

=§i(r (Z)+~ [[faﬁa]ﬁ]-
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Bu ifadani A(lio ,t) -da nazars alaq:

- 1_'.
AR, ,t)= .t e (r.(rn)+
L(o) Ro 22RaTzZ(()

Ze [, ]1]. (@1

2R&'t

Biz bu vektor potensiala i ilo miitanasib olan istanilon vektoru ala-

va eds bilarik, ciinki (68-8)-dtisturunagore bu zaman fiziki sahs olan H

(mﬂ'é:zb) doyismayacakdir. Bu slave vektoru asagidaki sokilda segirik
ki, (89.1)-ds ikinci toplanani kvadrupol momenti soklids yaza bilok:

Indi (6R.1) diisturunun son ifadasi asagldakl kimi yazilir:

AR, = 11{ d + 6c21R = Ze (3T (L.1) T, ) +
+§—a[}l i) (B 1)

Burada i, = Z-;—“c—[faﬁa] horokat edan yiiklar sisteminin maqnit dipolu

a

momentidir Aoaxe=$54). Yuxaridak: diisturda ikinci hoddaki comlams vu-
rugunu D ilo isars edak:

D=Y e, (3% (%) - i),

Asanligla gdstarmok olar ki, Di=Djn;, burada Dj; sistemin kvadru-

pol momentidir ¢(bax-§50) Bunlar nozars alaraq (89.1") ifadssini yigcam
sokilds yaza bilarik:
AR, = ——d + D +— [ (69.1)
VTR TR, R, T '

Belaliklo baxdigimiz yaxinlagsmada vektor potensial elektrik dipolu mo-
mentindan alave ham kvadrupol va hom ds magnit dipolu momentindan

R -
asihdir. Biitin momentlor T =t—-—2 zamaninda gotirillir. A -ya alava

c
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edilmis f vektoruna miioyyan skalyarin gradiyenti kimi baxmagq olar:

2
A dz e, i’ 1R, ;.
6c? dt* <
Onda A iizorinds aparilan amaliyyat potensiallarin qradiyent ¢evrilmo-

sidir. Indi (68.8)3a(68.9)-disstuslanindan istifadocdesek H vo E inten-
sivliklorini hesablaya bilarik:
| .

+

. - |
HR,, 1) =—[AR]=—2
0

1 = 1 |33,
3 1+ R [An]a], (69.2)
0 0

B=[f7], [§= [Hl

Sahonin E vo H vektorlarim bilorak sistemin diferensial siialanma in-
tensivliyini yaza bilsriﬁ(bax: §68):

dl = — FA%id§ = —H2R2d Q. (69.3)
47 47

Diferensial intensivliyin bucaqlardan asililign bir qadar miirskkabdir va
biz bu asililigl analiz etmodan bilavasits siialanmanin inteqral intensiv-
liyini hesablayiriq:

I= J dl = 41{% jdlj —4nd. (69.4)

I bucaglar iizra inteqralin orta giymotidir. Burada inteqrallanma
bucaqlar iizrs aparilir. Biz bu inteqrallanman: bucaqlar izra inteqrahin
1 orta qiymatini 4n-ys vurmagla hesablayiriq. Siialanma bucaglar va-
hid @i vektorunun proyeksiyalarinin hasillorina daxil olur. Onda bucag-

lar iizra orta qiymot n,,n;,n, vas. proyeksiyalarin hasillorinin orta qiy-

i’ J’
mati il9 tayin edilir. Biz bu orta qiymatlori alavads hesablamigiq va bu-
rada onlardan istifads edirik (bax: Slavalar):

n,=0,nn,= 35,1, nn, =0, nnnn, = (5 B +8,8,+8,8,) vas.

Beloliklo ni-lorin tok sayda hasillarinin orta qiymoti sifirdir, ciit sayda
hasillarin orta qiymati §;;simvollarinin hasillorino barabardir.
H(R,,t) vektorunun ifadesinden goriiniir ki, onun kvadratina
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(69.2) diisturunda istirak edan ii¢ haddin har birinin kvadrati va bu had-
lorin qangiq hasillari daxildir. Ortalama nsticasinds malumdur ki, qari-
s1q hasillarin orta giymati sifirdir, lakin har bir hoaddin kvadratinin orta
qiymati sifirdan farqlidir. Hesablamam1 davam etdirorok siialanmanin
inteqral intensivliyi {igiin asagidaki ifadani aliriq:

2 0z 1 .

[=—-d>+ D.
3c? 180¢° Y

2 =2
+—0". 69.4
LY (69.4)

Burada birinci hadd (I,) elektrik dipolunun silalanma intensivliyi, ikinci

hadd (I,,) kvadrupolun siialanma intensivliyi, ii¢lincii hadd (I, ise magq-

nit dipolunun siialanma intensivliyidir. Biz siraya ayirmani davam et-
soydik multipollarin siialanma intensivliklorini do almis olardiq. Qeyd
edak ki, biitiin bu siialanmalar geyri-relyativistik siialanmalardir va on-
lar dalga zonasinda hesablanmigdir. Bu siialanmalar igarisinds dipol
slialanmasinin intensivliyi an béyiikdiir. Ona gors ds digor siialanmalar:
dipol siialanmasi ilo miiqayiss edirlor. Elektrik vo maqnit dipolu mo-

e : . VS < . :
mentlarini miigayiss etsok toqriban fi ~—d oldugunu gorarik. Digar to-
c

rofden D ilo d-ni miiqayisa etsok tortibca lI') ~ 24~ p olur. Bunlan
c c

uygun siialanma intensivliklorinds nazars alsaq

oY 1
I ~(-c—] I, I NH)EI"
oldugunu gorarik. Belaliklo tortib etibarilo intensivliklor I, >>I, va
I >>I, sortini ddoyir. Sialanma intensivliklori misyysn gqadagan

olunma ganunlarina tabedir. Biz §68-ds goéstordik ki, yiiklar sistemi ga-

e .y e e
palidirsa, zarraciklorin xiisusi yiiklori eynidirsa ( 2 =—J va v<<c-
m, m

a

dirsa, belo sistem dipol kimi siialana bilmaz, yoni d = 0 olar. Indi gosta-
rok ki, bela sistem magqnit dipolu kimi ds siialana bilmaz. Dogrudan da
avvalki fasillardan bilirik ki, bels sistemin maqnit momenti onun harakat
miqdar: (mexaniki) momenti ilo miitonasibdir:

e —
i=——->~L.
K 2mce
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Bu diisturdan zaman gors iki gat téromo alsaq = %i olar. Sax-
mc

lama ganunlarindan bilirik ki, qapali sistemin mexaniki momenti tacillo
horokat eds bilmoz, yoni L=0 olar. Onda fi=0Oolur vo ya

I :%ﬁz =0 almir. Sonda biz (69.2) disturundan istifado edarak
c

n

magqnit dipolu siialanmasinda sferik dalgada E,H va J vektorlarinin
istiqamatini milayyon edok. Elektrik dipolu siialanmasinda bu vektorlar
tosvir edan sokil 68.4-don forqli olaraq, indi E vektoru paralels toxunan

istigamatda sol tarafa, H vektoru meridian boyunca asag: torofa, J vek-
toru bunlarin har ikisina perpendikulyar olaraq sferadan xarica yone-
lacokdir.

§70. Siialanmann siirtiinmo qiivvasi

Ogoar yiiklar sistemi tacills harakat edirss, o elektromaqnit dalgalan
soklinds enerji siialandirir (dipol siialanmasi, kvadrupol siialanmasi
va.s). Belo molum olur ki, bu giialanma sahasi geriys onu siialandiran
yiiklar sistemina miioyyon qiivva ila tasir edir. Bu qiivvays siialanmanin
siirtiinma qiivvasi, bozen siialanmamin reaksiya qiivvasi va ya siialanmanin
tormozlayici qiivvasi deyilir. Bu qiivvani tapmagq iigiin sistemin siialan-

. . . . 1
masini tamin edan gecikon potensiallar tam gecikma zamani olan —R -9
c

gora siraya ayiraq va skalyar potensialda —13- ila vektor potensialda isa
c

Lz ilo miitanasib olan hadlari saxlayaq:
c

#(Ro,0) = [P o )=

1p(2)2 32T 2-2(] . oo

ARe) == o] o EIE) = Jﬁ{i —(%j%} (a).
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Bu ayrilisda hslledici rolu axirinct hadler oynayir, ¢iinki avvalki hadlor
qiivve xarakteri dasimur:

1 - 10 =, -
3 _ ’ @__19Y '
o® = 3,3at3jRp(d> AP =——— [i@D).

Indi potensiallarin qradiyent ¢evrilmasindon istifads edarak ¢ haddini
sifira gevirak, yoni

0@ =@ _l% vo AY = A® 4 gradf
c

¢evrilmasini yazaq vs f funksiyasim f =

3| 2 at2 IRZ (dr") soklinds se-

¢ok ki, (®’=0 olsun. Onda

A(z)' — A(z) —-y%grad J‘Rz p(d-'r) A(z) IR p(d*:

Ro 6t2 3_2&2

olur. grad miisahids néqtasinin (Ro-1n) koordinatlarina gors aparilir:

—

grady R* = 2R—§- =2R,R=R, -T(t).

Son diisturda yiiklorin diskret paylandig: hala kegak:

oy 10 e -
A® =-55 Izeauaé(r ~E)(dF )-—2? jRZe 8(F' — T, )(df") =
1 . 1 8 _ 1z 1= 2 =
=——=Yed ————Y (R, -t)z-—d+—d=-—d
¢t 4 Vs T3 o za:( 01 3! 3c?

olar. A®?Y vektor potensiali bilersk E v H intensivliklorini hesablayaq:

. . . A QY
A® = rotA® =0, 50 =-124° _, 2§ (70.2)
c ot 3c
Beloliklo sistemin miisbat vahid yiikiins tasir edon qiivva dipol momenti-
nin {liglincii tortib téramssi ils toyin edilir.

Sistemin e, yiikiing tasir edan qiivva

~hi
o

i)
esf!
Il

(70.3)
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olur. Bu qiivvanin yiiklor sistemi iizorinds vahid zamanda gordiiyi isi
hesablayaq:

- 2 w2 w2 9
£5, = —edd=-—dd =—--—-(dd ————d’.
2“23(9“ 3c? 36t()

Bu isi har hansi boyiik zaman iizrs ortalasagq,

= 2 d ) %,
; £ =3 dt( dd) d 3c3d =-I, (70.4)
alariq. Belalikls ti¢iincii yaxinlagmada ortaya ¢ixan qiivvanin yiiklor iize-
rinda vahid zamanda gérdiiyii orta ig aks igars ils yiiklar sisteminin vahid
zamanda gilialandirdig1 enerjinin (dipol siialanmasi) orta qiymstina be-
rabardir. (70.3) qiivvesi giialanmanin siirtiinma qiivvasidir. Bu, yiiklor
sistemina tosir edon qiivvadir. Bir adad yiiks taosir edsn siialanmanin

siirtiinmo qiivvasini almagq iigiin d = eb yazmagq lazimdir. Onda bir yiika
tasir edan siialanmanin siirtiinms qiivvasi
F o2 (70.5)
3c®
soklindadir. Bu qiivvalor geyri-relyativistik yaxinlagmada ahnmigdir.
Lakin onlarin relyativistik ifadalori do mévcuddur.

Qeyd edsk ki, zarraciyin harakstine siialanmanin siirtiinma qiivvasi-
nin géstardiyi tasir bir o qadar gonastbaxs deyildir va daxili ziddiyyata
malikdir. Dogrudan da farz edak ki, zarraciya xarici qiivva tesir etmir vo
o yalniz (70.5) qgiivvasinin tasiri altinda harokat edir:

mr=—F. (70.6)

Tanliyin hollini ¥ =ce* goklinds axtaraq vs xarakteristik tonliyi yazaq:
2¢? 3¢’m
m =25 02 =000 =S 5
Onda zarraciyin radius vektoru agagidaki sakilds olur:

3cm

- - - — - 2
T(t)=C, +¢,e™ =¢ +C,e %

Buradan zarraciyin siiratini va tacilini tapinq:
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T=V=y,C,e", T=yxe".

023 —_—

Elektron ligiin y3~1 va zaman kegdikca V —o, V —0 olur.

Bu o demoakdir ki, elektron Oziinlin yaratdigt siialanmamn siirtiinmo
qilivvasinin tosiri altinda zaman kegdikcs siiratlonir. Buna «éz-6ziina
siiratlonan» elektron deyilir. Bu manasiz, absurd noticadir. Bu onu gé-
storir ki, siialanmanin siirtiinms qiivvasinden hamiss istifads etmak ol-
maz, bu qiivvanin tatbiq olunma hiidudu, sarhadi vardir. Bu sarhad ela
klassik elektrodinamikanin tatbiq olunma sarhadidir. Biz §48-da sahavi
kiitlo anlayisindan, néqtavi yiikiin sonsuz bdyiik moxsusi enerjisindan,
sonsuz boyiik moxsusi kiitlosindon vs bu sonsuzlugu aradan qaldirmaq

liciin siini yolla daxil edilmis néqtovi yiikiin (elektronun) klassik
2

I, = © > radiusundan danisdiq. Gostordik ki, ro elektrodinamikanin
mc

totbiq edilma oblastini miisyyon edir. Maksvell-Lorens klassik elektro-
dinamikasi ro-dan boyiik oblastlara totbiq edilo bilor. Siialanmanin
siirtiinmo qiivvesinin ds tatbiq edilms oblasti ro-la miisyyen edilir.

Qeyd edok ki, zorraciys xarici qiivva tosir etdikds siialanmanin
siirtinms qiivvesindan istifada etmak olar va o, homiss xarici qiivvadan
ki¢ik olmalidir:

Forz edak ki, zorracik Lorens qiivvesi (xarici qiivva) va fs qlivvasinin
tosiri altinda qeyri relyativistik harakat edir:

P —_ . 2 e
mi = e(E +1[6H]) e, (70.6)
c 3c
Bu tonlikdon t-ys gors téroms alaq:
2e’ W
mr = e(E +=[6H]+— [ H]) + 37 r (70.7)
c

Bu tonliklsrin zarraciyin sitkunatds oldugu koordinat sisteminds ya-
zildigini farz edok, E = E e oldugunu gabul edak va bu tanliklords axi-

rinct haddin kigik oldugunu nazors alaraq t vo t hadlorini toyin edoak:
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. — ane o [T s —- - = 2 — —
P=2E § =3(E +l[fH]) - i(E +i[EH]) =28+ _[EA].
m m c m mc m m’c

T-i fs -ds yerina yazaraq bu qiivvenin soklini dayisok vo onun Lorens
qiivvasinden kigik oldugunu naszers alagq:

z 2 = 2¢' =21, =

f = E+ EH [({eE .

* 3’m  3m3* [ ]«

Buradan iki miinasibat alinir:

4
—ioE| << leEI Vo %—[EFI << IeEl.
3c’'m 3m‘c
2
Birinci miinasibatdan: 263(0 <<l vo ya r09)—<<1 olur. Burada
c’m c
o 2rn 2n 1 . e . . ..
— =~ =-—= oldugundan bu miinasibati qisa sokilds asagidak: kimi
c Te A &%
yaziriq:
Ty
—<<1. a
3 )

Bu o demskdir ki, yiiks tasir edan xarici qiivvanin dalga uzunlugu elek-
tronun klassik radiusundan ¢ox bdyiik oldugda siialanmanin siirtiinmo
qiivvasindan istifads etmok olar. Bu 6zlityiinds elektrodinamikanin tat-
biq edilmasi sortidir.
Yuxaridaki ikinci miinasibstdon asagidak sorti aliriq:
2.4 2 4 2 .4
Hec S  me  mec -e=—67 voya H <<i2~10'6 (ersted). b)

3 3 4
2e e e I, I,

Stalanmanin siirtinms qiivvasini nazers aldiqda xarici saho ¢ox da
bdyiik olmamahdir. Kvant effektlori naticasinda b) sarti bir gadoar zoif-
layir:

H << © =L2. b’)
A, 1371
2
Burada A =i=£-e-=-h—cr =137r, - elektron iigiin Komptom
‘ mec mc® e & °

dalga uzunlugudur.
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Yuxaridaki b) va ya b') sortleri do klassik elektrodinamikanin tat-
biq edilma oblastini ifado edir.

Beloliklo a), b) va b’) sortlori geyri relyativistik (70.5) siialanmanin
siirtiinma qiivvasinin tatbiq edilms oblastin1 miiayyen edir. Qeyd edak ki,
siirtiinma qiivvasinin tatbiq edilma oblast1 yiiklii zarraciyin verilmis anda
siikunstda oldugu atalot sistemi iigiin miioyyan edilmisdir.

indi siialanmamin siirtinms qiivvasinin relyativistik ifadasini
milayysn edsk. O, yiiklii zsrraciyin xarici sahado 4-6lgiilii hoarakat tenliyi-
na slava edilmis 4-6lgiilii qiivve olmahdir:

dUu

me—2 =%FWUV+ g, (70.8)

Siialanmanin 4-6lgiilii siirtiinmo qiivvasi (g,) iki sorti odamolidir:
1) v<<c halinda onun foza komponenti bu hal i¢iin dogru olan

(70.5) vektorunun lfs komponenti ila iist-iista diigmalidir;
c
2) g vektoru biitiin 4-6lgiilii giivvalorin 6dadiyi g.U,=0 tonliyino
tabe olmalidir.

2
d‘U,
o ds?
soklindo olmalidir. K amsali miiqayisadan tapilacaqdir. v<<c oldugda

f ~ T oldugundan g, qiivvasi homin xarakters malik g, =K

ds=cyl1-p*dt>cdt voa U, = —G—,L —-){E,i} oldugundan birinci
B H {C\/_- J’ c g
2

' 2
sortin 6donmasi iigiin K—17'r' =%eTf olmalidir. Buradan K=—§—e— \)
c c c
2¢? d’U . ) o . i
g, =———-3 3 2” olur. Lakin bu sokilda tapilmis g, ikinci sorti 6damir.
¢ ds

fkinci sortin 6denmoasi tigiin g, -ya 4-6l¢iilii siiratlo miitonasib olan aU,

vektorunu slavs etmok lazimdir. Burada o omsali miigayisadon tapi-
lacaqdir:

n 2

U
F =g, +aU =3 L+alU, vo EU, =0

olmalidir. Son tanlikda Ui =—1 oldugunu nazers alaq vo a -n1 tayin
edak:

376



2 d’U 2 d*u
2 +U, +aU2 =0 vo 0= -
3¢ ds . 3¢ ds* "
olur. F,-do a-nin qiymatini yerins yazagq:
2¢? |d*U, d*u
=— +U U —=%5. 70.9
o 3e { ds? BTV ds? (70.9)

Bu, siialanmanin siirtiinms qiivvasinin relyativistik ifadssidir. Indi (70.8)
horakot tanliyinds g, ovazinda F,, yazmahyiq:
dU

mc ds“ =-§FWUV +F,. (70.8")

Gostarmak olar ki, relyativistik halda giialanmanin siirtiinmo qiivvoe-
sinin totbiq edilma oblast1 bir qadar bagqa sokilds olacaqdir.

§71. Klassik elektrodinamikada ossilyator modeli

Miiasir klassik elektrodinamikada ossilyator modelindan genis isti-
fadas edilir vo bu da sababsiz deyildir.

Tomson torsfindon 1897-ci ilds elektronun kagfindon sonra atomun
Tomson modeli yarandi. Bu models gore atomda miisbat yiikls dolu sfe-
ranin markozinds manfi yiiklii elektron yerlogmigdir. Tomson modelinda
atomun siialanmast onun markaszinds yerlosmis elektronun kigik ragslari.
ilo alagolondirilirdi. Belsliklo atomun siialanmasi ossilyatorun siialan-
masina gatirilirdi va

- 2 u

Id = ? 2 (711)
diisturu atomun giialanma intensivliyini ifads edirdi. 1911-ci ildo Rezer-
fordun tacriibslori Tomson modelinin sohv oldugunu goéstardi va ato-
mun planetar modeli yarandi. Lakin yens ds siialanan atom sisteminin
ossilyator modeli bir ¢gox hallarda tacriibs il tasdiq edilon mithiim no-
ticoloro gatirdi. Ona goérs klassik fizikada ossilyator giialanan atom sis-
teminin modeli olaraq qalir. Burada toacciib doguran odur ki, na igiin
hoqigatdon bu gaodar uzaq olan bu model, giialanan atom sisteminin
miihiim xasiyystlorini ¢ox dogru tasvir eds bilir. Yalniz siialanmanin
kvant nazariyyasinin yaranmasi bu suala aydinliq gotirirdi. Biz golacok-
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ds kvant mexanikasinda goracayik ki, siialanmanin kvant nozariyyasi bir
sira hallarda elo miinasibatlors gotirir ki, bunlar formal olaraq klassik
siialanma nozoriyyssinds alinmus ifadslorlo dst-iiste diiglir. Bu Ust-iisto
diismayin sobabi asagidakindan ibarstdir: atom siialanmasi nazariyyasi-
nin bir sira xassaleri siialanan zarraciklorin konkret harakst qanunlari ils
deyil, prosesin periodiklik fakti ilo miisyyan edilir. Digar torafdon elek-
tronun sabit tezlikls dairavi periodik harakoti miistavi ossilyatorun

x =acos(o,t +a), y=asin(oyt+o)

harakatina uygun galir.
Ona gors o, tezliyi ilo rags edan ossilyator modeli siialanan atomun

bazi xarakterik cohotlorini 6ziindo oks etdirir. Belsliklo lazim olduqda
biz ossilyatordan siialanan atom sisteminin klassik modeli kimi istifads
edacayik.

Qeyd edok ki, silalanmanin asil kvant nazariyyassinds trayektoriya,
orbita anlayis1 yoxdur, lakin kvant hallari, kvant kegidlari, yani perio-
diklik fakt: vardir. Bu da iimumi halda ossilyator modelindan istifads
etmok imkanim yaradir.

Sonda sads bir misala baxaq. Forz edok ki, yiiklii zorracik bircins
magqnit sahasinds horokat edir. Sadslik ii¢iin zarraciyin baslangic Y,

siiratini H maqnit intensivliyine perpendikulyar gétiiracayik.
Magqnit sahasinds harakat edan yiiklii zarracik tacilo malikdir.

m?=%[6171] voya r=w =i[\3ﬁ].

Tacillo horakst edon yiik §68-do gostarildiyi kimi dalgalar soklindo
elektromaqnit sahasi enerjisi siialandirir:

2e’ 2¢ L=

=W = CHY . 71.2
3¢? 3m’c’ [ ]2 ‘ (712)
Siialanma enerjisinin kigik oldugunu forz edarak zarraciyin siirstinin tog-
riban sabit qaldigini, yoni ¥~ 0, va [0H]~[6°H]=v,H oldugunu qsbul
edos bilorik. Onda

I

4..2172 4172 2
_2ev,H" 4¢'H (muoj (71.2)

2

3 m’®  3m%’

olar. Siialanma enerjisi ¢’ ila tars miitanasibdir va ¢ox kigikdir. Lakin o,
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zarraclyin enerjisi artdiqca artir va siialanma effekti zorraciyin enerjisinin
¢ox boyiik giymotlsrinds holledici olur. Masalon, kosmik stialardak: zor-
rociklorin yerin maqnit sahasinds va boyiik siiratli elektronlarin miiasir
betatronlarin maqnit sahasinds horoksti zamani siialanma enerjisi ¢ox
miihiim rol oynayir. (71.2) diisturu v<<c hali iigiin dogrudur vs onun
v~c halinda ifadssini almaq ii¢iin miiayyan gadar islomok lazimdir.

§72. Spektral xatlorin tobii eni

Siialanmanin siirtiinms qiivvasi siialanma sahasinin xassslorina ciddi
tosir gostarir. Dogrudan da agagida gostoroceyik ki, stialanmanin
stirtiinms (reaksiya) qiivvasini nazars almadiqda yiiklor sistemi oo tezlik-
li monoxromatik elektromaqnit dalgasi siialandirdif1 halda, bu giivveni
nazara aldigda (yani haqiqatds) o, we-a yaxin olan tezlikli ¢oxlu sayda
dalga stialandirir.

Bu masalays ossilyator modelinds baxaq. Forz edak ki, elektron izo-

trop kvazielastiki F = k¥ qiivvesinin tasiri altinda sarbast rags edir:

e
—

mt =—kf voya mf =-mo > F. (72.1)

Burada o, =,/— rogsin moxsusi tezliyidir. Siialanmanin siirtiinma
m

.. e . - = 262 = .. ..
qivvasini nazars alsaq, (72.1) tonliyinin sag torsfins f, = 37 r qiivvasini
c

olave etmaliyik:
2 2

= . 2e = . 2e°
mr=—mo)(2,r+—§—;r voya r=—o)(2,r+3 ST (72.2)
c mc

f”s qiivvasinin kigik oldugunu farz edarak tanliyi ardicil yaxinlagsma
iisulu ilo hall edacayik. Sifirinci yaxinlagmada f= -0 T olur vo bu ifa-
dodon téroms alaraq '?'=—m§? baraborliyini aliriq. Buradan tapilmis

f-i fs / m -da yerina yazsaq

2 2 2 )
20 ;2 iy (72.3)
3mc 3c

L__
m
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2 2

200 .o N : :
olar. Burada y= 3 1, siirtiinms qiivvesinin parametri vo 1, = — is9
c mc

elektronun klassik radiusudur. Indi (72.2) tonliyi

T+ + 0 =0 (72.2")

. c .0, 2rm 1
soklindo yazilir. Burada o,<<—, yoni —2="—-=—<<— vVva3 ya
I, c A, X, 71

- 1
Lo, >>1, olarsa, y<<w, olar. Elektron iigiin o, <<10® — va bu,
san

qamma-kvantin enerjisinin €=hwo<<100 (M) qiymatins uygundur.
Tonliyin hallini

-

T =Ae™ (72.4)
soklinds axtaririg. Bunu (72.2')-ds nazars alsaq
o’ —iyo -0 =0 (72.2")

olar. Bu kvadratik tanliyi hall edok vo y << 0o oldugunu nazars alaq:

. 2 .
o, =%i"—%+a)§ z%imo.

Tezliyin qiymatlorini (72.4)-ds yerins yazaq:

Lrviogt  — —Tt-iogt

f(t)=Ae“ +A, e =Ae : +Ae? . (72.4)
Moasalanin baslangic sortini
F(0)=0, T(0)=0
soklinda gotiirsok

. A im,t+;& imzt’tZO
do={ i© 2© (72.4")

0 ,t<0

(72.4") disturundan goriiniir ki, y parametri ilo toyin olunan siia-
lanmamn siirtlinma qiivvasini nazsrs aldigda ossilyatorun ragsi sénmo
xarakterins malik olur vo y/2 komiyysti sénms smsali rolunu oynayir.
Radius vektor haqiqi olduguna géra

() =71"(t)
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yaziriq. Bunu (72.4')-ds nazars alsaq
;‘2 = ‘K‘;
olur.
Indi 7(t)-u Furye inteqralina ayiraq. Biz §66-da bu ayrilis hagqinda

damsmugiq. Ovvalcs 7 -in birinci hissasini ayiraq:
- 1t+im0t

1 + )
2 e 1 ot
Ae =0 Ial (w)e'do .

Furye amsah olan 3,(®)-i tapmaq ii¢iin yuxaridaki ifadoni e " ya
vuraragq, sag vo sol torofi t — lizro -T-den +T-ya gadar inteqrallamaq va
sonda T— o yazmaq lazimdur:

+T _—y+im
IAle 2" gt gt = Ia ((n)dm Ie““"””‘dt = Ia (0)d(w—-w)do =2 (m)

Tow
+T T
Sol tarafi inteqrallayanda I---dt avazinda I---dt yaziriq, ¢iinki monfi
' -T 0

zaman aninda ossilyator siikkunatdir va stialanmur.

T ht %1 @g—0' - — A

j'f‘x]e( i ))'dt A 1 -~ A,

0 -?Y+i(u)o ~o') E—i(mo ~')-
T—ow

Sol torafi sag torafo borabar edak va sonda w'—w yazaq:

a,(w)= v (72.5)
57 1(0)0 - ‘D)
Analoji olaraq
iy (©) = ——
% +i(w, +©)

olur. Onda 7(t)-in Furye inteqralina ayrilis1 asagidaki sakilds olar:
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B() = [, +3,)e"do. (72.6)
2n
Bu ifadadan iki qat téroms alaraq T -nin Furye ayrilisini yaza bilarik:
(1) = %i [-0’@E, +3,)e |do = % E(m)ei“"dm . (72

Burada f(0)=-0%(, +3,). Biz ossilyatorun wo maxsusi tezliyins yaxin
1 2

olan tezliklorlo maraqlaniriq, yoni burada |co - mol << o, hallar halledici
rol oynaywr. Belo tezliklor iigiin [,(0)|>>[d,(0)| olur. Ona gors
f (0) ~ -0, (o) gotiiririik.

Indi ossilyatorun mévcud oldugu miiddatds onun stialandirdigi tam
enerjini hesablayaq:

I 2e ﬂf(m)' do = jl(m)dm (72.8)

jl(t)dt_—— *Zdt—
Burada I(t) ossilyatorun vahid zamanda siialandirdig1 enerjidir, I(o) iso
vahid tezlik intervalina diison tam siialanma enerjisidir, yoni ossilyato-
run siialanma intensivliyinin spektral sixhigidir. (72.8) barabarliyini ya-
zanda biz 2-ci va 3-cii inteqralda §66-da verdiyimiz diisturdan istifads
etmisik. Baxdigimiz yaxinlasmada

* A A

) AA 0! AA
o) =o! 52— vo 1) = 2;2"30 N (m9)
Lot (0-a)’ %+(m—mo)2

(72.8)-ds inteqrallamani apararaq Io-in ifadssini alag ve onun smsalin-
dan istifads edarak I(®)- nin soklini dayisak:

2e’0; « +.7¢ do T dx
I, = 3OA1A,I i _[2 7=
6mc B S x“+b
*(@—0y) +— ®
4
=K—arctg=| = E=K37£,
e y
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2¢’0,
3

burada K = A,A‘l , b =%, X =0-m,. Buradan K-n1 Iy vasitasils

6mnc
toyin edok va I(w)- ds, yerins yazaq:
|

K=o 1) =L

72.10
2n 2 ( )

=
n 2 Y
©O-0y) +-—
(0 —a,) 4
Biz klassik siialanma intensivliyinin spektral sixliginin siialanma tez-
liyindon asililigy diisturunu aldiq. Kvant mexanikasinda da buna oxsar

diistur alimir. Lakin burada y -nin ifadssi bir gadar forgli olur. Intensiv-
liyin sixhg1 o = wo oldugda maksimum qiymat alir:

Imax (mo) = & :
Yy

Stalanma tezliyi o =, i-% olduqda intensivlik 6z maksimum giymati-

nin yarisma borabar olur: I[co0 i%}: I";" =I—°. Ona gora bazi ado-
ny

biyyatda %-ya spektral xattin yarim eni deyilir. Oslinds iso y spektral

Xattin tabii enidir. Ona géra tobiidir ki, siialanmanin siirtinma qiivvasi
istonilon siialanmada méveuddur. Spektral xattin qrafiki sokil 72.1-ds
gostorilmigdir. Qrafik simmetrikdir va ona xsttin Lorens formas: deyilir.
Cox vaxt siialanmanin siirtiinmo qiivvasine Lorens siirtiinma giivvasi da
deyilir. Xottin tabii enino uygun golon dalga uzunlugu intervalini hesab-

layaq:

Ao = 27;1,
(‘00
2
|A7» |=21tA—c— =2ncAco _ 2ney _ 2nc 2051, =ﬂr0.
0 2 2 2
W, 0, O w, 3c 3

Bu, universal sabitdir va 6zii ds elektronun klassik radiusu tartibindadir.
Biz (72.4') diisturundan istifads edsrok y << w, sortini nazors almag-

la ossilyatorun enerjisinin zamandan asihiligini hesablasaq:

W(t) = W(0)e™ (72.11)
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ifadasini alariq. Buradan goriiniir ki, y~! =1 hayacanlanmus ossilyatorun

omriinii xarakterizo edir. T=y"' miiddstinds ossilyator 6z enerjisini e

dafs azaldir. 2t, 3t zamani arzinds ossilyator 6z enerjisini getdikcs azal-
daraq soniir.

P

I(o)) 4
Imax

ol

(0}
a)o _22/- w() Cl)o +%
Sakil 72.1

Real soraitds spektral xotlorin formasi ve eni tokcs siialanmanin
siirtiinma qiivvasi ilo deyil, ham do digar faktorlarla tayin edilir. Bunlann
igarisinda halledici rolu oynayan atomlarin toqqusmasi va istilik haroka-
tidir. Bu zaman xattin eni artir:

= Y + Ytoq. + Yist

olur. A, Vo v, toqqusma va istilik horakati noticesinda xottin eninin

olava artmasidir.

§73. Sahavi kiitls va onun Lorens formalizminda harakat tanliyi
Zarraciyin sahavi kiitlosini miixtalif iisullarla tayin etmok olar (mas:

Sahanin enerji-impuls tenzoru ils). Lakin biz burada Lorens iisulundan
istifada edacayik. Lorens taklif edir ki, zarraciyin kiitlasi (sahavi kiitls),
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impulsu, harakat tanliyi va s. sahanin 6zii ilo tayin edilmslidir.
Forz edok ki, yiiklii zorracik F

xar

qiivvenin va Lorens qiivvasinin tasi-
ri alunda qeyri-relyativistik (5<<c) harakat edir. Zorrociyin vyiikii
miiayyon p,(7,t) sixhigi ilo paylanmigdir va ona gérs Lorens qiivvesinin
bu yiikiin paylandig1 hacm iizrs orta qiymatini gotiiracayik:

mi =F,, + [Fp, (F)(dF). (73.1)

Burada F, elektronun éziiniin yaratdigi orta Lorens qiivvasidir:

F, = [Fp,(7)(dF). (73.2)
p( )

Yiikiin sixhigt p,(T) = elektronun yiikiiniin miioayyan hacm daxi-

linds paylanmasim xarakterlza edir vo asagidaka sarti odoyir:
j po(F)(dE) =1. (73.3)

Sahani potensiallar vasitasils ifads edarak

. 18A
E =————grado,
c o graao
H=rotA

yaziriq va potensiallar1 tam gecikmo zamani iizra §70-ds oldugu kimi s1-
raya ayiririq (farz edilir ki, miigahids noqtasi sistemin daxilindadir):

L) @_Rop 1( jazp I[stc'i}p -
=|— P12 2P,
¢ IR{"‘ ca Tale) Tl @ (9

- # R, .-
A=— G VA TON
R { cat}( ™

Burada R =R, -¥'(t)-dir, R, - miahide noqtesinin, T'(t) iso yiikiin
radius vektorlaridir. Potensiallarin qradiyent gevrilmasini yazaq:

0] —(p—l%f—, A'=A+gradf

v> f(R,,t) funksiyasim §70-dan forqli olaraq asagidaki kimi segok:
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!

). (73.4)
Onda ¢' =/ % p,m(df’) \£)

o 1 ls i 18 5 an . 18 R,
A =szJt(r )(dr )—c—zét—flt(r )dr )+'£—a_tjﬁpt(r )(dr’) -
1

-5 2 IR, () (73.5)

olar. Burada H ¢ox sada sokla diisiir:
j LiR] L2 dry, (73.6)

¢iinki A’ -in ifadasinds birinci haddan bagga digsr hadlerin rot-u sifirdur.
Lakin E-nin ifadssi miirakkab (daha dogrusu uzun) alinir:

- 10A R 2
E=‘E“‘at ~gradg’ = 3p(d )-- —I L @i-
1 62 —-, 1 —" 1 a D !

Yiiklorin diskret paylandlglm farz edarak
p " =pE )= e, 8F -L(1), JF.D=.e7,()8F -L (1)

paylanmalarim E vo H ifadslorindoki integrallarda yerina yazaraq in-

teqrallar1 agaq va bozi sadslagdirmolori aparaq. Dvvalca H -1n ifadasin-
doan baslayaq:

oty R

cT R}

Sahani bir adad yiik (elektron) yaratdigina géra com isarssini yazmi-

riq va e,, v, -daki «a» indekslorini ating. Onda H =le—[VE3d olur. Bu-
c

a

rada R, =R, -%(t). R, miisahids ndqtssinin sabit radius vektorudur,
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I, (t) is3 sahani yaradan bir adad yiikiin doyisen radius vektorudur. Biz
golocakda Ra -nin bu ifadssini yadda saxlayaraq, sadslik xarakterino a-
indeksini ataraq ﬁa =R yazacagiq. Onda

1 [VR]

H=
¢ R

(73.8)

olur. Eyni sadalosdirmalori E -nin ifadasinda aparsaq

g_R_10 1 & 1 8 5’
P at(R)‘Ec_y(Rj perveA S at3(eR) (73.9)

olar. Zamana gora toromolari hesablayanda noazors almaq lazimdir ki,

R=R,-%(t) vo iﬁ =1 =-V, a—R=—H vo s. Bu téramalori he-
ot ot R

sablayaraq (73.2) diisturunda inteqral altinda yazilmis cilpaq F, Lorens
qiivvasinin ifadasini yazaq:

F = e(E+l[vﬁ]).
c
(73.1) hoarakat tenliyinds Fp iki daofs ortalanir. Onun ortalanmis ifa-
dosini yazagq:

[oo(Ppo(FNANAEIE, = € [y (F)po(F)F)(E) x

- 2 B X2 S5 O Y VIVR
x{£[1+v _3@RV)! (VR) J_ v +2_V+LZI‘_’I[:E]]} (73.10)

R3 2¢? 2¢’R? 2¢? 2¢’R 3¢ ¢

Biz ortalama apararkan elektronun yiikiiniin sferik simmetrik pay-
landigini forz edacayik. Elektronun yiikiiniin paylanma radiuslarinin 7

vo ' oldugunu nazars alaraq yuxaridak: diisturda R vektorunu son
naticade asagidaki sokilds yazinq:

R=R,-T =7-F'.
Diisturdaki hacm elementlarini sferik koordinat sistemindo yazaq:
(df)=r’drdQ, (df')=r"dr' dQ".
Yuxarndaki ifadads inteqral altindaki funksiyalarin ¥ va ¥ -in sferik

bucaglar iizro inteqrallamani §69-da etdiyimiz kimi ¥ va T’ -in istiqgama-
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tini miioyyen eden fi vo 7' vahid vektorlarin (va ya onlarin proyeksiya-
larinin) bucaglar iizra orta giymatlori ilo avez eda bilarik (bax: §69).

Ogor biz Rf(R) kimi vektoru komiyyati inteqrallayirigsa, bu vek-

toru sabit C vektoruna skalyar vuraraq uygun proyeksiyalarda yaziriq:
CRf(R) = (CT - CI)f(R) = (Cn;r — C,n} r)f(R).

Bu ifadoni hadbshad inteqrallayiriq vo bucagqlar iizrs inteqrallari nj-larin
orta qiymotils avaz edirik:

{Cnrf(R)dQ= C,rf(R)Jn,d @=Crf(R) 4ndn, %Q—=Cirf(R)4E—rIi,
T

va ikinci hadd 4nC, r'f(R)n, soklinds olur. Ogar R -in skalyar va ya vek-

tori hissolori istirak edirsa C -y» vurmaq lazim deyil. Masalon, (RV )x

X(R\;/) haddini inteqrallayanda n;n;, nynj, n;n, vas. istirak edacok-

dir. Biz §69-daki kimi nazars alsaq ki, tok sayda ni-lorin hasillerinin orta
giymati sifira barabardir va ciit sayda ni-lorin hasillorinin orta qiymati

dik- larmn hasili ilo miitonasibdir (n; n, = %8“( va s.), onda inteqrallanma-

n1 asanligla basa gatdira bilorik. (73.10) ifadasinda 4-cii, 5-ci va 6-c1 had-
lor sifirdan farglidir, digarlorinin orta qiymati sifirdir. Masalon,

CRf(R) =0,

CR(VR) = C,(m; —r'n)) V,(m, -r'n}) =...=-§-((:\7)R2

olur. Son ifadadas har tarafden sabit C vektorunu atsaq:

R (VR) =%\*/R2

aliriq. Beloliklo elektromaqnit sahasinin 6z-6ziina tasir qiivvasi 1/¢* ya-
xinlagmasinda

[Po®po FHHEF, = Jpo(f)po(f'xdf)(df'){— = +—32-CX} -

388



2'.' - -t 2 ..
_2xV fpo(’)lso(r )(df)(df')+§isx7=—iﬂvﬁ°—v (73.11)
C

elektronun elektrostatik sa-

olur. Burada U, = J' po(r)F’(l)( )(dr)(dr)
r —

hasinin enerjisidir. Onda %—UT" =m* elektronun sahovi kiitlssi olur. Indi
c

elektronun (73.1) harokat tonliyini yenidan yaziriq:

i el 262 =R ’
mr=-mr+—71+FE,. (73.1")
3c
Lorensin fikrinco sahonin 6z-8ziins tesir qiivvesi yiiklii zarraciyin
biitiin parametrlorini va o ciimlodon horakst tonliyini tomin edir. Ona

gora sol torafds yazilmis mr haddinin monasi yoxdur va onu atmagq la-
zimdir:

mF=F +2° %, (73.12)

Bu, sahavi kiitls tgiin Lorensin verdiyi harakot tonliyidir. Burada yiika
tasir edon xarici sahadan basqa siialanmamn siirtiinms qiivvasi da istirak
edir. ©gor biz siranin sonraki hadlerini ds nazars alsaydiq tenliyin sag

torofinds t , T vas. ilo miitanasib hadlor istirak edordi. Biz sahavi kiitls
ticiin (73.1’) Lorens harokat tonliyinin sag torsfindaki ikinci haddin bi-
rinciys nisbatini gotiirsak, bu tonliyin siraya ayrilma parametrini almus
olariq:

5|

;

~

H I TH

o=

> |o'-‘

T

Belaliklo (73.12) tonliyi elektronun siialandirdigi dalga uzunlugu
onun 1o klassik radiusundan g¢ox boyiik oldugu hal iigiin dogrudur. Bax-
digimiz naszeriyysnin ¢atigmayan cohoti sahavi kiitlonin ifadasinds gox
qariba va gatin izah edilon 4/3 smsalinin olmasidir.
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§74. Klassik elektron nazariyyasinin ziddiyyatlori,
Laue teoremi, Puankare qiivvasi (tazyigi)

Elektronun klassik nazeriyyssi bir sira ziddiyystlorla iizlesir vo bu
haqda qisa malumat vermok lazimdir.
Biz §41-don bilirik ki, sorbast (monbasiz) elektromaqnit sahasi iiglin

i
G, == [T,V (74.1)

A

komiyyati sahsnin 4-6l¢iilii impulsudur (bax:(41.5)). O 4-6l¢iilii vektor-

dur va birinci ii¢ komponeti G = I— [EH]dV sahanin impulsunu (bax:
4mc

2
(41.17)), dordiincii komponenti 1s2 G, IE ;H
T s 8n

dv % dogigliyi ila
sahanin enerjisini ifads edir (bax: (41.19)).

Lakin sahs yiik (mosolon, elektron) tsrafinden yaradilirsa, (74.1)
komiyyati artiq 4-6lgiilii vektor olmayacaqdir ve monbali sahonin 4
6lgiilii impulsunu tam tosvir eds bilmayacakdir. Bunu gostermsk iiglin
ham elektronun yaratdig sahoni, hom ds xarici sahoni nozars almaqla

zarraciyin 4-6lgiilii harakat tonliyinin «sixligini» (bax:(42.6)) yazaq:

1 “PE.U, +Lop=y, | (74.2)
ds c

Burada 1 vs p kiitlanin va yiikiin sixliglaridir. Tanliyin hor iki tarafini
ds-o vuraraq inteqrallayaq:

fncdu, = J(l pF, U, +lpF“‘Uv}is =
c v
1 ds 1
= |—-pU (F, +F*)—dt=[—(F j, +F“j,)dt.
[ZPUL@, +F)—dt=[—(E, ), +FS)

Burada 4-6lgiilii coroyanin j, = va$ oldugunu nazers almisiq. Sag

. : . 0T,
tarafds birinci haddin lev j, = ax—“ oldugunu nozars alaraq (bax:(43.5))
c

v

yuxaridak: harakat tonliyini 3-6lgiilii hacm iizrs inteqrallayaq:
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jdv [nedu, = jﬂdwul [Ej,dvadt. (74.3)
; C e, e
Burada T,y sahanin enerji-impuls-gorilms tenzorudur. Bu 4-6lgiilii hors-
kot tonliyinds elektronun kiitlosinin sixliginin 1 = Z m,8(f -L) >

— mé(r - 1,) oldugunu nazors alaraq & - funksiyasimin kémayi ils sol-

daki inteqral agaq. Sagda iss 4-6lgiilii vektoru iki haddin cami soklinda,
anv aTM ank o e . .

= + yazaraq, birinci haddi sol torafs kegirok vo
ox, O0x, 0x,
ikinci hadds iso Qauss teoremini tatbiq edarak tonliyi yigcam sokilda ya-
zaq:

yani

J‘d(mcUu+% TMdV): J’dujTukdskJr% j arj (d*x). (74.4)
A" S

Burada (d*x)=dVdt gotiirilmiigdiir. Tonlikds xarici giivve impulsuna
sathi qiivvalorin impulsu J, = J'dtciT”dek aslavs edilir. Son tenlikds va-

oT
hid 4 6lgiilii ax“ ~ vektorunu iki hadds béliib, onlarin iizarinds miisyysn

v

omoliyyat apararaq aldigmz G =1(r,dv vaJ komiyyatlarinin yal-
RPN "
v

mz xatti kombinasiyas1 4-6l¢iilii vektor togkil edir vo Gy ilo J, ayrihqda
4-6l¢iilii vektor olmaya da biler. Umumi halda G, 4-6lgiilii vektor olmur
va 0, sahanin enerji vo impulsunu tam tomin eds bilmir. Yalmz xiisusi
halda, agar saha sarbastdirss vo Jy-doki sathi integral sath sonsuz artdi-
qda sifira gevrilirsa Gy, 4-6lgiilii vektor olur va sahanin 4-6l¢iilii impulsu-
nu ifads edir. Elektronun sahavi kiitlasinin basina galon ziddiyystlarin
aksariyyati, yaqin ki, yuxarida deyilon miiddasa ils slagadardir. Biz bura-
da elektrondan damgdiq, lakin istonilon yiiklii elementar zorracik ii¢iin
bu deyilonlar dogrudur.

[k dofs alman fiziki M.Laue yiiklorin yaratdig: elektromagnit saho-
sinin impulsu va enerjisinin 4-6l¢iilii vektor ola bilmasi sortini teorem
soklinds vermisdir. Bu teoremo gora yiiklii zorraciklorin yaratdig elek-
tromaqnit sahasinds 4-6l¢iilii enerji-impuls vektorunun mévcud olmasi
tigiin yiiklarin siikunatds oldugu sistemds sahonin enerji vo impuls ten-
zorunun inteqrali sifira barabar olmalidir:
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IvadVo =0 (u#v). (74.5)

Farz edak ki, elektron K’ sisteminds siikunatdadir. Bu sistemds enerji-
impuls tenzorunu va ils isars edok. Saho sferik simmetrik oldugundan

pu#v komponentlori iigiin (74.5) sorti 6donacakdir. Lakin diagonal
komponentlar iigiin

j T, dV, (uiizrs com yoxdur) =0 (74.6)

ola bilar. (74.5)-(74.6) barabarliklarini G, -niin ifadesinds nazora alsaq

G°=0vs G = %Uo (74.7)

olar. Burada U, = |T.,dV, elektrostatik sahonin enerjisidir. Elektron K

sistemina nazaran X oxu boyunca v siiratilo harakat edir. Biz Laue teo-
remini yoxlamagq iigiin elektronun siikunatds oldugu K’'=K?9 sistemindon
K-ya kegacayik va strixli kamiyyatlari sifir indeksi ilo isara edacayik (ms-
solon X! =X_,L!, =L] vas.). Biz (11.4) va (14.2') Lorens cevrilmasi

diisturlarindan istifads edacayik, T;’B -1n ¢evrilmasinds yalniz simmetrik

hadloari (=B), T,y tigiin iss p,v=1,4 hadlari nazords tutacagiq.
Indi bilavasito vektorun va tenzorun gevrilms qanunlarini yazaq:

x; —ipx} _x§ +ipx] o . __o.
_7_—_, X4—'—-T——, Xy =Xy, X3=X; 5

dV =1-B*dV,, T, =L L’ TS =L L’ T

po v ap po ' va oo

x, =L x; vaya x, =

voya
T, = L?aLgaTga = L?ngng +L?4L34Tf4 =
ip ip i
=':/——'2_T1(: _FT& = _%(T& -Ty).

Biz /1-p® radikalm sadaca [ soklinda yaziriq.

1

J

:2n2

ip 1
T = LgnglTl(: +LL T = 2 TI(: = Tf4 =7 (Tf4 ‘BZTS) .
Gy-nii Tps tenzoru vasitasila tayin etsok:
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i
Gl z—c— TMdV = Tf:t _Tl(:)dvo >

rl

. . (74.8)
1 1
G, == [TudV - f(To, -B*T)av,

olar. Indi G,-nii 4 -6l¢iilii vektorun ¢evrilmosi qanunu ilo toyin edok:
G, =L,,G; =L,.G}

vaya

1
G, = L(:4Gg b Go I T«:)4dvo >

T
77

Gy-lorin iki isulla alinmmg ifadolorinin ist-listo diismasi iigiin
J‘TfldVo =0 olmaldir.

Belslikls yiikiin oldugu halda elektromagnit sahasinin impulsunun

(74.8)

G,=LG; = T, dV, .

4-6l¢iilii vektor olmasi ligiin IT?IdVO =0 sorti 6donmoalidir.

Indi Laue teoremini daha daqiq ifads edo bilorik:
Elektronun mévcud oldugu halda elektromaqnit sahssinin G, haro-
kot miqdarinin 4-6lgiilii vektor olmasi ig¢iin elektronun siikkunatds ol-

dugu sistemds sahonin enerji-impuls tenzorunun T,, komponentindan

bagqa biitiin komponentlari

T' dV, =0 (74.9)
uv

sartini 6domslidir. Burada IT&dVo =U, elektronun yaratdig: sahonin
tam enerjisini ifads edir. Sahavi kiitlo nazariyyasinin asas ideyasin1 haya-
ta kegirarok U, enerjisini zarraciyin moxsusi enerjisina barabar etmoliy-
ik. Bu enerjinin c?-na olan nisbati zarraciyin sahovi kiitlasi olacaqdir.

me = % =ci2 ITj4dV0. (74.10)

Laue teoremi 6dondiyi halda sahanin 4-6lgiilii impulsu G, {iigiin
diizglin transformasiya (gevrilmo) xassolorini ala bildik. Lakin noqtavi
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yiikiin moxsusi enerjisi va sahavi kiitlasinin sinqulyarligi oldugu kimi qa-
lir. Bu sinquiyarliq hatta sahanin kvant nazariyyasinds da 8ziinii gostarir.
Burada yeni bir ziddiyyat ortaya ¢ixir. Kulon itsloms qiivvalori natica-
sinds elektronun yiikii dayaniqh tarazliqda qala bilmoaz, o, «dagilmah-
dir». Qeyd edok ki, elektronun klassik saha nazariyyssinin qurulmasinda
Lorensls yanas1 ¢ox sayda alim — Tomson, Abraham, Puankare, Laue,
Mi, Born, Infeld vs s. istirak etmisdir. Lakin indiys qader bu nozeriyys
tam sokilds qurula bilmomigdir.

Biz indi (41.9) va (41.16) diisturlarindan istifads edarak gostarak ki,
Maksvell-Lorens nszariyyssindo Laue teoremi 6donmir. Elektronun
siikunatds oldugu koordinat sisteminds maqnit sahasi yoxdur vo elek-
trik sahasi sferik simmetriyaya malikdir. Laue teoremini yoxlamagq iigiin
bizi sahonin enerji vo impuls tenzorunun diaqonal elementlari maraq-
landinr:

1 = 1 1 =
T, =—E*, T)=—|E2-=E?|. 74.11
LegE Thoo(El- 411
Buradan
[T2.av, - L [E*av, =1, (74.12)
8n

alinq. Burada U elektrostatik sahanin enerjisidir. indi , sahosinin sfe-

rik simmetriyaya ma'ik oldugunu nazars alaraq T -1integrallayaq.

[Thav, = 41 J(Ez——E )dV = ;EZ—EE )dV
T

2 4n
=1L &y, =Ly, »o. (74.13)
6 4n 3

Demoli, Maksvell-Lorens nazoriyyasinds Laue teoremi 6donmir.
Sahanin Gy-enerji-impulsu 4-6l¢iilii vektor olmur ve onu zarraciyin 4-
olgiilii vektor olan P, enerji-implus vektoruna basrabasr etmok miimkiin
deyildir. Qeyd edok ki, (74.13)-ii (74.8)-da nazors aldigda sahavi kiitloda
mashur 4/3 vurugu ortaya gixir.

Elektronun klassik sahoavi kiitlo nozariyyssinin ziddiyyatlorini sada-
layaq:
1. Bu nazariyyads elektronun sahovi kiitlasi iigiin diizgiin olmayan

4/3 vurugu ortaya ¢ixir: m® = %U—f
¢
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2. Noqtavi elektron iigiin ham maxsusi enerji (U,) va ham da mox-

susi kiitls (m*®) sonsuzluga gevrilir.
3. Elektronun kiitlssi yalmz sahovi kiitlodan ibarst ola bilmaz, ora-
da geyri-sahavi kiitls do olmalidir.

4. Elektron bir adh yiiks malikdir va bu yiikk Maksvell qiivvalorinin
(Kulon qiivvalerinin) tasiri altinda tarazliq veziyystinds gala bilmaz vo
0, miitloq dagilmahdir. .

Bels elektronun «hissalorini» bir yerds saxlamaq iigiin ona qeyri-
Maksvell qiivvalari tatbiq etmak lazimdir. Bu giivvalsr Puankare qiivva-
lari (tozyiqi) adlanir. Biz asagida bu ziddiyyatlorin bazilorinin aradan
qaldirilmas: hagda miioyyon miilahizslor aparacagiq. Lakin indi qeyd
etmak istayirik ki, sahavi kiitlo nazariyyssinin bu ¢atismayan cahatlorine
baxmayaraq onun bdyiikk miivaffaqiyyatlorini danmaq olmaz. Beloki,
néqtavi elektronla aparilan kvant-elektrodinamik proseslor (néqtavi
elektrondan fotonlarin Tomson sopilmosi, yiikssk enerjili fotonlarn
Kleyn-Nissin sopilmasi, elektron-pozitronun iki fotonlu annihilyasiyasi
va s.) tocriibads tosdiq edilmisdir vo bunlarin effektiv kssiklori 17 ilo

2

miitonasibdir (r, = © - elektronun klassik radiusudur). Bunlar onu gé-
mc

storir ki, elektronun klassik radiusunda miisyyan qadar hagigat vardir.
Yenidoan ziddiyystlarin analizins qayidaq. Elektronun sahavi kiitlosinda-

. U . .
ki 4/3 omsalini diizoltmok iglin sahavi m® _4Y% kiitlosina qeyri-

3 ¢?
Maksvell tipli m’ =—lp70 kiitlasini slava etmoak lazimdir. Bu Puanka-
c

renin ideyasidir. O, Maksvellin T, tenzorunun gatismayan cohotlorini

kompensasiya etmok va elektronun yiikiiniin dayaniqligini tomin etmok
magsadils geyri-elektromagnit P,, garilma tenzoru toklif edir. Bu tenzo-

run nd monsayi va na do fiziki tobisti molum deyil. Puankare postulat
soklinda bu tenzoru Maksvellin T, tenzoruna slavs edorak yeni

S,=T,+P, (74.14)

tenzoru qurur va toklif edir ki, 2, -nii elo segmoak olar ki, sahanin va zor-

raciyin 4-6lgiilii impulslar: iist-iista diigsiin va zarraciys tasir edon ™ va
™ qiivvelor bir-birini neytrallagdirsin:
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G, =P, =-;—IdVSu4 . (74.15)

p

0, elektronun siikunatda oldugu koordinat sisteminda P°, komponent-
larini els segir ki,

PdV, = - [T0dV, (74.16)
fejav, =-[;

olsun. (74.16) diisturunda i, j=1, 2, 3 giymotlorini alir vo imumi S,

tenzorunda geyri-kovariant hadlor kompensasiya olunur.

Puankare modeli gostarir ki, moxsusi enerjido va ya maxsusi kiitlods
elektromaqnit hissasini bagqa tobistli giivvalerin yaratdig hissolordsn
ayirmaq olmaz, ¢iinki ayrihiqda gétiiriilon hissslerin heg biri kovariant
deyil, yalniz onlarin cami kovariantdir. Fiziki monaya yalniz tam sokilds
gotiiriilmils maxsusi enerji vo ya moxsusi kiitlo malikdir:

m =ci2 5, +P8)av, . (74.17)

ogor P}wv de T, kimi Lorens gevrilmasino tabedirss, onda (74.8)

diisturlarina uygun olaraq

G, =- jstV = -8%)dv,,

f e

*$1)dV,

aliriq. Puankarenin verdiyi (74.16) diisturundan istifads etsak

[shav, = [ThdV, + [Phav, =0 (74.16")

olar va enerji va impuls iigiin normal ifads alnar. Indi ITIOI dV, Maksvell
tenzorunun (74.13) ifadasindan istifads etsok

[Paav, —%UO -0 (74.16")

alarig.
Puankare modelinds ham kovarianthq vs ham ds dayaniqlq tomin
edilir, lakin bu modela «hoyat» veran P, tenzorunun fiziki monasi ms-
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lum deyil. Puankare tenzoru vo Puankare qiivvasi elektromaqnit tobio-
tindsn tamamils forli mavhumdur.

Yuxarida deyilanlarden molum olur ki, elo bil ki, Puankare fiziki
monast malum olmayan P, tenzorunu daxil etmaklo Laue teoreminin

6danmasini tomin edir.

Biz klassik elektrodinamikada (74.16") diisturuna uygun ifadslorls
lizlosirik. ©gar kiitlo noqtavidirss, onda bu ifadslor 0 —w =0 vs ya son-
ludur! manasini verir. Bu yeni anlayig Azarbaycan dilinds kiitlonin yeni-
dan tayin edilmasi, rusca nepenopmuposxa maccer, ingilis dilinda renor-
malization of mass adlanir. Bu termin bizs ingilis dilindon galdiyina gérs
onu renormalizasiya adlandirmaq daha dogru olardi. Kiitlonin renor-
malizasiyas1 odur ki, iki sonsuz kiitlonin forqi 6ziinii sonlu kiitla kimi
aparir. Bu anlays sirf riyaziyyatla bir qader ziddiyyst taskil edir. Belo ki,
riyaziyyatda iki sonsuzlugun farqi sonsuzlugdur. Lakin sonsuzluglarin
farqi bas qiymoat moenasinda sonlu ola bilor. Fiziklori bas qiymat mana-
sinda yigilan funksiyalar qane edir. Biz hom klassik va ham ds kvant na-
zoriyyssindo bas qiymot monasinda yigilan komiyyatlarlo ¢ox mosgul
olacagiq. Bu reonormallagmanin kvant nazariyyasi ds mévcuddur. La-
kin kvant nazariyyssinda kiitlodan slavs néqtavi yiikk ds sonsuz giymot
alir. Ona gors kvant sahs nazariyyassinds ham kiitlonin va ham ds yiikiin
reonormallagsmasi mexanizmi islonib hazirlanmigdir. Deys bilarik ki,
kvant elektrodinamikasi (KED) ilk reonormallasmis nazariyyadir. Qeyd
edak ki, istonilan fiziki real nazariyys miitlaq reonormallasmis olmalidur.
Goalacokda nazariyyalorin birlogmasinds reonormallasma real amil kimi
istirak etmolidir.

Klassik saha nazariyyssi no qader ayani, basa diisiilon, aydin va
moantiqi olsa da sahanin kvant nazariyyasi daha haqiqi, dogru va tam no-
zoriyyadir vo real alomi diizgiin izah edir. Miiasir fizikada bir neg¢o
kvantlasmis sahs mévcuddur. Onlarin i¢arisinds kvant elektrodinamika-
s1 (KED) sasas yeri tutur. Digor kvantlagsmis sahslor do KED-5 uygun
sokilda vo onun kimi qurulur.

Sonda geyd edak ki, bizim indi maggul oldugumuz klassik elektro-
dinamikada yiiklii zarraciya tasir edon xarici giivve movcuddursa, onda
harakat tonliyinda zarraciyin kiitlasini tacriibads toyin edilmis real kiitlo
kimi gétiirmaliyik.
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§75. Elektromagnit dalgasinin sorbast yiikdon sapilmosi.
Tomson diisturu

Ogoar miistovi monoxromatik dalga yiikii e vo kiitlasi m olan sarbast
yiikiin {izorins diigarss, dalganin tosiri naticasinds zarracik tocil alar va
siialanar (bax: §68). Siialanma istiqgamsti diigon dalganin yayilma isti-
qamotindan fargli olur, lakin asagida gostoracayik ki, kigik siiratlords
siialanma tezliyi diison dalganin tezliyina barabar olur. Bu hadiss diisan
dalgamin sapilmasi adlanir. Dalgam hom sarbast zarrocik va hamds bagh
zarracik (mesalan, ossilyator) sops bilar. Biz halslik sorbast zorracik tors-
findan elektromagqnit dalgasinin sapilmasina baxiriq.

Diigan elektromaqnit dalgasinin tasiri altinda zarraciyin harakat ton-
liy1

mf =e(E+%[6fI]) (75.1)

soklinds yazilir. Biz geyri-relyativistik soapilms halina baxdigimiza gore
(u << ¢) maqnit sahssinin tasirini nazors almayacagiq.

Diison monoxramatik miistavi dalganin xatti polyarizasiyaya malik
oldugunu forz etsak, sahs asagidaki gokilds yazilar:

E(f,t) _ —éEoei(l-cF-mHa). (75.2)

Burada ¢ dalganin vahid polyarizasiya vektorudur. Ogar forz etsok ki,
yiikiin (mas. elektronun) raqs ampilitudu xarici sahonin dalga uzun-

lugundan ¢ox kigikdir, yani kt ~ %?—r ~ -7% <<1 sarti 6donir, onda diison

dalgan1 E(F,t) =8E,e "™ soklindo gotiira bilorik. Indi (75.1) harokat
tonliyini

f="gE,e (75.1)
m

soklinds yaziriq. Zarracik diigon dalganin o tezliyi ilo harmonik rags

edir. Bels zarracik 6ziindon o tezlikli dalgalar giialandiracaq (koherent
sialanma). Bilirik ki, elektromaqnit sahasi, siialanma enerjisi hoaqiqi

komiyyatdir vo ona gora E(F,t) sahasinin haqigi hissssini gotiirmsliyik:
ReE(T,t) = 6E, cos(owt —a) . Onda (75.1") ifadasi
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f==¢8E, cos(wt—a) (75.1")
m

olar. Dalganin tosiri altinda zorraciyin (elektronun) slds etdiyi dipol
momenti v onun téramasi

o 2
- L

d=ef, d=ef = =-GE, cos(ot ~ ) (75.3)
m

olar. Indi zarraciyin dipol kimi siialanmasinin diferensial intensivliyi
(48.11) diisturuna asason asagidak sokilds yazilir:
ETRP) 322
ar=Jas =1 4o d7sin 045 (75.4)
4nc 4nc

Burada 0 diigon dalganin € polyarizasiya vektoru ils sopilan (siialanan)
dalganin 1 yayilma istigamati arsindaki bucaqdir.

Sepilmo prosesi effektiv kosiklo xarakterizo olunur. Diferensial ef-
fektiv kasik giialanan yiikiin (va ya yiiklor sisteminin) vahid zamanda dQ
bucagr daxilinds siialandirdigi enerjinin bu sistema diisan xarici sahanin
enerji seli sixhigina (Poynting vektoruna) olan nisbatinas deyilir:

(75.5)

do =

=

Effektiv kosik zamandan asih olmamalidir. Ona gora siialanma
enerjisinin (dI) va Umov-Poynting vektorunun (J,) zamana géra orta
qiymati gotiiriilir. Umov-Poynting vektoru diison dalgamin enerji seli
sixligidir, yani vahid zamanda vahid sathdan kegon xarici sahanin enerji-
sidir:

fio|= = [EA] - =

_ 42 -
Onda J, =8iE§ vo dl=—S0_in? 0dQ2. Burada cosz(cot—a)=% ol-
n

8nc’m?

dugu nazors alnmusdir. Belolikle elsktromaqnit dalgasinin sarbast zor-
racikdan sapilmesinin Jiferensial effektiv kesiyi asagidaka diisturla ifada
olunur:

2 2
do, =( ° ZJ sin?0dQ =12 sin? 0dQ . (75.5")
mc
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Bu, mashur Tomson diisturudur. Burada r, yiiklii zorraciyin (mas. elek-
tronun) klassik radiusudur. Tomson diisturu dalganin tezliyinden asili
deyildir. Bu diisturda nazors alinmigdir ki, sapilon fotonun enerjisi elek-
tronun siikunat enerjisinden ¢ox kigikdir: Ao<<m,c’.

Béyiik enerjili fotonlarin %o~ myc® elektrondan sopilmasi diisturu

(Kompton effekti) kvant elektrodinamikasinda Kleyn-Nissin tarsfindon
hesablanmisdir, bu an @imumi diisturdur va xiisusi halda Tomson diistu-
runa kegir.

Tomson sapilmasinds siialanma o tezliyi ilo bas verir (bax:(75.4),
(75.3)). Bu tezlik elo diison dalganin tezliyidir (bax(75.2)). Bu sapilmads
tezlik doyismir. Belo sapilmays Reley sopilmasi da deyilir.

(75.5") diisturu polyarizasiya olunmus dalganin sopilmssi diisturu-
dur. Burada 0 bucag diigon dalganin € polyarizasiya vektoru ila sopilon
dalganin n yayilma istiqamoti arasindaki bucaqdir: (én) = cos®.

Biz burada yeni bucaqglara kegorak polyarizasiya olunmamis dalga-
nin sapilmasi diisturunu ala bilarik. Bunun iigiin Z polyar oxu diisan
dalganin k dalga vektoru boyunca yénalmis vo X oxu € polyarizasiya
vektoru istigamatinds olan sferik koordinat sistemine kegok. Biz ixtiyari
iki vektor arsindaki bucagin kosinusunu bu vektorlarin sferik koordinat

sistemindoki polyar va azimut bucaqlan ilo slagalondirilon diisturdan
istifads edirik:

COSO = COSURKk COSVek + SNV SINVek COS(Prk - Pek)- (75.6)
Burada nk, ek indekslari oxlar arasinda bucaglan gostorir. Sakil (75.1)-

dan asagidak: hadlari aling: v, =v,v, = 21 P =0, 94 =0.

Indi (75.5") diisturunda
sin20 =1-cos20=1-sin?vcos?p (75.7)

yazsaq, maqsadimiza nail olariq. Polyarizasiya olunmamus siianin sapil-
mosi diisturunu almaq iigiin, biz uygun effektiv kasiyi € polyarizasiya
vektorunun XOY miistovisinds istiqamatini miioyyen eden ¢ azimut
bucag lizro ortalamaliyiq. Onda

sin’0=1-sin’vcos’* ¢ =1 —%Sin2 v= %(l +cos’ v)
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v/
off
' >Y
TSP :
X
Sakil 75.1

olur. Bu ifadani (75.5')-ds nozars alsaq polyarizasiya olunmamig dalga-
nin sarboast yiikdon (elektrondan, protondan vs s.) sapilmasinin diferen-
sial effektiv kasiyini aliriq:

do, =1} %(1 +cos’ L)dQ. (75.8)

Bu Tomson diisturu rentgen siialarinin elektrondan vs ya y-giialarin pro-
ton- dan sopilmasini tasvir edir. Diisturun sopilms bucagindan asilili1 so-
kil 75.2-da gostorilmisgdir (biitév ayri). Miigayiss ligiin Kleyn-Nissin diis-
turu A = 0,2mc’ giymati {igiin taqribi tasvir olunmusdur (punktir ayri).

Sakil 75.2
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Tomson diisturu simmetrikdir, v=0° vo n—da an bdyiik qiymats ¢atir
T .. :
Vo u= B} -do minimum qiymsat alir.

Tam sapilms diisturunu almagq iigiin (75.8) ifadasini biitiin sopilma
bucaqlar iizra inteqrallamaq lazimdir. Inteqrallamani davam etdirarak
asagidaki diisturu aliriq.

2 2n T
T,

2 -1
C; = —;— Id(p J.sin vdo(l +cos? v) = %2% I(—dx)(l +x) =
0 0 1

-1
&n ,
=—T1, .

3

1

Inteqrallamada cosv=x, sinbdv=-dcosv=-dx ovozlomosini etmisik.
Beloliklo elektromaqnit dalgasinin ssrbast elektrondan sopilmasinin in-
teqral effektiv kasiyi iigiin

oy = %"rg (75.9)

disturunu aliriq. Bu Tomson diisturunun inteqral goklidir. (75.5") diistu-
runu da inteqrallasaq yens (75.9) ifadssini alariq. Elektronlar ii¢iin

o, =0,665-10sm?,r, =2,82-10™"*sm.

§76. Elektromagqnit dalgasimn ossilyatordan
(bagh yiikdan) sapilmasi

Foarz edak ki, yiiklii zorracik giialanmanin siirtiinms qiivvasini da no-
zaro almagqla elastiklik qiivvesinin tasiri altinda o, tezliyi ilo rags edir.

Belo ossilyatorun iizerina xatti polyarizasiya olunmus miistavi mono-
xromatik elektromaqnit dalgas: diisiir:

E(F,t) =8E e/**V

Biz geyri-relyativistik sapilmays baxiriq (v<<c) va forz edirik ki, xarici
sahanin dalga uzunlugu ossilyatorun raqs ampilutundan ¢ox boyiikdiir

-, 2 : .. i
(kr ~r—§=%<< 1]. Bu halda dalganin maqnit sahassinin ossilyatora
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tosirini nazers almiriq va dalgada €™ ~1 oldugunu qabul edirik. Bu sort
daxilinds ossilyatorun herokat tonliyi asagidak: kimi yazilir.

= € —iot
s—Tr+e—Ee™.

F+oT =
3¢’m m

Burada o ossilyatorun moxsusi tezliyidir.
Stialanmanin siirtiinms qiivvasini ardicil yaxinlagma ilo nozors ala-

raq r ~ ~o2F yaziriq. Indi zorraciyin harokat tonliyi
i - =% € i
I+Q.f+yf =6—E, e ™ (76.1)
m

2 2
olur. Burada y = 236 bl

;- (bax: §70).
mc

Qeyd edak ki, elektromaqgnit dalgasmin bagh yiikdan (ossilyator-
dan) sopilmasi eynils bu dalganin sarbast yitkdan sopilmasins uygun so-

kildo bas verir. Lakin indi T-in ifadasi avvalkindan bir gadar forqli
olacaqdir. Bizi indi (76.1) tenliyinds xarici dalganin tosiri altinda os-
silyatorun macburi ragsini xarakterizo edan xiisusi halli maraglandirir.

Bu xiisusi halli ¥=De ™" goklinds axtararaq (76.1) tonliyinden D -ni toy-
in edak:

- €
e_

N — m
D= 5
0, ~0° iy

EO

Onda macburi rags edan elektronun radiusu

- e EEe™
F=—-

e (76.2)
m o, -0 —iyo

olur. Xarici dalganin tasiri altinda ossilyatorun alds etdiyi dipol momen-
ti vo onun téromasi:

—

d=ef =eDe™, d=-w’eDe ™
olur. Elektromaqnit sahssi vo siialanma enerjisi haqiqi oldugundan

Red -ni hesablayagq:
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= @%’E@ (0 —0’)cosot+yosinot

Red=- 76.3

© m (@) -0®) +y’0’ (76.3)

olar. tndi a1 = &¢ dr;] dQ-m vs J, =——E2-m bir-birino bolorak elek-
4nc 8n '

tromaqnit dalgasimnin ossilyatordan sopilmasinin diferensial effektiv ko-
siyini alirq:

do == =Kr2sin’ 6dQ. (76.4)

ull =N

(=]

(D4

Burada K =

— ossilyatorun xarakteristikalarindan asih

(@5 -0%) +7’0
2

. e
olan bir smsaldir, 1, =
mc

dalganin polyarizasiyas: vektoru ilo siialanan dalgann n yayima isti-
qamoti arasindaki bucaqdir. (76.4) diisturu polyarizasiya edilmis dalga-
nin ossilyatordan sapilmasinin diferensial effektiv kasiyidir. Ogor diigan
dalga polyarizasiya olunmamusdirsa, onun sapilmssini hesablamaq tigiin

- elektronun klassik radiusudur, 6 diison

(76.4) diisturunda ovvalki §-dan bildiyimiz sin® @ = —12—(1 +cos’ v) yazmaq

lazimdir:
do =K%r02(1+cos2 v)dQ. (76.5)

Effektiv kasiklorin bucaqlardan asililig1 sarbast elektrondan sopilma
halindaki kimidir. Bu iki diisturu bucaglar iizrs inteqrallayaraq elek-
tromagqnit dalgasinin ossilyatordan sopilmasinin inteqral effektiv kosiyi-
ni almis oluruq:

G=§3-T£r02K : (76.6)

Biz K amsalindan istifada edorak sapilmads bas veran xiisusi hallar
arasdira bilorik.

1. Ogor moxsusi tezlik vo sénmo amsali sifirdirsa, yoni o, =y=0

sorti ddanirsa K=1 olur va biz sarbast zorracikden sapilmani almug olu-
ruq. Ogar ¢ox boyiik tezlikli dalga sspilirss yoni, ® >>®,,y olursa, biz
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yens do K =1 alirig.

2. Sopilma tezliyi maxsusi tezliys barabordirse (o =®,), yoni rezo-
nans sopilmoys baxirigsa, ¢ox koskin maksimum aliriq:
K =(0,/y) >>1.

3. Kigik tezlik oblastlarinda, yani o << ®, olduqda sepilmonin tam

4
kasiyi tezliyin dordiincii doracssi ilo miitonasib olur: K = [—J .
®y

§77. Koherent va geyri koherent sapilma

Indi xatti polyarizasiya olunmus miistavi monoxromatik elektro-
magqnit dalasinin ossilyatorlar sistemi ils qarsiligh tasirins baxaq. Forz
edok ki, hor bir ossilyator digarlarindsn asili olmadan t radius vektoru

ilo tayin olunan 6z tarazliq vaziyysti strafinda rags edir. Biz yena da av-
valki kimi diigon miistavi dalgani har bir ossilyatorun rags etdiyi oblast-

da fazaca bircins (% << 1) gotiiracayik, lakin ossilyatorlar arasindaki

moasafani bu dalganin uzunluguna nazsran ixtiyari gabul edacayik. Ona
goro i nomrsli ossilyatora (zorraciye) tesir edan dalgam E = E e/ "

soklinds va ossilyatorun radiusunu
i = Delkoion (77.1)

soklinda qabul edacayik. Biz xayali vahidi j=«/——_1 gotiirmiisiik. Burada

D biitiin zerracikler iigiin eyni olan roqs amplitududur, K, iss diisen

dalganin dalga vektorudur. 9vvalki §da oldugu kimi harmonik rags
edan ossilyator liglin

eE,

D= 77.2
m(; -0’ —iyo) (772)

gotiiracayik, lakin sarbast zarracik iigiin burada wo=y=0 yazmaq lazim-
dur.

Dalga zonasinda siialanma sahasinin (68.8') diisturuna superpozi-
siya prinsipini tatbiq etmakls agagidakini yaza bilarik:
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f= Z [dn]e {Fae(- R_D (77.3)

[er, (t)n]= —Z

(68.8") diisturunda d(‘t) d(t——R——) yazilmigdi. Lakin indi t-nun

ovezindo ' = t - i gotiiriiliir. (77.3) ifadssinds d =eD -dir, R; =[f -T].
c

Burada 7 sistemin daxilinds hor hansi koordinat baslanglcmdan hesab-
lanir. Eksponentds R; =r-1f, va moxroacds R; =r yazaraq diisturun
soklini dayigdirak:

ﬁ:mz[ﬁa]zej[aoa-m(t-g+?)] ® [nd] . kr)z SiERE (77 4)

c’r 5 c’r
Burada k —k, sopilmo zamani dalga vektorunun deyismosidir va onu q

ilo isaro edacayik, k=27 ise sopilon dalganin dalga vektorudur,
c

- —

q=K-K,.

Yuxaridaki ifadeds H vo Ekompleks kemiyystlordir, lakin saha,
onun siialanma enerjisi, Poyntinq vektoru v s. olgiilon komiyystlor hoa-
qiqidir. §59-da gostarilmisdir ki, maselon E ilo H -1 bir-birine vurduqda
(qeyri xatti amaliyyat) miitloq onlarin haqiqi hissslerini vurmaq lazim-
dir: (ReE-ReH). Ogor bu hasil zamandan asilidirsa, onu zamana gors

ortalamaq lazimdir: (ReE-ReH). Bu amoliyyatda sads bir qaydadan
istifads edilir. Iki kompleks A=A e ™va B=B,e™ komiyystinin

(A,,B, haqiqidir) Re hissalorinin hasilinin zamana gors orta giymatini

hesablayaq:
ReA-ReB = %(A et Aje .- %(B e +Bje)
1 A D* A D 1 A D 1 AD*
=;(AB; +AiB,) =~ (A,B)) = - Re(AB"). (77.5)
Burada e =0 oldugu nezars alinmugdir.

Bu dediklorimizi (77.4) ifadasinds nazars alsaq ossilyatorlar sistemi-
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nin dipol siialanmasinin orta qiymsti iigiin asagidaki diisturu alarigq.

o 2
dl=Jds= e T dQ. (77.6)

1
2 4nc?

i

Bu ifadsni Poynting vektorunun J, =8LE(2) orta giymatina bolsok elek-
T

tromaqnit dalgasinin ossilyatorlar sistemindoan sspilmasinin diferensial
effektiv kesiyi diisturunu alariq:

2 2

d) =—==Kr’sin’0dQ =do- (71.7)

Z -Jag,

Ze Jaf

Burada do =Ky} sin’ 0dQ bir ossilyatordan sapilmonin diferensial kosiy-

4
()

idir. K=

5 > vurugu avvalki §-da verilmigdir. (77.7) diistu-

(w5 — 032)2 + 'YZO)
runda

(77.8)

omsali koherentlik faktoru adlanir vo zarraciklar sistemindan sapilmanin
bir zorracikdan sapilmadan na daracads farqlondiyini géstarir. Bu faktor
zarraciklar sistemina verilon q impulsu ils zarraciklorin harakat etdiyi ob-
lastin 6lgiileri arasindaki miinasibstdan kaskin asilidir. Burada iki xiisusi
halda konkret natica alinir. Bunlar1 nazardan kegirak.

1. Forz edok ki sistems verilon impuls gox kigikdir, yeni [gi|<<1
bitiin zorraciklor {i¢iin dogrudur. Onda (77.8) diisturunda eksponento
vahid deyarak

F=N2, (77.9)

aliriq. Burada N ossilyatorlarin, yani diisan dalgani sapan zarraciklorin
sayidir. Bu tam koherent sopilmo halidir. Burada hor zarracikden galon
saha eyni fazada toplanir, yoni rogslerin amplitudlar toplanir. Sapilma-
nin effektiv kasiyi amplitudun kvadrati ilo miitanasibdir. Ona gora ko-
herent sopilmada effektiv kasik zarraciklor sayinin kvadrati ilo miitana-
sibdir:

dy =Ndo. (77.10)
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|?]| = IE—E0| =%|ﬁ —ﬁ°| = —?,/nz +nl - 21, =—O§w/2n2 ~2cosf-n’ =

= —Q"an 2sin? 2 = 2ksin 2
c 2 2

oldugundan (77.10) diisturu 6 sopilma bucaginin istanilon qiymati iigiin
dogrudur.

2. Sistems verilon q impulsu gox boyikdir: [qE|>>1. Indi (77.8)
diisturunu

N e = P - I -
F= zeJq(n—r;) + ze—m(n—r,) =N+ Zeﬂq(n—r‘) (77.1 D
=l

i#s i£s

soklinds yaziriq. Burada ikinci hadd yiiklorin paylanmasindan asihidr.

- Ogor yiikler tosadiifi paylanmigdirsa, N-in ¢ox boyiik qiymatinda ekspo-

nentlor bir-birini neytrallasdirar vo axirinci com sifir olar (mas.,
Zcosﬁ(i;f —1) ifadssinds triqgonometrik hadlor «+» va «» giymatlor

izs

alaraq bir-birini neytrallagdirar). Onda
F=N (77.12)

olar. Bu geyri koherent sapilmadir. Bu sopilmado dalgalarin intensivlik-
lori toplanir. Qeyri koherent sapilmads effektiv kasik sapan zarraciklorin
say1 ilo miitanasibdir:

dz=Ndo. £ (77.13)

§78. Relyativistik elektronun iimumi sokildo diferensial siialanma
intensivliklorinin hesablanmasi

ixtiyari harakat edon relyativistik néqtavi e yiikiiniin yaratdig sahs-
nin intensivlik vektorlar1 (64.5) va (64.6) diisturlan ilo tosvir edilir. \Xa-

hid n = %% vektoru daxil etmokls bu diisturlar1 yigcam sokilds asagi-

daki kimi yaza bilerik:
ERR,,t) = = X
e TTTARRR)
Bu lpote o Nu e LS n e Ay, e Lo {2

\ . \ .
D ety e WD ala {j&\ ¢
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t'st———=

x{%")[a[ﬁ—B,EJJ+(1—52)(ﬁ—B>} o SEEL ORD)

A(R,,t) = [fE] o= H, .

c

Burada T(t") siialanma aminda zorraciyin radius vektorudur, R(t)=
=Ry —F(t")] = /(%o = X(t))” + (¥, = Y(1))? + (2, ~2(t'))* — ndqtovi yiikdon

miisahido néqtesine qador olan mosafadir. R, — miisahide noqtasinin

radius vektorudur, B(t') ve U(t") yiikli zorraciyin siirati vo tocilidir,
=§%%—yﬁklﬁ zarraciyin yerlagdiyi néqtodan miisahids
noqtosina yonalmis vahid vektordur, t -~ miisahido anidir, t' isa siialanma
amdir.

(78.1) diisturunun sag torofinds yerlosmis biitin komiyyatlor

R(t")

t'=t-——= giialanma zamam aninda gotiriilir. Stialanma zamanina
c

\.:31

gecikma zamani da deyilir.
(718.1) diisturundan goriiniir ki, E vo H vektorlar1 ortoqonaldir vo
har biri iki hissadon ibaratdir. Masalen, E, tocildan (hom da siiratdon)

asthdir v buna tocilli hisss deyilir, E, iso yalniz siirotdan asilidir va bu

siiratli hissa adlanir. Tacilli saho miistovi elektromaqnit dalgasi kimi eni-
no sahadir:

EI_CR (I_Bﬁ)3 ,H, =[nE,], (ME,) = (1H,) =0 (78.2)

va bu masafays gors E, ~B/R kimi azalir. Bu saheni adaten siialanma

sahasi hesab edirlor. Bu sahanin enerji seli R-dan asili deyildir. Bu o de-
mokdir ki, homin sahs onu yaradan yiikdon ayrilaraq fozada yayilr.
Siiratli saha kvazistasionar xarakter dasiyir, yiikls birlikdo harakat edir

vo moasafoys gors E, ~ % soklinda sOniir.

Stlalanma enerjisini hesablayarkon biz yalmz E, -don istifads

edacayik. (M.1) diisturuna qayidaraq onu analiz etsok, gorerik ki, tacila
malik siialanma enerjisi boyiik masafalords, ysni
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2
R>> 1B o (78.3)

A\

olduqda sirf miistovi dalga xarakterlidir. (78.3) ifadasi dalga zonasi ad-
lanir. Bu ifada avvallor bildiyimiz dalga zonasindan (R>>A >>a) bir
gadar farqlanir.

Relyativistik zarraciyin giialanma enerjisini atrafli todqiq etmok
iglin ixtiyari tacillo harokat edon néqtavi relyativistik yiikiin siialanma
gliclinli hesablamaq lazimdir. Siialanma enerjisi selinin ani sixhigl, yani
vahid sothdan vahid zamanda siialanan enerji Umov-Poynting vektoru
ila tayin edilir:

T C 2o
J= E[E]Hl]= it (78.4)

Indi siialanmanin diferensial intensivliyini, yoni vahid zamanda ds

soth elementindan siialanan (kecan) enerjinin migdarini hesablaya bile-
rik:

s— € =g
dl=Jds= EEfnds 3 (78.5)

Burada iki név vahid zaman anlayisi mévcuddur: vahid miisahids za-
mant va vahid gecikms zamani. Bu zamanlar miixtslifdir, lakin onlar
arasinda miihiim slags vardir (bax §64):

a1
dt 1-Pi’

(78.6)

Forz edak ki, e yiiklii elektron A néqtssinds t' aninda siia (elektro-
maqnit dalgasi) buraxir vo P miigahids ndqtasins bu siia t aninda ¢atir.
Elektronun t' anindaki vaziyystins aid siialanma diagramin (sokil 78.1)
¢okak. Elektron boyiik R(t") radiuslu sfera boyunca siialanir va bu sfe-
ranin P ndqtasinds soth elementina dS = R*(t')dQf deyosk. i siialanma
istiqgamoti ila zarraciyin U siirati arasindaki polyar bucag 0 ilo isars et-

sok ds soth elementinin dQ cisim bucagn dQ=sin0d6de olar. Indi
(78.5) diisturunu
dl == E’R?(t)dQ (78.5")
4n

soklinds yaziriq. Burada dI vahid miisahids zamaninda ds sath elemen-
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tindon va ya dQ cisim bucagi daxilinds siialanan elektromaqnit sahasi

enerjisidir. Vahid miisahido zamaninda vahid cisim bucag daxilinds
stialanan enerjinin miqdarina siialanma intensivliyi sixhig deyilir.
dI

C
[ (t)=— =—ER(t)’. 78.6
sxx() dQ 47T 1 ( ) ( )

Sakil 78.1

Bu enerjini giialandiran ixtiyari siirat v tacillo horakat edan relyativistik
elektrondur. Onun tam enerjisini ¢ ilo igars etsok, enerjinin saxlanmasi
ganununa asasan (78.6)-n1 bels yaza bilarik:

d’s _ ¢ 2
dQdt  4n
Indi vahid gecikmo zamaninda vahid cisim bucagi daxilinds siialanan
enerjinin migdarina giialanma intensivliyinin gecikma sixlig1 desak

d’e d’e dt dt

=————=1, ()—=L,(O1-BA) (787
oar - moa g =0 T l=OA-pD) )

alariq. Belaliklo miixtalif zamanlar iigiin siialanma intensivliyi sixhqlari-
nin

L ()=~ R(t'). (78.6)

stx (t') =-

_ ¢ [[i-B,BIP
L == By (78.8)
L () = (=Bl (1) = S A= BPI (78.9)

4nc  (1-Pi)’

ifadslorini alirig. Biz bu intensivliklor haqqinda sonrak: §-larda genis
danisacagiq. Indi iso onu deys bilarik ki, bu sixliglar siialanma enerjisi-
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nin bucaglara gors diferensial paylanmasini imumi halda ifads edir,
miirokksb soklo malikdir, lakin paylanmada miihiim slamasti askar goé-
storir. Burada siialanma intensivliyi sixliglarinin ixtiyari istiqameta yo6-
nolmis B, E , v n vektorlar arasindaki bucaqlardan va zarraciyin ener-
jisinden asihiligi imumi halda, lakin yigcam gokilds gostorilmisgdir. Siia-
lanma intensivliyi sixliqlarinin bucaglardan asililigi bir-birins oxgardir
va onlar yalmz moxracds (1-pi) vurugunun istiine goérs farglonir. Go-

lacakds goracayik ki, bu forq inteqral intensivliklords ¢ox boyiik doyisik-
liya sabab olur.
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XI FOSIL
IXTiYARI HOROKOT EDON RELYATIVISTIK
ELEKTRONUN SUALANMASI

Biz ixtiyari siirata vo tacilo malik relyativistik elektronun miixtalif
siialanma hallar ilo moasgul olacagiq. Burada séhbat elektrondan getdiy-
ins baxmayaraq, elektron sozii altindan istonilon noqtavi yiiklii zarraciyi
(u-mezon, T-mezon, m-mezon, proton va s.) basa diigo bilarik. Stiratlon-
mis elektronlarin, pozitronlarin, miiyonlarin ve digar yiiklii zarraciklerin
klassik siialanma nozariyyesi bdyiik totbiq sahssino malikdir, fiziki cs-
hotdon ayanidir vo ¢ox hallarda diizgiin, shamiyyatli naticalers gatirir.
Olbotto siialanmanin kvant nazeriyyssi klassik nozeriyys ilo alinmig
diisturlarda miisyyan slavalars sabsb olur va bunu hamiso nazars almaq
lazimdir.

§79. Zarraciyin tacili surata paralel olduqda siialanma
intensivliyinin aragdiriimasi. Larmor diisturu

Aldigimiz (78.8) va (78.9) diisturlarinmn iimumi halda tadqiqini biz
sonraki §-da aparacagiq. Indi iss gox sada xiisusi hala nazor salaq. Forz
edok ki, yiiksok enerjili siiratlonmis zarraciyin tacili onun siiratine para-
leldir, yoni zarracik boyuna siiratlonmisdir: B 11 B. Tobiotds bu gox to-
sadiif olunan haldir va bayiik siiratlondiricilords yiikli zarraciklari ado-
ton bu iisulla siiratlondirilor. Bu zaman (78.8) va (78.9) diisturlarinda

B fi] =0 olur vo onlar ¢ox sadslasir. Masalon,

_ & [A[ARI’
L ()= 0By (79.1)

olur. Burada [ab]*> =a’b? —(ab)* diisturundan istifads ederak (79.1) ifa-

dasini ¢ox asan hesablayiriq. ©Ogar B ilo i arasinda ki polyar bucaga ©
desak, I_ (t) kamiyyati asagidaki sokls diigor:

> TsIX

e’  sin’0  _dI(t)

= 79.1
4nc® (1-PcosB)®  dQ (7.1

I, (t)=

Diisturdan goriindiiyii kimi, bu siialanmann xarakterik cahoti odur ki,
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moxracin hesabina bdyiik enerjili elektronlar (B—1) harakst istigamati
ils kigik bucaq altinda (6<<1) siialanir. Qeyd edak ki, béyiik siiratli elek-

tronlarin tormozlanma siialanmasi da bu sokilds bas verir. Indi (79.1")
diisturundan térams alaraq giialanmanin bas verdiyi maksimum va mi-
nimum istiqamatlari miisyyan edak:

2Bcos’0+cosO-3p=0. (79.2)

Tonliyin halli siialanmanin maksimum vo minimum oldugu istiga-

~motlari tayin edir:
cos 6 =4LB(\/1+24[32 -1. (79.2")

Boyiik siiratli elektronun giialanmasma baxirigsa (79.2) tonliyinda
2
B—1, sin 640, cos O~1 —% yazaraq, maksimum siialanma bucagim ta-

piriq:

2
0, = =B (79.2")
5
(79.1") diisturundan goriiniir ki, =0 -da siialanma intensivliyi sifira
gevrilir. Digar torsfdon siialanma intensivliyi yalniz polyar bucaqdan
asihdir vo demali o, azimut bucagina gérs firlanma simmetriyasina ma-
likdir. Biz giialanma intensivliyi sixhginin vektor diaqramini va ya isti-
qamotlonms diagramim quranda bunlardan istifads edacayik.
Ogar elektron qeyri relyativistikdirss (B—0), onun maksimum siia-
lanma istiqgamotini tapmagq iigiin (79.2) tonliyinds birinci hadd kigik ol-
duguna gors onu atirlar. Onda

cosO=3p vaya sin(g —0)=3B vonohayst 0= g -3 g (79.2")

aliriq. Bu zaman maksimum siialanma zarraciyin siiratina (tacilina) per-
pendikulyar istiqgamotds bas verir. Belslikls biz bir zarracik iigiin dipol
siialanmasi sortini almis oluruq. (79.1) diisturunda P~0 sortini nozers
alsaq

232
19 (ty==2_sin?0 (79.1)
nc’

SIX 4
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olur. Bu bir zarracik iigiin dipol siialanmasi intensivliyinin sixhgidir.
222

Indi (79.1") va (79.1") diisturlarindan istifads edarok adsiz I, ::—9? ko-
mc

miyysti iiglin istigamatlonma diagramlarim qura bilerik (bax: §68).
Relyativistik va qeyri-relyativistik zarraciyin siialanmas: iigiin istigamat-
lanma diagramlar sakil 79.1-ds gdstarilmisdir.

Sokil 79.1

Bu oyrilor nisbi vahidlerds giialanma enerjisinin bucaglardan asili qiy-
motini miloyyan edir. Oyrilor Vv oxu strafinda firlanma simmetriyasina
malikdir. Boyiik enerjili elektronlarin sinxrotron va tormozlanma siia-
lanmalar1 da buna oxsar «iynasokilli» ayrilarls tesvir olunur.

!

Qeyri-relyativistik halda 3—tt =1 oldugundan qeyri relyativistik elek-

tronun t va t’ vahid zaman anlan iigiin hesablanmus siialanma intensiv-
liy1 sixliglar1 eyni bir (79.1”) diisturu ilo tasvir olunur. Bu diisturu dQ

cisim bucag) lizra inteqrallayaraq siialanmanin inteqral intensivliyini ali-
r1q (bax §68):

e’s’ 8n _ 2¢’ 52

e?? 5
sin” 0sin 6d0do = —=—
c3j ' ® 4nc® 3 3¢

4n
Bu diistur geyri-relyativistik elektronun vahid zamanda biitiin istiqa-
moatlorde siialandirdig: enerjini ifads edir. ©dabiyyata bu Larmor diistu-
ru adlanir. Bu diistur geyri-relyativistik sokildo yazilmigdir. Lakin onu
relyativistik sokilde do yazmaq olar. Mslumdur ki, elektromaqnit siia-
lanma enerjisi Lorens ¢evrilmasinds 6ziinii 4-6l¢iilii enerji-impuls vekto-
runun 4-cii komponenti kimi aparir (bax: §41). Onda dt zamani orzinda
slialanma enerjisini de,,, ilo isars etsak

I={I,d0= (79.3)
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de,,, = 1dt (79.4)

olar. Buradan goriiniir ki, silalanmann I inteqral intensivliyi relyativi-
stik invariantdir. 9gar biz I iigiin el bir relyativistik ifads tapa bilsak ki,

o B<<1 oldugda (79.3) ifadasins barabar olsun, onda moasala hoall edilmis
=2

olur. Belo relyativistik ifadada BT vurugunun yerinds 4-6lgiilii tacilin
c

au, Y’
kvadrati, yani Wf = (—d—“—j yazilmalidir. Dlbstta bu se¢imds miiayyan
S

miilahizolordan va bazi naticalorin avvalcaden malum olmasindan istifa-
ds edilmisdir. Qeyd edak ki, bizds 4-8lgiilii siiretin dimenzionu (bax: §15)

dx v . . . . .
[U u ] = I:—] = [—} - dir, yani adsizdir va interval iss ds = \1-B*cdt -dir.

ds c
e i 4 : du v i
Onda 4-6lgiili tacilin dimenzionu [Wp]z 1 £ 1=|—| olacaqdir. Indi
S c
(79.3) diisturunun relyativistik invariant goklini yazaq:
2¢%c(dU, Y’
I, = . 79.5
Lar 3 (ds] ( )

Bu Larmor diisturunun relyativistik goklidir. Diistura 4-6l¢iilii
P, =mcU, impulsunu daxil etmokla onu bagqa sokilds yazmagq olar:

2¢" [dp"j . (79.5)

L. =T T,
* 3micl| ds

. - : . d e . ..
Verilmis xarici qiivvanin (yeni d—“ =—F, U, —nin) tosin altinda giia-
s C

lanma intensivliyi siiratlonan zarraciyin kiitlesinin kvadrati ilo tors miits-
nasibdir. Bels siialanmalarda yiingiil zarraciklar (elektronlar) miihiim rol

du
oynayir. (79.5) disturunu askar yazmaq igin U, va i £ -in ifadalorini
S

ac1q yazaq. §15-dan istifads edarak yaziriq:

U =dxu=

dx, 1] © o 1
Cds ofipra o 1B 1)
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du, __ 1 d] ® e l_
ds chl_Bz dt \/l_Bz ’ \/1"52
_ 1 { 1-p )+(uu)u (UU)}

cty1-B* ¢

dUu ? I Siay il

& B X {(ﬁ( B*)+(BBB)* - (BR)°} =

1 A -
= 1. (79.6
FA-p) ——— B -B’B*+(BP)’} = . B 3 5 B -[BRF).  (79.6)

Indi Larmor diisturu asagidaki soklo malik olur:
2e

I, = - 79.5"
E B X {B [BRI). (79.5")

Biz galacokdo miixtalif siialanma intensivliklorini daha daqiq hesab-
lama yolu ils alacagiqg.

Indi iso miiqayisa iigiin boyuna siirstlonma halinda vahid gecikma
zaman i¢iin siialanma intensivliyi sixliginin istigamatlonms diagramina
aid diisturlar1 yazaq. Masalon (79.1") diisturu avezinda

e’’  sin’0  _dI(t)

I (Y= = 79.7
o (1) 4nc® (1-BcosB)’  dQ (7.7)
diisturunu aliriq. Maksimum siialanma istiqamati iigiin
3B cos’B+2cosO-58=0 (79.8)

tonliyi vo onun
c056=$(1/1+1562 -1) (79.8")

hollini tapiriq. Boyiik enerjili zarraciklor iigiin {—1) maksimum siia-

lanma bucaginin qiymati
1-p*
6 . = 79.8"
max J 4 ( )

olur. Bu diisturlar siialanmanin istiqgamotlonmasi iigiin avvel aldigimiz
diisturlara ¢ox yaxindir vo demoli har iki intensivlik iigiin sialanmanin
istiqgamotlonmasi ayrilari (sathlari) bir-birine oxsardir.
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§80. Relyativistik va ultra relyativistik elektronun vahid gecikmo
zamaninda tam siialanma intensivliyinin iimumi ifadosi’

Biz §78-ds ixtiyari harakat edan relyativistik zarraciyin vahid gecik-
md zamaninda silalanma intensivliyinin sixlig1 ii¢iin asagidaki ifadani
almigdiq (bax: §78, (78.9)):

Ly d@)_ ¢ [ﬁ[ﬁ—ﬁ,ﬁﬂz (30.1)
dQ  4mc (1-BA)

Bu diistur fi,B vo ﬁ vektorlarinin ixtiyari yonaldiyi halda siialanma
intensivliyinin bucaqlara gors tam paylanmasini tasvir edir. Bu paylan-
ma miirakkob oldugundan oksar miiolliflor hesablamam sadalosdirmok
uglin asagidaki iki xiisusi hali tadqiq ediblor:

DBETB va2) B LPB.Buzaman (80.1) diisturu ¢ox sadalagir. Lakin
siialanmanin bucaqglara va enerjiys géro paylanmasini tam tahlil etmok
iigiin 1, B, f vektorlarinin ixtiyari oldugu iimumi hala baxmaq lazimdur.

Yuxaridak: diisturda ikigat vektori hasili acaraq, onu asagidaki so-
kilds yaza bilarik:

e2

4nc(l - Bi)’ *
x{(1-BB)B* +2BBER(-BA) - A-BHGER)Y}.  (80.1)

Bucaqlara gérs asilihif tadqiq etmok iigiin B vektoru polyar oxu

Lu(t) =

boyunca yonalmis sferik koordinat sistemindan istifads etmok daha ol-
verislidir (sakil 80.1).
Vektorlarin yuxarlda 1$t1rak edon skalyar hasillarini aciq yazaq:
Bii = BcosH, BB BB cos®’, nB B(cosBcos®’ +sin Osin O’ cos(p— 0'))

Indi diferensial intensivliyin bucaglardan agkar asilihig asagidaki
sokildo yazilir:

1
(1-Bcos 9)

dI(t) =L (V)a0 = iy {

"M.M. Hapxados, I.H. Kynuesa, Baki Universitetinin xabarlori, F iziki-riyaziyyat elmlori
seriyasi, 2004, Ne 1, 5.109.
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+2Bcos@rS088c0s0’ + 5inBsin 6'cos(p~g) _

(1-BcosH)*
—&[COSGCOS9'+sin6sin6’cos( - ')]2 dQ.  (80.2)
(1-Bcos6)’ ¢-e ' '

~Z
B A
kil -
( B
g E
0/ )
i Y
o i )T
¢l
X
Sakil 80.1

Yuxarida fiqurlu métarizadaki adsiz funksiyam £(6,, ¢,9") ilo isars
edarak (80.2) diisturunu asagidaki gokilds yaziriq:

€

2A2
di(t") = B £(6,6',0,0"dQ2. (80.2)
4nc

£(8,0',0,¢") funksiyas: siialanmamn bucaglara goro tam paylanma-
sin1 tosvir edir.

Ogar {-3 sferik koordinat kimi baxsaq, onda (6,9’ ¢, ") asililig ve-

rilmis koordinat sisteminds hondasi olaraq har hansi sathi tasvir edscok-
dir. Bu satha siialanmanin indikratrisas: deyilir.

Umumi £(6,6',¢,¢") funksiyasinda xiisusi hallara kegsok, yani 1)
6'=0,¢'=0 vo 2) 9’=g,(p'=0 yazsaq, biz boyuna (uzununa) siirat-

lonmis v enins siiratlonmis elektronun siialanma intensivliyinin bucaq-
lara gors paylanma diisturlarim alariq:

11

sin’ @ 1 l: _ (1-P’sin*Bcos’ @)

= f = - > J (80.3)
(1-BcosB) (1-BcosH) (1-BcosB)
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Bu hallardan birincisini biz §79-da tadgiq etmisik.
indi bu xiisusi hallarla moggul olmayaraq istonilon siirat va tacild
malik elektronun iimumi halda siialanmasinin inteqral intensivliyini he-

sablayacagiq. (80.2) diisturunda avvalca @-ya gore inteqrallama apara-
raq ifadeni sadslogdiririk. Molumdur ki,

f "cos(p-¢')de =0,
f"cosz((p—(p’)d(p =% f“[l+cos2((p—(p’)]d(p = % fnd(p =T7.
Bu smoliyyati (80.2) diisturunda aparsaq, asagidaki ifadani alanq:

2Q2 2
1) = [ sin@de{ L, 2Bcos Ocosh

2¢ (1-BcosB)’  (1-Pcos@)’
_ 2
_______(1 ) : l:cos2 0’ cos? 6+lsin2 0'sin’ 9] . (80.4)
(1-BcosB) 2

Burada asagidaki sads inteqrallar istirak edir:

[ sin 6d0

——————, m=34,. 80.5
(—Bcos®)"™ (80.5)

Bu inteqrallari an sada iisulla agsaq

f sin 6d0 ‘f ~dcos6 _ljd(l—ﬁcose)z

(I-BcosB)™ > (1-BcosB)™ P (1-Pcosh)”
_ -l S S SRPS SR W
B(m—1) (1-Beos®)™"| oy Plm- noa-p™t a+p™
1 . (1 + B)m_l - (1 - B)m—l (806)

TBm-n  a-pH™

alarq. Bu ifadolori (80.4) diisturunda nazara aling. Malumat iigiin (80.4)
diisturunda istirak edsn 4 adad toplananin inteqralinin ifadasini veririk.

2 . _16B’cos’6’ . 2cos’ @'

- - . __2cos’0 2sin’ @’
-y 3By T 30-BY

1+58%), iy =————= -
R T

Bunlar toplayaraq sadalogdirsak relyativistik zorraciyin giialanmasinin
inteqral intensivliyi igiin ¢ox sado diistur alariq:
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202 202

I(t) = 62‘2 (i1+i2+i3+i4)=§c(2%%(1—52 sin?0').  (80.7)
Bu relyativistik néqtovi yiikiin vahid gecikmo zamaninda siialandirdign
inteqral intensivliyin on dmumi disturudur. Burada zarraciyin tacili
onun siiratilo istonilon 6’ bucagi amols gatirir. Bu diistur ¢ox boyiik tat-
biq edilmo oblastina malikdir. Onu magnit sahasinds dairavi horakat
edan elektronlarin sinxrotron siialanmasina, elektronlarin niive sahasin-
do tormozlanma silalanmasina va digar siialanmalara totbiq etmok olar.
Burada klassik daqiq ifads almaq iigiin elektronun tacilinin zamandan
no sokilde asili olmasim bilmoliyik. (80.7) diisturunda 6 bucagina

miixtalif qiymatlor, mosalon 6’ = Oo;g va s. vermoakla digor miislliflorin
aldig1 naticalari xtisusi hal kimi ala bilarik.
Bizim diisturumuzda 6’ =—12£ yazaraq, maqnit sahasinds har hansi a

radiuslu ¢evro boyunca harakst edsn relyativistik elektronun sinxrotron
sialanmasinin tam inteqral intensivliyini ala bilorik. Dogrudan da
2

; v . 2T 5 .
B==— va sin’ 5 =1 oldugunu nazars alsaq va elektronun relyativistik
ca

e 1 - enerjisinden istifads etsok (80.7) diisturu asagidaki sokla
mc 1-B

diisar:

N 2e%Bt 2e%cpi( e Y
1 T3(1-pY*a’ 3a’ (mcz)' (805

Bu diistur relyativistik elektronun sinxrotron siialanmasi enerjinin tam
ifadoasidir.”

Biz golacakds elektronun tacili ils siirati agagidaki 6 bucagina sorti
olaraq elektronun «sopilma» bucag deyacayik. (80.7) diisturundan isti-
fads edorak illiistrasiya xatirina sabit tacillo (B =const) harskst edan
elektronun fiksas olunmus miixtalif 6’ «sapilmo» bucaqlar iigiin inteqral

siialanma intensivliyinin enerjidon (siiratdon) asililigi tadqiq edilmigdir.
Sakil 80.2-da tasvir olunan qrafiklor ' bucaginin asagidaki qiymotlori-

*A.Coxonos, M. TepHos, B. XXykosckuii, A. Bopucos. KsanToBas anexrpoaunamuka, Usna-
renscTBo MI'Y, 1983. J1. UBanenko, A. Cokonos. Knaccuueckas Teopus nons, M-JI, 1951
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no uygundur: 1) ' =0° va w;2) G’=%; 3) 9’=%.

{
143 6’'=0,n
85 0'=n/d4
27 | 9'=n/2
1t B

0.7 09 1

$okil 80.2. f =1(t")/b nisbi siialanma intensivliyinin
elektronun enerjisi vo «sopilma» bucagindan asililig1.

Ordinat oxu iizra inteqral siialanma intensivliyinin nisbi qiymati,

' 2n2
yani f=I(t) (b=2e b
b | 3c

], absis oxu iizro p=— komiyyati gostorilmis-
c

dir. Oyrilordon goriiniir ki, inteqral sialanma intensivliyi sopilms
bucaginin kicik qiymotinds (8’ =0°) an bdyiik qiymote malikdir. Bucaq
artdiqca inteqral intensivlik azalir. Elektronun nisbi siirstinin p=0,9
giymotinds «sapilms» bucaginin segilmis 3 giymsti {i¢iin inteqral siia-
lanma intensivliyinin nisbi giymotlori 27; 85; 143 olmusdur. B vahids
yaxinlasdigca intensivlik ayrilari boyiik siiroto artir.

§81. Vahid miigahids va vahid gecikma zamanlarinda
inteqral sitalanma intensivliklorinin miiqayisasi

Ovvalca vahid miisahids zaman iigiin ixtiyari siirat va tocils malik
relyativistik zorraciyin siialanma intensivliyi, onun bucaqlardan asilihigt
vo inteqral intensivliyi ilo moggul olaq. Bu intensivliyin sixhigi iigiin do
ifads §78- do verilmigdir (bax: §78, (78.8)):

di) _ ¢’ [ﬁ[ﬁ—ﬁ,ﬁﬂz
d0  4me (1-pa)

L() = 81 1)
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Bu ifadonin I (t") -dan forqi maxracda (1-pi) vurugunun tstiiniin va-

hid gadar artiq olmasidir (bax: (80.1)). Ifadslorin surstlori tamamile ey-
nidir. Maxracds vurugun iistiiniin artighg: biitiin ifadalerds eyni sokilds
davam edacokdir. Masalan, (81.1)-don diferensial siialanma intensivliyini
toyin etsak, asagidaki ifadani alangq:

202 r. ' l;
w(da=PF 10.9:0.6) 4,  dI) g o
4nc  (1-Bn) (1-pBn)

Burada f(0,6';¢,¢") funksiyasinin ifadasi (80.2) va (80.2') diisturlarinda
verilmigdir. dI(t) kemiyyatinin bucaqlardan asiiigi dI(t") intensivliyi-

di(t) =1

nin bucaqlara géra paylanmasindan miirokkebdir. Lakin biz burada
bucaglara gérs paylanmami aragdirmadan ixtiyari horokat edan relyati-
vistik elektronun on @mumi halda inteqral siialanmasi ilo masgul
olacagiq. Bucaqlara gore inteqrallama tamamilo §80-da oldugu kimi
aparilir. (81.2) diisturunda avvalca inteqrallamam ¢ bucagina gors apa-

rirlq. Bundan sonra (81.2) diisturu asagidaki soklo diisiir:

I(t’)—esz [ sin6dd [ 1 2Bcos’6'cosd
~ 2¢ 9 (1-BcosB) | (1-PcosB)’  (1-Bcosh)®

Y
“U=PeosOF (IB B )6)5 X [cos2 o' cos’ (-)+%sin2 0'sin’ 9]} (81.3)
—Bcos _

Bu ifads (80.4) diisturundan yalniz moxracdoki (1-Bcos6) vurugunun

tstiiniin vahid gadar artiq olmasi ilo forglonir. (81.3) diisturunda istirak
edon sads inteqrallar elo (80.4)-ds istirak edon (80.5) inteqrallaridur, la-
kin indi m= 4, 5, 6, qiymatlorini alir. Bu inteqrallardan istifads edarak
(81.3) diisturundaki biitiin inteqrallar1 hesablayir vo alinmis ifadoni sa-
dalagdiririk. Bu sadslosdirme smoliyyat: bir qadar uzun vaxt toleb edir,
lakin son noatica qonastbaxs olur. Belaliklo (81.3) diisturu biitiin hesab-

lamalardan sonra asagidaki soklo diisiir:”

_26°B B[ 2B?(2+B.2)Sinz o (81.4)
[5c(1-B2)* 5+p2 . )

I(t)

Bu, ixtiyari siirat vo tacilo malik relyativistik elektronun vahid miisahids

"H.M.Hamxados, A.M.Kacumosa, UuTeHCHBHOCTHU H3JIy4Y€HHA HIPOH3BOJIBHO JBHXKYILEro-
Cs peNATHBHCTKOro anekrpona, Baki Universitetinin xobarlori, Fizika-riyaziyyat elmlori,
2010, Ne3 5.97-104
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zamaninda siialandirdig1 inteqral intensivlik iigiin on iimumi diisturdur.
Burada da elektronun tacili onun siirati ils istonilon 6" bucag taskil edir.
Inteqral intensivliyin elektronun «sopilma» bucagindan va enerjisindon
(siiratindan) asililig1 sokil 81.1-ds verilmisdir.

F

4469 1 6 =0,n
m6 | 0 =n/4
%3 | 9 =2
! ———— P
07 091
Sakil 81.1
) S () N
Stialanmanin nisbi F = B intensivliyinin elektronun enerjisi vo sa-
202
pilmas bucagindan asililigl. B= 2355 .
c

| Qrafiklor elektronun «sopilmo» bucaginin miixtalif se¢ilmis qiymat-
lorinds siialanma intensivliyinin enerjidon asihiigini ifads edir. Ordinat

. . . . I(t) _ 2e?p? L
oxu iizra nisbi intensivlik, yoni F=? (burada B—T) komiyyati,
c

absis oxu iizro p=— gostorilmigdir. Bu oyrilor xarakterina goro sokil
c

80.2-daki ayrilora oxsayir, lakin qiymatcs onlardan ¢ox forqlsnir. §=0,9

oldugda bu ayrilarin aldigi qiymatlor 983, 2726 va 4469-dur. B vahids
yaxinlasdiqca ayrilor kaskin artir.

Elektronun siialanmasinin iki inteqral intensivliyinin (80.7) va (81.4)
diisturlan ils tasvir olunan ifadslarindan gériiniir ki, imumi halda I(t")

va I(t) intensivliklori bir-birinden kaskin farqlonir vo hamisa I(t)>I(t")
olur. Sonuncu miiddosa riyazi diisturlarin kémayi ilo gox daqiq alimr

((cll_tt=1 lﬁ*J. Lakin bunu kobud da olsa asagidaki sakilds fiziki izah
—-Pn

etmok olar. Markozi #' gecikms aninda elektronla iist-iists diigon vo elek-
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tronla sort baglanmig R radiuslu sfera gotiirok. Elektronun vahid
gecikmo zamaninda siialandirdigi enerji bu sferadan kegir vo naticads

dI(th)=1_ (t"dQ diferensial vo ya I(t")= IISlx(t’)dQ inteqral sel alinr.
Indi P miisahids néqtesindon kegarok elektronu shato edon va miisahi-
dagiys nazaran siikunstds olan ikinci sfera kegirok. Harokat edan elek-
tronun stialandirdigt enerji homin sferadan da kegorsk diferensial
dI(t) =1, (t")dQ seli yaradir. Digar torafdan elektron bu sferaya nazaran

U siiratila harakat etdiyina gors slave Ow kogiirms seli sixlig1 yaranacaq

va bu da hamin sferadan kegorok bwds slavs elementar sel yaradaca-
E}+H] _E;

qdir. Burada w——8—— I elektromaqnit sahasinin enerji sixhigadir.
T T

Ikinci sferadan kegon diferensial sel birinci sferadakindan ©wds qader

¢ox olacaqdir:

SIX

SIX

e [FR-BBIE ) & 1 7L
i) + i) — @ T el VGt
i dQ I, ()dQ = dI(1).
(nm(l_ i [[]] (1_ o (DAQ=dI()

Biz yuxarida yazilmis vektorlarin hasilini sorti [[ ]]2 simvolu ilo go-
stormisik, I (t") vo I, (t)sixliglarinin (80.1) va (81.1) ifadslerini nazars

almigiq. Bu intensivliklori imumi sokilds miigayiss etmak iigiin onlarin
bir-birina nisbatinin elektronun enerjisi vo «sapilma» bucagindan asili-
ligin1 analiz etmok lazimdir. Inteqral siialanma intensivliklorinin

@:% nisbati sokil 81.2-do tesvir edilmisdir. Sokildoki qrafiklorden

goriiniir ki, elektronun «sapilmo» buca@ artdiqca intensivliklorin nisbati
artir. Biz sokildo B=0,9 qiymatilo kifaystlonmigik. B vahids yaxinlas-
digca ayrilorin kaskin artmasi miisahids edilir.

Indi siialanma intensivliklorinin ifadalorinin elektronun siiratinin
¢ox kigik (B—0) va ¢ox bdyiikk (B — 1) giymotlorinds miigayiso edak.
Qeyri-relyativistik elektronun (B — 0) siialanmasinda (81.4) va (80.7)
diisturlan iist-lista diisiir va biz naticads noqtavi elektronun dipol siia-
lanmasinin inteqral intensivliyini aliriq:

I(t) = I(t') = 2:232 . (81.5)
B0 c
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7.1 I
0=xn/2
6,31, 0'=n/4
6.23 o —on
T —>F
0.9 1

$akil 81.2. Inteqral intensivliklorin ® = % nisbatinin

elektronun enerjisi va «sopilma» bucagindan asililig

Ultra-relyativistik elektronun (B —1) siialanmasinda I(t) intensiv-
liyi I(t") ilo miitanasib olur:

_6_ 2 a6 ,
193_5“30(1_62)4 (1-psin 9)—5(1_Bz)l(t). (81.6)

Biz ixtiyari siirats v tacilo malik relyativistik elektronun vahid zamanda
stialandirdigi enerjinin diferensial va inteqral ifadolorini miixtalif maraqli
hallarda tadgiq etdik. Ogar bizi miiayysn zaman intervalinda enerji ma-
raqlandirirsa, onda aldigimiz ifadslori zamana gérs inteqrallamaliyiq.

Bunun iigiin B (t) vo P(t)-nin zamandan asihlig1 biza dagiq malum olma-
hdir. Zsrraciyin herokati miirskkab oldugda bu iisul ciddi cotinliklors

gotirir. Lakin basqa tisul da méveuddur va bu haqda sonraki paraqrafda
danmigilacaqdir.

§82. Ixtiyari siiratlonmis elektronun tam siialanma
enerjisinin spektral vo bucaq paylanmasi

Bu mosalani hall etmak iigiin biz §78-ds aldigimiz diisturlardan bas-
qa sokilds istifado edacayik. Ixtiyari haroket edon relyativistik elektro-
nun vahid miisahide zamaninda vahid cisim bucag daxilinda stialandir-
dig1 enerji tigiin - §78-da asagidaki ifadani almigdiq:
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dm _ © poge. (82.1)
dQ 4n
Forz edilir ki, elektron ixtiyari trayektoriya cizir (punktir ayri) ve t'

gecikmo aninda 7(t) néqtasindo olarksn 6ziindsn siia buraxir va bu t
aninda P noqtasindaki miisahidagiya ¢atir (sokil 82.1).

e,t,R(t") = R, ~F(t")

Pt

9

Sokil 82.1

Biz masoloys dalga zonasinda baxiriq vo farz edirik ki, miisahida
ndqtesi manbadan ¢ox uzaqda yerlogir. (82.1) siialanma enerjisini qisaca

l]&lz ila isare edok. Malum ifadslori yazaq:

= e [d[d BB]] ‘/‘
E, RO) (- [RE,]. (82.2)

Biz enerjini miisahids (labarator) zamani igiin hesablayiriq. Ciinki go-
lacokds enerji spektrinin miisahidagiys nozaran hesablanmasi mogsads
daha uygundur. Indi (82.1) diisturu asagidaki kimi yazilir:
di(t) _ ' Ayl
dQ '

(82.1")

Bu ifadani elektronun tacilinin méveud oldugu biitiin zaman interval
iizra inteqrallasaq, elektronun vahid cisim bucaginda siialandirdigi tam
enerjini alariq:

[“’9%&: Al a. (82.3)

» d

Biz golocokda sol torofdoki inteqrali dJ/dQ ilo isars edacoyik. Forz
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edacayik ki, elektronun tacili sonlu zaman miiddatinda sifirdan forqlidir,
yani o sonsuz kegmis va sonsuz golocak zaman iigiin sifira yaxinlasir. Bu
o demokdir ki, siialanan enerji sonludur. Indi tam silalanma enerjisi
{iciin (82.3) diisturunu yenidan yazaq va bu enerjini Furye inteqralina
ayiraq:

% = [ A a. (82.3)

Ovvalcs (66.2) va (66.3) diisturlarinin kémayi ils A(t) vektorunu Furye
inteqralina ayiraq: '

- 1 o = .
A)=— | Ae™do.
=o-[ Aw)
Buradan A(w) Furye amsah iigiin

A@)= [ e Adt (82.4)

alariq. Siialanan enerji haqiqi oldugundan, A()=A"(t) olur. Onda
A'(0) = A (-o) olar (bax: §66). Bunlar1 nozers alsaq

[:IA(t)r di = ;—n [:[A(m)r do = -21; [TA@A" @)do= % [ ”lA(m)r do (82.5)

olar (bax: (66,5)). Burada nazors alinmigdir ki, inteqralalt: funksiya o- -
nin ciit funksiyasidir. Bunu (82.3)-ds yerinos yazaq:

dQ — ﬁA( )| do= —f|11(m)|2dm. (82.3")

Boraborliyin sol torafini f %)—dm soklinds yazaraq, miiqayisadan

asagidaki baraborliyi alirg:

di(@) 15,
T ;|A(co)| . (82.6)
Burada di(g) elektronun vahid cisim bucagi daxilinds vahid tezlik in-

- 2
tervalinda siialandirdig: tam enerjidir. IA((D)\ funksiyasindan istifads
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edarak %% sialanmanin tezlik vo bucaq paylanmasini aciq yazaq.

(82.2) diisturundan A(t)-nin askar soklini tayin edak:

e [c [A[E-B,B1 Bl

A(t)= 4n (1-Bi)*

t'=t

R(t) -
<

Indi t vo t' zamanlan arasindaki slagedon istifads edoarak

dt =%dt =(1-BH)dt’ = kdt’
aling. Burada (1-Bii) haddi x ilo isars olunmusdur.

Bizim magsadimiz elektronun vahid cisim bucag daxilinds vahid
tezlik intervalinda siialandirdigi tam enerji ila zorraciyin trayektoriyasi
boyunca aparilan inteqrallanma arasinda iimumi slaqs tapmaqdir. He-

sablamani davam etdirarak A(t)-ni (82.4)-do yerino yazaraq A(w)-nin
timumi ifadasini aliriq:

[w dteier . A =B, 811 —3B, Bll o - (82.7)

4nc - K ret——

()

A(w)=

Integralda dt=xdt’ vo t=t'+—-< oldugunu nazers alaraq inteqgralla-

man1 t' iizra aparsaq A(w) igiin yeni ifads alariq:

A(m) =

L RM), r=r= & &

0 o'+ ) -

= [Tare™ ARO-BPI gy 7

Vénc + K

Farz olunur ki, miigahids noqtasi zarraciyin tacillo harakat etdiyi ob-

lastdan ¢ox uzaqda yerlagir vo ona gors siialanma istiqamatini miiayyan

R()
t’

=1n vahid vektorunu zamana gors sabit gétiirmak olar. Digar

edan
torafden R(t')-i kigik r(t')-in iistlorins gora siraya ayirsaq

R(t) =[R, - F(t)| » R, — F(t)7 (82.8)
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-

gobul etmok olar (burada n =%‘l—dlr). Onda (82.7") diisturu asagidaki

0
soklo diigiir:

nr(t)

e oo )[[nBB]] ;
= Ldte - (82.7")

Burada yazilis1 sadolosdirmak iigiin t-nin iistiindoki strixi atmisiq. Indi
stialanma enerjisi iigiin (82.6) diisturu

Ao) =

2

d(w) ¢’
dQ  4n’c

[ n[n BB 'w(t m(') dt (82.8)

(1-pi)’

soklinds yazilir. Bu baxdigimiz masals tigiin an {imumi diisturudur. Ogor
zarraciyin harakot qanunu moalumdursa, demak 7(t) mslumdur va bun-

dan istifads edarak f(t) va B(t) kemiyyatlorini hesablamaq olar. Onda
inteqral @ vs 1 -nin funksiyas1 kimi hesablanir. 9gar bir elektron yox,
stiratlonmis zarraciklor dastasi giialanirsa, onda (82.7") diisturunu har bir
zorraciyo totbiq edorok A ;(®) amplitudunu hesablayir, sonra zarracikler
lizra com apararaq naticani (82.8) diisturunda nazors aliriq.

(82.8) diisturunun iistiinliiyii ondadir ki, burada inteqrallanma zar-
raciyin tacilinin sifirdan forgli oldugu zaman intervali {izra aparilir. Bazi
hallarda (82.7") diisturunda zamana gors hisso-hisss inteqrallanma apa-
raraq siialanma intensivliyi {igiin daha sads diistur almaq olur. Gostar-

mok olar ki, agor i =0 olarsa, onda (82.7") diisturunda eksponentas vu-
rulan haddi asagidaki sokilds yazmaq lazimdir:

(55 -F,0 _ 4 {[ﬁ[ﬁ,ﬁn}_ (82.9)

K K

Bunu nazors alaraq (82.8) diisturunda inteqrallanma aparsaq onu sada

sokla salariq.
- (A1, B1] io¢-2 o). |2
_w—f ﬂl—1—B—]—]e ¢ °)-im[1—3)dt
» K c

2052 I - i t—jji 2
:Z—ggl [t By ™ °)dt' . (82.10)

di(w) ¢ [[[E,p]) e
dQ 4nzc‘ X
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Burada nazers aldiq ki, t = giymatinds B(t) =0. Beloliklo relyativi-
stik elektronun tam siialanma enerjisinin spektral sixlig1 (82.10) diisturu
ilo tasvir edilir. Siialanmanin polyarizasiyas: [ii[fi,]] vektoru vasitasils
nozars alinir.

Alnmus diisturlar avvalki §-larda gotirilmis diisturlardan tamamilo
forglenir, ¢iinki burada zamana gors inteqrallanma zarraciyin harokot
trayektoriyasi iizra aparilir. Lakin qeyd eds ki, svvalki diisturlarla indiki
diisturlar bir-birini montiqi tamamlayir.

Ogor prosesds zarraciklor dastosi siiratlonirss, onda (82.10) diistu-
runda inteqral altinda

- =i LlaFy N L2
efe (J = eB,e U (82.11)
avazlonmasini etmoliyik. Noqtavi obyektlor iizra com son naticads inte-
qrala gevrilir:
N o). . ~il & 15F il & a7
Y eaaae-‘(?)““"»l | poe %) (dF) =2 [iG.te %) (d7). (81.12)
a=1 C Cy

v

O |-

. N
Burada j(,t)=) e,0,8(F -f,(t)). Noticads tam siialanma intensivliyi-
a=l

nin tezlik va bucaqlara gérs paylanmasi

d@ __o” fat j(df)[ﬁ[fﬁ(f,t)]]ei"’('j;J

2

— 82.13
dQ  4n%? ( )

disturu ils tasvir edilir.

Bu §-da alinmis iimumi diisturlardan, xiisusilo (82.8) va (82.10)
diisturlarindan siialanma ils slaqadar miixtalif problemlarin hallinds isti-
tads edilacakdir.
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XII FOSIL
NOTER TEOREMIi VO ONDAN
ALINAN NOTiCOLOR

Biz ovvalki fasillords miixtolif miilahizalorls elektromaqnit sahasinin
enerjisi, impulsu, corayani, yiikii va c. iigiin saxlanma ganunlarini aldiq.
Indi bu saxlanma qanunlarina iimumi sokilds yanasmagin vaxti ¢atmis-
dir. 1918- ci ilda alman alimi Emmi Néter ela bir teorem isbat etmisdir
ki, bu teorema gors istonilon sahsnin (vo ya sistemin) biitiin miimkiin
saxlanma qanunlarini bu sahonin foza-zaman simmetriyasindan istifada
edarak iimumi sokilds almaq miimkiindiir. Bu teorem alimin sorafino
Néter teoremi adlanir. Noter teoremi (I teorem) yalniz saxlanma ganun-
larin1 deyil, ham ds sahanin 6ziiniin hoarakot tanliyini almaga imkan ve-
rir. Bu teoremi isbat etmok iigiin bazi riyazi anlayislardan istifads edilir
va indi homin anlayiglarla tanis olacagiq.

§83. Koordinatlarin Lorens ¢evrilmasi zamam sahanin
transformasiya xassalori va infinitezimal operatorlar

Koordinatlarin Lorens ¢evrilmasini ifads edan
x, =L,x, voya x'=Lx (83.1)

diisturunu sonsuz kigik ¢evrilms iigiin yazsaq, Lorens ¢evrilmasi matri-
sini

L,=0+g), =3, +¢, (83.2)
soklinds ifads etmok olar. Burada I Minkovski fazasinda vahid matris,

£=(g,,) is3 sonsuz kigik matrisdir, yani ‘sp\,|<<1. Onda (83.1) diisturu
asagidaki gokilds yazilir:
X, =(8,, +£,)X, =X, +€,X . (83.1")
Bu borabarliyi kvadrata yiiksaldorak sonsuz kigik hadlarls kifaystlonsok
x\?=x2 +2€, X X, , (83.3)

olar. Indi 4-6l¢iilii vektorun Lorens invarianthif sartini yazaq:
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x’”2 =x_ =invar. (83.4)
Son iki ifadanin miigayisasindon

g XX, =0
gorti alimir. Malumdur ki, simmetrik tenzorla (x,x, ) antisimmetrik ten-
zorun (g,,) hasili sifirdir (bax: I slavs). Belslikls €, = —¢,, kigik anti-

simmetrik tenzordur. Onun komponentlorini tayin edak. Bilirik ki, kigik
stiratlar tigiin (v/c <<1) Lorens ¢evrilmasi Qaliley ¢evrilmalori ilo iist-
listo diigiir:

F=T-Vt, {xX'=x-V,t,y' =y-V,t,2 =2-V,t}, (83.5)

t'=t.
(83.1') vo (83.5) tonliklorini miiqayiso edsrak €, -niin zaman kompo-

nentlorini tapa bilorik. Dogrudan da (83.1')-do u=1 deyak vo alinmus

X' =X +€,X, +8,;X; +€,X, (83.1")
tanliyini (83.5)-in birinci tonliyi ils, yani x'=x-V_t ilo miiqayiss edak.
Noticads €,,x, =—V,t olur va buradan ¢, = i% alinir. Bunu imumi-

lagdirarak
LV :
€4 =1—;—=-e4j, j=1,2,3 (83.6)

aling. ¢,,-niin faza komponentlorini tapmaq l¢iin 3-6l¢iilii koordinat

sisteminin kigik Q(Qx, Q,,Q,) bucag qader donmasins (firlanmasina)

baxaq. Bu zaman koordinatlarin ¢evrilmasi asagidak: diisturla verilir
(bax: slava):

T =T -[QF]. (83.7)
Bu diisturun birinci proycksiyasi olan

X'=x-Qz+ sz(|fz‘ <«<1)

tanliyini (83.1") tanliyi ilo miiqayisa etsak
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€,=8, Vo g, = —Qy(Qy =€5)
olar. Digar komponenti analoji yolla aliriq:
Q, =¢,,.

Beloliklo €,, matrisinin foza komponentlari 3-8lgiilii fozada oxlar

{izra firlanma bucagqlan ilo iist-iisto diigiir. Son naticads asagidaki matrisi
aliniq:

0 Q -0 in

C

Vv
-Q, 0 Q i~

e=(g,)= \; (83.8)

Q -Q 0 i

C
—iv, =iV, -iv,

C C (o

Buna Lorensin infinitezimal firlanma matrisi do demoak olar. Bu matri-
sin 6 adad asili olmayan elementi vardir. Bu elementlor maxsusi Lorens
cevrilmasi parametrloridir. ©gar biz Puankare ¢evrilmasine baxsaq (qey-
Ti-Maxsusi):

x!, =L, x, +d, (83.9)

olar. Burada d, K’ sisteminds K-nin koordinat baglangicinin koordi-

natlaridir (siiriigmasidir). Burada infinitezimal ¢evrilmays baxsaq, ¢ev-
rilms parametrlorinin say1 6+4=10 olar. Beloliklo iimumi Lorens ¢evril-
masinds parametrlorin imumi say1 10-dur. Indi €= (e,,) matrisini sads

matrislor daxil etmakls gostars bilarik:

e=(g,) =2 Log+ 2 18, (83.8")

us>v [1R3Y

Burada I, bir elementi 1 digsr elementlari 0 olan sads matrislordir, €,
iso € -matrisinin elementidir. I, matrisinds p-cii satirds va v -cii siitun-

da vyerloson element vahiddir, digor elementlor sifirdir. Masalen,
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0100
0000 ) .. .
2= 0000 va s. Yadda saxlayaq ki, €,  =—€,, antisimmetrik ele-

0000
mentdir. (53.8')-ds ikinci comda p ilo v -niin yerini doyigok (p <> v ):

Z Iuveuv = Z Ivuevu = —Z Ivuguv .

pu<v v<p v<p

Bunu (83.8')-ds nazars alsaq:

e=(e) =2 (Lo L) = D T (83.8")

pu>v u>v

olar. Burada Ij,,;=1,, ~I,, antisimmetrik matrisdir, onun p satrindo va

v silitunundaki element +1-dir va v sotrinds vo p siitunundaki element
isa ~1-dir. Umumiyystls antisimmetrik ksmiyystlords indekslor kvadrat
moterizo igarisinda yazilir, masalon [pv] ¢,, Lorens firlanma matrisinin

antisimmetrik elementidir va 6zii ds kigik Lorens «firlanma bucagi»
ifadsedirvoonu g, =0, = oy, 11 isara edacayik. Onda (83.8") matrisi

e=(g,)= ZI[uv]m[w] = g(®) (83.8M

H>v

soklinds vo tam Lorens matrisi isa

L(o)=1+¢(w) (83.2)
$oklinds yazilir. Buradan téroms alsaq
OL(0)
=1 (83.10)
(]
a(D[M ’

olar. Bu sokilds tayin olunmus Ij,) komiyysti koordinatlarin Lorens

cevrilmasi iiclin infnitezimal operator va ya generator adlanir.

Indi biz bu amaliyyatlar1 sahalor liciin edacayik. Saheni U, ¢, ¥, ¢ va
s. ila isars edacayik vo bunlar siitun soklinds gostaracayik. Onlarin kom-
ponentlarini isa Ui, 9j, \¥1, dm Vo s. ilo isara edacayik. Bunlar gox kompo-
nentli funksiyalardir vo timumi halda kompleks komiyyatlordir. i, j, k, 1
indekslari istonilon qiymot ala bilor. Elektromagqnit sahasi 4-8lgiilii po-
tensialla tayin edilir va onu A, (x) il isars etmisik.
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Noter teoreminds saha anlayist istonilon n-6lgiilii fozada toyin edil-
mis ixtiyari komponentli funksiyadir. Lakin biz bu teoremi Minkovski
(psevdoevklid) fazasinda toyin edilmis fiziki sahslor tigiin isbat edacayik
va bunu istonilen fazaya iimumilesdirmak olar.

Moalumdur ki, koordinatlarin

x'=Lx (83.1)
Lorens ¢evrilmosi funksiya fazasinda sahanin
Y'(x")=SY(x) (83.11)

¢evrilmoasini yaradir (induksiyalar) vo bu, Lorens gevrilmasinin tasviri ad-
Janir: S matrisi L-in tosviridir. ©gar koordinatlarin (83.1) gevrilmasi
_sonsuz kigik ¢evrilmadirss, onun (83.11) tesviri do sonsuz kigik gevrilma
olacaqdir vs burda koordinatlarin €, = o, cevrilmo parametrlori xatti

sokilda istirak edacokdir:

L=1+ Z I[pv](\)[ ) (832")
wv g
olarsa,
s=1T +-;—ZJ[W](D[M =1L+ g, (83.12)
pv wv

olar. Burada I funksiya fozasinda vahid matris va J bl = 0] fso fun-
ksiyanin Lorens gevrilmasini tasvir edon xarakterik antisimmetrik mat-

risdir. Miixtalif sahslor {igiin 7 miixtalifdir. Mosalen, elektromaqnit
sahasi (4-6lgili A, potensiali) iiglin j1 adi koordinat gevrilmasindaki

Iy, ilo tist-isto diisiir, lakin bispinor saha ligiin J bl = %yuyv-dﬁr. Bura-

da yu,y; Dirak matrislordir (bispinor {i¢iin J ] matrisini biz hazir ver-
dik).
Biz (83.12) ifadssindon ©y,,-ya gors toramo alsaq

95(®) _ 1wl (83.12")
am[w]

olar. Belo tayin edilmis J ] matrisi sahonin Lorens gevrilmosi figiin infi-
nitezimal operator va ya generator adlanir. Indi (83.11) funksiyasim
komponentlorinds yazaq:
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Wi(x') =S, (x) = (IL + X 1oy, ), (%) =

v

=W, (x)+ 2. 1M, ()0, (83.11)

Wv

Bu diistur istonilon sahsnin (skalyar, vektori, bispinor, kalibirlogmsa, ten-
zori sahalar va s.) sonsuz kigik Lorens gevrilmasina tatbiq edils bilor va

har bir saho iigiin J*! miixtolif olacaqdir.

§84. Infinitezimal ¢evrilmodo koordinatlarin
- va funksiyanin tam va forma variasiyalar

Ovvalcs koordinatlarin variasiyasim (83.1') va (83.8") diisturlar va-
sitasilo hesablayaq:

X, —X, =08x, =€, X, ‘(ZI[M:]‘”M w Xy - (84.1)

Bu, koordinatin tam variasiyasidir vo comloms indeksi olaraq yeni A, p

indekslari gétiiriilmiigdiir. Biz burada ¢ =(g,,) =Z I, diisturunu
wv

soklindo yazmugiq. o, ¢evrilmo para-

yeni indekslorlo £=" Ipp .,
Mp

metrlori maxsusi Lorens ¢evrilmasinds 6 adad asili olmayan giymeot alir:
[Ap]=[21], [31], [32], [41], [42], [43). Bu qiymotlori a ilo isaro etsok
Wy, =0, 0=1,2, 3,4, 5,5, 6 olar. Ogar biz qeyri-maxsusi Lorens gev-

rilmasine (Puankare cevrilmasi) baxsaq o parametri 10 odad giymot
alar.
Indi (84.1) diisturunu agagidaki sokilds yazaq:

8x, =X —x =(ZI 8,), X, = (1,),, X, 00, =X, 80, . (84.2)

uv v

Burada gevrilms parametri ¢ox kigik oldugundan 0, ~d0n, yazmisiq va

tokrar olunan o indeksi iizro com apanldigini (Eynsteyn qaydasi) na-
zordos tutaraq com isarasini atmisiq. Son ifadada

= ()X, (84.2')

seklinds tayin edilir va o, koordinat ¢evrilmasi matrisi adlanir.
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Biz Néter teoremini isbat edarksn sahani U, (x) funksiyas ilo isars

edacayik. (83.11) diisturundan istifade edorok sahonin tam variasiyasint
(bax: §22) hesablayaq:

85U, (x) = Ul(x) - U;(x) = O 1oy, 1), U (x) =

Mp

=(ZJ“5<D );U;(x) =J2U,(x)d0, =V 80, (84.3)

i ]

Y, =J5U;(x) (84.4)
saha cevrilmosi matrisidir. Malumdur ki, tam variasiya iki variasiyanin
comidir:

8U;(x) = Uj(x) - U;(x) = Ui(x) - U;(x) + U;(x) - U;(x) =
= 3U, (x") + 8U,(x) (84.5)

Burada U, (x") = U!(x") - U,(x’) forma variasiyasidir, 5U,(x) = U,(x') -
—U,(x) iso koordinat hesabina alinmus variasiyadir. Yazdigimiz ifado-
lorde x'=x+8x vaya x| =X, +8x,-diir. Biz xatti variasiya ilo kifayat-
lonacoyik. Ona gdro forma variasiyasinda SU,;(x")=38U;(x+8x)~
~ 8U,(x) olur. «Koordinat variasiyasinda» isa U, (x) = U;(x +x) fun-

ksiyasin1 8x -0 gora siraya ayirib xatti hadls kifaystlonirik:

5UL(0 = U ()~ U,00 = Uy + 8%, = Ui (x )—gxl

u p

Dediklorimizi (84.5)-ds nazars alsaq:

38U, (x) = 83U, (x) + ZS' dx (84.5")

m

olar. Bu barabarlikdon forma variasiyasini tayin edak:

U, U,
8U,(x) = 8U; (x) - - 8x “=(Y“i—6x xw}s@a. (84.6)

n

Burada (84.2) v (84.3) ifadslori nazors alinmugdir.
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§85. Noter teoremi vo onun isbati

Qeyd edak ki, Noter teoremi koordinatlarin va sahs funksiyalarinin
kasilmoz ¢evrilmasi ilo slagadardir. Farz edok ki, 4-6lgiili R(3+1) foza
oblastinda qapalh sistem yerlasmigdir. Sistemin Laqranj funksiyas: saho
vektorlar1  vo onlarin  birinci  tortib  téromolorindon  asilidir:

(U, (x) U, ( ) ——=). Bussistem iigiin tasir inteqrali asagidaki sakildo yazilir:

p

U, (x)

J‘x(U( X), —=2)d*x (85.1)

R(3+l) u

Farz edak ki, sistemin koordinatlar1 va sahos funksiyalari (vektorlari)
har hansi ¢evrilmays moruz galir vo bu zaman sistemin foza oblast1 da
dayisir: R(3+1) > R'(3+1). Bu ¢evrilms naticosinda sistemin tasir inte-

grah agsagidaki sakls diisiir:

s= | x’[U'( )ag;((")Jd“ ' (85.1°)

R'(3+1) u

Noter teoremindoa deyilir ki, yuxaridaki kasilmoz ¢evrilma naticasin-
da tasir inteqrali doyigmirsoe, yoni S'=S=invar qalirsa, buna bir sira sax-
lanma qanunlar1 uygun golir.

Adoton Noter teoremini sonsuz kigik kasilmaz g¢evralar iiciin isbat
edirlor.

Noter teoremi: Koordinatlarin hor ciir kasilmaz gevrasi il> alaqadar
olan va ya ondan asil olmadan sistemin tasir inteqralimn variasiyasin sifi-
ra geviran saha funksiyalarimn har név gevrilmasina bir swra saxlanma qa-
nunlari (va ya invariantlar) uygun galir. Saxlanma qanunlarimin say: saha-
nin ¢evrilma parametrlarinin sayina barabardir.

Saxlanan kamiyyat saha funksiyalar1 vo onlarin téromslarinin elo
kombinasiyasina deyilir ki, o, zamandan asili olmasin. Teoremi isbat
etmdk ti¢lin koordinatlarin, sahs funksiyalarinin vs inteqrallanma
hacminin kasilmoz gevrilmesi zamani tasir inteqralinin tam variasiyasini
hesablayagq:

8s= [ % (U'( )aU(x)Jd“' | (U()aU(X)J _

R'(4) B R(4) n

439



dU. (x) oU; (x)
= 8%+ U.(x - U 85.2
S0 o [ ofu B aso

Burada Laqgranj funksiyasinin tam variasiyasi 8& asagida verilir.

5% = SQ[U’( )a[;x(")} (U( ), a‘jx(x)] 2/(U(x")-) -

u n

~Z(U,(x) ) + Z(U; (X))~ £(U; (X)) = BL(- X"+ + SL(-x ) =

=—85x—,—SUi(x')+ & 3 an(,x) 9% 8x,  (85.3)
aUl(x ) a aUl(X’) axp dxp
0x,,

Burada Laqgranj funksiyasinin arqumentlardan asiiliginin sorti yaziligin-
dan istifado etmigik. Son yaziligda birinci va ikinci hadd U,(x") vo

% funksiyalarinin forma variasiyasi hesabma alinmis ifadeni, so-
u

nuncu hadd iss koordinatlarin variasiyasi hesabina alinmig variasiyani
tosvir edir. Funksiyanin forma va «koordinat» variasiyasinin hesablan-

mas1 sada sokilda §22-ds tosvir edilmigdir. Burada (22.7") diisturunda La-

granj funksiyasmun forma variasiyasmun SL(g,(t),q;(t),t)= S—L—Sqi +
q;
oL <. .. .
+6_'6qi diisturu ilo hesablanmasi gostorilmisdir. Indi biz bunlardan
istifads edirik. Baxdigimiz variasiya masalesinda biz birinci tortib varia-
siya ils kifayatlonir v ikinci, tigiincii tortib variasiyalari atiriq. Ona gora

SL(-x"+)=8&(---x +8x-+) ~ dL(--x --) beraborliyini aliriq.
Indi (85.3) diisturu qusa sokilds yazilir:

8L = 5L(-X )+ 0L(-X ). (85.3)
Son ifadani (85.2)-ds nazars alsaq:

8S = J' Sxd'x '+ J' £(U,(x)..)d*x - j £(U,(x)..)d"'x
R’ R' R

olar. Burada d*x’ =Jd*x oldugunu bilarak axirinci iki inteqrali birlogdi-
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L

ririk. Bu yazihiginda J = R’ hacmindan R hacmins kegid Yakobia-

nmdir;

8S = j&xd“x'+ I:%.(Ui(x)--)(J—l)d"x. (85.2)

Yakobian agaq va birinci tortib kigik hadlarls kifayatlonak:

14 66xl 00x, 00x, 00X,
ox,  ox, ox, ox,
leax; _locx, +8x,)| O R e e A O
|axu| | axu ' " axu o%) 0X, 6x OX,
05
o1+ 00x, N 00x,, N 00X, N 0dx,, _ 14+ 2%

ox, ox, ox, ox, ox

n

(85.2") diisturunun birinci inteqralinda artiq birinci tortib variasiya,

yoni 8% mévcuddur. Inteqraldak: d*x’ va R’ hesabma ikinci ve tigiincii
tartib variasiya yarana bilar. Biz bu variasiyalar ataraq

[oxd'x'~ [52d*x
R’ R
yaziriq. Bu deyilonlori (85.2") diisturunda nazars alsaq
05 - 05
55 = [|o%+ 2t 'k = [15% 42 x 4 Tt latx =
2 ox,, 2 dx,, ox,,

- J'{Sx(..x..)+5i—(iéx”)}d4x (85.2")

R B

olar. Inteqral altindak: birinci haddi ayrica hesablayaq va sistemin har-
kot tonliyinin 6dandiyini nazars alaq:

0
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_0 ( . 0% JgUi+ % 9 5uy-
ox, | 8(aU, Jox,,) a(8u, [x,) ox,

d % <
" {a(an/axp) sui}. (85.4)

% 8 0%
oA, ox, B(dA,[3x,)

v

Biz burada elektromaqnit sahasinin

(85.5) horo-

kot tonliyino (Lagranj tonliyino) uygun olaraq U,(x) sahasinin gg';:
_ 0 o0&
ox, 8(aU, /ox.,)

harokat tonliyindan istifads etmigik vo forma varia-

siyasi ilo toramanin 3[%} = i(SUi) yerdoyisma sortini nazars almi-
m

n

s1q9. Qeyd edak ki, agar biza sahanin harakat tonliyi molum deyildirss, biz
onu Noéter teoreminin 6ziindon ala bilardik. (85.4) ifadasini (85. 2”) do
- yerina yazaraq tasir inteqralinin tam variasiyasi iigiin

85U, + £8xu}d4x (85.2")

B J {6(6U /ox,)

tonliyini aling. Burada 8x, vo 8U. -nin (84.2) va (84.6) ifadolorini yerina

yazaq vo monfi isarasini inteqraldan xarics ¢ixaraq:

= _I { [aU Xav _Yai]—xa %}Swad“x . (856)
30U, Jox.,) | ox :

N
Bu inteqralda boyiik métarize daxilindaki ifadoni 0q, ila isara edok:

N o0& ou.
Oy = . -Y, |[-X_ X. 85.7
’ 6(6Ui/6xp)(6x ] " ®D
Sonda Néter teoremi bels yazilir:
26
8S = — |—=8w,d*x = 0. 85.8
[, 80.d'x (85.8)

R n
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Yoni forz edilir ki, baxdigimiz kasilmaz gevrilmo zamani sistemin tosir
inteqralinin variasiyas: sifira gevrilir vo buradan da bir sira saxlanma
ganunlar1 alinir. 8o, parametrlori bir-birindon asili olmadigina gora

yuxaridaki inteqral 8w, -s1z da sifir olacaqdur:

N
[ Lo gix g (85.9)
R(4) n
Bu, saxlanma ganununun inteqral soklidir. Inteqrallanma hocmi R(4)
ixtiyari oldugundan inteqralalt: ifads da sifir ola bilar:

N
00y
0x

n

=0. (85.10)

Bu, diferensial yokilds saxlanma qanunudur. Saxlanma qanunlarinda o
indeksi ¢evrilms parametrlorinin sayimi miisyyan etdiyinden saxlanma
ganunlarinin sayi gevrilma parametrlorinin sayina borabordir. Yuxarida
yazilmig N indeksi Noéteri xatirladir.

§86. inteqral saxlanma qanunlar vo onlarmn
Kovariant va geyri-kovariant sokillori

Ovvalki §-dan bildiyimiz (85.9) inteqral saxlanma qanununu yazagq:

N
| 9O gax 0. (86.1)
ox

R n
Burada p indeksi Minkovski fazasindan gétiiriilmiis indeksdir va 1, 2, 3,
4 qiymoatlorini alir, lakin o basqa fozadan gétiiriilmiigdiir va imumiyyat-

N
15 istonilon qiymat ala biler (a =1, 2, 3, 4, 5, 6). 04, iimumi halda tenzor

N
deyildir, lakin xiisusi hallarda tenzor ola biler. Digar torafdon 6., isars
daqiqliyi ils tayin edilmisdir.

(86.1) inteqralina 4-6lgiili Ostragradski-Qauss teoremini tatbiq
edok:
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N
904 N
0= j —ax—td“x = ;j’em, do, . (86.2)

R(4) “%n
Burada T —4-6lgiilii R, hecmini shats edon hipersathdir, do, iso hiper
soth elementinin x, istiqgamatinda proyeksiyasidir. Hipersath elementi
bels tayin edilir:

d*x

do = .
H dx,,

T 4-plgiilii fazada istonilon qapali hipersthdir, lakin onu 4-6lgiilii fo-
zada «silindrin» sathi kimi gotiirmok daha alverislidir: ¥ =0, +0, +0;.
Burada o, v o, - silindrin oturacaqlarmi tasvir edon fozaya oxsar hi-
persathlordir, o, isa silindrin zamana oxsar yan hipersathidir. ¢, yan
sothi o, va ,-ni birlegdirir. Silindr sxematik olaraq sokil 86.1-ds gosta-
rilmigdir.

n,

ny,

Sakil 86.1

o, va o, hipersathlori fozaya oxsar oldugundan onlarda yerlogon 4
-5lgiilii vektorlar fazaya oxsar olmahdir: x; =f’—c’t* > 0. Bu o demoak-

dir ki, oturacaglarda r — « olur vs silindrin o, yan hiperssthi sonsuz

uzaq noqtalorden kegir. Saha nozariyyssinda forz edilir ki, sonsuzlugda
saha sifira gevrilir:

U.(r>©)—>0.
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Indi (86.2) diisturunu «silindir» iigiin yazaq:
d0,,do, = [0,do,, + [6,.do,, + [6,,do;, =
z oy g, O3

= [6,,do,, + [6,,do,, =0. (86.2")

Sonsuzlugdan kegan o, iizarinds inteqral (sahs) sifirdir. $okilds o,
vo G, hipersothlarin xarici normallari bir-birinin oksine ydnslmisdir. Biz
o, «sothini» do o, istiqgamatinds ydnsltmok istayirik, ysni do, =
=do, 'n, =-do, n) =-do) . Burada n =-n, . Onda (86.2") ifadasi
asagidaki sokilds yazilir:

fo,,do,, - [0,,d0}, =0 voya [0,,do,, = [8,,do}, =const. (86.2")

G G2 G2

Biz silindrin oturacaqlarin1 o, vo o,-ya paralel digar iki sathls avaz

etsak, yens yuxaridaki naticoni alariq. Aldigimiz naticoni iimumilogdirs-
rok agsagidakini yaza bilorik:

J'Owdcslp = J‘Oupdc’zﬂ = I()twdcr‘,l1 =,.= J‘Guudcnu =C,(o,),

oy T2

i=1,2,3,4,56,7,..

(86.3)

Bu, integral saxlanma qanununun kovariant gokildo yazihsidir. Yoni
0, komiyyatini istonilon fozaya oxsar hipersath iizra inteqrallasaq eyni

bir noticani alariq. Inteqralin cavabi o;-lorin segilmasindsn asili deyildir.

Saxlanma ganunlarinin say1 o indeksinin aldigi qiymatlorlo toyin edilir.
Diisturdaki C;, Ca, Cs va s. sabitlori miixtslif saxlanma qanunlarini ifads
edir.

Indi bu qanunlarin geyri-kovariant soklini yazaq. (86.3) diisturunda
4
pu=4 yazsaq, do, _ax dx,dx,dx, =dV alariq. Bu zaman fozaya ox-
4

sar hipersoth sistemin 3-6l¢iilii hacmina gevrilir. Silindrin zamana oxsar
vahid n,,,n,, vo s. vektorlan ilo toyin edilmis oxu zaman oxu ils ist-
tisto diigiir. Bunu sxematik gostormok iigiin t oxu yuxari yonslmis 4-
olgiilii faza tasavviir edok. Bu ox iizorindas ti, t2, t4, ts va s. zaman anlarini
geyd edok va homin noqtalordan oxa perpendikulyar miistavilor kegirak.
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Bu miistoviler sistemin miixtalif zaman anlarinda gotiiriilmiis 3-6l¢iilii
hacmi olacaqdir (sokil 86.2).

-

o,
o
o~

A ufe

P
N
Y

Sakil 86.2

Dedikloarimizi (86.3) diisturunda nazars alsaq

[0dV = [0,,dV=--= [0,dV=C,(t) (86.4)

v(t) V(ty) V(ty)

olar. Bu, geyri-kovariant gakilds yazilmig inteqral saxlanma qanunlar:-
dir. Burada sistemin miixtalif zaman anlarinda gétiiriilmiis eyni hacmi
lizro inteqrallanma aparilir. Sistemin hacmi biitiin zamanlar iigiin eynidir
v inteqral zamandan asih deyildir. C, sabiti t; iigiin eynidir.

§87. 4-olgiilii fozanin translyasiyas: zamam
Noter teoremindan alinan natico

Biz indi xiisusi hallarda Noter teoremindon alinan naticalarls masgul
olacagiq. ©vvalca 4-6lgiilii fozanin (faza-zamanin) siiriismasine baxagq.
Bu zaman koordinatlarin ¢evrilmasi.

!

X, =X, +a, 87.1)

soklindo yazilir. Burada a, strixsiz koordinat baslangicinin 4-6l¢iili

slirligma vektorudur va 6zii do gevrilma parametri rolunu oynayir. Bu
diisturu bagqa sokilds yazaq:

8x, =X, —Xx,=a,. 87.19)
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Noter teoremina asasan gabul edirik ki, fazanin siiriismosi zamani siste-
min tasir inteqrali invariant qalir vo ya onun tam variasiyasi sifira bara-
bar olur. Koordinatlarin infinitezimal ¢evrilmssinds koordinatin tam

variasiyast 6x, =X, 8w, soklinds yazilir (bax(84.2)). Buradaki dw, in-

finitezimal ¢evrilmas matrisi fozanin siirlismosi zamani el siiriigma vekto-
runun 6ziidiir: 3w, =a, . Bunu (87.1") diisturunda nazars alsaq

f— - ! —-— =
6xu—XWam—xu X, =a,

olar. Burada ikinci hadls axirinci haddin miiqayisssinds X, =38, al-
nir. Indi gostorok ki, koordinatlarin siiriismoesi zamani saha vektoru
U, (x) doyismir. Bunun igiin (87.1) ¢evrilmasina Lorens ¢evrilmasinin
«xiisusi hah» kimi baxaraq bu hal iigiin ¢evrilma matrislorini tayin edak:

! .
X, = way =x,+a,.

ox, _ox,+a,)

£ =38  alirig. Sahs vektorlar1 da
ox ox ox, "

v v v

Buradan L, =

koordinat vektorlari kimi ¢evrildiyindan
Ui(x)=L;U;(x)=8,U;(x) =U;(x)

miinasibatini yaziriq. Sahs vektorlarinin tam variasiyasinda (bax(84.4))
yuxaridaki U}(x")—U(x) =0 barabarliyindon istifads edarak

U, (x)=VY 00, =U;(x)-U,;(x)=0 voya ¥, =0

sortini aliriq. Tapdigimiz X, =3,, va V¥, sortlorini (85.7) ifadssinds

ap
nazars alsaq

U %% 5o (87.2)

oau ox 7 N op
. 5[93]
ox

N

barabarliyini aliriq. Bu, baxdigimiz U,(x) sahasi iigiin enerji vo impuls

tenzorunun ifadasidir. Bunu elektromaqnit sahasi tiglin alinmmg (41.1)
enerji vo impuls tenzoru ilo miiqayiss etsak analogiya ¢ox oxsar go6zo
carpar. (41.1) diisturu elektromaqnit sahssinin 4-6l¢iilii A, potensiallar

liglin yazildig1 halda bizim aldigimiz (87.2) diisturu istanilon U,(x) vek-
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tori saha ligiin yazilmigdir. Aldigimiz (87.2) ifadasi dogrudan da 2 ranqh
tenzordur, ¢iinki buradaki p,o indekslari eyni bir Minkovski fazasinda

gotiiriilmiiy indekslordir: o,p=1,2, 3, 4. Gslocokds bu tenzoru T, ilo
isars edocayik: 6, = T,,. Indi sahonin 4-6l¢iilii impulsunun kovariant va
geyri-kovariant ifadalori

P, == [T,do, va P, == [T,dV (87.3)
¢ c c A\

soklinds yazilir. (87.3) ifadslari Noter teoreminds 4-6lgiilii impulsun in-
teqral saxlanma ganunlaridir (bax: (86.3), (86.4)). Noter teoremins gors
sahonin 4-6l¢iilii impulsu saxlanilir. Belslikls tosir inteqralinin 4-6lgiilii
fazanin siirtismasine gors invarianthigi 4 adad saxlanma ganununa (enerji
vo impulsun saxlanmasina) sabab olur.

§88. 4-olciilii Minskovski fozasinda firlanma vo
tam harakat momentinin saxlanmasi

Indi ikinci sads masals ilo masgul olaq. Farz edak ki, baxdigimiz sis-
tem Minskovski fozasinda firlanir va bu zaman onun tasir inteqrali inva-
riant qalir. Sistemin firlanma noticasinds koordinatlarin va sahs vektor-
larinin 8x, =X 8w, va 8U;(x) =V 80, tam variasiyalarii hesablaya-

raq bunlari (85.7) ifadasinda nazars almaq lazimdir. Qeyd edak ki, (85.7)

N
diisturu isars daqiqliyi ilo toyin edilmigdi. Ona géra biz burada —0qy-
dan istifads edacayik:

N
By =2 v ik X & (88.1)

Ol
n

Biz §84-don bilirik ki, 4-6l¢iili fozada firlanmaya baxdiqda X, ve
Y, komiyyastlorinds o parametrini Minkovski fozasinin iki indeksi ils
isara edirdik: o = [pA]. Bundan istifads edarsk yuxaridaki kemiyyatlori
hesablayagq.

Xy = Xppupe = AP, x, = (1 -1, x

pvxv pv v
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Burada (I**),, =8 ,8,, oldugunu bilorok hesablamani davam etdiririk.

X[pl]u = (8 SAv lu pV)X xPSM . (882)

pu

Bu ifadani (88.1) Noter tenzorunda yerins yazaraq sadslogdirms aparaq:

N oz ou,
[oAJn a(au, / 6x“) [ [prli ox, b J AN

I S - (6U[x5 s]
a@u, /ox,) " aau, ax,) | ox P

o
o(aU, /ox,,)

+(X,8,, —X,8,,)% = Vi + (T, - x,T,). (88.3)

Burada T,, va T,, komiyystlori (87.2) diisturu ils ifads olunan sistemin

.. o
enerji-impuls tenzorlaridir. Bu tenzorlarin p=4 komponentlari — do-
c

qigliyi ilo sahonin 4-6l¢iili impuls sixhgim ifads edir: g, =1 wa VO
c
g, = iTp4 . Onda (88.3) diisturunda axirinc1 métarazoni x,g, —X,g, $9k-
c
linds yaza bilorik. Bu 4-6lgiilii kemiyyat 3-6l¢iilii fozada M = [fg’] saklin-
ds yazilir vo sahonin 3-6l¢iilii impuls momentinin sixhigr adlanir. Bagqa
sozlo M sahanin orbital momentinin 3-6lgiilii sixligi olur. Orbital séziinii

biz M° soklinds yaziriq. Bu yazilisda T sahsnin har hansi néqtasinin ra-
dius vektoru g isa sahonin 3-6l¢iilii impuls sixhgidir. (88.3) barabarliy-

inds biringi toplanana sahanin faza koordinatlan daxil olmur va o, sis-
temin daxili horakotlorini, yoni daxili (moxsusi) simmetriyasini tosvir
edir. Bu hadd sistemin spin momentinin sixhgini ifads edir. (88.3) bara-

i ok
barliyini —-ys vuraraq birinci haddi - ——2% S ilo, 1kinci
yini <-y d c 3@U, o) B =

haddi l(xpTMl -x,T,)= M’y ilo va bu iki hoddin comini, yeni
c
iN .. -
-—ze[px]p haddini my,,, ils isars etsok asagidaki naticoni alariq:
Mg = S[pklu + prl]u . (88.3")
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Alinmis naticoni bels ifads edirler: Minovski fozasinda firlanmaya bax-
digda sistemin tam harokst migdar1 momenti tenzorunun sixhigi, onun
spin momenti tenzorunun sixlig: ilo orbital momenti tenzorunun sixlig-
nin comind barabar olur vo Noter teoremins gors (88.3') tonliyi saxlanma
qanununu ifads edir. Bu, diferensial sakilds saxlanma qanunu adlanir.
Inteqral saxlanma qanununu almagq iigiin biz Néter teoreminin inteqral
soklindan, yani agagidaki baraborlikdan istifads etmaliyik:

N
i 00
_1 J‘ —— (d*x) = 0. (88.4)
¢ R(4) u

Bu o demaskdir ki, biz 4-6l¢iilii Qauss teoremindan istifads edorok qapali
hipersath iizrs inteqrala kegirik: :

3 N
~ 2 {Buu do, = 0. (88.5)
n
Cy

Qapali hipersath olaraq silindrin sathini gétirssk £ =0, +0, +o,0lar.
§86-daki qaydam tatbiq edarak, (86.3) diisturundan istifads edok:

i N
~ _|‘9[px],1dcsp = Im[mudcsu = IS[M]“dcu + IM“[px]pdcp =saxlanilir (88.5")

Son naticads (88.5")diisturunda inteqrallanma fszaya oxsar o hi-
persath iizrs aparilir. Bu inteqrallar boyiik horflarls isars etsak

M1 = Spap + M) = const (88.5")

olar. Biz 4-olgiili fozada firlanma zamant mévcud olan saxlanma qa-
nunlarinin inteqral goklini aldiq. Yaziligdan gériiniir ki, sistemin harakat
miqdar: momentlori (tam moment, spin momenti va orbital moment) 4-
ol¢iilii 2-ranqll antisimmetrik tenzorlardir. Yalniz tam moment, yoni
spin vo orbital momentlarinin comi saxlamr. Bu momentlorin kovariant

yazilis1 (88.5") diisturunda verilmigdir. Momentlarin geyri-kovariant ifa-
dalarini almagq tigiin (88.5") ifadssinds p =4, do, =dV vo o=V yazmaq
lazimdir:

J. m[px]4dV = J‘ S[M]‘,dV+ J. MO[p}‘]“dV' (88.5’”)
\" v v

Qeyd edak ki, bu tenzorlarin yalmiz faza komponentlsri p,A =1, 2,3 3-
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olgiilit vektor (psevdo vektor) tagkil edir:
M =S+M° = const. (88.6)

Bu vektorlar real, 6lgiils bilon komiyyatlordir. Ogar har hansi sababa
gors orbital momentin miiayyan istiqgamatds proyeksiyasi sifirdirsa, on-
da spinin homin proyeksiyas: saxlanacaqdir. Biz (88.1) diisturunda

N
+ 04, gotirs bilordik. Lakin impuls momentinin qiymatini almagq iiglin
bunu —— -ya vurmahydiq.
c

Spin anlayis1 kvantmexaniki anlayigdir. Bu anlayis onun proyeksiy-
alarimin kvantlanmasini miisyyan edir vo spinin ifadasinin alinmas: iisu-
luna tasir etmir. Ona gora biz (88.5) vo (88.5'"") diisturlarindan istifads
edarak istanilon sahanin (vektori, bispinor va s.) spin momentini hesab-
laya bilorik.

§89. Yiikiin va carayamin saxlanmasi ganunu

Ovvalki bahslordo Noter teoremini isbat edorkon nazora alinmusdir
ki, saha funksiyalarinin ¢evrilmasi koordinatlarin vo zamanin miisyyan
cevrilmosi ilo slagadardir. Lakin elo hallar mévcuddur ki, saha funksiya-
lan1 koordinatlarla heg bir slagasi olmayan ¢evrilmays moruz galir. G-
storak ki, bu halda da Noter teoremi 6danir.

Moalumat iiciin yada salaq ki, sahanin kvant nazariyyssinds har bir
sahayas miiayyan zarraciklor qarsi qoyulur va onlar uygun sahonin kvantla-
ri adlamir. Masoalon, elektromaqnit sahasino fotonlar, bispinor sahays
elektronlar va pozitronlar qarsi qoyulur va s. Sahalorin 6zlari ham haqiqi
vo hamds kompleks saha ola bilor. Elektromaqnit sahasi haqiqi sahadir,
lakin bispinor saha kompleks sahadir. Kompleks saha kompleks funksiya
ilo tosvir olunur. Bu bshsds biz sahslori v, ¢, ilo isara edacayik. Farz

edok ki, n-komponentli kompleks saha verilmisdir: V;(x),j=1,..,n.

Kompleks sahado hom y (x) vo hamds y j‘(x) verilmalidir. Farz edok

ki, bu funksiyalar bir parametrli unitar gevrilmays moruz qalr:
v (x) = yi(x) = ey (x),
g PR (89.1)
V; (x) - VY (x)= ela\Vj (x)
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Burada o — har hansi haqiqi parametrdir. (89.1) gevrilmosina gox vaxt
birinci név kalibirlagmo (gqradiyent) cevrilmasi do deyilir. Bu gevrilmoni

U(a) = ¢ soklinds yazirlar (U* (o) = e™®). Bu bir parametrli unitar gev-
rilmadir, yani U (0)U"(a) =1 va U’ () =U"' ().
Sistemin Laqranj funksiyasi y;(x)va y j'(x) -lordon va onlarin to6-

romolorindan togkil edilmis bixotti kombinasiyalardan asihi olan haqiqi

*

funksiya olmahdir: & (y j‘w j(x),é\ﬁ—a\vj vo s.). Ciinki biz & vasitasilo
axu axu

sahonin enerjisi, impulsu vs s. hoqiqi komiyyatlarini hesablayiriq. Sahs-

nin belo tayin edilmis Lagranj funksiyasi (va tasir inteqrah) (89.1) gev-

rilmasina gora invariant galir. Dogrudan da

v W (x) = e e (0w (X) = vy (x) =invar,
AW e OV 0Wi(0 _ By'i(x) By;(x)

=e e =in var
6xp 0x,, 6)(u axp ox ox

N H

va s. olur. Beloliklo Noter teoremi 6donir. Bu teoremdan ¢ixan naticoni
almaq {igin (89.1) diisturunu infinitezimal ¢evrilms {giin, yoni
o — da{{1 sarti ligiin yazaq:

Y, (%) = ¥y, (x) = (1 +ide)y; (x)

Buradan 8y, (x)=y; (x)-y;(x)=1day;(x) alriq. Bunu §84-doa alinmus
saho funksiyass U (x)-nin tam variasiyasi ilo miiqayiss edok:
8U,(x) =V 8w, . Miiqayisaden 3w, =8a, ¥ =iy;(X) alinig. Olbatts biz
nazars aldiq ki, bu bohsds saha funksiyas: y;(x) gotiiriilmilgdiir. Cevrilmo
zamam koordinatlar doyismodiyina gore x=x',0x, =X,d0, =0,
X4 =0 olur.

Kompleks sahs halinda y; vo y j' eyni hiiquqludur va har iki fun-

ksiya eyni bir Lagranj tonliyini 6doyir. Ona goérs Néter tenzoruna v j* -la

slagadar asagidaki simmetrik hadd slavs edilocokdir:
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Uiy _ y‘a.-] . (89.2)

Indi biz \u’j' iigiin infinitezimal gevrilmeni yazaraq 8y, -u hesab-

layiriq va onu avval hesablanmig U j' -la miigayiss edirik:

W) =y = (1= 8oy, 8y (X) = ) (x)— () = -idays,
dU;(x) = V,,00,.
Son variasiyalarin miiqayisesindan asagidaki analoji naticani aliriq:

S0, =8a, Vi =-iy].

o)

Alnmis Se, =8a, X, =0, V , =iy;, Y, = —i\p: baraberliklari (89.2)
haddi slava olunmus Néter tenzorunda nazars alsaq

N o0& o0&

Bun = —— (Y )t (V") =
2w, jon) P aayr ey
) oX o
e _ | 89.3
{“” 2’ fox,) a(éwj/axn"”J &9

olar. (89.3) ifadasinin sag torofinds o indeksi yoxdur va yegana sorbast

N
p indeksi var. Belolikla 0., tenzoru p indeksli vektora gevrilir va biz
onu J, ils isars edirik:

Y . . ,
Oun =, ‘{“’f a0’ [ox,) Gy, /ax,l)"”']' -3

Noter tenzorunun 4-6lgiilii divergensiyasi sifir oldugundan

N

a1
LT (89.4)
axu axu

olur. Bu iisulla alinmug J, vektoru sahanin carayan sixligi adlanir vo o

kasilmazlik tanliyini 6doayir.
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(89.4) diferensial saxlanma ganununda 4-6lgiilii hacm iizrs inteqral-
lama apararaq 4-6l¢iilii Qauss teoremini totbiq etsok inteqral saxlanma
qanununun kovariant va geyri-kovariant gokillorini alarq:

Q= I Jdo, = I J,dV =saxlanir. (89.5)
o \'

Q miisyyon sabit vuruq daqiqliyi ilo sahanin yiikiinii tasvir edir. Sahanin
yiikii dedikds yalmz elektrik yiikii deyil, hamds digar uygun yiiklor (ba-
rion yiikii, hiperyiik, lepton yiikii va s.) nazarda tutulur. Nazoriyyaye da-
xil edilmis basqa yiiklordan forqli olaraq elektrik yiikii ikili tobiots ma-
likdir. Bir torafdon elektrik yiikii Noter teoremina gora saxlanan ko-
miyyatdir. Digar tarafdan o, elektromaqnit sahasi ilo zarraciyin qarsiligh
2
tasirinin «intensivliyininy» olgiisiidiir. Bu garsihigh tssir sabiti ;— ~ é-
c
dir. Bunu nazars alariq (89.1) ¢evrilmasinds istirak edon qlobal o pa-

.. e . e er .
rametrini o = h—a’ soklinds segarak a'-s nazoran infinitezimal ¢evrilma
c

aparsaq Y, va Y'o komiyyatlori hi vurugu gador farglonar:
c

V. = —

. . €. .
aj — fic 1y, yaj =_‘_—1Wj° (896)

fic

. - el
Indi §35-ds toyin edilmis 4-6lgiilii carsyan sixhiginin j, = { J, ic p} ifado-

sindan p -nu tayin etsak va (89.3) diisturunu nazars alsaq

S-_-j_4=_e_li v I . _
ic ncic | o@y fox,) @y, [ox,) |

ity %, (89.7)
el "’ o(ay;[at) (dy,/ar) .
alaniq. Buradan Q' = jpeldV olur. (89.7) diisturundan gériiniir ki, haqiqi
v

saholor (y; =vy;]) yiks malik deyildir. Qeyd edok ki, son §-larda biz

4

d*x =dVdx,, dx, =ict, do, = d x

dx "

Vo dc‘; =dV qabul etmigik.
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OLAVOLOR
91. 3-6lciilii Evklid fozasinda vektorlar va tenzorlar cobri

Biz kitabin esas matninds istifads edilon vektorlar, tenzorlar vo on-
larin ¢evrilmasins aid diisturlar1 aydinlasdirmagq iigiin burada vektorlar
va tenzorlara aid sdebiyyatdan molum olan anlayislan sads va qisa so-
kilds tohlil edacayik. Evklid fozasinin aksiomlar: bizs orta maktabdan vo
ali moktobin asag1 kurslarindan mslum olduguna gérs Evklid fozasim
asas gotiiracayik. Galacakda 4-6l¢iilii psevdo Evklid fazasina kegmayi na-
zards tuturug.

3-0l¢iilii fazada ortoqonal va diizxstli (Dekart) koordinat sistemi se-

¢ok. Sistemin koordinat oxlarim X, Y, Z ilo va ya X,,X,, X, isara edok.
Oxlar boyunca yonslmis vahid vektorlan1 (ortlar) 1i,],k ilo va ya
€., €,,€,-15, cox vaxt isa €, €,, €, -lo isara edocayik. Istonilon mexaniki,

fiziki, kimyavi, bioloji va s. proses se¢ilmis koordinat sisteminds tadqiq
edilir (sokil ©1.1).

$akil 91.1. Sag sistem

Sistemo K (koordinat séziindan) deysk vs koordinat baglangicini O
ilo isars edak. Bu koordinat sistemini O sabit galmagla miisyyan bucaq
qadar firlatsaq (dondarsok) alinmis yeni sistemo K’ deyak (onun oxlari
X', Y',Z' va ortlan T’, ]’, k' olacaqdir). Koordinat sistemlorini «sag» va
«sol» olmagla iki ciir segirlor. Sag sistemds X oxunun kigik bucaq iizra
Y istigamatinds firlanmasini Z oxundaki miisahidagi saat aqrabinin ok-
sind harokoat kimi goriir. Sokil ©1.1-ds géstorilon sistem sag sistemdir.
Sol sistemds iss hamin horoksti Z-doki miisahidagi saat aqrabinin hars-
kati istiqgamatinda goriir (sokil 91.2).
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)
Y
Sakil 91.2. Sol sistem

Basqa s6zlo sag koordinat sisteminda sag yivli burugunun dosstayini
X oxundan Y oxuna dogru kigik bucaq iizrs firlatdigda burgu Z koor-
dinat oxunun miisbat istigamatinds harakst edir. Sol koordinat siste-
minds bu harakati oldugu kimi sol yivli burgu icra edir. Sag sistemdan
sol sistemo kegmak i¢iin faza inversiyasi etmok, yani ya foza oxlarinin
iigliniin ds istigamatini va ya yalniz bir oxun (masslon. OX-1n) istigamat-
lorini sksina ¢evirmok lazimdir. Faza inversiyasi amaliyyatin1 adatan bels
isars edirlor: P (%, y, z > —x, -y, ~Z).

Olbatts K va ya K’ sistemlori tam sokilds fozada miisyyan qanunla
harokat eds bilar (stalot va geyri-otalat sistemlari). Biz belo hoarakatlorls
golocokda masgul olacagiq. Indi iss baxdigimiz sistemlori sadaca stalst
sistemlari va ya nisbi siikunatdoki sistemlar kimi gotiira bilarik.

Tobiotdoki oksar proseslor skalyar, vektor vo tenzor adlanan ko-
miyyatlorlo xarakterizs edilir. Skalyar yalniz adadi qiymotlo xarakteriza
edilon komiyyatas deyilir. O, koordinat sisteminin firlanmast zamam day-
igmir, yani invariant qalir. Skalyara misal olaraq fozanin har hansi noqts-
sindaki temperaturu, néqtads kiitlonin sixligini, yiikiin sixliini, enerjini vo
s. gostara bilarak (slbatto séhbat 3-6l¢iilii fazadaki skalyardan gedir).

Vektora sads gokilds bels torif vermak olar: vektor ham adadi qiy-
moata va hom das istigamats malikdir va handssi toplanma qanununa ta-
bedir. Vektor ii¢ komiyystin, ysni ii¢ komponentinin macmuidir vo foza-
nin firlanmasi zamani1 komponentlor miisyyan qanunla ¢evrilir. Vektor-
lara misal faza noqtasinin siiriismasi, radius vektor, siirat, tacil, géivvs va

s. ola bilor. Malumdur ki, radius vektoru belo yazirlar: T =1x+ jy+k.
Burada x, y, z radius vektorun komponentlari vo ya oxlar #zrs pr‘o‘yék-
siyalaridir. Istonilon vektoru bu sokilds yazmaq olar: 4 = T‘ax + ]ay + Eaz.

Burada a,,a ,a, kemiyystlori a vektorunun komponentlaridir. Indi iki
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vektorun skalyar hasilini va vektorun har hansi istiqamatds proyeksiya-
sin1 yada salaq:

(5'6)=|a|||3|cos<p. ®1.1)

Burada [ vo |B| vektorlarin miitlaq qiymetlori (onlar1 a va b ik isaro

edocayik), ¢ iso bu vektorlar arasindak: bucaqdir. Indi 4 v b-ni oxlar
lizra proyeksiyalara ayrilmig sokilds yazaraq bir-birine vursaq

(@b) = (ia, + ja, +ka,)(ib, + jb, +kb,) =a,b, +a b +a,b, (D1.2)

- - =

olar. Burada nazars alinmigdir ki, i, j,k bir-birins ortoqonal vahid vek-
torlardir ((ij)=(ik)=(jk)=0,1% =% =k> =1). Biz istonilen iki vekto-
run skalyar hasili dedikds (©1.1) vo (91.2) diisturlarini nazards tu-
tacagiqg.

Iki vektorun vektori hasili sag vo sol sistemlords sistemin 6ziino

uygun sokilds tayin edilir. Sag sistemds & vo b vektorunun vektori hasili
qiymstco @ va bvektorlar iizorinds qurulmus paralelogramn sahasina

borabar olan va (@ ,b ) miistavisine perpendikulyar istiqamotds yénalmis
elo ¢ vektorudur ki, onun istigamoti sag yivli burgunun dastayini a -dan

-

b-ys dogru firlatdigda burgunun yerdoyismo hoarakoti istiqamatinda

olur. Aydindir ki, bu istiqamsat a, b, ¢ vektorlarim x, y, z oxlar boy-
unca yonaltdikds sag sistemin alinmasim miioyyan edir. Bu iki vektorun
vektori hasili sol sistemda sol yivli burgu qaydast ils tayin edilir. Belolik-

Io[a b ] hasili sag va sol sistemdo bir-birinin oksins yénalmis olur:
[5 l;]sag =‘[5 B]sol. (813)
Biz [ b] vektori hasilin istiqamatini toyin edends 3 -dan b-ya dogru

firlanmaya baxirdiq. Ona gora [b @ ] hasilinin istigamatini tayin edando

b-don @-ya dogru firlanmaya baxmaliyiq. Bu firlanmalar bir-birinin
aksina olduguna gors

[2b]=[bd] (01.4)

olmalidir. Har bir vektor ii¢ komponentls tayin olunduguna gors adatan
avektorunu  aj, i=1, 2, 3 soklinds yazirlar. Yoni vektor bir indeksla
isars olunur.
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Tenzorlar vektora nisbaton daha miirokkob qurulusa malikdir vo
onlar iki, iig, vo s. sayda indekslorls isars olunur. On sads tenzor sizo
mexanikadan malumdur. Bu sistemin atalst momenti tenzordur va Jik ilo
isara olunur. Tenzorun indekslorinin sayr onun ranqgi adlanir. Otalat
momenti tenzoru 2 ranqli tenzordur. O, 9 komponentla tayin olunur: Jj,
1, k=1,2,3. A

Fozanin firlanmasi zamani tenzorun komponentlari miisyyan qa-
nunla gevrilir vo bu haqda biz asagida strafli danisacagiq.

Indi iki vektorun vektori (vo ya xarici) hasilini sag koordinat siste-
minin ortlarina tatbiq edak. Ortlar ti¢iin sag sistem gokil ©1. 3-da goste-
rilmisdir.

Y

Sokil ©1.3

Vektori hasilin xassesinden [ij]=k, [jk]=1, [ki]=3,[11]=0 vs s.
[ij1=71] aliriq. Bunlar1 @ vo b vektorlarinin vektori hasilinda yerina
yazaq va sadolosdirms aparaq:

[@b]=[ia, + ja, +ka,, ib, + jb, +kb,]=
[ij]a,b, +[ik]a,b, +[jila,b, +[jkla,b, +[ki]a,b, +[kjla,b, =
=i(a,b,—a,b,)+j(a,b, —a,b,) +k(ab, —ab,) .

Son barabarliyi determinant goklinds yaza bilorik:

i jJ k
[ab] = i(a,b, - ab,)+j(ab,—ab,)+ k(axby —-ab )=la, a, a,l.(91.5)
b, b, b,
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Bu determinant birinci satrs gors agmagqla barabarliyin dogru oldugunu

asanliqla gostormok olar. Yazihgdan aydin gériiniir ki, [EB]X =ab, -
-a,b,, [Eif)]y =a,b -ab,, [@], = a,b, —ab,. Ug vektorun iki qat vek-
tori hasilini almagq t¢iin yuxaridaki diisturlardan istifads edarok bir qa-
dar sadslogdirms aparmaq lazimdir:

[8[b<]) = i(a,[bC], —a,[B5),) + j(a,[BC], —a,[b],) +
+k(a,[b¢], —a,[bE],) = b(ac) —&(ab). (01.6)
Indi ii¢ vektorun qarisiq hasilini hesablayaq: (a [b¢ ]). Forz edok ki, 4,

B, ¢ vektorlar sag sistem toskil edir. ®yanilik iigiin tillori 3, b, ¢ olan
paralelepiped quraq (sakil 91. 4).

\be]

Sokil 91.4

[b¢] vektoru yuxartya yonalmisdir va onun qiymati b va € iizorinda
qurulmus paralelogramin sahasins, yeni paralelepipedin oturacaginin
sahasing barabardir. @ vektorunun [bg ] iizre proyeksiyasi paralelepipe-

din h hiindiirliiyiino borabardir. Beloliklo (a[b&]) paralelepipedin
hacmina barabardir:

(@ [bE )=Vpar,
Bu qarigiq hasili komponentlsrinds yazsaq, asagidaki determinanti alanq:
a,a a,
(a[bc]=|b, b, b,|. (®L.7)
c.c, C

x vy Yz

Qarisiq hasilds vektorlarin yerini agagidaki sokilds dovri dayissak para-
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lelepipedin hacmi doyismoz qalar:
(a[be]=(b[ca]=(S[a b]). (21.8)

Ogor @, b, Svektorlar sol sistem toskil etsa paralelepipedin hagmi mon-
fi olar: (-Vpar).

Burada aldigimiz (91.4)-(91.8) diisturlarindan istifads edarak vek-
tor hesabinda rast goldiyimiz vektorlarin istonilon miirakkob hasillerini
sadalasdirs bilarik. Masalon,

[AB][CD] = ([AB][CD]) = (AC)(BD) - (AD)(BC). (81.9)
[[AB][CD]] = (A[BD])C - (A[BC])D = (A[CD])B - (B[CDDA. (©1.10)

Miiasir fizikada adi polyar vektorlarla yanas1 psevdovektorlardan (ak-
sial vektor) istifads edilir. Adi vektorlar radius-vektora oxsar (yeni
siirat, tacil, qlivva va s.) vektordur. Bu vektorlar ham sag va ham do sol
sistemda eyni ciir tayin edilir. Masalon, radius vektor iki noqtani birlos-
diran vektordur va bu néqtalor har iki sistemds eyni fiziki noqtalordir.
Lakin bir sistemds bu néqtalari x;-larla, digarinds iso x| -lorlo 1sars edir-
lor. Sag XYZ koordinat sistemini gotiirok v polyar a vektorunu tayin
edok. Sonra sistem iizarinds inversiya amsliyyatin1 apararaq sol koordi-
nat sisteminas kegok. Sol sistemin oxlarin1 X', Y', Z' ilo isars edok va on-
lar1 punktirlorls ¢okak. Oxlar va onlarla birlikds ort vektorlar istigamat-
lorini oksina dayisir: €, — €/ =€, olur (i=1, 2, 3). a vektoru hor iki sis-
temds eyni ciir toyin edilir:

=1

=_éiai =5’=_é:a: (8111)

Burada tokrar olunan i indeksi tizra com aparilir (Eynsteyn qaydasi), ort
vektorlar € vo € soklindo secilmisdir, a, va a; a vektorunun ilk vo son
sistemda oxiar {izra proyeksiyalaridir (sokil 91.5).

(®1.11) diisturundan &a, =¢€a) =—éa! aliriq. Ilk va son ifadslorin
miigayisasindon a, =-a; alinir. Beloliklo inversiya naticesinds polyar
vektor doayismir, lakin onun komponentlori isarasini dayisir.

Biz iki adi vektorun vektori hasilindon damganda bu hasilin geyri-adi
xassasini geyd etmisdik. Bu hasil sag sistemdan sol sistema kegdikda 6z isti-
qametini oksina doyisir. Bu xasss biitiin psevdovektorlara aiddir. Ona gors
deyitler ki, iki polyar (adi) vektorun vektori hasili psevdovektordur (vs ya
aksial vektordur). Aksial vektorlara aid digor misallar da vardir. Masalen,
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spin vektoru, bucaq siirati vektoru aksial vektordur. ©vvalki misalda ol-
dugu kimi X, Y, Z sag koordinat sistemini segok va iki adi vektorun

¢ =[ab] vektori hasilini quraq. Sonra sistem iizerinds inversiya amoliyyati

apararaq X', Y', Z' sol koordinat sistemina kegak. Bu zaman vektori hasil
dz istiqamatini oksina dayigarak ¢’'=-¢ olacaqdir (sokil 91.6).

Z

7 z
$akil 91.5 Sakil ©1.6

-

b b, b b, bl b
olur. ¢’ vektorunun ¢! komponentini hesablayaq:
c,=ayb,—abl =ab,—ab =c, vas.

Belolikls iversiya zamani psevdovektor 6z istigamatini oksina dayi-
sir, lakin onun komponentlari dayismir. Inversiya diskret smaliyyatidir
va heg bir kasilmaz gevrilms yolu ilo onu almaq olmaz.

Mexanikadan molumdur ki, kigik sath elementlorini vektor ganunu
ilo toplamaq olar. Qabul olunmusdur ki, konturu boyunca dolanma is-
tigamoati verilmis kigik sath elementins vektor kimi baxaraq, onu asagi-
deki gokilds toayin etmak olar:

ds=ds-n.

Butada ds - sethiin sahosi, fi — sothin miisbst normalidir. Miisbst not-
mal sag sistemds konturu dolanma istiqgameti ilo sag yivli burgu tagkil
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edir (=1, ), sol sistemds is3 sol yivli burgu toskil edir (n =1, ) (bax:
sokil 91.7).

Biz iimumiyyatls sag sistemds isloyacayik. Qeyd edok ki, sath ele-
menti vektoru aslinds psevdovektordur. Sath elementi vektorunun her
hans1 miistaviys proyesksiyasini almaq iigiin elementin sahasini onun

normal: ilo miistovinin normali arasindaki bucagin kosinusuna vurmaq
lazimdir:

( ds )proyeksiya= dscosal.

Bu iimumi anlayiglardan sonra biz vektorlarin va tenzorlarin daqiq riya-
zi tariflorini vo onlarin ¢evrilma ganunlarini vers bilarik.

Ortoqonal sag koordinat sistemi se¢ak vo burada har hansi vektoru,
o ciimladan T radius vektorunu gotiirok (sokil 91.8).

z
- r
n sag
&
ds
‘ o)
5 é & Y
|
nsol X

Sakil ©1.7 $akil 91.8

Ort vektorlarin ortoqonal olmasini

1, i=]j olarsa,

(8&;) =39 ={ (91.12)

0, i#] olarsa.
soklinds yazirlar. 8; Kroneker simvolu adlanir vo o, vahid matrisin
elementloridir. Onun ssas xassasi asagidakindan ibaratdir:

a;d; =a;. (°©1.13)

Biitiin kitabda nazors alinir ki, tokrar olunan indeks iizrs cam apari-
lir (i=1, 2, 3), lakin comloms isarasi yazilmir (Eynsteyn qaydasi). Yuxa-
ndaki yazilisi belo oxuyurlar: §; simvolu a; vektorunun indeksini

6ziintin diger indeksins gevirir. Radius vektoru asagidaki sokilds yaziriq:
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F=8x,. (O1.15)

Bu beraborliyi € vektoruna skalyar vuraraq radius vektorun x ; kom-

ponentini tayin edok:
(&;1)=(€;€)x, =8;X; =X, (©1.15Y)

Moslumdur ki, 3-6lgiilii fozada iki néqts arasindaki moesafanin uzun-
lugu, o ciimlodan radius vektorun uzunlugu biitiin sistemlorda eynidir,
yani doyigmir:

7?=x! +x} +x =invar. (91.16)

Indi ilk sistemlo yanasi vo ona nozoren miidyyan bucaq gader donmiis
digar sistemi do gotiirok vs eyni bir radius vektorun bu sistemlordoki
komponentlsri arasindaki alagsni milayyan edok (sokil ©1.9). Qeyd edok
ki, eyni naticays gatiran iki ciir firlanma méveuddur: passiv vo aktiv fir-
lanmalar. Biz passiv firlanmadan istifads edirik.

z' 7F=F
\
\“‘ /,Y'
NG
\ 2,
N/
O% - —-y
é, \\ 2
517\\
X \y
Sakil 91.9
= _ = =t
T=€X;=T =¢X, . (91.17)

(91.17) barabarliyini € -2 vuraraq x!-i tayin edok:

=

(€€))x; = €& )x; =8,x; =x| vaya x| = 0X; . (81.18)

Burada o =(€¢;) koordinatlarin ¢evrilmasi matrisi adlanir va o, ilk
sistemin €; oxu ilo son sistemin €] oxu arasindaki bucagin kosinusuna

barabardir. Bu matris ilk sistemdon son sistems kegidi icra edir va buna
sorti olaraq diiz matris deyacayik. Indi (81.17) baraboarliyini € -ys vur-
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magla x;-ni tayin edak:
(éié'j)xj =(€,€, )X, vaya 8%, =X; = (€.€,)x, .
Bunu yigcam sokilds yazaq:
X, =X} . (01.19)

Burada o, =(§:,) tors kegidi icra edon matrisdir vs o, ilk sistemin ¢
oxu ilo son sistemin &, oxu arasindaki bucagin kosinusuna barabardir.

Biitiin vektorlar koordinat oxlarinin firlanmasi zamani eyni bir ganunla
cevrildiyina gora biz (©1.18) va (D1.19) diisturlarim istonilon vektor
ugiin yaziriq:

b, =a;b; vaya b, =a b; . (91.20)

Beloliklo 3-6lgiilii fozada vektor elo ii¢ b; (i=1, 2, 3) komiyyatin
mocmuidir ki, onlar biitiin koordinat sistemlorinds tayin olunur vs sis-
temin firlanmasi zamani (91.20) ganunu ils gevrilir. a, tors kegidi icra
etdiyino géro ona tors matris deyilir. Onu adston o, = a; soklinds ya-
airlar. o =(€€;) vo o =(€€]) matrislorini miiqayisa etsak gororik ki,
o' matrisi a-dan transponirs edilmaklo, yani sotirlori siitunlarla vo ok-
sina siitunlan sotirlolo avaz etmokls alinir. Matrislords birinci indeks sat-

ri ikinci indeks isa siitunu gostorir. Transponirs etmok amsliyyatim ~
(tilda) iss gdstorsok o'=G yaza bilerik. Xiisusi halda o =(g€;) vo

o; = (€;€)) matris elementlorino nozar salsaq her iki element eyni bir

bucagin (yoni, €

1

ilo € arasindaki bucagn) kosinusuna barabardir:
o =a; Beloliklo firlanmada diiz matrisdon tors matriss (vo oksino)

kegmok iiglin matrisds indekslarin yerini dayigsmak lazimdir. Matrisds
indekslorin yerini doyismok transponirs etmok demokdir. Dediklorimizi
imumi sakilds yaziriq:

-l ~ ' _
=0 =0 Ve Oy =0y, oy = Oy (91.21)

Gostarak ki, bu matrislor ortoqonal matrislordir. Bu magsadlo radius
vektorun (istanilon vektorun) kvadratinin firlanmada invariant qalma-

sindan istifade edorak x!* ifadssinds (91.20) ¢evrilmasini nazars alaq:

. P Y v A R -
invar=X; =X;" =X;X{ =0;X;0; Xy = 00X X, . (91.22)
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Bu boraborlikde birinci vo axirinci hodlorin ist-iists diismasi iigiin

o0y =98 olmahdir. Bu ortoqonalliq sortidir. Ogar x} =x! barabarliy-

inds x;-lar iizarindo (91.20) gevrilmasini aparsaq o x|y x| =x!* alariq.

Buradan ooy =8, olar. Indekslorin yerini doyisorok strixlori atsaq

oo, =98, almar. Bu iki ortoqonalliq sortini birlesdirarak iimumi sokilds

OOy =00 =85 (01.23)

ij

yaza bilarik. Diiz matrisi diiz matriss (va ya tors matrisi tors matrisa)
vurduqda comloms indeksi matrislorin hasilinds eyni yerds durmalidir.
Lakin diiz matrisi tors matriss v ya oksina vurduqda comloms indekslari
matrislords miixtalif yerlords durur. Dogrudan da (91.23)-ds bir matri-
sin indekslorinin yerini doyigarak tors matrisa kegsak

oy =0, =8, (91.23)

jiik

olar. Son ifadads diiz matrisdan tors matrise kegsok tors matrislar iiciin
yazilmig (91.23) ortoqonalliq sartini alariq. Indi gostarsk ki, firlanma
zaman ort vektorlar da koordinatlar kimi g¢evrilir. Bu diisturu almaq
iigin ovvalca T=¢€;x;-do tors kecid edok: T=¢€x;=¢€a}x;. Sonra

yazaraq bu ifadslorin miiqayisasindon €.a',x| =¢€x] vo ya

- =
I=r =¢€X 05X

€ =¢€;a} alariq. Son ifadads a; = o yazaraq

=!

& =08, (D1.24)

1

ort vektorun g¢evrilmasi diisturunu aliriq. Bu diistur koordinat iigiin ya-
zilmis (D1.18) diisturu ilo dst-iists diisiir. Homin qayda ilo gostarmak
olar ki, €, da uygun diisturla gevrilir.

& =a'd (81.25)

i [T I
indi gostarak ki, gevrilmo matrisinin determinant: vahide barabardir.

Bunun iigiin (91.23') ortoqonalliq sortinin determinantini hesablayaq vo
matrislerin hasilinin determinantinin onlarin determinantlar: hasilina
barabar oldugunu nozars alaq:
14 r 2
Ioc.a l——-’ﬁjkl vaya Iaji||a,-k|=’a,.j“ocik|=Ioc,-k| =1. (91.26)

jitMik

Buradan |o, |==1 alinq. |, |=+1 asil firlanmaya uygundur, o, |=~1
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isa koordinat sisteminin inversiyasini (va ya giizgii oksini) tosvir edir.
Bu slavads biz inversiyam asagidaki kimi tasvir etmisdik:

€ =—€,a, =—a; (Vvoya X, =—X]).
Inversiya matrisinin determinantim hesablasaq

invers invers -1 00
ol =[Eig|=|-g&|=|[-8=|0 -1 0|=-1
0 0 -1

alariq.
3-6lgiilii fazada iki ranqh tenzor dedikds elo doqquz T;(i,j=1.2,3)

komiyystin macmui basa diisiiliir ki, koordinat sistemi firlandigda bu
kamiyyatlar asagidaki qanunla gevrilsin:

T, = aya, T, (91.27)

Tenzorun har bir indeksi bir vektor kimi ¢evrilir va ya iki ranqh tenzor
iki a;vo b; vektorlarin hasili kimi gevrilir:

"o
abi=o,0,a,b,.

Tenzorun indekslarinin say1 onun ranq: adlanir. Tenzorun iki in-
deksi yerlarini dayisdikds tenzor dayismirss o, bu indeksloro goro sim-
metrik tenzor adlanir:

S; =S;- (91.28)

Ogor tenzorun iki indeksi yerlorini doyisdikds tenzor yalniz isarasini
oksina dayisirsa o, indekslora gors antisimmetrik (vo ya gopsimmetrik)
tenzor adlanir:

A =-A.. (91.29)

ij ji
Antisimmetik tenzorun diagonal elementlori sifirdir:
A=Ay =A;=0.
Uc rangli tenzor 33=27 komponentls toyin edilir vs onlar agsagidaki
ganunla gevrilir:

T

ijk

= 0L O iy Oty Ty - (91.30)
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Yalniz eyni ranqli tenzorlari toplamaq vo ¢lxmaq olar:

Cj=A;+B;,Dy=A;-B,.
Istonilon rangli tenzorlari bir-birina vurmagq olar:
nmnzAmBm-

Koordinat sisteminin firlanmasi zamani doyismayan komiyyato
(funksiyaya) skalyar deyilir:

S(x) = S'(x"). (81.31)

Skalyara misal elektrostatik sahsnin potensialini géstormok olar. Vek-
torlar, tenzorlar vo skalyarlar faza koordinatlarindan alavs digor para-
metrlordan ds (spin, temperatur vs s.) asili ola bilor. Lakin bizi onlarin
koordinatlardan asililig1 maraglandirir.

T . 0
Indi isbat edok ki, v téroms alma operatoru fozanin firlanmasi

zamani 6ziindi x; vektoru kimi aparir. Bunun iigiin hor hansi skalyar
¢(x)=¢'(x") funksiyasinin téromssini hesablayaq vs lazim oldugda ko-
ordinatlarin (91.18) va (91.19) ¢evrilmo diisturlarindan istifads edak:

0p(x) _ 0¢'(x') _ 09'(x") %} _ 09’ donyx,) _
ox,  ox,  ox, ox, 0x, ox

1 1 1

a(praxl o _ails a(pr_ , a(Pr

= i = %y =a

zauaagg— H&L 5& mga-
Bu borabarliyin sol v sag torsfinden ¢ va ¢'-i atsaq
—a—=a§k—a— (91.32)
0x; 0x,

olar. Bu diistur x;ii¢iin yazilmug (91.19) diisturunun 6ziidiir. Onda iki-
2

qat térams oziini x; x; hasili kimi aparar.

9%
Tatbiqi masalalords 3 rangh antisimmetrik vahid e, tenzoru (psev-
dotenzoru) miihiim rol oynayir. O, biitiin koordinat sistemlorinda eyni
ciir tayin edilir, biitiin indekslorina gors antisimmetrikdir, asas elementi

€y = +1-dir digar elementlari +1 va sifirdir.
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€123 = €13 = €33 =73 T €3 =€y,
Heg olmazsa iki indeksi eyni olan element sifirdir:
€3 =€y = €35 =€)y, =0 vas.
Umumi halda ey, asagidaki kimidir:
+1 ogar ijk ciit sayda yerdayismas ilo 123 soklins diiorso,

€ ={—1 ogar ijk tok sayda yerdayisma ilo 123 soklins diisarss, (©1.33)
0 ogar ijk heg bir yolla 123 soklins diismazse

Bu komiyystin psevdotenzor oldugunu gostarak. [k baxisda belo
goriiniir ki, ey fi¢ indekss malik olduguna gora i¢ ranqh tenzor kimi

¢evrilmoalidir:

€l = Oim 0 Oy €y - (91.34)

im~jn

Sadslik iigiin bu tenzorun osas elementi olan e},, haddinin ¢evrilmasina
baxaq:

4 —

€123 = Oy 0y O3y €y - (91.34)
Burada tokrar olunan m, n va 1 lizra com aparsaq vs €, tenzorunun
yuxarida verilan qiymatlorindan istifads etsok asagidaki naticani alarq:

Oy Oy O3

4 — —
Cra3 = |®gy Oyy Xp3(Cya3 _|a’pq|e123‘ (91.34")

O3y O3y Olys
Bu son naticoni analiz edak. Ogar biz koordinat sisteminin firlanmasina
baxirigsa Iapq| =+1 olmalidir. Onda (91.34")-don

r —_
€l = €13 VO Yya 1=1

aling. Firlanmada mohz bels ds olmahdir vs burada heg bir ziddiyyst

invers

yoxdur. Lakin indi inversiya g¢evrilmasine baxsaq, onda |ocpq| =—1 olur.

Bunu (91.34")-ds nozors alsaq e}, =—€,,; vo ya 1=-1 olur. Bu askar

sohvdir vo (81.34), (81.34") ¢evrilmslorinin ziddiyyatli olmasim gostarir.
Bu ziddiyysti aradan qaldirmagq iigiin (91.34) ¢evrilms diisturunun sag
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torafini slave olaraq ¢evrilms matrisinin determinantina vurmaq lazim-
dir:

|_|k |a |a’1m Jna’klemnl . (6135)
Indi (©1.34") diisturu asagidaki sokla diigacokdir:
? 2 : ’
€l =lapql €23 =€), =invar (91.35)

Beloliklo e psevdotenzoru biitiin gevrilmslords invariant qalir:

€j; =¢; =invar . (91.35) diisturu istanilen ii¢ ranqh psevdotenzorun gev-

ijl
r11m951 diisturudur. Bu diisturu iki ranqli psevdotenzor iiglin asagidaki
kimi yazrlar:

a jo. o P . (©1.36)
P =|ay|

im™ jn* mn

Istonilon ranqh psevdotenzorlarin ¢evrilmoesinds |ocpq| matrisi vuruq sok-

linds istirak edir. Cox vaxt vektora bir ranqli, skalyara sifir ranqh ten-
zor deyirlar. Indi psevdoskalyarin ¢evrilmasi qganunu bels yazilir:

S'(x") = |ocpq|S(x) . (91.37)

Ogor ¢evrilms firlanmadirsa lapq| =+1 va §'(x")=S(x) =invar alinir.

=-1 va S'(x")=-S(x)

Ogor ¢evrilmo foza inversiyasidirsa, onda |apq| =
olur. Belaliklo inversiya zamam psevdoskalyar isarasini dayisir. Indi is-
tonilan ¢evrilms iigiin vektorun va psevdovektorun dayisms qanunu ya-
zaq:

Vi =0V, P =loc, o P

jojrri

(91.38)

Tl
Nl =+1 olur va psevdovektor da vek-
tor qanunu ils dayisir (har iki diistur eyni gokilds yazilir.) Lakin bizi in-
versiya ¢evrilmasi maraqlandirirsa, onda vektorun va psevdovektorun
¢evrilma diisturlan bir-birinden forqli olaraq (91.38) soklinds yazilir.
Inversiya gevrilmasi tigiin a; =(€€;) =—(€;¢;) =-9; olur. Bunu (O1.38)-

Ogor ¢evrilms firlanmadirsa |a

ds nazars alaraq V; ve P/ ifadslorini hesablayaq:

V) =8V, ==V, P =|a,y[8,P; = |, [P =P..

il
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Beloliklo inversiya zamani vektorun komponenti isaresini aksina
dayisir, psevdovektorun komponenti iss dayismir. Biz bu naticoni av-
vallar basqa isulla almigdiq. Bu naticani istanilon n rangh tenzorlara
da aid etmoak olar: koordinatlarin inversiyasi1 zamani polyar (asil) ten-
zorun komponentlori (-1)» vurugunu, psevdotenzorun komponentlori
isa (=1)"*! vurugunu kasb edir. Biz 3-6l¢iilii fozada vektorlarin va ten-
zorlarin komponentlarini latin slifbasinin harflari ila (i, j, k, 1 va. s) isa-
ra etmisik va bu indekslor yalmz ii¢ giymoat alir (1, 2, 3). Xarici ads-
biyyatda e;; tenzoruna Levi-Cevit tenzoru deyilir.

Verilmis mslumat1 méhkamlondirmok iigiin asagidak: misallar1 hall
etmak moslohotdir.

MISALLAR

1.1. Isbat edin ki, Kroneker simvolu d; 2-rangh simmetrik ten-
zordur va fazada istanilon ¢evrilms (firlanma vs inversiya) zamani inva-
riant qalr: 8} =6, =invar.

1.2. Ixtiyari iki-ranqh T, tenzorunu simmetrik vo antisimmetrik
iki tenzorun comi soklinda gostarin.

1.3. Géstarin ki, T tenzorunun  diaqonal elementlorinin ¢omi
invariantdir.

1.4. Ogor a, b, =invar va b, vektorudursa, gostarin ki, a,-ds vek-
tordur.

L.5. b; =T;a; miinasibatinds Tj;-iki ranqli tenzor va a, vektordur-

sa, b,-nin vektor oldugunu gostarin.

1.6. Tenzorun simmetriklik va antisimmetriklik xassasinin fozanin
firlanmasi zamani dayigmoaz (invariant) qalmasini siibut edin.

1.7. Simmetrik (S;) vo antisimetrik (A;) tenzorun asagidaki so-
kilds hasilinin A;S; =0 oldugunu siibut edin.

1.8. T, vo P;-nin iki-ranqh tenzor va psevdotenzor oldugunu bils-
rok T; P; hasilinin psevdoskalyar olmasini géstarin.

1.9. Asagidaki baraborliklorin dogrululugunu yaqin edin:
a) [AB| =, A B,,

b) (ABJG)=e, AB,C,.
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1.10. Iki b, va b, vektorunun sferik koordinat sisteminda polyar
bucaglarinin 6,,9, va 0,,9, oldugunu bilorak bu vektorlar arasindaki
bucagin kosinusunun asagidaki diisturla hesablandigini  géstarin:
cosa =cosb, cos0, +sin, sin 6, cos(p,-0,).

L.11. Géstarin ki, har hansi koordinat sisteminds bir-birins paralel
olan iki vektor a; =Db;, koordinat sisteminin ¢evrilmasi zamani 6z pa-
ralelliyini saxlayir.

1.12. Iki ranql antisimmetrik A;=-A; tenzorunun bir B; vekto-

runa ekvivalent olmasini isbat edin. B, komiyyati A; tenzorunun dual

vektoru adlanir. Gostaris: bu tenzorun 3 asih olmayan komponenti var-
dir: A3, Az vo A.Vektorun ii¢ By, Bz, Bs toplananlarini bu komiyyat-

larls slagoalondirmok olar: B, = %eijkA P

1.13. Asagidaki eyniliklori isbat edin:

a) CiiCinp = Skn5,p —Skpﬁln R
b) ey, = 28,
C) ey =6,
Oin Oin Oy
d) €1€mmp =[O Opn By |-
Oy 81y By

Gostaris: a)-da bu iki vahid tenzorun hasili £1 ola bilor va yazilis-
dan goriiniir ki, kI indekslori np indekslari ilo tam kommutasiya edir.
Onda a) barabarliyi miisyysn smsal daqigliyi ilo asagidaki kimi gosteri-
lir:

=B,5,,8,, + B,6,,8

mp 2%kp~iIn *

Omsallan tapmagq iigiin bir dofs k=n yazaragq, ikinci dofa k=p qabul
edarak tokrar olunan indeksler iizrs comloms apararaq iki tanlik aliriq:

€€ =3B, 8 +B 8 =(3B, +B2)5,p,
€aCink = B9, +3B281n =(B, +3B,)3,,.

Birinci tonliyin sol torafini ;e cd,, soklinds tosvir edarak /=p

ikp =

yazmagla comloms aparsaq e,e,, =6=3c alariq. Buradan c¢=2 almur.
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Bunu yuxarida nozere alsaq eyey, =29, olur, yani b) eyniliyini isbat
etmis olurug. Uygun smoliyyati ikinci tenliyin sol terofinds aparsaq
€Cik = —CwCim = —20,, alariq. Bu da b) eyniliyidir. Bu eyniliklori yuxa-
ndak: iki tenlikds nazer alsaq B, =-B, =1 qiymotini tapiriq. Onda
€inp = 01Oy — 8,50y, alirq. Bu, a) eyniliyidir.
Bn iimumi d) halindan gériiniir ki, vahid tenzorlarin hasili vahiddir

va ikl indekslari mnp indekslori ils tam kommutasiya edir. Miisyyan vu-
ruq daqigliyi ilo bu hasili bels yazmagq olar.

€€y = ArBinBiaBp + As8inB1oi + A381,8,01
+A8,8, 8 + A58ip6km8,n + A8, 81y

Omsallan tapmaq iigiin yuxarida etdiyimiz qayda ilo uygun indeks-
lori barabar edarak comloms aparmaq va a), b) eyniliklorindan istifads
etmak kifayatdir. Bu iisulla A, =A, =A;=1vo A, =A,=A;=-1 ol
dugunu miisyyan edirik. Bu amsallar1 yuxarida yerinds yazdiqda d)-dski
determinantin agiq soklini almis olurug.

1.14. Géstorin ki, koordinat sisteminin sonsuz kigik firlanmasi1 mat-
risini o =I1+¢ soklinds yazmaq olar. Burada ¢ kigik antisimmetrik
matrisidir (e; =—-€;). &;-nin handssi monasin aydinlagdirn.

Gostarig:  x;=ox; =(I+€);Xx; =x;+€g;Xx;. Bu ifadani kvadrata

yiiksaldin va |e |<<1 sortini nazors alin. g; kigik firlanma bucag: 3¢; ilo

slagadardir: 3¢, = ; €€ -

(Asagdaks masalaya bax).

1.15. Dekart koordinat sistemi X3 oxu atrafinda ki¢ik 8¢ (yani 8¢, )
bucagi qador firlandigda vektorun komponentlarinin gevrilmasi diistu-
runu yazin va bunu istonilon ki¢ik firlanma igiin vektor soklinds imu-
milagdirin.

Gostarig: Passiv firlanmadan istifads edarak (sokil ©1.10) asagidaka
¢evrilmoni yazin:

X| = X, €083 + X, sind¢ = X, + 39X, (©1.39)
X, = —X, SindQ + X, c0sdP = —=3¢X, +X,, X; = X;. '
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Sp x|

op
0 > X

Sakil ©1.10

Bu diisturu avvalki moasalaodaki

X| =X, +€;X; (©1.40)

diisturu ilo miiqayiss etsak €, =8¢ alariq. (91.39) diisturunu sads vek-
tor goklinds ' =7 —[8(';3?] kimi yazmaq olar. Bu yaziligda 8¢ = f(&pz-dir.
Digar oxlar strafinda da firlanmalan nazors alaraq bu diisturu iimumi-
losdirmok miimkiindiir:

R'=R -[5¢R] (©1.41)

Bu diisturda 6¢= TB(px + j&py + l”(é’xpz soklindadir va de¢,, S0, 50,

uygun oxlar strafinda kigik firlanma bucaglaridir. Bu diisturun har han-
s1istiqamatds proyeksiyasini alsaq:

, —
X; =X~ eiljs(plxj

vo bunu (91.40) ilo miiqayiso etsok €; = —€;;6¢, alariq. Bu boraborliyi

£ -y9 vurub tokrar olunan indekslar {izro comloms aparsagq,

8, =—e_¢. ©1.42)

2 mij ij

olar. Belaliklo firlanma bucag: psevdovektordur.
1.16. Gostorin ki, biitiin koordinat sistemlorinds komponentlari eyni

olan vektor sifirdir, komponentlori eyni olan 2-rangh tenzor &, ilo
miitonasibdir, komponentlari eyni olan 3-ranql tenzor e, ilo miitong-

sibdir va komponentlari eyni olan 4-ranqh tenzor 8,8, +8,8,, +8, 8,
ilo miitonasibdir.
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Gostarig: A] = A,(1=1,2,3) sorti verilir. Digor torafden Z oxu stra-
finda firlanma diisturunda A} = A, cosg, +A sing,, Al =A cose, —
A,sing, biz ¢, =n yazarag A) =-A,, A, =-A  aling. Bunlarin bi-
rinci sortlo miiqayisasindon A}, = A{ =0 olur. Indi X oxu strafinda fir-
lanma diisturunda ¢, =7 yazsaq A, =—A_ alariq. Bunu da birinci sortls
miiqayiss etsok A, =0 olar. Belaliklo A} =A =A’ =0 olur.

Indi biitiin sistemlords eyni olan 2-rangli tenzora baxaq. T, tenzo-
runu T, = —;—(Tik +T,)+ -;—(Tik -T,) =S8, +A, soklinds simmetrik vo an-

tisimmetrik tenzorlarin comi kimi géstormok olur. A, tenzorunun bir
vektora ekvivalent olmasini va biitiin sistemlords eyni olan vektorun si-
fir oldugunu nozaro alaraq A, tenzorunu ata bilorik. Simmetrik S,
tenzorunu diagonal saklo gatirak:

Sik = (i)sik .
Indi strixli sistema kegak va bu tenzorun biitiin sistemlards eyni ol-
dugunu nazars alaq:
S = amialk}‘(i)sik = a’mia‘li)\’(i)' (91.43)

Son ifadeds A” hoddindoki i indeksi isleri korlayir. ©gor A® vu-
rugu i indeksindan asii olmazsa (A" =) (©1.43-ds) sonuncu ifads
aoaA=A3,, soklinds yazilar va S, tenzoru biitiin sistemlords eyni
qiymat alar. Belaliklo T, =43, olur. Novbati tenzor biitiin sistemlords

eyni olan T, tenzorudur. Bu tenzoru da simmetrik vo antisimmetrik
tenzorlarin comi soklinds gostarmok olar. Bunun iigiin bu tenzoru iig

odad némralonmis hor hansi tenzorlarin comi soklinda gostarak:

Ty = Ty + T + T
Bu ii¢ nomrslonmis tenzorda indekslorin yerini doyismokls yeni
Ty + T + Ty, tighadli ifads alirq. Bu {ighadlini avvalca T,, -0 slavs edib
2-ya bolsak va sonra onu T,,-dan ¢ixaraq 2-ya bélsak va son naticalori
toplasaq T, =S,, +A,, alariq. Burada S, -simmetrik, A, iso antisim-

metrik ii¢ ranqli tenzorlardir. Biitiin sistemlords eyni olan 3-ranqli sim-
metrik tenzorun ¢evrilmasini yazaq:
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! —_—
Sia = 00,08 -

i
il

Burada i=k gotiirsok gorarik ki, S!. vektor kimi ¢evrilir:

’
S = aijaipalqs

=8,,0,,S

ipq j = o‘lqs‘

ira iq -

Biitiin sistemlords eyni olan vektor sifir oldugundan Si, =S|, =
=S}, =0 yaziriq. Bu ii¢ barabarliyin har biri 6zliiyiindo 3 borabarliys
ekvivalentdir. Bundan slaves tenzorun simmetrik oldugunu nazors alsaq
gostarmoak olar ki, S, =0.

Indi iss biitiin sistemlords eyni olan 3-ranqli antisimmetrik A, ten-
zorunun ii¢ ranql vahid antisimmetrik e,, tenzoru ilo miitanasib ol-
dugunu gabul etmak olar. Belalikls T,, = A,, =B-e,, aling.

Biitiin sistemlords eyni olan 4-ranqli tenzoru da iki tenzorun comi
soklinds gbstormak olar:

Tiam = Siam + A -

1

Lakin nazors almaq lazimdir ki, 3 olgiilii fozada 4-ranqli antisim-
metrik tenzor eynilik kimi sifirdir. Onda T, =S, olar. Biitiin sistem-
lords eyni olan 4-rangli simmetrik tenzoru Kroneker simvollarinin hasi-

lindan togkil etmok miimkiindiir:
Sim =D (88, +8;8,, +8:,010) -

1.17. Forz edak ki, n biitiin istiqgamatloro yonslma ehtimali eyni
olan vahid vektordur. Bu vektorun n; komponentlorinin vo kompo-
nentlarin n;n,,n,n,n;,n,n,n.n_ va s. hasillerinin orta qiymsatlorini bi-
lavasito hesablamagla yox, onlarin transfomasiya (¢evrilma) xassolarin-

doan istifads edarak toyin edin.
Gostaris: axtarilan orta qiymatlzii asagidaki sokilds yazirlar:

— 1 — 1
m, _—_EJ‘ ndQ, n;n, =Ejnindeva S.

Aydindirr ki, n;, n;n, vas. 1,2 va s rangl tenzorlardir va onlarn in-

teqral ifadasindan goriiniir ki bu tenzorlar biitiin sistemlards eyni giymo-
to malikdir. Ona goro bu tenzorlar komponentlari hesablama sistemin-
dan asili olmayan tenzorlarla ifads olunacaqlar. Bels tenzorlar1 biz av-

valki mosalods tapmisig. 1, biitlin koordinat sistemlorinds eyni olan
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vektordur. Bels vektor sifira barabardir: n; =0.

n;n, tenzoru biitiin sistemlords eyni olan 2-rangh simmetrik ten-

zorla ifads olunmalidir. Bels tenzor §, -dir. Onda n;n, =3, yaza bile-
rik. A -ni tapmagq ii¢iin yuxaridak: barabarlikds i=k yazaraq tokrar olu-

nan indeks iizra comloma aparmaq lazimdir: n_f =A8, vaya 1=A-3 ali-

riq. Buradan A =—§ olur. Naticods agagidaki barabarlik alinir:

n;n, =§6ik. (01.44)

Biitiin koordinat sistemlsrinds eyni olan 3-ranqli simmetrik tenzor
sifir olduguna gors

nnn, =0 (8145)
ik

olur. Analoji olaraq biitiin sistemlsrds eyni olan 4-ranql simmetrik ten-
zoru asagidaki sokilds yaza bilorik:

nn.nn =ad,8,, +96,08,, +8,8,).

Burada i=k va £ =m yazaraq comloms aparsaq a amsali iigiin a = i}— ala-

r1q. Belsliklo
nn.nn, = 'i-lg(aikslm +8,8y + 8 0y) (©1.46)

olur.

1.18. Asagidaki ifadslarin orta qiymatlarini hesablayin:
@), (@], (aA)bh), @h)d, [EA][bAl, (ai)(bi)[ci][dd].
Burada n biitiin istiqamatleri eyni olan vektordur, 3, b,<,d iso sabit

vektorlardir.

Gostarig: Ovvalki masalanin naticalarindan istifads edin.
Cavablar:
Sa%, Za?, 1, 13, 2, - (@)D - @6 - G(Be)).
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92. Vektorlar va tenzorlar analizi. Qradiyent, divergensiya
va rotor anlayislari. Inteqral teoremlor

Ugdlgiilic fozada fiziki komiyyatlorin paylanmasini tesvir edan
skalyar vo vektori funksiyalara adaten bu fiziki kamiyystlorin sahalori
deyilir. Mosalon, atmosferds T(x, y, z) temperatur va P(x, y, z) tazyiq
saholari, horakat edon mayeds va qazda U(X, y, z) siiratler sahasi, E va

H elektromagnit sahasi, elektrostatik ¢ potensiali sahasi va s. haqda

danmigmagq olar. Qeyd edok ki, yalmiz axirmer ii¢ E, H, ¢ komiyyatlori
real fiziki sahodir. ©vvalki kamiyyatlor garti olaraq saho adlandirila bi-
lor. Ciinki asas matinds sahs dedikds hom miihitds va homds vakuumda
yayilan fundamental fiziki obyekt nazords tutulur. Bu skalyar va vektori
funksiyalarin téramalari vs inteqrallar: ¢ox miihiim {imumi riyazi xasss-
lora malikdir. Bu xassslordsn fizikamin biitiin bélmalarinds istifads olu-
nur. Bu funksiyalar koordinatlardan slavs digar parametrlordan (tempe-
ratur, zaman, spin va s.) da asili ola bilor, lakin bizi halslik koordinat-
lardan asililiq maraqlandirir.

Ovvalcs skalyar ¢(f)=¢(x,y,z) funksiyasina nazor salaq. Bu fun-
ksiyanin eyni qiymot aldig1 faza noqtslari bir sath tagkil edir. Va bu satha
ya soviyys sathi, ya da ekvipotensial sath deyilir. ¢(x,y,z) =0, qiymsti-

na uygun saviyya sathini ¢gokak. Bu sathdan yuxarida vs asagida yerlogan
soviyya sothlorini @, + A@,p, £2A¢ vas. ilo gqeyd edacayik (sokil ©2.1).

P 334

\;b .

$akil 92.1

¢, sathinin Pp ndqtasindan sathlorin artmasi istiqgamotinda yonalmis
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i normalini qaldiraq. Bu normalin névbati sathi kesmo ndqtesine Py
deysk. Po ndqtasinden hor hansi S istiqgamatinde yonalmis 1?8’ stiasini
kegirak va giianin novbati sathi kasmas néqtesine Ps deyok. n va S isti-

gamoatinds alinmig pargalarin uzunluguna IB' Vo ‘A_él deyak. Ixél parga-

sinda ¢ funksiyasinin artimu Ao -dir. |Z§| parcasinda skalyar funksiya-

nin artiminin bu pargaya olan nisbatinin limitins funksiyanin S istiqa-

oQ

motindos téramasi deyilir va F soklinds yazilir:

%9 _ Jim 2% ©2.1)
oS |ASl—>0 AS’

|E‘ — 0 oldugda PoP.P;s tigbucagi diizbucaql ligbucaq oldugundan

AY=—11_ (82.2)

alirg. Golocakds i vo S istiqamatindaki vahid vektorlara i, va S,
deyacayik. (92.2) ifadasini (92.1) diisturunda nazars alsaq

% _ lim ﬂcos(n §)= %cos(n s)= %ﬁo S, (92.3)

0S  |m|»0|An

olar. Ekvipotensial sathin normal boyunca yonalmis va adadi qiymatca
skalyar funksiyanin normal istiqgamatinds téromasino barabar olan vek-
tora ¢ skalyarinin qradiyenti deyilir:

gradp = %ﬁo . (92.4)
(92.3) disturunu qradiyentls ifada edak:
Z—(g = ﬁ(p .S, = grad,o. (92.5)

Burada gradsp qradiyentin S istigamstinds proyeksiyasini gdstorir.
(92.3) diisturundan gériiniir ki, qradiyentin n istiqamsti ¢ skalyarinin
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on siiratli artma istiqgamati, — il istigamoti on siiratli azalma istiqamoti vo
n -5 perpendikulyar istiqamat iss ¢ -nin doyismadiyi istiqamatdir.

Indi gradiyentin Dekart koordinat sisteminda ifadasini yazaq. X, Y,
Z dekart koordinat oxlarin1 va uygun 1, j,k ort vektorlarini nazera alaq.

Secdiyimiz §0 vektorunu noévbs ils T,j VA E-ya paralel gotiirarak (92.5)
disturundan asagidaki miinasibatlori ahing:

§0 i olduqda grad ¢ = gx—(p ,

S, | K olduqda grad ¢ = % ,

§0 || k olduqda grad o = %p

olur. Bu ifadaleri i, j,k ortlara vuraraq comlasok asagidaki diisturu
alariq.

_i.gradx(p + jgrady(p + lzgradz(p = @(p =

12 5%, 5 20 (72,55 ,8% ). 26
x ‘oy oz \ ox oy oz

Burada istirak edan f—?—+3i+ﬁi diferensial operator Hamilton
ox "oy oz

operatoru adlanir vo V (Nabla) il isars olunur:
V=i—+]—+k—. (82.7)

Ona adaton Nabla operatoru deyirlor. (82.6) diisturundan
gradp = Vo (92.8)

yazirlq. Bu qradiyentin dekart koordinat sistemindo ifadssidir. Ogar
¢(yp(r)) miirakkob funksiyadirsa

o
grado = ——grady (92.9)
oy

olar. (92.4) diisturundan goriiniir ki, qradiyent xatlori ekvipotensial
sothlara perpendikulyardir.
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Qradiyenti hesablayanda avvalcadan bilmok lazimdir ki, hans1 nég-
tanin koordinatlarina gora grad hesablanir. Adaton qradiyenti P(x, y, z) -
miisahido ndqtasinin koordinatlarina gore hesablayirlar. Bazan ise onu
q(x',y',z") monbo ndqtesinin koordinatlarina gors hesablamaq lazim

olur. Sakil ©2.2-da P va q noqtslerini birlosdiren radius gostorilmigdir.

[ ]
Q(x',y',z) R P(x,y,2)

R=y(x-x)2+(y-y)’ +(z-2)" .
Sakil D2.2

P-ys gora qradiyenti hesablayaq:

gradR = IiR +]—6—R +E—6—R =
ox oy oz
_1x-x)+jy-y)+kz=2) _R _s0
R R '
Indi Q-ys gors hesablama aparaq:
gradqR=T—?-—R+3—§—R+lziR =
) axl ayr aZr
__ix=x)+jy-y)+kz-2) __R_ sz

R R

Biz (92.8) diisturundan gordiik ki, V operatorunun skalyar fun-
ksiyaya tosiri (hasili) qradiyenti verir. Belo malum olur ki, V -m1 istanilen

vektori funksiyaya istanilon gokilds vurmagq olar vo bu zaman V vekto-
ra vurulmaqla bsrabar hom ds onu diferensiallayacaqdir.

V operatorunun A(F) vektoruna skalyar hasili A(F) -nin divergen-
siyast adlanir.

L. oA
divAa(VA):ag‘xu » ,OA, _0A

+ L, (92.10)
oy 0z 0%

V operatorunun A(F) vektoruna vektori hasili A(F) -nin rotoru ad-
lanur:
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- == = 0 0 + 0 0
rotA = [VA] = I(EY—AZ —EZ-AYJ+ ](EZ—AX _&AZ)-*_

~[ 0 0

Yazdigimuz diisturlar Dekart koordinat sisteminds divergensiyanin
va rotorun ifadsloridir. Bu ifadslori fiziki daha derindon basa diismak
tiglin onlarin digar formalarindan istifado edacayik. ©vvalco divergen-
siyadan baslayaq. Hor hansi M néqtssini 6z daxilinds saxlayan kigik

AV hascmini vo onu shats edon hamar qapali AS sothini gotiirok. A
vektorunun qapali sath lizra cj‘Ad_S. inteqrali qapali ASsathindan kegan
AS

A vektorunun seli adlanir. M noqtesinds A vektorunun divergensiya-
sini1 belo tayin edirlar:

divA = lim —— JAdS . (92.12)

V=0 AV 2
Burada AV hacmi M néqtssine yigihir. Inteqralda dairs isarssi inteqra-

lin qapal sath iizrs aparildigimi géstorir. Har hansi néqtads A vektoru-

nun divergensiyas1 bu néqteni shats edan qapali kigik sathden kegon A
vektorunun selinin hacmi sixligina borabardir. Géstarok ki, dekart ko-
ordinat sisteminds (92.10) va (92.12) diisturlar1 ekvivalentdir. Bu mag-
sadls tillori Ax,Ay, Azva hacmi AV =AxAyAz olan diizbucagh paralele-

piped gotiirak (sakil ©2.3).

Z
A
/ﬁz
’ (2)4 /I -
A O Y Y
)
X %
Sakil 92.3

Paralelepipedin iizlorinin kigik oldugunu nazars alaraq sath inteqra-
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lin1 tagribi hesablayaq.
JAdS = f{A,dS, +A,dS, +A,dS,}.
AS AS

Qapali soth halinda sathin normali olaragq hamise xarici normal
gotiriiliir. Ovvalco X oxuna perpendikulyar olan (1) ve (2) sothlerindan
kegan tam seli hesablayagq:

[a.ds, = [A,dsP+ [AdSP.
AS,

AS, AS,
Burada dS{” va dS{ paralelepipedin (1) va (2) iizlorindski soth element-
loridir. dS® = (@S ), = (dSA,), =dS¥n, . Soklin (1) iiziinde #i, =1 ol-
dugundan n, =1 olur vo dS{’=+dydz aliir. Analoji olaraq
dS® =dS®n, alrq. Lakin (2) iiziinds fi,=-1 va n,, =-1 olur va
dS® = —dydz alinir. Paralelepipedin (1) va (2) iizlorinds A, (x + AX,¥,Z)

va A (x,Y¥,Z) oldugunu nazors alaraq, A, -larin bu sathlor iizra orta

giymatlarini hesablayiriq, yani A, -larin sath iizorinds her hansi néqtada

giymsatini inteqraldan konara ¢ixardaraq sathlar iizrs inteqrallama apar-
saq, asagidaki ifadani alariq:

[AdSP + [A,dSP =[A (x+AX)-A, (x)AyAz=

AS, AS,
= A, AxAyAz = %A, AV.
ox ox
Digar qosa iizlar iiglin da uygun hesablamalar aparsaq, son naticada
- O0A
JAd§=| Lx L s ny (@2.13)
A5 ox oy oz

boraborliyini alirig. Belaliklo gordik ki, Dekart koordinatlarinda
(92.10) va (92.13) ifadalori tamamilo tist-lists diisiir.

Belslikls har hansi néqtads divergensiyanin mévcud olmasi iigiin bu
ndqtani shats edan kigik qapali sathdan vektorun seli sifirdan fargli ol-
malidir. Bu sathin daxilinds sel yaradan vektori sahanin manbayi olma-
Iidir. Divergensiya sahonin monbayinin sixligini1 xarakterizo edir.

divA >0 olan néqtaler menba ndqtalori vo divA <0 olan ndqtaler iso
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mansab néqtalori adlanir.

Indi yuxarida baxdigimiz bu xiisusi hali imumilesdirek. Hamar S
sothi ilo hiildudlanmis V hacmins nazar salaq. Bu hacmi kigik AV, qafas-
larins bolak vo har bir qofesin hiidudlandig: sathi AS; ilo isars edok. S
sathino s6ykonon xarici qofaslarin konar sothlori S sathi ilo iist-iists
diigacokdir. Biitiin qalan digor AS; sothlorinin hissalari iki qongu qafas

iiglin eyni olacaqdir. (©2.12) diisturunu i-ci qafaso totbiq edarsk onu
asagidaki gokilds yazaq:

(divA), AV, ~ JAdS,. (92.14)
AS;

Qofaslarin hacmini sifira va onlarin sayini sonsuzluga yaxinlagdira-
raq (92.14) barabarliyini qafaslarin i sayi iizra comloyak. Barabarliyin sol

tarafinds divA -nin biitiin V hacmi iizrs inteqrali alinacaqdr:

j divAdV .
\'

Boraborliyin sag torafinds iso AS; sathlarinin daxili oblastlar {izrs in-

teqrallar1 bir-birini neytrallagdiracaq, ¢iinki iki qongu gofasin xarici
normallar1 bir-birinin oksino yonalmisdir. Yalniz S sathi iizra inteqral
qalacaqdir. Naticads agagidaki dsqiq inteqral miinasibati aliriq:

4Ad's'= jdivAdv. (92.15)
S v

Bu barabarlik Ostroqradski-Qauss teoremi adlanir (qarb adadbiyyatinda
Ostroqradski soyadin1 yazmurlar). Bu teoremi istonilon rangh tenzora
tatbiq etmoak olar:

v J

oT,
dT,dS; = j axkj dv (92.16)
N

Bunu isbat etmak tigiin bu baraberliyi sabit C, tenzoruna vururuqive k
indekslari izro comlomok kifayatdir.

Indi rotorun (burulganim) tayin edilmasina baxaq. M néqtasinds
vahid n vektoru ils tosvir edilon bir istigamat segok. Bu noqtani 6z daxi-
linds saxlayan vo n-o perpendikulyar olan kigik AS sathini quraqg. Bu
sathin konturunu / dolanma istiqamatini els segok ki, o, n normal: ilo
sag yivli burgu togkil etsin. M noqtasinds rotorun n istigamatinds proy-
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eksiyani bels toyin edirlor:

rot, A = lim —~f AdZ. (©2.17)

A5-0 AS ;
Burada A vektorunun qapali ¢ konturu iizrs inteqrali hesablamr vs
buna A vektorunun sirkulyasiyasi deyilir. A vektorunun hor hansi
ndéqtads rotorunun n istiqamstinds proyeksiyast n-a perpendikulyar

olan sothin konturu iizro A vektorunun sirkulyasiyasinin sathi sixligina
borabordir. Indi gostorsk ki, Dekart koordinatlarinda (92.17) ve
(92.11) diisturlan ist-iisto diiglir. Bu magsadlo n vektorunu OZ oxu
boyunca yonsldarak, XOY miistovisinds toroflori Ax va Ay olan ele-

mentar diizbucagqli AS=Ax Ay sathini quraq (sokil ©2.4).

Y
A
) P
o, -y
- Ax
h
zZ
Sokil ©2.4

AS sothinin konturu boyunca sirkulyasiyan hesablayanda, yuxari-
daki masalods oldugu kimi, inteqralin orta giymat teoremindon istifada
edacayik. Sirkulyasiyani bu xiisusi halda taqribi hesablayaq:

q‘;‘;dz = (j(Axdx +A,dy) ~A, (Y)Ax + A (x+Ax)Ay + A, (y + Ay)-(-Ax) +
{ [4

+A, () (-Ay) =[ A, (x + Ax) - A (x) | Ay —[A, (v + Ay) - A, (1)] Ax ~
O0A

~( Y —%J AxAy.
ox 0Oy

Bu ifadoni (©2.17) diisturunda yerins yazaraq alinmig naticoni (92.11)-

lo miiqayisa etsak rotz;x proyeksiyasin1 almig oluruq. Sakil ©2.4-daki

~
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diizbucaqlin1 digor miistovilordo qurmaqla alinmis noticalori (92.11)
diisturu ilo miiqayiss etsak rotx;‘; \) rotyA proyeksiyalarini alarq. Belo-
liklo (92.17) vs (9D2.11) diisturlar1 dekart koordinatlarinda tamamilo

eyni naticani verir. rotA -nin méveud olmasi iigiin A vektorunun xatlori
miitlaq burulmalidir, yani onlar ya qapali, ya da spiral sokilli olmalidir.

Indi (82.17) diisturundan istifads edsrak gox miihiim inteqral miinasibat
almaq olar. Farz edak ki, qapali ¢ konturuna séykonsn agiq S sathi ve-
rilmisdir. Sathin har bir néqtasinds normalin istigamati ¢ konturunu

dolanma istiqamati ils sag yivli burgu taskil edir. Bu sathi kigik AS; ele-
mentlarina bolak vo har bir elementin konturunu ¢, ils isars edok. Hor
bir sath elementina (82.17) diisturunu totbiq edak:

rot, A AS, = JAd¥; . (92.18)
2

Bu barabarlikds sonsuz kigik sathlors kegsak va sathlorin i sayi tizras com-
lomo aparsaq asagidaki daqiq barabarliyi alangq:

j rotAcTs=c§ Ad?. (92.19)
{

S

Bu, Stoks teoremi adlanir. Sag torafdo S sathinin séykandiyi konar kon-
tur iizra inteqral aparilir. Daxili konturlar iizrs inteqrallar bir-birini ney-
trallagdirir. Stoks teoremi sathdon kegan rotorun selini bu sathin soy-
kendiyi kontur iizrs vektorun sirkulyasiyasi ils slagalondirir.
Qeyd edak ki, (92.12) va (92.17) diisturlar1 koordinat sistemlarinin se-
¢ilmasindan asili olmayaraq istsnilon sistem iigiin dogrudur.

Vektori A sahasi hagqinda oyani tosavviirii vektor xatlori yaradir.
Bunlar els xatlordir ki, onlarin har bir néqtasina ¢okilmis toxunan hamin

néqteds A vektorunun istigamatini gostarir. Verilmis A (x, y, z) sahoasi-
nin vektor xatlorini tapmaq igiin miosyysn tonliklor sistemi yazmaq

miimkiindiir. Vektor xottinin kigik d? = (dx,dy,dz) elementinin A vek-

toruna paralelliyi sortini [Ad¢]=0 soklinds yazirlar. Bu vektori tonliyi
komponentlorinds yazaraq asagidaki iki diferensial tanliyi aliriq:

dx _dy dy _dz

Ax Ay Ay Az’

Bu iki sath ailssi ligiin diferensial tanliklordir. Bu sathlorin kasigmasi vek-
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tor xatlarini verir. Qeyd edsk ki, vektor xatlori sorti anlayigdir va onlar
yalmiz grafiki tasavviir yaratmagq iigiin igladilir.

Indi grad, div, rot operatorlarinin vektori v skalyar funksiyalara
tasirinin daha yaxs1 anlamaq vs inteqral teoremlordan bacariqla istifads
etmak iiglin asagidaki moasalo vo misallar1 hall etmoayi maslohat goriiriik.

Biz vektorlarin skalyar hasilini (AB), ya AB, ya da A-B soklinda, vek-
tori hasili iss [AB] soklinds yaziriq.

2.1. Asagidaki eyniliklorin dogrulugunu yoxlayin:

a) rotgrade =0, divrotA =0, rotrotA =[V[VA]]=V(VA)-V?A.

= ¢ o &
Burada V=A= P + 5 + P Laplas operatoru adlanur.
b) gradr= —r-, divi =3, rotf =0, grad(If)=1, IV)F=1.
r

Burada ¥ radius vektor, 1 sabit vektordur, r =[] va
(V)i = 1x3+1 i+1z-a— (ix+jy+kz)=1.
ox Yoy ‘oz
c) grad(ey) = pgrady +ygradg,
rot(pA) = grotA —[Agrade],
div(pA) = ¢divA + Agrade,
div[AB] =B rotA — A rotB,
grad(AB) =[ArotB]+(AV)B +[BrotA]+(BV)A,
rot{AB] = AdivB - BdivA + (BV)A — (AV)B.
Gostarig: 1ki funksiyanin va ya iki vektorun hasilinin téromasindon
va vektor hesabindan istifads etmak lazimdir (vektorun proyeksiyasini

yazmaq lazim deyil). V,A va B vektorlarinin skalyar, vektori va qarisiq

hasillorini diferensiallamani nazors almaqla agmaq lazimdir. Vektorun
verilmis differensiallamada halslik sabit oldugunu «c» indeksi ilo gosto-
racayik. Masalan,

div[AB] = V[AB] = V[A B]+ V[AB,]=-V[BA, ]+ V[AB, ]=
= —WE]AO + [?A]ﬁc = BrotA — ArotB;
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rot AB] =[V[A B]] +[VIAB, )= A, (VB) - (VA,)B + (VB,)A -
-B,(VA)= A(VB)-(AV)B+(BV)A - B(VA).
Hissa-hisso diferensiallamadan sonra «c» indeksini atiriq.

2.2. Asagidaki baraborliklori isbat edin:

- 0
[rotA] ;= Cik aAk s

1
C-grad(AB) = A(CV)B + B(CV)A,
(CVIAB]=[A(CV)B]-[BCV)A],
(VA)B = BdivA + (AV)B.
Géstoris: V-dan sagda dayanan funksiyalara (vektorlara) V-nin
névba ils tasirini nazars alin. Masalan,

C-grad(AB) = (CV)(AB) = (CV)(AB) + (CV)(AB, ) = A(CV)B+ B(CV)A .
2.3.9gor o(r) va A(r) yalniz r-in r =[f|=yx* +y* +2’ modulun-
dan, asihdirsa, V-nin onlara tesiri Vo(r) = %‘)Vr = (p’i va VA(r)=
r

=(Vr, %) =LA soklinds hesablanar. Bunu nazars alaraq asagidak: mi-
r

sallar1 hesablayin:
grade(r), dive(r)i, rote(r)f, (£V)o(n)F;
div(@r)r, rot(ar)r, dive(r)[ar], rote(r)[ar], div['r' [ar ]] , Tot [F [é’i’]];
grad(A(r)F), grad(A(r)B(r)), dive(r)A(r), rote()A(r), (2V)o(H)A(r);
Cavablar: L(p', 3p+1¢', 0, lp+7 ()] Q'
r r
4(a0),[a) 0, o + 193 - T o, 2(a), 373}
r
A+=(FA), S(AB+AB), L (7A)+ LAY, LA+ 2[iA1]
r T T T r T
-l.i: ra A
- (9'A+0A’);

a, £ vektorlan sabitdir.
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2.4. Kosirin téramasi diisturundan istifads edarok asagidak: baraber-
liklari yoxlayin:

gradp—§=;15—(f>r2—3f@f», rot[P ]=—(3r<pr) pr),

(ar) _2(@r) . @f 2 o r’a
grad r’ @ r’ )» grad @ar)’ (ar)’ g (517))’
otlg:—zf(?f),divE:O, rot [br] 2?_&5%)5

r T r’ (ar)?  (a@r)
el ol

@)’ @)’

p.a, b — sabit vektorlardir.
2.5. Gostorin ki, dive(r)f = 0 diferensial tonliyin halli ¢ = cr™ -diir.
2.6. <j’ r(an)dS vo q’(ar)ndS integrallarin1 hesablaymn. Burada a-

sabit vektordur, 1 sathin normalidir.
Gostorig: Inteqrallan sabit ¢ vektoruna vurmagla hesablayin.
Cavab: aV va aV -dir. V sathin daxilindoki hacmdir.

2.7. Qapali S sathi iizra olan q‘ nedS, cj' [ﬁﬁ]dS, cj (fib)adS inteqralla-

rinm1 bu sathin daxilinds galan hacm iizrs inteqrallara cevirin. Burada b-
sabit vektor, fi isa sathin normalidir.
Gostaris: Masaloni sabit ¢ vektoruna vurmagqla hall edin.

Cavab: Igrad(pdV, IrotﬁdV, I(B@)ﬁdV.
v \% v

2.8. Umumilogmis Qauss teoremi
Biz bu teoremi adi Qauss teoreminin xiisusi halindan istifads edsrok

isbat edocayik. Ogor (92.15) adi Qauss teoreminds A, =¢,A =A, =0
yazsaq, onun .[%;pdv =<j'(pnde sada goklini alariq. Burada x >y va
v S

X — z yazmagla slava 2 adad sads teorem alirig.
Forz edok ki, asagidaki sorti 6doyan diferensiallanan xotti f(a,r)

funksional: verilmisdir:
f(c,d, +¢,a,,)=c,f(@,,1)+c,f(a,,r).

Burada ¢, va ¢, ixtiyari skalyar sabitlordir.
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Isbat edak ki, agar V ixtiyari hocm, S onun sathi va i sathin norma-
hdirsa, asagidaki iimumilogmis Qauss teoremi dogrudur.

j £(V,T)dV = g £(ii, T)dS. (92.20)
v S

Burada f (ﬁ, 1) ifadassindaki \Y operatoru funksionalin daxilinds 6ziin-
don sonra golon (yazilan) vo T-don asili olan istanilon funksiyaya (fun-

ksiyalar sistemins) ixtiyari gokilds (rot, div, grad kimi) tosir edir. V -nin
yerini boraborliyin sag torsfinds f(@i,¥) funksionalimn daxilinds n

normali tam sakilds zabt etmis olur. (92.20) baraboarliyin sol terafini yu-
xarida verilmis qaydalara asason hesablayaraq son naticeni alingq.

. 29 <0 -0 -9
£(V, )V = f[i—+j-——+k—,F}3V= f(i—,f}!V+
Jro.oav= fel iz iz kot V=5

=0 -9 0 ..
+[f _]—,f)dV+ f(k——,r)dV= 2 f(,F)dV +
K - i
+ jﬁ £(§,F)dV + ji f(k,F)dv =¢f({,")n,dS +£(j,F)n,dS+
Vay VaZ S S
+£(k,F)n,dS =g f(in, + jn, +kn,,F)dS = £ (#,7)dS.
S S S

Biz burada xatti f(V,T) funksionalinin xassasindon vo Qauss teoreminin
sado sokillorinden istifads etdik. Forz edok ki, f(V,F)=[VA(¥)] soklin-
dadir. Bunu (92.20)-ds yerins yazsaq:

frotA(f)dV = J[AAG)KS (92.20")

diisturunu alariq. Qeyd edak ki, (92.20") diisturu ¢ox genis tadqiqat ob-
lastina malikdir.

2.9. Qapali kontur iizro aparilan q (pc—lz inteqralin1 bu kontura séy-
I

kanan sath iizra inteqrala gevirin.
Gostarig: Inteqrali sabit ¢ vektoruna vurmagla masalani hall edin.

Cavab: I[ﬁgrad(p]dS .
S

2.10. Qapali kontur iizro aparilan Cf udf inteqralini bu kontura soy-
14
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konon sath iizro inteqralla avoz edin (u, f skalyar funksiyalardir).
Géstaris: df = (VEde) oldugunu nazars alin.

Cavab: _ﬂgrad u-gradf jiS.
S

2.11. A vektoru V hocminds divA =0 vo hacmin sothinds A, =0
sartlorini 6doayir. Isbat edin ki, J'AdV =0 -dir.
A\

Gostarig: A -m1 sabit ¢ vektoruna vurun vo AC = div(A(CY)) ol-
dugunu nazars alin.
2.12. Cj [d?A] = I[[ﬁ?];\]ds eyniliyinin dogrulugunu yoxlaym. Bu-
l S

rada ¢ qapal konturdur, S hamin kontura séykanan sathdir va ii sathin
miisbot normalidir.

Gdstarig: Sol torafdaki inteqral sabit C vektoruna skalyar vuraraq
Stoks teoremindan istifads etmak lazimdir.

2.13. Umumilosmis Stoks teoremi

Bu teoremi isbat etmoak iigiin yuxarida gdstorilmis 2.9. va 2.12. eyni-
liklorinin ifadslsrindan vo adi Stoks teoreminin yazilmis formasindan
istifads edacayik:

Jdo= [[iVids,
[ S
didaeA]= [inviAKks,
¢ S
ddZA = frotAdS = [[VAlids = [[E91Ads .
£ S S S
Bu ug: ifadoni imumilssdirarak onu a§égldak1 sokilds yaza bilarik:
ddi¢-) = [[@vic-ds. (©2.21)

Burada () simvolu ixtiyari rangli tenzoru ifads edir. Yuxaridaki bera-
barliyin sol torafinds dI vektoru (--°) simvoiima no séi’éilda — skalyar;
vektor va qénsxq hasil soklinds vurulursa boraborliyin sag torafinds
[ﬁﬁ]_ Vcktoru da hamin simvola eyni sokilds vurulur.

2.14. Asagidéiéi Qrin diisturlarnin dogrulugunu isbat edin:
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a) [(oAy +Vo-Vy)aV = JoPyds,
A" S

b) [(pAy - wAGXV = (Vy - yVg)dS.
v S

Burada ¢ va y diferensiallanan skalyar funksiyalardir.

Gastaris: V(oVy) = oViy +Vo-Vy oldugunu bilorsk adi Qauss
teoremindon istifads etsok a) barabarliyini alariq (V? = A). b) borabar-
liyi tglin V(oVy~yVe)=oVy-yV2p oldugunu bilorok adi Qauss

teoremindon  istifade etmoklo teoremi isbat edirik. Adatan

eVydS = pVy - fidS = (p%ds soklinds yazilir.

93.

3.1. Oyrixatli koordinat sistemlorins kecid va bu sistemlards qrad, div,
rot, vo A-nmin hesablanmasi.

Fizikanin miixtalif bohslarinds Dekart koordinat sisteminden basqa
miixtalif ortoqonal va geyri-ortoqonal ayrixatli koordinat sistemlarindon
istifads edilir. Biz burada yalmz ayrixatli ortoqonal koordinat sistemlari
ilo mosgul olacagiq. Bunlara misal olaraq sferik, silindrik, elliptik va s.
koordinat sistemlerini gostoarmak olar. Biz syrixatli koordinatlar1 ayri-
xatli oxlar boyunca dayisen q,,q, va q, ils isars edacayik. Bu sistemin

ortoqonal ort vektorlarini €,,€,,€, soklinda gostoracayik.

Hor hansi néqtenin dekart koordinatlar1 bu néqtanin syrixatli ko-
ordinatlart ilo miisyyan funksiyalarla slagadardr:

x =1(9,,9,,9;), Y =£,(q,,9,,95), 2=13(q,,95,9;) - (©3.1)
% #0
aq;

sorti odonirsa (93.1) tonliklor sistemini torsino hall edarok q;-lorin x,-
lsrdan asihhgini tapmagq olar:

Ogoar funksional determinant sifirdan forqlidirss, yoni J =

q =F(x,y,2),q, =F,(x,y,2),9; =F,(x,y,2)..

Bt asililiglat blz:; malumdur. Masalon, sferik va silindrik koordinat sis-
€H13ri digiin (83 1) diisturlari asagidaki kimi yazilir:
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x =rsinBcosa, y =rsinOsina, z=rcos0;
Y @3.1)

X =rcose,y=rsino, z =z

Burada r,0,a sferik koordinat sisteminds va r,a,z isa silindrik koordi-

nat sisteminda noqtanin syrixatli koordinatlaridir. Biz (83.1') disturla-
rin1 bilavasita dekart koordinat sistemi ilo sferik va silindrik sistemlorin
miigayisasindan ala bilorik (bax: sokil ©3.1 a va b):

Sferik sistemds T-in X, y va z oxlan iizra proyeksiyasim hesablayi-
r1q, silindrik sistemds iss T-in x va y oxlar iizra proyeksiyasini alirig.

—

Ort vektorlar sferik sistemds €, ,€,,€, ilo, silindrik sistemdos iso €,,€,,€,

ilo isars edilir. Sokilde 8 bucag polyar, o iso azimut bucag: adlanir.
Bozon kontekstdsn asili olaraq azimut bucagimi ¢ vo ya y ilo isars

edacayik.

Z
A
z
: g
S e |
s ive
. > -y
¢ a\ N
y ’
o X/
a) b)
Sakil 93.1

g, ortunun toxundugu punktir yarimgevrays uzunluq ve ya meridi-
an xatti, € ortunun toxundugu punktir yarimegevrays iss en va ya para-

lel xott deyilir. Paralel xatt Z oxuna perpendikulyar olan miistovids yer-
logir.

Mbolumdur ki, dekart koordinat sisteminds tillorin uzunlugu dx, dy,
vo dz olan elementar paralelepipedin diagonalinin uzunlugunu vektor
soklinds asagidaki kimi gostors bilarik:

df=dx - +dy-& +dz-E,. (93.2)

Bu ciir uzunluq elementini istonilon ayrixatli koordinat sisteminds yaz-
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magq olar. Lakin nazars almaq lazimdir ki, sksar ayrixatli koordinat ox-
lar1 boyunca uzunluq yox, bucaqlar gostarilir (masalan, sferik sistemda
8 va a oxu boyunca). Ona gors ayrixatli koordinat oxlar1 boyunca
uzunluq elementi almaq {igiin koordinatlarin diferensiallarini miisyyan
parametrloro vurmaq lazimdir. Onda istonilon ayrixatli koordinat siste-
minds elementar uzunluq vektorunu

d?¢ =h,dq,, +h,dq,8, + h,dq,é, (83.2)

soklinds gostormak olar. h;,h,,h, parametrlori Lame amsallan adlanir

vo onlar imumiyyatlo koordinatlardan asilidir. Bu amsallan sferik va
silindrik sistemlarda ¢ox asanligla toyin etmok olar. Mesalon, €, istiqa-

motinds koordinatin artimi dr-dir. €, istigamotinds uzunluq elementini

almagq iigiin ©-ya dO artimini verarok d® markazi bucaga séykonan me-
ridianin elementar rd6 uzunlugunu nazors almaq lazimdir. €, istigams-
tinde uzunluq elementini tapmagq iigiin r-i paralelin yerlogdiyi miistoviys

proyeksiyalayaraq (r,,, =rsin0) bu proyeksiyani elementar da bucag

qodor firlatmaq lazimdir. Burada do morkazi bucaga sdyksnan gevra
qovsiiniin elementar rsin 0da uzunlugunu hesablamagq kifayatdir.
Belolikls sferik koordinat sisteminds elementar uzunluq vektoru

d? = dré, +rd6§, +rsin0dag, (93.2")

soklinds olur. Silindrik koordinat sisteminds €, va €, istiqgamatinds ko-
ordinat artimi artiq uzunluq elementi oldugundan, yalmiz €, istiqgamos-

tindski koordinat artimini uzunluq elementina g¢evirmak lazimdir. Bunu
da c¢ox asanligla hall edorak rda aliriq. Belslikls sferik va silindrik ayri-
xotli koordinat sistemlorinds Lame parametrlorini ¢ox asanligla
miisyyan etmis olurugq:

Sferik sistemda: h; =h, =L, h,=h, =r,h; =h_ =rsin6,
Silindrik sistemds: h, =h, =1,h, =h_ =r,h,=h, =1 (93.3)

aliriq. Malumdur ki, iimumi halda, hatta miirokkab koordinat sistemls-
rindo Lame parametrlorini agagidaki diisturla hesablayirlar:

h, =\/(i"—j +(@—J +(EJ =123, (93.4)
q; q; q;
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Oyrixatli koordinatlarda qradiyent. Fozanin hor hans1 (q,,q,,95)
néqtasindon ona ¢ox yaxm olan (q, +dq,,q, +dq,,q, +dq;) noqtesing
yerdayismo zaman skalyar ¢ funksiyas1 asagidaki gokilda doyisir:

do =22 dg, + -2 dq, +—-d,. (©3.5)
0q, aq, 0q;

Bu dayismoni biz skalyar hasil soklindo yaza bilarik:
do=Ve-df =(Ve), -hdq, +(Ve), -h,dq, +(Vg), -hydq,. (B3.5)
Yazilmig iki ifadonin miiqayisasinden

= 19 5 1 oo = 1 oo
Vo), = Vo), =——, (Vo)q; =——
o h aql - h, dq, } h, dq,

miinasibatlorini aliriq. Beloliklo ¢ skalyarinin oyrixatli qradiyentini
asagidaki gokilde yaziriq:

Vo=t 005 1005 100, (©3.6)

=——1g +——8,+———¢;.
h, oq, h, &q, h; &q,

Indi (©3.3) Lame parametrlorindon istifads edorak gradiyentin sfe-
rik va silindrik koordinatlarda ifadssini askar sokilds yaza bilarik (bunu
golacokds edacayik).

Oyrixatli koordinatlarda divergensiya. Divergensiyanin alinmasinda
hacm va sathdan istifads olunduguna goérs, avvalcs hacm elementini (oy-
rixatli elementar prizmani) quraq (sokil ©3.2)

o,

hdg,
B(9195.93) i E(g, +dg,-)

Sokil 932

Sakilds oxlar boyunca elementar uzunluglar, ort vektorlar vo bazi
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sath néqtalerinds koordinatlar va onlarin elementar artimlar: gostoril-
misdir. Hesabat sag koordinat sistemindos aparilir. Oyrixatli koordinat

sisteminds hor hans1 A vektorunu komponentlora ayrilmis gokilda ya-
zaq:
A=A 8 +A & +A_E,.
Bu vektorun sakildoki elementar prizmanin ssthindan kegan cj' AdS se-
AS,4;
lini hesablamagq lazimdir. Prizmanin sonsuz kigik h,dq,,h,dq, va h,dq,
tillori limitds bir-birine perpendikulyar oldugundan prizmanin hocmi

dV =(h,h,h,)dq,dq,dq, (93.7)

olacaqdir. Prizmanin 6n iiziiniin (BCDE iizii) xarici normali €,-nin ok-
sina yonaldiyindan bu iiziin sothi

dS = -(h,dq,)(h,dq, ), = —(h,h,)dq,dq,E,

olacaqdir. Bu iizdo AdS hasili f\d§=—(h,h3qu )dq,dq; olur. Prizmanin
arxa liziiniin (B,C,D,E, iizii) sath elementi dS = (h,h;)dq,dq,€, -dir va bu
iz q, koordinatinin q, +dq, qiymstins uygun miistovids yerlagir. Bu
sathdon kegon selin qiymati do koordinatin q, +dq, qiymstino uygun
olmalidir. Mslumdur ki, diferensiallanan har hansi F (q, +dq,) funksiy-
asin1 togriban F(q,) +£dq2 soklinds yazmaq olar. Biitiin bunlar no-

2

zors alaraq 6n vs arxa sathlordon kegon A -nin tam selini asagidaki kimi
yazmagq olar:

0 1 0
—(hh;A_)dq,dq,dq, =————(h,h.A_)dV.
aqz( ;A )dg,dq,dq, h,h,h, 6(12( ih3A)
Analoji olaraq alt vo iist sothlordon kegon tam seli X
h1h2h3

Xa%(h'th‘“ )dV saklinds yazmaq miimkiindiir. Buna oxsar olarag yan
3

sathlordon kegon tam seli asagidaki kimi yaziriq:
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! ———(hhA )dv.
h,h,h, oq

Bu ii¢ seli toplayaraq elementar prizmanin tam sathindon kegon A vek-
torunun seli igiin asagidaki naticoni aliriq:

{—(hhA )+ (hhA )+ —— (hhA )}dV (93.8)
aq oq,

Burada dV hocm elementinin 6niinds dayanan komiyyat ayrixatli dive-
rgensiyadir:

1
hlh2h3

X

divA = (VA) =

{6q (hahyA )+ =— (hhA yo— (hhA )} (93.9)

Sonsuz kigik hacm iigiin I FdV = FdV olduguna gora (93.8) diisturunu
JAdS = [(VAxv (93.10)

soklinda yazmagq olar. Bu, divergensiya teoremidir. (93.10) sonsuz kigik
hacm va kigik sath iigiin yazilmuigdir. Lakin biz sonlu hacmi sonsuz kigik
hacmlors bélarak, har bir kigik hacm iigiin (93.10) diisturunu yaziriq va
sonra bu hacmlar iizrae comlomo apararaq (93.10) disturunun istonilen
sonlu hacm va sath {igiin dogru oldugunu gostora bilarik.

Opyrixatli rotor. Biz fozada hor hansi bir B(q,,q,,q;) ndqtssindan
baslayaraq q, koordinatim sabit saxlamaqla, q, va q, koordinatlarina
kicik artimlar verarok 4-bucaqh bir gargiva alds eda bilorik (sokil ©3.3).
Bu ¢argivanin konturu boyunca har hansi A vektorunun (j Ad? sirkulya-

siyasin1 hesablamaliyiq. Hesabat sag koordinat sisteminde aparildigina
gora gorgivanin sothinin miisbat normah konturu dolanma istigamti ilo
sag yivli burgu toskil edarak sotho perpendikulyar olan €, istiqgamotinda

yonalocakdir. Onda ¢orgivanin elementar sathi dS = (h,h,)dq,dq,§, olar.
Konturun alt kenarmm uzunluq elementi d? = h,dq,&, -dir va bu elemen-

tin sirkulyasiya inteqralina verdiyi slave Adl= (h)A, )dq, olacaqdur.
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iy

!

Di{g, +dg., --
Clay +da, ) (g, +dg, )
hydg,
h1d‘i'1 _\é-l
B(a19293) E(q,+dq, - )

Sokil 3.3

Konturun st kenarinin verdiyi slavs AdZ,, = —(h,A, )dq, olur (burada

dzm =—h,dq,€,-dir). Lakin bu slavs q, koordinatinin q, +dq, qiyme-
tinds hesablanmalidir. Bu iki alaveni birlikda gotiirsok

0
[_ (hlAql )Q2+dq1 + (hlAq. )Q2 }qu = _[a_(hlAql )]dqlqu
2

alanq. Buna oxsar olaraq sag va sol konarlarin verdiyi birgs slava

h,A, ) |dq,dq,
[6q,( )}qq

olur. Belaliklo baxdigimiz ayrixatli inteqralin cavabi

JAd7= [——(hA )- (h Aq,)}dqldqz
&q

1 10 L .3
hh [aq (h,A, )~ 2(h,Aql)Jes.dS (93.11)
olur. Sag torafda A -min rotorunun €, komponentinin dS elementar sat-
hdsn kegan seli ifada olunur. Rotorun €, vo €, komponentlorini analoji

yolla hesablasaq, A vektorunun ayrixatli rotorunun tam ifadssini alanq:
o -
rotA = [VA]= —1—[_—(11 A)--2(ha, )]el "
aq, aq,

2 3

A h,A_ )6, +
[aqf o) aql( )]e
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1 0 0 -
+ —(h,A )-— (A )]e } (93.12)
iy |:aq1 v oq, s

Biz sonsuz kigik sath va kontur igiin (©3.11) diisturunu
JAdz= J[VAXS (93.13)

soklinda yaza bilorik. Dlbatts, sonlu sathi coxlu sayda sonsuz kicik sath-
lorin comi soklinda gétiirarak va hor bir kigik saths (93.13) diisturunu
totbiq etmakls vo bu sathlar iizro comloms aparmagla bu diisturun sonlu
soths va sonlu kontur iigiin dogru oldugunu gostarmoak olar.

Oyrixatli koordinatlarda Laplas operatoru. Bilirik ki, gradiyentin
divergensiyas1 Laplas operatorunu verir:

divgradp = V(Vo) = Vo = Ap.

Oyrixatli grad (93.6) diisturu ils va ayrixatli div ise (93.9) ifadssi ilo
tasvir olunur. Magsadimizs nail olmaq ii¢iin divA -nin (93.9) ifadesinds

Aq,-in yerino grade -daki hlgqi haddini yazmaq lazimdir. Eyni gayda

1 1

ilo divA -da Aq,-nin yerina 1% vo Aq,-iin yerina iss 1% yaz-
2 2 3 3
magq lazimdir:
62 EA =
(P (P hlh2h3 g
x{—a—(——hth 9‘3)+ 0 (h'h3 a“’}r 0 (h'hz a“’)l (93.14)
dq,\ h, 8q,) 0q,\ hy dq, ) 0q9;\ h; 095 )

Bu, ayrixatli koordinat sisteminds Laplas operatorunun ifadasidir.

3.2. Sferik va silindrik sistemlords grad, div, rot vo A-nin ifadalori.
Oyrixatli koordinatlarda yazilmis (83.6), (93.9), (93.12) va (93.14)
diisturlarinda (93.3) Lame parametrlorini nazera alsaq ¢ox asanligla
yuxaridaki operatorlarin askar ifadolorini yaza bilorik. Ovvalco sferik
koordinat sistemindon baslayaq. Yuxandaki disturlarda névbs ilo
h,=1, h,=r, h,=rsin8, 0 =£, 9 =i, _?_=_6_, A=A,
dq, or oq, 08 0oq, oOa @
A, =Ag Ay =A, § =¢.,€,=¢, Vo & = ¢, yazaq:
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gradop =¢, g(rp £a00, % %

r 00 rsmeaa
divA=i2——a—(r2A,)+ ,1 —(Aesin9)+ 1 aAcl;
r°or rsin9 60 rsin® do

(rotA)r= _1 i(AGl sin Oy ;
0 O oo

rsin
1 3A, 13(rA,).
rsin@ o r or

(ro tZ\)a =16(rAe)_l aA,;
r oOr r 00

2
A(p—— ( 2 6(p) _1 (smea(p) _1 - ﬁg—
or o) r s1n669 00 ) r’sin’0 da

Silindrik koordinat sisteminds yuxaridaki operatorlarin askar ifadsls-
rini almagq ii¢iin (93.6), (93.9), (93.12) vo (03.14) diisturlarinda h, =1,

h2=r’ h3=1’ _a_=i, 9 :i’ 9 =—a—= Aq =Ar’Aq =Aaa
dq o 0q, Oa 0q; Oz l ’

A, =4, € =€, € =8¢, & =¢, yazmaq lazimdir:

(rotA), =

gradp=¢€,— 6(p S +€, %,
roon ‘oz
leA_ laA GAZ;
ror r oo oz
10A, 6A
(ro), =1 2 _
r oo az
(rtA _aA 0A,
az or ’
(rotA) -——(A )—l%——
r oo
10 o9, 10 2p 0
A Tk o &
= alx) o T o

3.3. Sferik koordinatlarda Laplas tonliyinin halli olan skalyar fun-
ksiyanin asagidaki sortlor daxilinds ifadssini tapin: funksiya yalmz a) r-
don asilidir, b) yalniz 6 -dan asilidir, ¢) yalmz o -dan asilidir.

Gostarig: yuxaridaki sortlor daxilinds Ap =0 tonliyini holll etmak

lazamdir.
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Cavab: o(r) = A+13-, ¢(8) =A+Blntgg, o(a) =A+Ba.
r

3.4. Silindrik koordinat sisteminds A =0 Laplas tonliyinin a) yal-

mz r-den, b) yalmiz a.-dan vs c) yalmz z-dan asih olan hallorini tapin.
Cavab: ¢(r) = A+Blnr, ¢(a) = A + Ba, ¢(z) = A +Bz.

o4.

4.1. 5 -funksiya, onun xassalari va tatbiqi

Dirak 1926-c1 ilda & -funksiyam geyri-maxsusi sinqulyar funksiya
kimi elma daxil etmisdir. Bu funksiya ndqtovi obyektlorin (noqtavi yik,
ndqtavi kiitlo, néqtovi elektrik vo maqnit momentlori, néqtavi yiikiin ya-
ratdign corayan va s.) sixhfim tosvir etmok iiglin islodilir. &-
funksiyalardan ham klassik fizikada, hom da kvant nazoriyyasinds genis
istifads olunur. Miiasir riyaziyyat & -funksiyan iimumilogmis funksiya-
lar sinfins aid edir. Lakin fizikloer & -funksiyaya geyri-moxsus sinqulyar
funksiya kimi baxaraq biitiin masalolari daqiq hall eds bilirlar. Biz ds bu
yolla gedacayik. Dirakin 8 -funksiyasi asagidaki iki xassoni 6dayir:

0, x # x, olduqda,
1) S(X - xl) = 00, X = XIOlduqda>
(4.1)
2) [80x-x))dx =1,
Xiisusi halda x, = Oolarsa, onda
0, x # 0, oldugda,
1) 6(X) = w’ X = O, Olduqdaa
@4.1)

2) +jf&(x)dx =1

olar. Burada (—,+) inteqrallanma oblastin1 x, ndqtasini (vo ya sifir
néqtasini) 6z daxilinds saxlayan [— a,+a] oblasti ilo avaz etmak olar. o -

funksiya miixtalif gokillors malikdir va biz asas matindas §34-ds bu fun-
ksiyanin an ¢ox yayilmig sads sakli ilo mosgul olmusuq:

— T T S | ikx
6(x)-11(15;5(1<,x)_m§;£(e dk—%[:e dk.

(©4.2)

500



(94.2) bir olgiilii & -funksiyanin asas soklidir. Bozon ™ = coskx +
+isinkx yazaraq 8(x) funksiyani daha sads

.1 px . . 1
o(x) = él_)rgz _[K (cos ka-:L sinkx)dk = P Ecos kxdk =
1
== f coskxdk (94.2")
T

soklinds géstorirlar.
Biz burada & -funksiyanin miihiim xassalorini isbat edacayik. Ogor
f(x) funksiyas: diferensiallanan sonlu funksiyadirsa, onda

[T1e08(x ~x,)dx = £(x,) (D4.3)

miinasibati dogrudur. Bunu isbat etmok iigiin d(x —x,) -funksiyasinin
X =X;-in yaxin strafinda sifirdan forgli oldugunu v inteqralin orta
qiymsati teoremini nozars alaraq, yaziriq:

E f(x)0(x —x,)dx = Tf (x)8(x —x,)dx = li}}g f(x, + aa)XTS(x ~X,)dx =

X-€

= lir{)xf(xl +ae) = f(x,). (94.3")

Burada [-a,+a] seqmenti x, néqtasini 6z daxilinds saxlayan oblastdir.
a isa secilmis parametrdir (jo| < 1).
8 -funksiya 6z daqiq manasina inteqral altinda nail olur. Bunu naze-
15 alsaq asagidaki iki miinasibatin dogrulugunu yaqin edarik:
f(x)o(x' - x) = f(x)8(x' — x),

x8(x) = 0. (©4.4)

Bu miinasibstlari inteqrallasaq, onlarin dogru oldugunu gérarik.
Farz edak ki, & -funksiyanin arqumenti har hans1 F(x) funksiyasidir

vo o, miioyyan sayda sado koklora malikdir: F(x,)=0, burada
X,(s=12,.n) funksiyanin sads kokloridir. Indi inteqrallanma oblastin
ayri-ayn [x, —g,,x, + g, |intervallarina (g,)0) elo bdlak ki, har bir inter-
valda F(x) funksiyasimin bir kokii yerlogsin. Inteqrallamada x-dan yeni
U dayisonins kegak:
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F(x) = U, dF(x) = dU, F'(x)dx = dU, dx = du _du

Fx) U
Asagidaki inteqrali hesablayaq:
XgtEg F(Xs+€s) dU
g.= [fBFMx= [ f (¥ =
Xg—Eg F(Xs-€5)
esUs +%8§U§ +- dU
= J’ f(x)8(U)—. (94.5)
12 U
-ggUg +58gUg+

2

Biz burada F(x, t¢&,) funksiyasini siraya ayirmisiq:

1 1
F(x, t€,) = F(x,) t£F(x,) +583F'(xs) +-=+g U’ +Eafug .
U, =F(x,)=0, U, =F(x,) % 0.

g, parametrini elo segok ki, (94.5) ifadssinda inteqralin yuxari vo

asagl sorhadinin isarasi €,-in xatti hissasilo toyin edilsin. Onda U.>0

fix) _f(x)
U, Ul

olduqda g, = ar.

Ogor U, <0 olarsa, biz inteqralda ssrhadlorin yerlorini doyisirik ki,
asag sarhad yuxaridakindan kigik olsun:

ISPV () B (AT (6
8. =~ [, FOOT U= =1

Integrallanmanu biitiin intervallar iizrs aparsaq,

[ £G0BEGONx = g, = ek

s=1 s=1 F'(XS)I
olar. Bu ifadani almagq iigiin simvolik olaraq
2 8(x—X,)
SFx) =) —— (©4.6)
le [F'(x,)
yazmaliylq. Son ifads & -funksiyanin osas xassolorindon biridir. Sade
halda F(x)=ax va F(x)=x’-a’ olarsa, 5(ax)= %()l(—) va 8(x*-a?)=
a
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_d(x—a)+6(x+a)
2|
8 -funksiya ¢iit funksiyadir, ysni 8(x -x,)=38(-x +x,). Dogrudan

olar

da (©4.3) ifadasinin sol tarafinde 8(~x +x,) yazaraq, yens do inteqralin
f(x,) oldugunu yoqin edoarik. & -funksiyasim siraya ayirmaq vs onu di-

ferensiallamaq miimkiindiir. Ogar integral altinda & -funksiyanin toro-
mosi istirak edirsa, biz ifadoni hissa-hisss agaraq son noticani ala bilarik:

f f(x)ﬂ%‘l—)dx = (x)8(x —x,)|? - f %ﬁ(x —x,)dx = —afa(x—’:') .(84.7)
Burada a <x, <b.

d -funksiyasim kosilmoz funksiyanin limit hah kimi do géstormok
olar. Asagidaki kasilmaz funksiyaya nazar salaq:
_ak SInkx 1

dk = —arctg X, (04.8)
k T o

1
v(x,@)=—['e
Bu funksiya asagidaki limit halina malikdir:

1

—, x> 0olarsa,
limy(x,a) =4 2 | (94.8")
o0 —o X< Oolarsa.

Baxdigimiz funksiyanin x-o gora téramosini 8(x, o) ilo igaro etsok

Y'(x,a) =3(x,0) = 1 fe"‘k coskxdk = L - o - (94.9)
n n o’ +x

alariq. (94.9) diisturunda inteqrali agmagq iigiin istlii funksiyaya kegmi-
sik:

Jle™ costondi = ['e72 e )k = 2 ['(eH0o#) sekooy g =
_ l 1 : ek(—on+ix) ) + - ek(-m—l‘x) ) = l{ ml —+ m - %:
2 |—a+ix o Ta-KX oy 2 {-otix —a—ix
a
) | 049
aZ +x2 ( )

&(x,a)-nin o — 0-da limiti
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0, x # 0olduqda,

Ll_lgﬁ(X, (X.) = {OO, X = OOlduqdaa

olur. Belalikls, biz limitds & -funksiyan: aling:

5(x) = lim 8(x, ) = lim - — 2.
00 T o +X

(94.11)

Golacakds biza (94.9') integralina oxsar olan agagidaki inteqral da
lazim olacaqdir:

e—ak : kXdk - e—ak 2 e1kx _ amikx dk - ek(—a+|x) _ ek(—a—lx) k =
fesin fer g k= [« M

X (8.4.9")

a? +x?

Indi nozori hesablamalarda ¢ox istifads olunan miihiim bir diisturun —
Sokotski diisturunun alinmas: ila mosgul olaq. Burada eyni bir inteqra-
lin miixtolif variantlarda yazilmasindan istifads olunacaqdir. Asagidaki
sados inteqral agaq:

f eiCriodk g — __1_ elixk-ak) o = - 1. . (94.12)
w0 i(x +ia) i(x+ia)
a0 a—0

Bu inteqrali bagqa sokilds yazaraq, onu yeniden hesablayagq:

o a—0

[eox i = [e= coskxdk +i [ e*sinkxdk.  (D4.13)
0 a—0

Burada istirak eden inteqrallar biz artiq (94.9") vo (94.9") diisturlarin-
da hesablamisiq:

o

b
a?+x2

—ak s X
fe * sinkxdk = —
a0 a”+X

fe"“" coskxdk =

a—0

(94.14) ifadslorini (94.13) —do yerina yazaq vo (94.13) diisturunu
(94.12) ilo miiqayisa edak:

(04.14)

-1 o X
- T .
i(x+io) o?+x* a’+x’
a0 a0 a—0

Bu boraborliyi «-i»-ys vuraraq (94.11) diisturunu nazers alsaq:
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= -ind(x) + 5—— (94.15)

X +ia o’ +x
olar. Bu diisturdan bazi inteqrallarin agilmasinda istifads edilir vo bura-
daki biitiin hadlar inteqralin altinda yazilir. Inteqralda haqiqi ox iizerin-
do moxsusiyyst ortaya ¢ixarsa, biz inteqrali bag qiymst monasinda aca-
r1iq (I'naBHOe 3HaueHue va ya Prinsipial value). Ona gors (94.15-ds) axi-
rinc1 haddin qabaginda P simvolu yazilir:

LI B 1
o’ +x? a? +x? X
a0 a—0 a0
Son naticads
_ — ind(x)+PL. ©4.15)
X +io X

a->0

diisturunu aliriq. Bu moghur Sokotski diisturudur. (94.15’) diisturunda
X —> —X yazaraq, alinmis ifadoni «-1»-3 vursaq, diisturun basqa varian-
tin1 alangq:

=ind(x)+ Pl.
X

X —io
a—0

Bu iki ifadoni birlasdirarak Sokotsk diisturunun iimumi ifadssini yaza
bilarik:

— = Find(x) + Pl. (04.15")
X tio X
a0

Sokotski diisturlan bir ¢ox fiziki masalalorin riyazi hollinds effektiv rol
oynayir.

d -funksiyalarindan iss klassik vo kvant fizikasinin diferensial ton-
liklorinin hsllinds, Qrin funksiyalarinin qurulmasinda, kommutasiya
miinasibatlorinds vs s. genis istifads olunur.
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MOSOLO VO MISALLAR

4.2. x, ndqtasi sonlu kasilmas néqtasi olan
f,(x), X < X, olduqda,
t(x) = f,(x), x > x,, olduqda,

funksiyanin téromasinin asagidakina barabsr oldugunu isbat edin:
f/(x), X < X, olduqda.
£/(x) = h8(x —x,) + h = £,(x,) £, (x,):

f,(x), X > x, oldugda.
Gostarig: f(x) funksiyasini belo segin:

£(x) = [% Fy(x- xo>)f2 x) +G—y(x —xo))f, x).

Burada y(x - x,) (94.8') sortini 6daysn funksiyadir.

1, x >x,o0lduqda,

4.3. Gostorin ki, sonlu kasilon 9(x)={ Xevisayd

0, x < x, olduqda.

funksiyasinin toromasi 8 -funkstyadir: 99 _
X
Goéstaris: Ovvalki masaladan istifads edin.
4.4. Asagidaki inteqrallar hesablayin:

[ ~2x +3)8(-2x)dx; [ (x+5)8(x +6)dx;

o8(x).

j:(x +3)3(x +3)dx; [me“"?)(xz +x —2)dx;
[ (4% +5%)8(2x +3x ~1ydx; [RIEEEN

Cavablar: 2; -1;0; 1 (e* +e7%);0; -1—
2 3 2
4.5. Asagidaki ifadolori sadslogdirin:
(x-a)d(x—a); f(x)d(x—a); (3x’-7x)8(2x*-6x+4).

Cavablar: 0; f(a)d(x — a); 56(x — 2) — 26(x - 1).

4.6. Liyenar-Vixert potensiallarinin 5 -funksiya vasitasilo hesablan-
masl.

Liyenar-Vixert potensiallar1 néqtavi relyativistik yiikiin yaratdig
sahanin potensiallardidir. Biz §63-ds onlar sads disulla almigiq. Indi iso
bu potensiallari yiiklor sisteminin yaratdigi gecikan potensiallardan isti-
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fads edarsk hesablayacagiq. Gecikan skalyar potensialin ifadesini yazaq

(§62):

{2
(R, 1) = I—R——C—(df’) . (94.16)

Burada 1’ yiiklor sisteminin p yiik sixhginin yerlasdiyi hacm elementi-
nin radius vektorudur, zamandan asili deyildir va inteqrallanma para-
metridir, t-miisahide amdir, Ro miisahids néqtasinin radius vektorudur,

R= |§0 - F’| hacm elementi ilo miigahids ndqtasi arasindaki moasafadir va

, R . . . . o
t'=t-— gecikmo zamanidir. Liyenar-Vixert potensialin1 almaq iigiin
c

(94.16) diisturunda gecikmoani daqiq nazars alaraq yiiklsr sisteminin V
hocmini sifira yaxinlagdirmaliyiq, yani néqtavi yiika kegmaliyik. Gecik-
moni agkar gostormak ligiin (94.16)-m bels yazinq:

. c —’[ -
¢(Ro,t) = lim VIT(dr )=

I ZI|% |[ |R°;f’IJ(df')dt’. - (D4.16)
V

Burada [t;, t,] seqmenti & -funksiyanin arqumentinin sifir néqtasini 6z
daxilinds saxlayan zaman intervalidir. Son diisturda t' iizro inteqral-
lanma aparsaq, 3 -funsiyasinin kémayi ils svvalki diistura qayitmis olu-
ruq. Indi farz edsk ki, yiiklor sistemi noqtavi e, yiikiinden ibarastdir va

onun radius vektoru I (t")-dir. Onda p(¥’,t") noqtovi yiikiin sixligi
olacaqdir vo onu p(t',t) = €,8(t' -1, (1)) soklinds yaziriq. Bunu (9.16')-
ds yerine yazaraq 8(t' -, (t')) -nin kdmayi ilo hacm iizrs inteqrallanma
aparirlq. Noaticods hacm iizro inteqral aradan ¢ixir vo inteqralalti fun-
ksiyada 1’ vektoru T, (t') ilo avaz olunur:

¢(Ro,t) = I—-S M (at").
I (1) c
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(©.16") diisturunda yazilmig limV — 0 sorti artiq son diisturda av-
tomatik nozars alinmisdur, ¢iinki néqtovi yiikiin hacmi sifirdir. Biz §63-do
noqtavi yiik olaraq elektronu gétiirmiigiik ve onun yiikiino e va radius

vektoruna F'(t") demisik. Ona gors son diisturda e, =e va L, (t") =T'(t)

yazaq va lﬁo —'r;(t’)I = |ﬁo - f’(t’)' = R(t") qisa yaziligdan istifade edok:

LR ))(dt ).

0

R( D) (

Burada & funksiyamin arqumenti miirakkab funksiyadir ve onu

F(t) =t/ — t+ 2
c

sinin bir hoqiqi kokii vardir vo ona t,-deysk. Onda F(t;)=0 olur. &-

ilo isara edok. Bozi miilahizalers gore F(t") funksiya-

funksiyanin (94.6) xassasino asason

St
B(F(1) = T
dt’
yazaraq, son naticoni aga bilsrik:
e e
Ro,t) = — = — . 04.16"
9(Re.H) dR(t) A V)R ( )
+ R(tH}1 '
car | ROP-—| bz

Biz burada §63-64-ds aldigimiz boazi sads ifadslorden istifads etmisik:

dR(t) d = _dr(t)

g T r'(t)) = v =-V(t)

— elektronun siiratidir, R2(t') = R*(t') berabarliyini diferensiyallayaraq

dR(t ) dR(t ) vaya dR(t")

IR(t)—2 o R( ;=

=2R(t")— =-V(t)ii(t")

ahiriq. n(t') komiyyati R(t) istigamatinds vahid vektordur. Galacakda

adaton sadalik xatirine fi, V ve R vektorlarmin t' arqumentini yaz-
mayacaglq. Indi (94.16") diisturunu yigcam sokilds yazaq:
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o(Ro,t) = RO (84.16™)

—°
R(1-Bii) =32
Bu, Liyenar-Yixertin skalyar potensialidir. Borabarliyin sag torafinds

V)
Cc

biitiin funksiyzlar t' aninda gétiiriilir vo p(t’) = . Liyenar-Vixertin

vektor potensialint analoji yolla yiiklor sisteminin yaratdigi gecikon vek-
tor potensialin ifadasindan aliriq:

o)
ARo,t) = lim— j ~ @)=

: Iﬁo—f'l e
_IVI*"CV”] | [ - (dt)dt". (94.17)

Noqtevi yiik iigiin j(F',t') = e,V (t)8(F' —1,(t") seklindo yazilir. Analog-
iyan1 davam etdirsak

ARot)=p R = =Bo (84.17")

R(1-Bi ))‘ =t

alariq. (94.16"") vs (94.17") diisturlan elektron ligiin yazilmig Liyenar-
Vixert potensiallar1 adlanir va onlar §63-ds alinmig ifadslarlo iist-iists
diigiir.
4.7. Noqtavi relyativistik elektronun sahasinin E vo H intensivliklori-

nin agkar ifadslorinin alinmasi
Verilmis masalonin halli ligiin potensiallar1 asagidaki sokilds yazaq:

€ | ARo=—_. (0418
Rc—-VR| Re-VR|,

o(Ro,t) =

§64-ds alinmus bazi ifadalori bizo lazim olacaq gakilda gotiirok:
H__ R o, i dR_ o dR()_ VR
dt’ R

— -

Vit
at " ¢cR-VR c-—- nV dt

- H

E vo H -1 hesablamagq iigiin biz potensiallardan R,-a gora grad va
rot almaliyiq va onlar t-ya gors diferensiallamaliylq. Lakin nazors al-
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maq lazimdir ki, potensiallar ham bilavasits Ro-dan asilidir vo hom do

t' vasitasilo Ro-dan asih olur. Diger tarafdan potensiallar yalniz t' vasi-

tasilo t -don asilidir. Potensiallarin bu miirokkob asililigini nazars alaraq
hesablamani apaririq:

o= 10A 10A &' = o0 =
ER,,t)=———-gradp=———-—-V =V, t.
Ror) == 8= o o VM T
Buradaki har bir haddi ayriliqda hesablayaq ve sonda onlar toplayagq.

eV(Ro-VR)—eV| —c R _ (VR = V?)
16Aa¢ 1 Rc R )

cot &t cRc-VR. (Rc—VR)? T
_ eRV(Re—VR)+eV(c(VR) + R(VR)-RV?) _
(Rc-VR)
eV eV

- — —(c(BV +<’R—V2;
R(c-iV)’ Rz(c-ﬁvf(( ) )

- ec - -
Ve o=——a— V(Re-VR)=———(c=-V)=
RO(P (RC—VR)Z ( ) (R ) ( )
ec

= —(cn-V);

R2(c~"V)2( )
MGt = (iV+VR-V) =
ot (Rc-VR) c-nV R*(c-nV)

x (ciV + VR = V)i

op=, 1 ec { - ii

—gradp=-V, o Vt'=—— =1 V4 ¢~ (EV)c +
grace R, P ot' R? (c-Vii)? c—-nVv ( @v)

fe@)+VR-VHle— L g, 0 v i FR)l

@v) )} Rz(c—-Vfi)Z{ c—ﬁV( )

eV V.
R(c-iV)? R2(c—

% —V'f' n__' (c2 _V2 +VR) =e —%(—V(C*ﬁV)—V(Vﬁ)ﬁ'
c—-nV R(c—-1V)

lesl}

eC
) (C(nV)+VR V )+mx
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+ci(VE)) + = L

W(”V(Cﬁv -V ) + C(C - ﬁV)(—V) + Cﬁ(C -V ))} =

1
——_.“‘X
R?(c-1aV)’

e ﬁ[cﬁ-v,ﬂ 3
N e(c’ - V?)(fic-V)
R(c-iV)? R%(c-iiV)®

1 = S = ~
=4 ————==|cn(@V)-AV)V-cV+{V)V |+
{R@—ﬁvf[ EV)-@EV) @) ]

X [(c2 —Vz)(ﬁCV)]} = = El + E2'

. R : ) L
Burada 1 = X yazsaq va surot va maxraci ¢’ -na bolsok matindaki diistu-
ru alariq.

Indi H(R,,t) intensivliyini eyni iisulla hesablayagq.

H =rotA = lrot(p\7 =L otV + ll:grad(p, \7] —— v
c c c R(c-Vn)

+—1-[\7, 3 ec_... > —\7+ n___. (CZ—V2+\7R) =—‘—e_'_.—2><
ct "R(c-nV) c—nVv R (c-1nV)

= e - A e
XAV |+ ————| V@i (- V*+VR) = —————x
[ ] Rz(c—ﬁV)3[ ]( ) R(c-iiV)’

N . e(&-VH| Vi
x{[Vn](Vn)—[nV:I(c—nV)}+ Rz(c—ﬁgf ]_—_
e(c? —VZ)[ﬁ, ﬁc—V]

R%(c-@V)

e ol - -
= m[n [n [cn —V, V]]]+

H-la E -nin miiqayisasindon aliriq:
H=[aE]=, +0,.

Bu olavada & -funksiyadan xeyli damisdiq. Indi tokraren & -funksiyanin
an ¢ox isladilon sakillarini verak:

1 «a
o(x) = lim— ,
(x) = lig no’+x’
5(x) = lim ~ 0K
K—w 1p X

511



: 2
S(X) = 11(1_1‘)1;10—11; Sl?{xljx

_ T
8(x)=>- [Tedk,

H

o(x) = 1 f cos kxdk.
T

- 95. Ortogonal sistemlar, funksiyanin Furye sirasma vo
Furye inteqralina ayrilmasi. Coxdayisanli funksiyalarin ayrihsi.
4-ol¢iilii Qauss teoremi. Maksvel tanliklori va saha qanunlarinin

tezlik vo dalga vektorunda tasviri. Sorbast Dalamber vo
Kleyn-Qordon-Fok tanliklarinin holli

Fizikanin miixtalif bahslarinda, xiisusilo optikada, elektrodinamika-
da, kvant mexanikasinda sahs funksiyalarinin Furye sirasina va inteqra-
lina ayrilmasindan gox genis istifads olunur. Ona gors biz burada Furye
siras1 va inteqrali hagda bir gadar malumat vermayi lazim bilirik.

5.1. Funksiyanmn bir gat (bir 6l¢iilii) Furye sirasina ayrilmasi
Umumiyystlo funksiyalari ortonormal sistema gors siraya ayirirlar.
Moasalon x arqumenti [0,27] va ya [- n,+7] seqmentinds dayisdikda

1 cosx sinx cosnx sinnx

N R R e (5.1)

triqgonometrik sistemi ortonormal sistemdir. Burada istonilon iki haddin
hasilinin [-m,+7] seqmentinds inteqral sifirdir vo hor bir haddin kvad-

einx +e—inx
ratimin  inteqralh  vahids baraberdir. Biz cosnx=—5— Vo

inx —inx

: e —e . . .. ) .
sin nx = ————— ifadoalarinden istifads edarak yeni ortonormal sistem

21
1 +ix 2ix +nix [
Jﬂ{l’ e, € geeey © ,} . (51)

Dogrudan da burada iki haddin hasilinin inteqralin1 hesablasagq,

ala bilorik:
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_],_Lln ei'm e_inxdx _ eix(m-—n) 2n_ ei2x(m—n) -1 _
2n i2n(m-n)°" 2 nn-n)

_sin2n(m-n)

1,(m=n olarsa) ~ °m

0,(m#n olarsa)
{ ) (5.2)
2n(m-—n)

alariq. Bu ortonormalliliq sortidir, yani miixtslif haddlorin hasili sifirdir.
Umumiyystlo riyaziyyatda goxlu sayda ortonormal (va ya ortoqonal)
sistemlor mévcuddur. Lakin biz trigonometrik ortonormal sistemlorlo
moasgul olacagiq.

Forz edak ki, f(x) funksiyas1 2n perioduna malik miirokkab perio-
dik funksiyadir vs o, [0,2%] vo ya [—- n,+n] intervalinda miitloq qiymatca

inteqrallanandir. Géstarak ki, belo funksiyani Furye sirasina ayirmaq
olar:

f(x)=—32—°~i-2(an cosnx +b, sin nx). (5.3)
n=}
Masalanin qoyulusu ondan ibarstdir ki, miirokkab f(x) funksiyasini sads
dovri funksiyalarin (cosx, sinx) comi goklinda gostars bilarik. Siranin ap
va bp amsallarini tapmagq igiin (5.3) sirasini ayriligda cosmx vs sinmx
funksiyalarina vuraraq onu x iizro —n-don + m-ys qadar inteqrallamaq
lazimdir. Indi sirada ortaya ¢ixan sinnx va cosmx funksiyalarinin hasil-
larini sin(n+m)x va cos(ntm)x funksiyalarinin comi va forqi soklinds

gostararak inteqrallanmani sadsca aparmaq olar:

\

1
COSmMX COSNX = —2—(cos(m —1n)x + cos(m + n)x),

sinmx sinnx = —;—(cos(m —n)x —cos(m +n)x), ¢ (5.4)

. 1, . .
sInmXx cosnx = 5 (sin(m + n)x + sin(m — n)x).

P,

Sonda inteqral altinda ayrica coskx va sinkx galir ((m+n)=k gobul

etmisik), vo k # 0 olduqda bu inteqrallar sifira barabar olur. Lakin k=0
oldugda bu inteqrallarin bazilari sifirdan forglidir:
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. T
sinkx| ™ _g (k#o0 olduqda),

k |7
[ “coskxdx =4 | . (5.5)
" x| =27 (k=0 olduqda).
;CO_kS_kA\::O (k=0 olduqda),
[ sinkocdx = (5.6)
0|’I =0 (k=0 oldugda).
L
Bunlarn nazars alaraq asagidaki ifadslori yazing:
f cosmx cosnxdx =md,,,
f sinmx sinnxdx = 7o, L (5.7)
[n sinmx cosnxdx = 0.

(5.3) sirasim cosmx -a vurub inteqrallayaraq (5.7) inteqrallarini na-
zora alsaq a, omsalini tapariq:

f f(x)cosmxdx=na_ voya a, = 1 fnf(x)cos mx dx. (5.8a)
T Tc H
Indi (5.3) sirasin1 sin mx -a vuraraq uygun smoliyyati aparsaq
[ f(x)sinmx dx =mb_vaya b_= 1 f f(x)sinmx dx  (5.8b)
T Tc 4

alariq. Son ifadslorin sol vo sag torafinds m indeksino n demok lazimdur.
Onda a_—>a_va b_—b, olur va bu da (5.3) sirasinin yazildig: soklo

uygun golir. Siranin a, amsalim tapmaq iigiin (5.3) sirasim sadacs inte-
qrallamaq lazimdur:

[ fooax= [ ?21 dx = %0.21: =ma, voya a, = % [Tfeodx  (5.85)

Beloliklo 2 perioduna malik miirakkab f(x) funksiyasinin Furye si-
rasina ayrilisinin amsallari (5.8a, b, s) diisturlan il verilir.

Indi biz istenilon 2L perioduna malik funksiyani Furye sirasina ayi-
ra bilorik. Farz edok ki, [-L, L] seqmentinds toyin edilmis 2L perioduna
malik miitloq inteqrallanan f(x) funksiyas1 verilmigdir. Dayisonlori
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L ) . . .
x =—Yy soklinds avaz etsok, y arqumenti [— n,n] intervalinda dayisan
7

f (L y) funksiyani alariq vo belo funksiyanin y-» gérs Furye sirasina ay-
T .

rilis1 (5.3) soklindo yazilir:

f(£y)=%°—+z (a, cosny + b, sinny). (5.3)
T

n=1

Siranmn a,, b, amsallar1 agagidaki sokilds yazilir:

a, =lf f(}-y)cosnydy, b, =lf f(Ly)sinnydy.
Somtrom T
(n=0,1,2...) (n=1,23..)

(5.8)

Yenidon avvalki x dayisonine qayidaraq yuxaridaki diisturlarda

y = —Ex yazsaq (5.3") vo (5.8') ifadalarinin sokli bir gadar dayigar:

a, & nmx nmx
f(x)=—=2+ E —+b, sin— | 5.9
(x) 2 T2 (an cos 3 , sin 3 ) (5.9

a, =% [ f(x)cosl‘{-x-dx, b, =% [ f(x)sinn—z)idx. (5.10)

Belolikls istanilon perioda (d6vra) malik funksiyam Furye sirasina ayira
bildik.

5.2. Furye sirasinin kompleks sakilds yazilisi

Bu masaloni hall etmak iigiin sads sokilds yazilisi (5.3) sirasindan is-
tifads edacayik. Kosinus va Sinus iigiin Eyler diisturundan istifads eda-
rok asagidakini yaziriq:

inx —inx inx —inx

. € +e e -—e
a,cosnx+b sinnx=a, +b =

inx —inx inx —inx

€ +¢ 4. € —€
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a —1b a_+ib
Burada ¢, =—*—*%,c_, —+———
2

(bax(5.8, a,b)).

(5.3) sirasindaki 321 haddini c,-la isare edorsk Furye sirasinda had-
larin xiisusi sonlu comini agagidak: sokilds yaziriq:
a9

N N . )
—+ Z (a,cosnx+b, sinnx)=c + Z (c,e™ +c_e™)

n=l n=l n=-N

I
M=
(]
=
(D—
E

Alinmus yeni ¢, amsallarim asgkar sokilds yazsaq

c, = 2 _zlb“ =é-(% [: f(x)cosnxdx—i% ’[; f(x)sinnx dx) =

1 .. _1 ~inx
o J:: f(x)(cosnx —isinnx)dx = o [‘n f(x)e dx (n)o)

olar. Son ifadadon bilavasite goriiniir ki, bu diistur ham n=0 vo hom da
n{o hali iigiin dogrudur (son halda nazors almaq lazimdir ki, ¢ =c").
Indi (5.3) diisturuna qayidaraq yazingq:

N
f(x) = rlzl_rg{%) + Z (a, cosnx +b, sin nx)} =

n=]

N inx +o0 inx
= %@wn; ce = ; c.e
Belalikla
f(x):Z c e™, (5.11)

1 .
c =—{ fxX)e™dx(n=0,£1,%+2,..).
o =5 [ 0™ dx ( )

(5.11) diisturunun sag torofi 2n perioduna (dévriine) malik f(x) fun-
ksiyast iigiin Furye sirasinin kompleks goklidir.

Biz indi (5.9) va (5.10) diisturlar1 ilo ifads olunan Furye sirasma ay-
riligin kompleks goklini asanligla yaza bilorik:

inmx

f(x) = i Ael, (5.12)
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1 L —inmx

- L -
A, =L f(x)e ¥ dx(n=0,£1,£2,..).

Bu diistur 2L perioduna malik olan f(x) funksiyasinin Furye sirasi-
nin kompleks soklidir. Bu diistur bizim iigiin asas diistur olacaqdir. Qeyd
edak ki, fiziklor hamisa Furye siralar1 va Furye integrallarinin kompleks
sokillarindon istifads edirlor.

5.3. Funksiyanin Furye inteqralina ayrilmasi
Indi f(x) funksiyasim sonlu —L<x<L intervalinda eksponensial
Furye sirasma ayiraq, yani (5.12) diisturundan istifado edok:
innx innx 1 Linmx’

f(x)= Z AneT = Z eT.Z LL f(x’)e—lex’. (5.13)

Asagidaki isaralomsni gobul edok:

nn T -k, x
k, =5 Ak, =F =k, -k, g(k,) = [ feoe™dx.  (5.14)

Onda (5.13) diisturunu asagidaki gakilds yaza bilorik:
f(x) = L > gk, e (5.13)
2L =,

(5.13") srasimin kémayi ils ya (-L,L) intervalinda verilmis, vs ya da
2L perioduna malik dévri funksiyani tasvir etmak olar.

Indi forz edsk ki, f(x) funksiyas! biitiin haqiqi adedi OX oxu boy-
unca toyin edilmisdir. Istonilon qadar bayiik L gotiirarak f(x) funksiyasi-
ni (-L, L) intervalinda (5.13") siras1 soklinds tasvir etmok olar. Qarsimiz-
da belo bir masals durur: (5.13") diisturun da L — « olduqda f(x) fun-

ksiyast na sokilds tosvir edilocokdir? (5.14)-do —ilf: Azk" oldugunu vo
T

digar igarslonmolari (5.13')-da nazars alaraq yaziriq:

0= 3 ek S (513"

k“=-w

(5.13") diisturunda L —» «, Ak, — o limit halin1 nazars alaraq va limit-

do comlomani inteqralla svaz edarak, biz f(x) funksiyasin1 Furye inteqra-
lina ayirmis oluruq:
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_ 1 ikx
f(x)_%[w g(k)e* dk. (5.15)
Analoji olaraq
gy = [ fk)e™dx. (5.16)

yaziriq. Bu ifadslords h(k) = :/——;_— g(k) isarslonmasini qabul etsak, yuxa-
T

ridaki diisturlar: simmetrik sokilds yaza bilarik:

f(x) = ﬁ [ hxye™d, (5.17)
h(k) = ﬁ [7 8000 dx, (5.18)

Burada (5.17) diisturu f(x) funksiyasinin Furye inteqralina ayrilmasim
ifads edir vo h(k) Furye amsali va ya «Furye obraz» adlanir. (5.18)

diisturu Furye amsalinin tayin olunmasi diisturudur. Bu diisturlar qarsi-

ligh slagadadir va onlarda L vurugu simmetrik istirak edir. Adston

J2n

bu diisturlar1 simmetrik yazirlar ((5.17) va (5.18) soklinda)., Bazon bu
simmetrikliys shamiyyat vermirlar. Masslan, (5.15) va (5.16) ¢evrilmalori
Furye inteqralina ayrilmani tasvir edir, burada g(k) Furye omsalidir, la-

kin simmetriklik yoxdur. Burada f(x)-da L vurugu ikinci tortibden

V2n

istirak edir, lakin g(k)-da bu vurugq istirak etmir. ©gar biz (5.15)-(5.16)
diisturlarinda h'(k) = % qabul etsaydik, onda
i

£ = [~ h(edk vo h'(k)=ﬁ [ fee™ax (9

olardi. Bu diisturlar da Furye inteqralina ayrilmani ifads edir, lakin
simmetrik deyillor (burada h'(k) Furye smsalidir). Yani simmetriyanin
bir 0 godar shamiyyati yoxdur va bu, Furye inteqralina ayrilmam apa-
ran goxsin zévqiindan asihidir. Cox vaxt f(x) funksiyasinin Furye inteqra-
lina ayrilmasi diisturuna ((5.15), (5.17)) diiziina gevrilma va Furye omsa-
linin tayin edilmasi disturuna ((5.16), (5.18)) isa tarsina gevrilma deyilir.
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Biz burada bir arqumentli funksiyanin bir qat Furye sirasina ayril-
masl ilo masgul olduq. Galacokds gox arqumentli funksiyanin ¢ox qat
Furye sirasina ayrilmasina baxacagiq. Qeyd edak ki, ixtiyari Furye inte-

qralinda diiz va tors cevrilmoanin har birisinin avvelindaki, (—)

J2n

(=0,1,2,..) vurugunun bir-birins hasili verilmis Furye integral {igiin
eynidir va Furye inteqralina ayrilmanin tam normallayici vurugu adla-
nir. Masalan, bir qat Furye inteqralina ayrilmada normallayic1 vuruq

2L-dir (bax: (5.15)~(5.16), (5.17)-(5.18) va (*) diisturlar). Gostaracayik
T

ki, ikigat, éigqat va.s Furye inteqralina ayrilmada normallayici vuruq

1Y (1Y
(5—) , (2—) va s. olacaqdir.
n T

Goalacakds islerimizi asanlagdirmaq tigiin burada bir hah ayrica qeyd
etmoaliyik. Ogoar bizo har hansi funksiyanin Furye inteqralina ayrilmasi

£(x) =% [~ fyerk, (5.2)

verilmisdirss, buradaki f(k) Furye amsalini avvallara qayitmadan bilava-
sita (5.a) diisturundan istifads edarak tapiriq. Bunun iigiin (5.a) berabar-
liyini inteqralin altindak: eksponentin strixlonmis kompleks qoslamast-
na, yani e™* funksiyasma vuraraq alinmis ifadenin sag vo sol tarofini
biitiin «x» fazasi iizrs inteqrallayingq:

ix(k-k')

[ e dx= [ f(k)dk% [Te ax=

= [T £008(k - k')dk = £(K"). (5.b)

Burada 8(k-k')=51- r " dx soklinde yazilmig & -funksiyasinin
Tt a0

xassasindon istifads etmisik. (5.b) diisturunun sol va sag torofinds
k' =k qabul edarak

f(k)= [:’ f(x)e ™™ dx (5.1)

aliriq. Burada yazilmis (5.a) va (5.b) diisturlar (5.15) va (5.16) diisturla-
rinin 6zidiir. Biz bu amsliyyat: istanilon ¢ox arqumentli funksiyanin gox
qat Furye inteqralina ayrilmasina tatbiq edacayik.
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5.4. Coxarqumentli funksiyamn Furye inteqralina ayrilmasi.

istonilon goxarqumentli funksiyani ¢oxqat Furye inteqrahna ayur-
magq olar. Biz holalik iki arqumentli f(x,y) funksiyasina baxacagiq. Forz
edok ki, f(x,y) funksiyas1 (x,y) miistovisindo (— o0 < X < +0,~0 <y < +00)
toyin edilmisdir vo miitloq qiymatca inteqrallanandr. 9vvalca y arqu-
mentini sabit saxlayaraq f(x,y) funksiyasin1 «x» arqumentina gors Furye
inteqralina ayiririq:

f(x,y)=—J;=n [7 h(yk,, e dk,, (5.19)
1 © »
h(y,k1)=—E j; £(x,y)e M dx. (5.20)

Indi (5.20) diisturunda k,-i fikso edarak, h(y,k,) funksiyasini y-o gora
Furye inteqralina ayiraq:

| - ,

h(y.ky) = [7 gk, ky)edk,, (5.21)
1 -ikyy

Blkky) == [ h(y.k,)e ™ dy. (5.22)

Sonda h(y,k,,) funksiyasinin (5.21) ifadasini (5.19) diisturunda ye-
rina yazaraq, axtardigimiz ayrilmam almis olurugq:

£(x,y) = [ [ dicidic gk, k) e, (5.23)
2?7
(5.20) diisturunu (5.22)-ds yerina yazsaq, asagidaki ifadeni alariq:
1 T —i(kx+k,y)
gk, k,) = — [ [ dxdyf(x,y)e ™. (524)
: 2m o

Analoji yolla ii¢ arqumentli f(x,y,z) funksiyasim Furye inteqralina
ayirsaq, asagidaki diisturlar alinar:
1

f(x,y,z)=f(7) = "

f ﬁ g(k)e¥d’k. (5.25)

L 1 T ey ik g3
g(kl,kz,kg)zg(k)=(—2n)7j j{ fEe ™ dx.  (5.26)
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Burada d’k =dk,dk,dk, =dk,dk,dk,, d’x=dx,dx,dx, =dx dy dzkve

T fozasinda hacm elementloridir. Biz k fozasina dalga vektoru fozasi
deyacayik. Yuxaridak: diisturlar simmetrik sokilds yazilmigdir, yoni har

iki diisturda inteqralin qabaginda eyni bir —(21—)3/2 vurugu yazilmisdir.
T

Ogor (5.25) disturunda (21 T vurugu yazilsaydi, onda biz (5.a,b,s) amo-
T

liyyatinnapararag, g(E) tiglin asagidaki diisturu alardiq:
g) = [[ [ fBe™d’x. (5.26))

Belalikla diiz va tors gevrilmods diisturlarin simmetrik olmasi macburi
deyil, lakin maslshatdir. Ancaq 3-6lgiilii fazada gevrilmads imumi nor-

3
mallayic1 vurugun [ZLJ olmasi macburidir.
n
Bozan funksiyan1 Furye inteqralina ayiranda (5.25) diisturunda in-

teqralin gabaginda —— 2 yazilmir v onun avazinds 1 yazlir:

en?
£ = | ﬁ g(k)e™ d’k. (5.25a)
Indi (5a,b,s) smoliyyatini aparara: g(k) Furye amsalmi tapagq:
[ ﬁf(f)e-‘”d& = Tj&kg(ﬁ) | Ti[e"“""?’d& =
- [[Jekaon( -R)2ny’ = @nye(i).

Son naticada birinci va axirmnci hadlords k =k’ yazaraq g(k) -n1 tapiriq:

g(k) =

(21103 f(F)e ¥ d*x (5.26)

w - -
f fkkI43x  ifa-

-

Biz burada 3-6lgiilii & -funksiyanin 8(k —k') =
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dasindan va onun xassasinden istifads edorak axirinci inteqrali agmisiq.
Inteqrallarin say: diferensiallarin saymna baraber olduguna gérs, sadslik
ficiin diferensiallar oldugu kimi saxlayaraq inteqrallan sorti olaraq bir
odad inteqralla avaz edacayik. Masalan,

1 [ t@e™d’x

gk)= )

Belalikls, yazilis qaydasindan asih olaraq normallayic (——1—)

J2n

(a=0,1,2,...) vurugu funksiyadan Furye amsalma vo oksins «harakat»
eds bilar va bu, son naticeni dayisdirmir. Ona gérs miixtalif miialliflords
bu vuruq miixtalif sakilds istirak edir. Bizim sonda aldigimiz (5.25a) va
(5.26a) diisturlar1 da Furye inteqralina ayrilmam ifads edir, lakin sim-
metrik deyillor.

Miiasir adebiyyatda Furye gevrilmasinds Furye omsalin el ilk funksiya
soklinds, lakin basqa arqumentlo tosvir edirlar:

f(r)-ilk funksiya, f (k) -Furye amsali; f(,t)-ilk funksiya, f (k, ) -
Furye amsali va s. Biz golocokds dérdgat Furye inteqralina ayriima ils

da mosgul olacagiq. Lakin indi Furye inteqrallar1 vasitasilo dalga tonlik-
lorinin neca holl edilmasini géstarmak istayirik.

5.5. Dalga tonliklorinin Furye inteqrallar vasitasilo halli
Biz asas matinda gdstormisik ki, sarbast elektromagqnit sahasi iigiin

A,Evs H vektorlan sarbest Dalamber tanliyini 6dayir:

2
oA,E,H=0voo=V’ Lo -Dalamber operatordur.  (5.27)

¢’ ot
Bu vektorlar avazina sada skalyar funksiya iigiin Dalamber tonliyini ya-

zarag, onu hall edak.

2

oy, 1) = (62 - iz-a—;)w(f, £)=0. (5.27)
c ot

y(T,t) funksiyasini ¥ arqumentina gora iigqat Furye inteqralina
ayiraq:

[Twk e d’k. (5.28)

- 1
y(r,t) = o™ )
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(5.28) ifadasini (5.27")-ds yerins yazaq:

(27:)3/2 [: en‘e[_ Ky(&, ) _Elz_q-j(ﬁ’ t)}ﬂ( = 0. (5.29)

2

Burada inteqral altinda V?e™ =—k2® v ciz%w(lz,t)————w(k t)

oldugunu nazers almigiq. (5.29) tonliyini e kT funksiyasina vuraraq
alinmug ifadoni biitiin ti¢ 6lgiilii T fazasi iizra integrallayaq:

0= f :d3k[— kK2y(k,t) - c—lz-(p(f(, t):l [ T dPxe™H) =
=(2n)° J‘ :d3k[— k2y(k, t) ~—\|/(k t)}B(k k') =
=(2n)3{—12'2w(12',t —-Tq‘;(fc',t)} (5.30)
C

on)’ f: d*xe™* %) = §(k - k') oldugunu nozers almisiq

Biz burada

vo k fozasi iizro inteqrali 3 -funksiyanin kémoayi ilo agmisiq. Son bora-

barlikdo k =k’ deyarak, barabarliyi - (27)* -na ixtisar etsak
K2y (K, 1) +— (K, 1) = 0 (5.31)
c

olar. Burada ck=w qabul etsok, alinmus bircins  + o>y =0 diferensial
tonliyin xarakteristik tonliyini 4’ +0”> =0 soklinds yaziriq. Buradan
M ,=Fie ahnq. Beloliklo son diferensial tonliyin holli wy(k,t)=
=c,(k)e™ +c,(k)e™ olur. y(k,t)-nin bu qiymotini (5.28)-ds yerina ya-
zaraq, dalga tonliyinin hallini tapmus oluruq:

|(kf+ml)

Y(E ) = j‘ {c, () ¢, (K)e " W’k.  (5.28)

(2)

Son ifadads eksponentlor bizs ssas motinden molum olan miistavi mo-
noxromatik dalgam tesvir edir. Belolikls dalga (Dalamber) tonliyinin

holli miistavi dalgalarin superpozisiyasindan ibaratdir. Bu yazihisda k
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dalga vektoru vo o dalganin tezliyidir (k = 9). Sahanin korpuskulyar
C

tosvirinde #k fotonun impulsu, Ao iso onun enerjisidir. Fotonlarin
kiitlasi sifirdir va ona gors onun 6dadiyi dalga tonliyinda «kiitlo hoddi»
yoxdur.

(5.28") hollinds gox kigik dayisiklik etmok iigiin ikinci haddi ayrica
integral soklinds yazaq va bu inteqralda k = —k oavezlomasini aparaq:

r dSkcz(E)ei(ﬁhmt) - F (_dBk)cz(_E)ei(—i?+wt) = f: d3kcz(_l'£)e_i(f(f-m[)-

Son ifadani almagq iigiin biz ikinci baraborlikds iig 6l¢iilii inteqralin sar-
hadlorinin yerini dayisorak (-d’k) vurugundaki manfi isarasini miisbsto
cevirmisik. Son ifadoni yeniden (5.28)-ds yerino yazaq Vo
C, (k) = A(k), C, (=k) = B(k) avozlonmosini aparaq:

~i(ki-ot)

o~ 1 N L i(kF-ot 1 3 "
w(r,t)=Wj_’:{A(k)e< ) +Bk)e Wk (5.28")

Elektromagnit sahosi haqiqi sahs oldugundan wy(f,t) =y (7,t) yazaraq,
bunu (5.28")-ds nazors alsaq, B (k) = A* (k) sortini alariq. Bundan isti-

fads edarak, dalga tonliyinin hallinin miiasir adobiyyatdaki soklini yazi-
1q:

WED = [TAGRET + AR Tk (528"

(2n)"" ==

Bu yazilisda birinci vs ikinci hadd bir-birinin kompleks qosmasidir. Indi
(5.27) dalga tanliyindaki E(F,1) vo H(f,t) sahalorinin hallori da (5.28")
soklinds yazilacaqdir. Lakin indi A(k)va A°(k) skalyar amplitudlar
artiq vektor olacaqdir (Ak),A"(K)).

Yeri golmiskon geyd edok ki, relyativistik fizikada elo zorraciklor
movcuddur ki, onlarin spini (maxsusi harokat miqdar1 momenti) sifirdir,
lakin kiitlosi sifirdan farglidir. Bunlar skalyar vo psevdoskalyar zerracik-
lor adlanir. Onlara misal n-mezonlar1 gostarmak olar. Belo malum olur
ki, bu zarraciklar do Dalamber tonliyino oxsar tonliyi 6dayirlor. Basqa

sozlo Dalamber tanliyins «kiitlo haddini» slava etsok skalyar zarraciklo-
rin 6dadiyi tonliyi alariq:
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O-2)op(f,t)=0 (5.32)

Burada kiitlo haddi = =—r%€-dlr, m-zarraciyin kiitlasi, 7 =2L - Plank
T

sabiti, c-is1gin vakuumda siiratidir. Bu tanlik Kleyn-Qordon-Fok tanliyi
adlanir va relyativistik fizikanin asas tonliklorindan biridir. Bu tanliyi da
Furye inteqralina ayirmaq yolu ila hall edirlor:

o(F,t) = o )3/2 j"" ok, e d’k. (5.33)

9vvalki misaldaki analogiyani davam etdirsak, (5.31) tonliyi avazino
(k? + 22k, t)+ <P(k )=0
tonliyini alariq. Buradak: k*+ a2 vurugunu ya K2 va ya K? ils isaro
ko, = vk? + &,

Analogiyan: davam etdirerak o(k,t) = C,(k)e ™ +C, (k)™ aliriq. Bu-
rada har ey analoji gedir. Son naticads

edirlar:

o(F,t) = j‘ {AK)e TR 4 A*(K)e Kk gk (5.34)

(2 )3/2

alirig. Bu Kleyn-Qordon-Fok tonliyinin hollidir. Burada %k skalyar
zarraciyin impulsu, #ck, onun enerjisi, @(t,t) isa skalyar zarraciyin da-
1ga funksiyasidir.

5.6. Maksvel tonliklori vo saho qanunlarimin tezlik vo dalga vektoru
tasvirinda yazihsi

Biz yuxarida gostordik ki, elektromaqnit sahasini miistavi mono-
xrometik dalgalarin superpozisiyas: soklinds gostormok olar. Ona gora

elektromaqnit sahssinin E vo H vektorlarin tezlik va dalga vektoruna
gors Furye inteqralina ayirmaq tam yerins diigordi:

— 1 00 -0 — — S -
Ef,t)=—— | do| d’kE(e,k)e*, ’

(21r)4 [uo [eo (5.35)
E(o.k) = [ dt [ dxEF, e @,
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- 1 B o
H(_I“, t) = do dskH(O), k) el(kr—mt),

2n)* [: 5.36)
I-:I((D,E) = [‘” th" d*x FI(?, t)e—i(l—d—mt)'

Buradaki E(w,k) va H (@,k) Furye amsallarin (5.a,b,s) smoliyyat: vasi-

tosilo hesablamisiq. E(%,t) vo H (F,t) funksiyalariin Furye inteqralina
ayrilmasinda —(21—)4 vurugu igtirak etdiyina gora Furye amsallarinda ar-
T

t1q bels vuruq istirak etmir. Burada dérdgat Furye inteqralina ayrilma
aparilmigdir. Qeyd eds ki, funksiyanin t-don asihiligini sabit saxlayaraq
onun t-don asitliligini tezlik iizra birqat Furye inteqralina ayirmaq vs ya
t-don asihilig: sabit saxlayaraq funksiyanin t-don asihilifini iigqat Furye
inteqralina ayirmaq mimkiindiir. Biz bu ciir ayrilmalardan da istifads
edacayik.

Indi sads bir mosaloys baxaq: rotE = -—-l—agtl— tonliyini @ va k-ya go-
c
ro dordqat Furye inteqralina ayiraq. ©vvalca bu Maksvel tonliyini

rotE+1§§-=o. (5.37)
c ot

soklinda yazaraq, bu barabarliyi dérdqat Furye inteqralina ayiraq:

(211t)4 [: do [: d3k{i{121?:(m,12)]_%‘”ﬁ(w’ﬁ)}ei&m, - 0.

Indi bu boraberliyi ¢*™*" funksiyasina vuraraq biitiin ¥ fozasi vo t

oxu iizro inteqrallayaq vo & -funksiyalarin kémoyi ilo d’k vo de iizre
inteqrallar agaq:

0=["do[ e k{ [kE(o, k)]——H( k)} [ eitereny

(2;) I‘ F(E-K) 43y f do f d k{ [kE(w k)]——-H(m k)}

x 8(0— )3(K — K') = { KB,k )]— 19 Hw,k )}

Axirinct borabarlikda @' = va k' = k yazaq va barabarliyi i-ys bélak:

526



[kE(w,k)]= SH@H. (5.38)

Bu, (5.37) Maksvel tonliyinin ® vo k tasvirinda va ya Furye omsallarin-
da yazilisidir. (5.37) Maksvel tonliyi xiisusi téromoli diferensial tonlik
oldugu halda, onun Furye «obraziarinda» yazilmig (5.38) ifadasi artiq
cabri tonlikdir.

Indi Maksvelin (5.37) tenliyini yalniz tezlik tosvirindo yazmaq liglin

E va H-mn bir 8l¢iilii Furye ayrilisindan istifads edirik:

E(%.0) © et ) B(O),
G, t)} 2n[ doe {ﬁ(m,f)- G

(5.37) tonliyini (5.39) dan istifads edarok tezlik iizrs birélgiilii Furye
inteqralina ayirsaq vo yuxaridaki amaliyyati tokrar etsok

rotB(e,F) = 2 H(w,T) (5.39")
C

miinasibatini aliriq. Bu, (5.37) Maksvel tonliyinin tezlik tasvirinds yazili-
sidir va 6zii do yalniz T arqumentinos gora diferensial tonlikdir.

Furye sirasina vo ya inteqralina ayrilmani biz fiziki sistemlora totbiq
edirik. Ogor sistemin hali diskret, yani sigrayisla doyisarsa biz sistem
ti¢lin Furye sirasini, yox agar sistem kasilmaz dayisorss Furye inteqralini
asas tutacagiq. Belaliklo kasilmoaz spektrds Furye inteqralindan istifado
edacayik:

(M= )3/2 [Celkk ok 1) = —5 5 )3/2 [tk ax. (540

Burada f (l_i) inteqrala ayrilmanin kasilmoz Furye amsalidir.

Biz Furye sirasina ayrilmam (5.12) diisturu ils ifads etmisdik. Bu
diisturda f(x) funksiyasmin dévrii (periodu) 2L gotiiriilmiigdiir. Miiasir
odobiyyatda adatan f(x) funksiyasinin periodunu ¢ gabul edirlor. Buna

X 27nxX  27nx

uygun olaraq biz (5.12) diisturlarinda 2L =¢, = = =k
Y& q biz (3.12) R R

Vo fLL Ldx = I: ..dx gabul edacayik:

f(x)= ZAne"‘"" , A, =% J: f(x)e™*dx (n=0, %I, £2,..). (5. 12"
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1 1

Siraya ayrilmani simmetrik etmoak iigiin A =€'7£1/ A =—é72—Bn ya-
Zrq:

1 < ik, X 1 ! —ik,x [

f(x)=z)]—/2—§Bnek" . By= jof(x)e k*dx (n=0, t1, +2, ..). (5.12)

Indi ii¢ arqumentli f(x,y,z) = f(f) funksiyasinin iigqat Furye sirasi-
na ayrilmasini asagidaki kimi yaziriq:

T 1 ikF 1 =\ ik
f(r)=WZfEe", =7 [ f@e™dx . (5.41)
k v=¢
Burada f; diskret Furye omsahdir vo inteqral sonlu V=£3 hacmi iizrs

aparilir. Beloliklo, miiasir adabiyyatda kasilmaz vo diskret spektrds k

dalga vektoru Furye omsallarina arqument kimi (f ) va ya indeks kimi

(f;) daxil olur. Qeyd edak ki, (p(f,f() =(Tl)—§72—eﬁ funksiyalan biitiin
7

sonsuz V — o hacimds va ¢ (T) = f%eiﬁ funksiyalar1 iss sonlu V = ¢*

hacminds ortonormal sistem tagkil edir. Dogrudan da

' © S . 1 e c - .

L o0 E = 2n)’ -[:D e’k =3(k -k,
1 iy _ b(5.42)
| oc@®ei@®d’x= 7 [ e dx =8, = { 1, (k=K'olsa)

A o 0, (k#k’olsa).

5.7. 4-ol¢iilia fazada Qauss teoremi

Real fiziki faza va zaman vahid bir tam tagkil edir. Bu fozanin hon-
dasasi Psevdoevklid handasasidir. Alman fiziki H.Minkovski psevdoevk-
lid hondasasine malik 4-6l¢iilii fazam qurdu. Bu fazada her bir néqte 4
koordinatla (xi, X2, X3, X4=ict) tayin edilir va foza Minkovski fozas: adla-
nir. Fozanin metrikasini miisyyan edan iki yaxin néqts arasindaki masa-

fo ds= J ¢2dt? —dx? —dy? —dz*> soklinds kvadratik forma ils tasvir edi-

lir. Kvadratik formada miixtalif isarali kvadratlar istirak edir va bu da
fazanin psevdoevklid olmasim gostarir.
Biz 4-6l¢iilii fozada Qauss teoremini yazmagq ligiin 3-0lgilii foza ilo
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analogiyadan istifado edacayik. 3-6l¢iilii fazada Qauss teoremini isbat
etdik va asagidaki riyazi ifadsni aldiq:

q’ Jds = j dividv. (5.43)
S \'

Burada V ixtiyari 3-6lgiilii hacm, S hocmi ohato edon qapali sath va
ds =nds sathin xarici normali istigamatindo yonslmis sath elementidir.
Ogoar biz (5.43)-ds téromoni va vektorlarin hasilini komponentlords yaz-
saq

oJ.
Jds, = | dx,dx,dx,— (1=123
g‘ i \}[ Xl x2 x3 axl( )

voya
c;{.l,dsl +J,ds, +J,ds,}= '[dxzdx3Jl

S

o+ Idxldx3J2|§f + jdxldx2J3

Z
Z

alariq. Miigayisadan alinir ki, sath iizrs inteqraldan hacm iizra inteqrala
kecmok asagidaki operator smoaliyyatina gatirilir:

ds, > d’x-2-. (5.44)
ox

Ikinci siradak: inteqrallan miiqayisa etsok
3 3 3
ds, = dx,dx, = 5% ds, = dx,dx, = 3%, ds, = dx dx, = 2%
dx, dx, X3
oldugunu gorarik. Bunu iimumi sokilds yazsaq
3
ds. = d’x

E (5.45)

olur. Bu aldiglarimizi 4-6l¢giilii hacm va onu shata edon hipersatha vo on-
lar iizrs inteqrallara tatbiq etsak

O (w=1234) (5.44)

do, —»d'x
n

operator miinasibatini alariq. Burada do, 4-6l¢iilii hacmi shats edan hi-

persath elementidir. Hipersath elementi 4-6l¢iilii hacm elementi ila
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4
do, = g X (5.45)
Xy

soklinds slaqoadardir. Belalikloa 4-6l¢iilii Qauss teoremi

o1
do J, = j dix—2 (5.43")
R(4) B

soklinds yazilir. Burada ¥ 4-6lgiilii R(4) hocmini shats edan hipersathdir.
Odobiyyatda adston 4-6lgiili hocm elementi d*x =d*xdt soklinds
gabul edilir. Lakin bu hoacm elementini c-ys va ya ic-ys vurmagla alinan
onun digor iki sokli do méveuddur: d*x =d’xdt — d’xdx, — d’xdx,.
Burada x, =ct,x, =ict-dir, ¢ isigin boslugda yayilma siiratidir. Onda
4
do, = d*x
dx

®

ii¢ soklo malik olur. Biz d*x -in I va III sokillarini gétiirsok:

do, {dx dx,dt,dx,dx,dt,dx dx dt dx dx dxs},

do,” ={dxzdx3dx4,dxldx3dx4,dxldx2dx4,dx,dxzdx3}

olar. Burada hansi soklin gotiiriilmasi yaziliy kontekstinden aydin
olacaq. Biz ¢ox vaxt dcf) -dan istifads edacayik. Bu yazihsda metrika

dx, = {dr,dx,} soklindadir.

MOSOLO VO MISALLAR
Yuxandak: verilmis materiali daha atrafli monimsomak iiciin asag-
daki masalo vo misallart hall etmayi maslohat goriiriik. Furye inteqralla-

rina ayrilmada asagidaki standart diisturlarindan istifads edin.
5.8. Harmonik ragslors ayrilma:

f(z, t)=(2—15[: f(r,0)k ™ do, f(f,0) = f : fF,te"dt.  (A)
5.9. Miistovi dalgalara ayrilma:

(D=0 )j‘“’ £k, k7 dk, £k, 1) = [ 106 “©x.  (B)
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3.10. Miistavi monoxromatik dalgalara ayrilma:

(21)4 [tk 0 F*90’k do, £(K, 0) = [£G 1k ™ ddx. (C)
¥ % ) ©

f(F,t) =

511. G =% Qrin funksiyasinin ii¢ 6l¢iilii Furye amsalin1 hesablayin.
Gastariy: e vurugunu hesablayanda polyar oxu z boyunca yé-
nalmis sferik koordinat sistemindan istifads edin.
J-...e”“.‘Fd3x = I...e'i“°°ser2drdQ .

S5.12. Siikunatdaki noqtavi e yiikiiniin sahasinin ¢(f) potensiali va
E(f) intensivliyini miistovi dalgalara ayirin.

Gostariy: ﬁch(f)=—4np('r')s—4ne8(f) Laplas-Puasson tenliyindan
istifado edin.

5.13. A(F,t) vo o(T,t) potensiallar tigiin Dalamber tanliyi va Lo-

rens sortini Furye amsallari iigiin yazin. Furye ayrilisinin biitiin ii¢ (A),
(B), (C) variantlarini nazars alin.

Gostarig: Tonliklori
SAE+ T IE =0 vo divAadE, H+2 220D g
c c ot
soklinds yazaraq Furye inteqralina ayirin.
5.14. Sahonin E,H vektorlan ilo A,¢ potensiallar: arasindaki sla-

qani Furye amsallar ils ifads edin. Har ii¢ variant (A, B, C) nazors alin
(E+ l% +Vo=0,H- [?A]: 0 yazaraq inteqrala ayirin).
c

5.15. Maksvel tanliklorini Furye amsallar vasitassilo har ii¢ varian-
tda yazin (tanliklords biitiin hadlori bir torafs kegirorok Furye inteqrali-
na ayirin).

5.16. Sabit © siiratilo harakat edsn noqtavi yiikli zarraciyin A(r, t)
va ¢(T,t) potensiallarini miistovi monoxromatik dalgalara ayrilmis so-

kilds yazin.
Cavablar:
5.11. G(k) = lim—g(l —coskR), ll{im coskR - ossilyasiya edan haddi

R—w
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atmagq olar.

5.12. (k) = %e—, E(k) = ~iko(k).

5.13.
2

2
- - Am— _ - -
(A): AA(r,m)+%A(r,co>=—{-J(r,w» A@(R,m)+°c’—2<p(R,co)=
=—47rp(f{,co),
divA(R, ) -2 (R, 0) =0.
C

(B): A(K,1t)+k*c?A(K, 1) = 4ncj(K, 1), §(k, t) + k2c’p(k,t) =
= 4nc’p(k, t),
ickA(k, t) + ¢p(k,t) = 0,

(©) (kz - (2—22]};(12, ®) = {E}(f(, o)),[k2 - —‘:—:;J(p(f(,m) = 4np(k, ®),
kA, 0) —%w(ﬁ,m) = 0.
5.14. (A): E(F,0) = —grado(F,0) + i%f«(f,m), A(%,0) = rotA(f, 0),
(B): B(K, 1) = -iko(k, 1) -%K(E, 0, B, 1) =i[kAG, 1),
(©): B(k,0) = -ikp(k, 0) +i%/1(1“<,m), A(k,0) =i[kKAGK,0) .
5.15. (A): rot E(F,0) = i%ﬁ(f,m), div B, 0) = 4np(F, 0),
rot Fi(F,0) = —%‘”E(f,m) + ic’l i(F,w), divH(F,0) = 0;
B): i[kE(K, b)|= -%ﬁ(ﬁ,t), RE(R, 1) = 4np(K, 1),
ifkAE b= +;1:-E(E,t) +4T"3(12,t), R-AK,1)=0;
©): [B(K,0)|= %ﬁ(f(,m), ik -E(k,0) = 4np(k, @),

ifkA®,0)= —%E(E, ) + i‘g}(ﬁ,m), A&, 0)=0.
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3.16. v siiratilo horokat edan yiikiin sixlig1 p(¥,t) = ed(f — vt) soklin-
dadir. Onun Furye omsali

ptk,w)= [ ed(F —7t)e " F g xdt = [ e-em®@dt = 2med(w—kv)
olar. 5.13 (C) hoallindan istifads etsak,

~ 47 E,co 87°ed(® — kv

o, o) = p( 2)= ( )

2
2 O 2 O
k——2 k——2
C C

alariq. Horakot edan yiikiin corayan sixh j(%,t) = ev8(f — vt) -dir. Ana-

2 - _"_.
loji olaraq A(k,0) = 8n evo(@ 5 kv) ol

ur.
k2-2

c2
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